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Krotki opis gry

Paper Soccer (lub papierowy hokej) to abstrakcyjna gra strategiczna rozgrywana na kwadratowej
siatce, ktora przedstawia boisko do pitki noznej lub hokeja. Grajg w nig dwie osoby, ktore na zmiane
wydtuzajq linie reprezentujgcg pozycje pitki, az ta dotrze do jednego z dwoch pdl bramkowych na siatce.
Gra ta, tradycyjnie wykonywana na papierze i z uzyciem otdwka, jest popularna w szkotach i czasem
mozna jq znalez¢ w niektdrych czasopismach. Istnieje rowniez wiele komputerowych implementacji tej
gry. Pomimo prostych zasad, paper soccer oferuje réznorodne strategie i taktyki.

Zasady gry

1. Pole gry: Gra rozgrywana jest na kwadratowej lub prostokatnej siatce, ktéra
reprezentuje boisko do pitki noznej lub hokeja. Siatka sktada sie z pdl, ktére sg
potgczone liniami.

2. Poczatek gry: Na poczatku gry ustawia sie pitke na srodku siatki.

3. Ruchy: Gracze wykonujg ruchy na zmiane. W swojej turze gracz wydtuza linie
zaczynajac od ostatniego punktu, w ktorym znajduje sie pitka, i prowadzi jg do
sgsiedniego pola na siatce. Pitka nie moze przemieszczad sie po brzegu boiska ani
odcinkach, po ktérych juz wczesniej sie przemieszczata, moze jednak od nich sie
odbija¢, tzn. jesli w pozycji koricowej znajdowat sie przed wykonaniem ruchu koniec
jakiegos$ odcinka lub brzeg boiska, to po wykonaniu ruchu gracz wykonuje kolejny.

4. Bramki: Celem gry jest doprowadzenie pitki do jednego z dwdch pdl bramkowych
znajdujgcych sie po przeciwnych stronach siatki.

5. Zasady ograniczen: Pitka nie moze opusci¢ pola gry ani przechodzi¢ przez linie, ktore
zostaty juz narysowane. Gracz nie moze zakonczy¢ swojego ruchu na polu, na ktérym
juz znajduje sie linia lub pitka.

6. Koniec gry: Gra koniczy sie, gdy pitka dotrze do jednej z bramek. Gracz, ktory
wprowadzit pitke do bramki, zdobywa punkt. Mozna tez ustali¢ wczesniej okreslong
liczbe punktéw do osiggniecia przez graczy lub gra¢ do ustalonego czasu.



Przyktadowa plansza:

Reguta indeksowania wierzchotkdw:

indeks = kolumna * iloscKolumn + wiersz
kolumna € {0,1,2,3,4,5,6}

wiersz € {0,1,2,3,4}

Cel:
Naszym celem jest rozegranie catej partii gry, z dwoma zdefiniowanymi graczami
minimalizujgc dtugos¢ catej trasy i maksymalizujgc ilos¢ tur.

Dane:
l = 12— maksymalna z géry narzucona ilos¢ tur

d = 6 —dtugosc buforu zwigzanego z iloscig generowanych rozwigzan;
H]

h"f]zo 20 macierz reprezentujaca graf z wszystkimi mozliwymi ruchami.
X

B {1 — jezeli istnieje potaczenie pomiedzy wierzchotkami
Y 0 — w przeciwnym wypadku

g = 10—indeks wierzchotka poczatku naszego ruchu
b, = 1-indeks zakoriczenia catego ruchu (bramka gracza numer zero)
b; = 19 —indeks zakoriczenia catego ruchu (bramka gracza numer jeden)

i,j —indeks wierzchotka
i,je{0,1,2,..,19}

k — indeks tury



k—{01,2,..,1}
n — indeks odwiedzonego wierzchotka w trasie
n—{0,12,..,d}

Zmienne decyzyjne:

X[xi'j]ZOxZO_ macierz przechowywujaca wszystkie odwiedzone juz potaczenia

o {1 — jezeli istnieje potaczenie pomiedzy wierzchotkami
Xij 0 — w przeciwnym wypadku

G[gk-i-f]zxmxzomaderz przechowywujaca wszystkie odwiedzone juz potaczenia w trasie w kazdej turze od korica nowego
ruchu do bramki gracza numer zero

o {1 — jezeli istnieje potaczenie pomiedzy wierzchotkami
Gkij 0 — w przeciwnym wypadku

V[Uk'i'j]leOxZO — macierz przechowywujacy wszystkie odwiedzone juz potaczenia w trasie w kazdej turze od korica nowego
ruchu do bramki gracza numer zero

o {1 — jezeli istnieje potaczenie pomiedzy wierzchotkami
Vkiij 0 — w przeciwnym wypadku

Z[zk_n]lxd bufor przechowywujgcy najkrotsza trase od bramki gracza numer zero do koricowego punktu trasy w kazdej turze
Z n — indeks odwiedzonego wierzchotka w trasie od bramki gracza numer zero

W[Wk'n]lxd_ najkrotsza trasa od bramki gracza numer zero do koricowego punktu trasy w kazdej turze po wyzerowaniu

zbednych rozwigzan
Wy — indeks odwiedzonego wierzchotka w trasie od bramki gracza numer zero po wyzerowaniu zbednych rozwigzan

A[ak'"]lxd_ macierz ostatnich indekséw trasy od bramki gracza numer zero do koricowego wierzchotka w kazdej turze.
ayn - ostatni indeks trasy od bramki gracza numer zero do koricowego wierzchotka w kazdej turze

C[Ck'n]lxd — wyzerowane ostatnie indeksy trasy od bramki gracza numer zero do koricowego wierzchotka w kazdej turze po

uwzglednieniu komu przypada dana tura
Ckn - Ostatni indeks trasy od bramki gracza numer zero do koficowego wierzchotka w kazdej turze po uwzglednieniu komu
przypada dana tura

E[ek_n]Lxd bufor przechowywujacy najkrotsza trase od bramki gracza numer jeden do koricowego punktu trasy w kazdej

turze
ey n —indeks odwiedzonego wierzchotka w trasie od bramki gracza numer jeden

Q[qk_n]lxd— najkrétsza trasa od bramki gracza numer jeden do koricowego punktu trasy w kazdej turze po wyzerowaniu

zbednych rozwigzan
Gk — indeks odwiedzonego wierzchotka w trasie od bramki gracza numer jeden po wyzerowaniu zbednych rozwigzan

U[uk»"]zm_ macierz ostatnich indeksow trasy od bramki gracza numer jeden do koricowego wierzchotka w kazdej turze
Uy p - Ostatni indeks trasy od bramki gracza numer jeden do koricowego wierzchotka w kazdej turze

M[mk'n]lxd — wyzerowane ostatnie indeksy trasy od bramki gracza numer jeden do koricowego wierzchotka w kazdej turze

po uwzglednieniu komu przypada dana tura.
my, - ostatni indeks trasy od bramki gracza numer jeden do koficowego wierzchotka w kazdej turze po uwzglednieniu komu
przypada dana tura

a[ak_n]lxd — wektor pozwalajacy wyzerowac niepotrzebne wartosci w najkrétszej trasie do punktu w kazdej turze

o {1 — jezeli wierzchotek nie powinien zosta¢ wyzerowany
kn 0 — w przeciwnym wypadku



r[rk ] —zmienna pomocnicza pozwalajaca wyzerowac niepotrzebne wartosci w najkrétszej trasie od bramki gracza zero
Mlixd

do punktu w kazdej turze
{1 — jezeli wierzchotek nie powinien zosta¢ wyzerowany
Then 0 — w przeciwnym wypadku

a[ak'n]lxd —zmienna pomocnicza pozwalajaca wyzerowac niepotrzebne wartosci w najkrotszej trasie od bramki gracza

jeden do punktu w kazdej turze.
P {1 — jezeli wierzchotek nie powinien zosta¢ wyzerowany
ke 0 — w przeciwnym wypadku

m[my n] — bufor przechowywujacy trase w kazdej turze
Ty n — indeks kolejnego wierzchotka w danej turze.

u[pg ] — macierz indekséw wierzchotkéw odwiedzonych w i-tej turze po wyzerowaniu
Uy,n - indeks wierzchotka odwiedzonego w i-tej turze po wyzerowaniu

S[sk] -wektor przechowywujacy liczbe odwiedzonych wierzchotkdéw w i-tej turze
Sy, - liczba odwiedzonych wierzchotkéw w i-tej turze

r -liczba wszystkich tur (indeks ostatniej tury)

ylyi] -wektor okreslajgcy czyja jest tura

_ {1 — jezeli tura nalezy do gracza numer jeden
Vi 0 — jezeli tura nalezy do gracza numer zero

plpk,i] — macierz okredlajaca czy dany wierzchotek zostat odwiedzony w danej turze

_ {1 — jezeli wierzchotek zostat odwiedzony
Phii 0 — w przeciwnym wypadku

alay,;] — macierz przechowywujaca ilo$¢ odwiedzin danego wierzchotka na przestrzeni tur
ay,; —suma odwiedzin danego wierzchotka w k i w k-poprzednich turach.
B[Bk,i;] — macierz przechowywujgca czy wierzchotek w trasie w turze byt juz odwiedzany wczesniej

1 — jezeli wierzchotek z trasy w turze zostat juz wczesniej odwiedzony
0 — w przeciwnym wypadku

Bri — {

Funkcja celu:

A(T) = Y} s, - minimalizujemy sume ostatnich indekséw trasy
B(M) = Zf\, my, - minimalizujemy sume ostatnich indekséw trasy od bramki gracza numer zero
C(Q) = X} qi- minimalizujemy sume ostatnich indekséw trasy od bramki gracza numer jeden

D(r) = o — r- maksymalizujemy ilo$¢ tur

G(T,M,Q,7) = 025 * A(T) + 0.25 B(M) + 0.25 * C(Q) + 0.25 * D(r)



Ograniczenia:

Yo = 1- ustawiam zafozenie, ze pierwsza tura nalezy do pierwszego gracza.

v Yo+1 = 1 — ¥, - tury majg byé naprzemiennie

n
o=n-—-1
Uo = 1-w pierwszym ruchu gracz moze wykona¢ maksymalnie jeden ruch.
w1 = 1 —wdrugim ruchu gracz moze wykona¢ maksymalnie jeden ruch;

Ty,0 = g — poczatek naszego catego ruchu na przestrzeni wszystkich tur musi zaczgc sie w
poczatkowym punkcie

r < [ —ilo$¢ tur musi by¢ mniejsza niz maksymalna ilos¢ tur

r = 1 —liczba wszystkich tur ma by¢ wieksza od zera

Vi Sk = 1—tymczasowe zatozenie (nie wiem jak zrobi¢ dynamiczny ruch w turze)

Vi Sk > 0 - ostatni indeks trasy w kazdej turze musi by¢ wiekszy od 0 (gracz musi wykonac jakis ruch)

V kn hﬂk,o,ﬂk,o+1! = 0 -potaczenie w grafie z wszystkimi dostepnymi ruchami musi istniec

o=n-1

V k To410 = Tos, — POCZatkowy wierzchotek nowej tury musi by¢ koricowym wierzchotkiem
o=k-1
poprzedniej.

Vi Zio = Ty, - POczatkowy punkt w trasie od bramki gracza zero jest punktem konicowym w danej
turze

Vi Zi,q, = bo - koricowy punkt w trasie od bramki gracza zero jest indeksem bramki

Vin hzk,n.zk,n+1 ! = 0 - pofaczenie w trasie od bramki gracza zero w grafie z wszystkimi dostepnymi

ruchami musi istnie¢

Vin Cn, = Tkn * Zkn — Wyzerowana trasa od bramki gracza zero do koricowego punktu w danej turze
Vin (1 —Vk) * exn ! = by-gracz numer zero nie moze wykonac ruchu do bramki gracza jeden
Vin Yk * €kn ! = bg -gracz numer jeden nie moze wykonac ruchu do bramki gracza zero

Vin Ukn = Okn * Ty p - Z€rUje niepotrzebne rozwigzania

d-1 . .
Vokn X tenss = (Z}Z r 1(uk,o = Wry Alko+1 = Upys1)) - Cafa trasa w macierzy ma byc
o=n-1 y=r—

réwna sumie wszystkich istniejgcych krawedzi

d-1 . .
Vo okn Xy opens = (Z}Z 7 (Mko = Wry AHgo-1 = Hfy-1)) - Cafa trasa w macierzy ma byc¢
o=n+1 T y=r+1

réwna sumie wszystkich istniejgcych krawedzi

d-1 .
Vo okn GwyoWkoss — > 7 Wio = Wiy AWgop1 = Wiryq) - Cata trasa od bramki zero w
o=n-1 o r=f-1

macierzy ma by¢ réwna sumie wszystkich istniejgcych krawedzi

Vokn Gwgowpoy = Zd_} (Wko = Wiy AWk o1 = Wi 1)) -cata trasa od bramki zero w
o=n+1 A r=f+1
macierzy ma by¢ réwna sumie wszystkich istniejgcych krawedzi



V okn Vguodkor = Zd_} (Ako = Akr NAko+1 = Qkr+1)- Cafa trasa od bramki jeden ma byc
o=n-—-1 ‘r=f—1

réwna sumie wszystkich istniejgcych krawedzi

Vi okn Vg odkoos = Zd_} (Ak,o = 9kr NAko-1 = Qkr—1) - Cafa trasa od bramki jeden ma byc
o=n+1 o r=f+1

réwna sumie wszystkich istniejgcych krawedzi

Vye[1,20],te[1,20] Xy, < 1- (ominigcie pozycji 00 w macierzy) pofaczenie moze istniec tylko raz.
V,t EN

Vye[1,20] Xy,0 < 1-(ominigcie pozycji 00 w macierzy) potgczenie moze istniec tylko raz.
y EN

Vye[1,20] X0,y < 1- (ominigcie pozycji 00 w macierzy) potaczenie moze istniec tylko raz.
Y EN

Vye[1,20],te[1,20] (Xy,: + X¢y) < 1-(ominiecie pozycji 00 w macierzy) ograniczenie zwigzane ze
V,tEN
sposobem zapisu grafu w postaci macierzy sgsiedztwa (graf nieskierowany) — moze istnie¢ maksymalnie

jedno potgczenie pomiedzy wierzchotkami.

Vyel1,20] (xy_o + xo_y) < 1 --(ominiecie pozycji 00 w macierzy) ograniczenie zwigzane ze sposobem
y EN
zapisu grafu w postaci macierzy sgsiedztwa (graf nieskierowany) — moze istnie¢ maksymalnie jedno

potaczenie pomiedzy wierzchotkami.

v k 8k,y,t < 1 -(ominigcie pozycji 00 w macierzy) potgczenie moze istniec tylko raz.
y€[1,20],t€[1,20]
Yt EN

V k  8kyo < 1-(ominigcie pozycji 00 w macierzy) krawedz moze istniec tylko raz.
y€[1,20]
V.t EN

V. k  8roy < 1-(ominigcie pozycji 00 w macierzy) krawgdz moze istniec tylko raz.
y€[1,20]
V.t EN

v k (gk,y,t + gk,t,y) < 1 —(ominiecie pozycji 00 w macierzy) ograniczenie zwigzane ze
y€[1,20],t€[1,20]
Yt EN

sposobem zapisu grafu w postaci macierzy sgsiedztwa (graf nieskierowany) — moze istnie¢ maksymalnie
jedno potaczenie pomiedzy wierzchotkami.

V (gk‘y’o + gk,o,y) < 1- (ominiecie pozycji 00 w macierzy) ograniczenie zwigzane ze sposobem
y€[1,20]
y,t EN

zapisu grafu w postaci macierzy sgsiedztwa (graf nieskierowany) — moze istnie¢ maksymalnie jedno
potgczenie pomiedzy wierzchotkami.

v k Vk,y,t < 1- (ominigcie pozycji 00 w macierzy) ograniczenie zwigzane ze sposobem
y€[1,20],t€[1,20]
Yt EN

zapisu grafu w postaci macierzy sgsiedztwa (graf nieskierowany) — moze istnie¢ maksymalnie jedno
potfgczenie pomiedzy wierzchotkami.



vV Vky,0 < 1- (ominigcie pozycji 00 w macierzy) krawedz moze istniec tylko raz.
y€[1,20]
y,t EN

V k  Vgoy < 1-(ominigcie pozycji 00 w macierzy) krawedz moze istniec tylko raz.
y€[1,20]
y,t EN
v k (Vk,y,t + Vk,t,y) < 1 — (ominiecie pozycji 00 w macierzy) ograniczenie zwigzane ze

v€[1,20],t€[1,20]
y,t EN

sposobem zapisu grafu w postaci macierzy sgsiedztwa (graf nieskierowany) — moze istnie¢ maksymalnie
jedno potaczenie pomiedzy wierzchotkami.

V (Uk,y,o + Vk'oly) < 1- (ominiecie pozycji 00 w macierzy) ograniczenie zwigzane ze sposobem
y€[1,20]
Vvt EN

zapisu grafu w postaci macierzy sgsiedztwa (graf nieskierowany) — moze istnie¢ maksymalnie jedno
potaczenie pomiedzy wierzchotkami.

Vi Sk < d - ostatniindeks trasy w turze musi by¢ mniejszy od dtugosci trasy

V. a < d — ostatni indeks trasy od bramki gracza zero w turze musi by¢ mniejszy od dtugosci trasy

V) U, < d - ostatni indeks trasy od bramki gracza jeden w turze musi by¢ mniejszy od dtugosci trasy
Vin 0kn = (k <71)A\ (n < sy) - ograniczenie wskazujgce ktére elementy nalezy wyzerowac w trasie

Vin Ten = (c; =0) A (n < ay) - ograniczenie wskazujgce ktére elementy nalezy wyzerowac w
trasie od bramki gracza zero

Vin 6 kn = (c; = 1) A (n < uy) - ograniczenie wskazujgce ktdre elementy nalezy wyzerowa¢ w
trasie od bramki gracza jeden

Vien P kuen = (k <7r) A\ (n < sg) - ograniczenie okreslajace czy dany wierzchotek zostat odwiedzony
w danej turze

ViiPri = (ak,i * ak.uk,i) = 1- ograniczenie okreslajgce czy element trasy w turze byt juz wczesniej
odwiedzany

Vii Bri = I < sy - ograniczenie okreslajgce ilos¢ mozliwych do wykonania ruchéw w danej turze

Przyktadowa rozgrywka rozegrana przez solver:
Czerwony kolor jest reprezentacjg gracza gracza numer jeden.

Zielony kolor jest reprezentacjg gracza numer zero.

Poczatkowa tura nalezy do gracza numer jeden.






























Metaheurystyka
Ponizej prezentuje sie rdznica pomiedzy podejsciem doktadnym, sprawdzajgcym wszystkie mozliwe

opcje, a metaheurystyka, ktédrg w moim przypadku jest metoda symulowanego wyzarzania. W
przypadku metaheurystyki temperatura poczatkowa zostata ustawiona na 100, mnoznik zmiany

temperatury w kazdej iteracji na 0,95, maksymalna ilo$¢ iteracji na 100000. Rozwigzania sgsiadujgce
zostajg wybierane jako zamiana losowej zmiennej decyzyjnej na losowg wartosc.



Niestety, jak mozemy zauwazyé rozwigzanie po 100 tysigcach iteracji nie jest nawet jakkolwiek
zblizone do rozwigzania uzyskanego przez solver CPLEX.

Whnioski

Metoda przeszukiwania catej dziedziny rozwigzan za kazdym razem doprowadzita nas do wyniku
spetniajgcego wszystkie ograniczenia, co w przypadku metaheurystyki sie nie udato. Zaletg
metaheurystyki jest jednak czas dziatania algorytmu.

Link do repozytorium z kodem: https://github.com/1mkmk/paper-soccer



https://github.com/1mkmk/paper-soccer

