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1 Preliminaries

1.1 Witzige Definitionen

e Zufallsvariable X ist eine messbare Funktion (im Allgemeinen) aus
einem Wktsraum in einen messbaren Raum.

* Wahrscheinlichkeitsverteilung P ist ein Maf§ 4 — R
Wir kénnen die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X in natiirlicher

Weise als Bildmag py : A — P(X"1(A)) definieren.

* Die Wktverteilung ux ist eindeutig durch P festgelegt. Wir kon-
nen das auf dem Erzeugendensystem von B(IR) tiberpriifen, da
px((—oo,c]) = P(X 1(—oo,c]) = P(X < ¢)

Spickzettel:

e Wahrscheinlichkeitsverteilung (Ma8) P auf ((2,.A)

* Verteilung von X unter P definiert Wahrscheinlichkeitsverteilung auf
(R, B)

ux(B) := P(X"(B))

Das impliziert die Formel [ xdu = [ xf(x)dx, wobei f(x) die Wk-
tsverteilung der ZV ist.
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Verteilungsfunktion der ZV X : 3 — R

Fx:R—1[0,1],c— P(X <c).

u-Quantil ist ein Wert g e R: P(X < q) = F(q—) <uund F(q) > u
verallgemeinerte linksstetige Inverse G(u) — das kleinste u-Quantil

inf{x e R: F(x) > u}

verallgemeinerte rechtsstetige Inverse G(u) — das grofite u-Quantil

inf{x e R: F(x) > u}

obere / untere Konfidenzschranke b, (T(X))/a,(T(X))

by (T(X)) := max{N : Fy(T(X)) > a} (1)
ay(T(X)) :=min{N : Fy(T(X)—) <1—a} (2)
Py[N < b (T(X))] 21— a ()
PN[N > au(T(X))] 21—« @
PN[N € [ag (T(X)), b (T(X))]] < & (5)

1.2 Whimsical Verteilungen

Bernoulli-Verteilung BERNOULLI(P)

- P(1)=p, PO)=1—p

Geometrische Verteilung GEoM(P,k)

— Anzahl Misserfolge bis zum ersten Erfolg, P(X = k) = p(1 — p)¥

Binomialverteilung BIN(N,P) = Summe von n unabhéngigen Zu-
fallsvariablen mit BERNOULLI(P)

- P(k) = (P —p*

Beta-Verteilung BETA(A,B) = fiir die Verteilung der Wkten aus der
Binomialverteilung, https://stats.stackexchange.com/questions/
47771/what-1is-the-intuition-behind-beta-distribution

Multinomialverteilung = Bernoulli fiir mehr als 2 mogliche Ergeb-
nisse.

Poissonverteilung PorssoN(A) = Grenzwert von BiN (7, p) mit
grosem n und kleinem p := % Hinreichend genaue Approxima-
tion von BiN(#, p). Parameter A heifit Intensitit.
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—A

- P(k) = 47e

»‘>
=~

¢ Hypergeometrische Verteilung HYPERGEOM(M,R,N) = Ziehen n
Kugeln aus einer Urne mit insgesamt m Kugeln, r roten und m — r
schwarzen; ohne Zuriicklegen;

- k Anzahl gezogener roten und n — k Anzahl gezogener schwarzen
Kugeln ohne Zuriicklegen.

- wenn 72 < 0,05, approximiert die Bin(1, p)

1.3 Eigenschaften fiir Momente
* Erwartungswert (der erste zentrale Moment) = [, xf(x)dx
- linear und additiv

* Varianz (der zweite zentrale Moment) = E[(X — m)?] = [, (x —
m)? f (x)dx

- nicht-negativ, Var[aX] = a? Var[X], translationsinvariant

 E[X?] = Var[X] + E[x?]?

2 Hypothesentests, Populationsgrofse, Konfidenzintervalle

1. Vorlesung, 09.04.24

2.1 Hypothesentests

e p-Wert p-Wert ist das Maf3 des halb geschlossenen
Intervals F(x) = p((—o0,a] oder 1 — F(x—) =
- links, p; = F(x) p([b, 00).

- rechts, pr =1— F(x—)
- beidseitig, p = 2min(py, pr)

e Fishers exakter Test
2. Vorlesung, 12.04.24

2.2 Schitzen der PopulationsgrifSe

¢ German Tank Problem: es gibt N Panzer mit Nummern 1...N. Wie
grofs ist N?

— Schitzer Y: empirischer Mittelwert N = 2 - E,(X) — 1
- Schitzer M: N = max{X;:i <n+1}

* Welcher Schitzer ist besser? Systematischer Vergleich.

- Erwartungswert, Varianz eines Schitzers. Erwartungstreue.
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+ Schatzer Y ist erwartungstreu, Schitzer M nicht erwartungstreu
+ MSE(Y) = E[(Y — N)?] = Var(Y)
- Konfidenzintervall fiir § = N unbekannter Parameter, Fy (x)

monoton fallend in N.

+ Konfidenzbereich zum Konfidenzniveau 95% bzw. Signifikanzniveau
5%

+ Pn(N < b(M)) ist nicht die Wkt, dass N unter x liegt, sondern
dass N unter x liegt conditioned on N.

+ Wenn wir das Experiment 10omal wiederholen dann in 1 — &
Experimenten ware die Bedingung erfiillt. Wir konnen nicht
sagen, dass wir unter einem festen Wert mit einer bestimmten
Wkt liegen.
3. Vorlesung, 16.04.24

* Schitzung einer Tierpopulation. Capture-Recapture-Verfahren:

1. Entnahme Zufallsstichprobe der Grofle / und Markierung
2. Nehme Zufallsstichprobe der Grofie n < N

+ H = Anzahl der markierten Tier in der 2. Stichprobe

+ Modell ist H ~ Hyr(N, 1, n)

+ Schatzer ist N ~ ”ﬁl

untere Konfidenzschranke

*

Py(F(H)>a)>1—ua

kann so umgeschrieben werden, dass F nur von N abhingt, also
von dem Wert a,(H), ab dem die Ungleichung gilt.

= Pn(N > a,(H))
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3 Statistische Modelle und Verfahren

e Statistische Modelle und Verfahren: schlieflende Statistik.

- Ein statistisches Modell besteht aus
+ einer Menge () # @ mit o-Algebra A,
+ einer Parametermenge © # @
+ einer Familie {Py : ¢ € ©} von Wkn auf (), A)
+ einer messbaren Abbildung X : O — S, (S, B) messbarer Raum.
Stichprobe ist dann Realisierung dieser Abbildung X (w)
- Eine Statistik ist eine Abbildung T(X),T :S — R.
- Beispiel (Capture-Recapture):
* O =Nxniniu)
» ) = (wgl),...,wil),wgl),...,wén)), Py = Untr(Qy), Qn =
{w e Q:w; < NVi, k},
+ Statistik H(w) = |...|

3.1  Grundlegende Modelle
* Grundlegende Modelle:

- Bernoulli-Modell, Schitzer von Wkeiten: © = [0,1], X = (X1, ..., Xn),
X; ~ BERNOULLI(®), Statistik z. B. rel. Haufigkeit X, = 1 Y X;.

- GaufB-Modell, Parameterschitzung: ® = R x {0, 00} (Mittelwert
und Varianz), X = (Xy,...,Xy), X; ~ N (m,v), Staistiken z. B.
Stichprobenmittelwert, Stichprobenvarianz, etc

+ Oft einfach angenommen, da CLT unter relativ einfachen
Annahmen gilt (Mittelwert von vielen kleinen ZV ist nor-
malverteilt)

- Nichtparametrische Schiatzung der Verteilung bzw. Verteilungs-
funktion: ® = P(R) = alle WVn auf (R, B(IR), unendlich-
dimensional. X = (Xj,...,Xy), X; ~ p unabhdngig unter P,.
Statistiken z. B. empirische Verteilung, Verteilungsfunktion klar
(Summe aller von links auftretenden Ereignissen...)

- Nichtparametrische Dichteschdtzung: @ = {f : R — [0,00) :
[ f(x)dx = 1,3 schwache Ableitung " € L*(R)}. Das heifit
einfach, dass f zweite Stammfunktion einer quadratintegrierbaren
Funktion g ist. Statistik: Faltung mit Gaufi-Glockenkurven um
jeden Punkt x; mit einer gewissen Varianz v;. Schitzwert
A 1& 1 y

fn(x) = EZ%‘(JC — Xi), @o(x) = 27Th€77.
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- Regression (X1,Y1),..., (Xu, Yn) : Q — RY x R. Die Annahme ist
Y; = f(X;) + /ve, nichtparametrisch © = {(v, f) : v € (0,00), f :
R? — R}, lineares Modell f(x) = w'x,® = {(v,w) : v €
)(0,00), w € RY}

— neuronale Netzwerke mit einer bestimmten Architektur...

3.2 Grundlegende Verfahren

¢ Grundlegende Verfahren:
- (Punkt-)Schitzer I: Gegeben ist g : @ — R, gesucht wird g(¢), z.
B. der Erwartungswert m

+ Ein Schitzer fiir g(9) ist eine Abbildung § = T(X), T: S — R
(also eine Statistik).

— Wir konnen verschiedene Schéitzer hinsichtlich ihrer Qualitit ver-
gleichen:

A

+ Der systematische Fehler von § ist Biasy(§) = E($) — g(9).
Schatzer ist erwartungstreu, falls Biasy = OV¢ € Q.

+ Der mittlere quadratische Fehler von ¢ ist
MSE(8) = Eq((§ — 8(9))* = Var[g] + Bias(8),

RMSE = vMSE.

¢ Schitzer II: Anwedung und Beispiele

- Modell: beobachten X = (X, ..., Xy), X; ~ p iid. unter P,

- Schitzer vom Erwartungswert m: m(u) = [ f(x)u(dx), Varianz
() = [(x —m(p))*p(dx).
+ Erwartungswert ist eine Funktion G : ¢ — m(u) im obigen
Sinne.

+ Beispiel: empirischer Mittelwert, siehe oben. MSE, siehe oben.
— Schitzer von der Varianz v: Stichprobenvarianz = % V(X — Xn)?
+ nicht erwartungstreu, da n — 1 Freiheitsgrade
« V¥ = L y(X; — X,)? erwartungstreu
— Schitzer von der Dichte p: empirische Verteilung fi,
+ relative Haufigkeit von Werten in B, f1,(B) = 1Y 15(x;) (er-

wartungstreu)

e Vorsicht: Schitzer ohne Konfidenzbereich sind nutzlos.

Schitzer schitzen unbekannten Parameter &
mit Input Stichprobe X, sind also insb. eine
Statistik und insb. eine Zufallsvariable.

4. Vorlesung, 19.04.24
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3.3 Konfidenzbereiche
¢ Konfidenzbereiche

- Seia € (0,1). Ein Konfidenzbereich fiir g(¢) mit Konfidenzniveau
1 — a (oder mit Sicherheit 1 — «) ist eine Abbildung C(X) : S —
P(G),x — C(x) C G, wobei S = Stichprobe und P(G) = die
Potenzmenge von G(RR), mit

Py(g(®) €C(X))>1—a VO€®

- Konkret fiir G = R gilt C(X) = [a(X), b(X)], wobei a(X), b(X)
Statistiken sind.

Kochrezepte fiir Konfidenzbereiche.
e tiber die Verteilungsfunktion:

- Es ist eine Statistik T(x) : Q3 — R gegeben. Sie ist eine Zufallsvari-
able. Betrachte ihre Verteilungsfunktion Fy(c) = Py(T(x) < ¢).
Die Idee war, wenn P(T(X) < «), dann verwerfen wir die Nullhy-
pothese.

- C(x):={g(®) : 9 € ©,Fy(F(x)) > a}

= Py(g(0) € C(X))>1—aVdec O

- Wir schlieffen die Parameterwerte aus, fiir die T(x) verdéchtig

klein ist.

- Analog fiir beidseitige (1 — 5) Konfidenzbereiche
e Standard-Schul-Beispiel: ® = [0,1] 5 p

- Xq,..., Xy iid. ~ Bernoulli(p) unter P,

- H, =}, X; unter P, Haufigkeit von 1

— Fup(c) =Pp(Hy <) =5 o (HpFQ —p)"Ffirc=0...n

- Ableitung von F,,, ausrechnen, ist streng monoton fallend, F(p)
als Funktion von p plotten F(1) = 0, F(0) = 1, und dann suchen

F(c) = a. Dieses c legt Konfidenzintervall C(X) = [0,c] zum
Niveau 1 — « fest.

¢ {iber die Likelihood:

— Idee: wir schliefSen Parameterwerte aus, unter denen X eher un-
wahrscheinlich (unlikely) ist.

— Annahme: entweder Massen- oder Dichtefunktion. S abzihlbar,
fo(x) = Py(X = x) Massenfunktion oder S = R?, Py(X €
B) = [j fs(x)dx Dichtefunktion. Dabei heiflt & — fy(x) eine
Likelihood-Funktion.
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- Bestime ¢y moglichst klein, so dass P(g(9) € C(X)) > P(fy(X) >

cg) > 1 — a gerade noch geht.

¢ {iber eine Pivot-Statistik:

Ein Pivot fiir g(9) ist eine Statistik T(X, g(?)), deren Verteilung
nicht von ¢ abhédngig ist. Sehr robust.

Beispiel 1: Gauf-Modell mit fester Varianz, schitze Mittelwert m.
Zieheiid. Xy,..., Xy, dann X ~ N(m, 7). Dannist Z = 5;/7";1

wie N(0,1) verteilt und somit die Verteilung von Z von m nicht

abhédngt. Damit konnen wir ein Konfidenzintervall konstruieren.

Beispiel 2: Gaul-Modell mit m, v unbekannt, sprich normalverteilt
mit Mittelwert m und Varianz v.

T, = Xu—m_jst ein Pivot fiir m, Studentsche t-Statistik.

VVi/n
Wir normieren X; durch Y; := Xi/}m, dann ist Y; ~ N(0,1).
Xp—m

Rechne T,, = /n

f;* =+/n S VR und die Verteilung

\ ﬁ 27 (Yi*Yn)z

Damit P(|X, —m| > cy/¥) = P(|T,| > ¢) = 2P(T, > ¢) =
2(1—=Fr,(c)) < a¥Vm,v falls ¢ > Fﬁl(l -5)

hangt nicht von m und v ab.

Habe ein (1 — a) Konfidenzintervall X, + q1-51/ % Die Verteilung
von T, heifit Studentsche t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden,
kann man explizit ausrechnen.

e approximative Konfidenzintervalle (— Normalapproximation)

- Beispiel: Bernoulli-/Binomialmodell, ® = [0,1] > p

34

+ Hy =Xy +...4+ X, ~ Bin(n,p), X; ~ Bernoulli(p)
+ E(Hy) = np, Var(Hy) = np(1 = p), pu = 22

n

+ Zentraler Grenzwertsatz / de Moivre-Laplace: %
np{l—=p
(—c,c) — N(0,1)(—c,c) = 2(®(c) — 3) = fiir groBe n gilt
niherungsweise P(|p — pu| < ¢ @) ~2(®P(c)— %) >1—a

Das Problem ist die Abhédngigkeit von p in der Schranke.
+ Idee 1: ersetze p durch Schitzer p, praktisch aber ungenau.
+ Idee 2: p(1 — p) durch } abschitzen, sicher
+ Idee 3: Ungleichung auflosen

Hypothesentests

e Gegeben ist (), A, (Py)pce) mit X : ) — S

— Nullhypothese Hy : ¢ € @9 C ©

This is what’s known as Z-Test.

5. Vorlesung, 23.04.24
This is what’s known as Student’s t-Test.

9
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Alternative H; : 4 € ©; und ©gNO©; =@
Was ist ein Hypothesentest formal?

+ Ein Hypothesentest fiir Hy ist gegeben durch eine messbare Funk-
tion ¢ : S — {0,1}, bzw. [0,1] (randomisierter Test, verwerfe mit
Wahrscheinlichkeit aus diesem Bereich).

+ R={x€S:¢(x)> 0} heidt der Verwerfungsbereich.

B(9) := Eg(¢(x)) = Py(X € R) falls nicht randomisiert, heif3t
Macht bzw. Giitefunktion des Tests.

der Test hat Signifikanzniveau « € (0,1), falls V9 € @ : B(8) < «
_Be)
4
P T
o e

Fehler 1. Art — verwerfen die Hy, obwohl sie gilt, soll um egal

welche Kosten < « bleiben.

Fehler 2. Art — verwerfen die Hy nicht, obwohl falsch, Wahrschein-
lichkeit 1 — B(¢),® € ©;. Die Wahrscheinlichkeit soll moglichst
klein sein.

Aquivalenz Hypothesentest <= Konfidenzbereich

Sei C(X) ein (1 — a)-Konfidenzbereich fiir 9. Definiere ¢(X) := 0,
falls 9y € C(X) und ¢(X) =1, falls ¢y ¢ C(X).

Zusammenfassung:

Verteilungsfunktion — p-Werte
Likelihood -
Pivot — Hypothesentest

Normalapproximation

Beispiel: Gau-Modell, Xj, ..., X, ~ N(m,v)

H() Lm=my
(1 — a)-Konfidenzbereich : C(X) = {m € R : 5% < q1-a}

definiert einen Hypothesentest zum Niveau a, wenn ¢(X) = 1,
falls | T, (mp)| > q1-¢- Das ist genau der Studentsche ¢-Test.

Hy:m =mgy, H : m > mg
C'(X)={meR:Ty(m) < q1-a}

10
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4 Likelihood

Annahmen: entweder S abzihlbar, fy(x) Massenfunktion oder S = R?
und fy(x) Dichtefunktion

¢ Likelihood-Funktion L(9;x) = fs(x) Dichtefunktion von X unter ¢; X
ist fest.

e log-Likelihood I(9; x) = log fy(x) falls fy(x) >0

Beispiel: Produktmodell X = (Xj, ..., Xy), X i.i.d. mit Dichtefunktion
g¢. Dann ist die Likelihood L(9;x) =TT} g¢(x;), log-Likelihood 1(¢; x) =
Y. log gs(xi).

4.1 Maximum-Likelihood-Prinzip

Konstruiere einen Schitzer 8 = T(X) fiir 9: wihle den Parameterwert
T(x), fiir den der Beobachtungswert x am plausibelsten ist, d.h.

L(T(x);x) = max L(9;; x) xes
[4YSC)

e Der Schitzer ¢ = T(X) heiflt Maximum-Likelihood-Schiitzer (MLS) fiir
8, falls T(X) € argmaxy.q L(%;x)Vx € S

* Beispiel 1: German tank problem

- L(N;x) = fn(x) = m fiir x € Qp und 0 sonst. Das ist maximal

fir N = max{xy,...,x,}. Unser MLE ist N = max{xy,...,x,}.

* Beispiel 2: Bernoulli(p), L(p; X) = Pp(X1 = x1,..., Xy = xp) =
Lapti(1-p)t,
- I(p,x) = log(p) Lix; +log(1l — p) Yi(1 — x;), optimiere nach p
(Ableitung = 0).
e Beispiel 3: Schitzen einer unbekannten WV
- ©@=alleWVnaufa € R" = {p: Yp; = 1} € R" ein Standard-
Simplex, Xj, ..., X, unabéngig mit Verteilung p unter P,.
- Lpx)=P(Xy=x1,...,Xu = ) = [Li px, = [T}, p?l, wobei hj =
Haufigkeit von p;.

- Behauptung: MLE p fir p ist p; = % = relative Haufigkeit von
a; mit Stichprobe Xj, ..., X;.
Beweis mit Lagrange.

e Beispiel 4: Gaufi-Modell

- =R x (0,0),

6. Vorlesung, 26.04.24

11
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- L(m,v;x) = —%log(2m0) — 55 Y.(x; — %)% — 2L (X — m)?
— Schitzen von m bei bekannter Varianz v, MLE #1 = X,,

— Schétzen von v bei bekanntem Mittelwert m, MLE empirische
Varianz

- Schitzen von ¢ = (m, v)
e =R 0= LT - )

+ MLE 8 = (X4, Vu) (nicht erwartungstreu in v)

4.2 Suffiziente Statistiken

Datenreduktion, beinhaltet alle Informationen, die fiir Riickschliisse auf
¥ relevant sind. Idee: Wahlprognose Xy, ..., X, ~ Bernoulli(p). Fur
Riickschliisse auf p reicht es, ) X; zu wissen.

e Eine Statistik T(X) hei8t suffizient fiir 9, falls
L(8,x) = fo(x) = go(T(x))h(x) VOe€e®,x€S

mit messbaren Funktionen gy : R — [0,00], h : S — [0, 00]. Likelihood
hingt nur durch T(X) von ¢ ab.

e Gilt h(x) > 0,dann folgt daraus fiir MLE:
argmaxy g L(9;; x) = argmax,.¢q 89(T(X)).

und wenn das Maximum eindeutig ist (z. B. falls / strikt konkav),
dann ist MLE eine Funktion von T(x).

e Lemma: T(X) ist suffizient, wenn Py(X = x|T(x) = t) nicht von ¢
abhéngt.

e Als Zweistufenmodell

- Ziehe T(X) aus Verteilung von T(X) (hdngt von ¢ ab).

- Ziehe X aus Verteilung von X gegeben T(X) (hidngt nicht von ¢
ab).

Die Idee: je grofer die betrachtete Klasse von Wktsverteilungen, desto
mehr Informationen muss die suffziente Statistik enthalten.

¢ Satz: Rao-Blackwell. Ein beliebiger Schéitzer ¢ kann verbessert wer-
den, wenn man stattdessen die bedingte Erwartung § := E[$|T(X)]
betrachtet.

12
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4.3 Exponentielle Familien
e Definition: fy(x) = ef(®) T)+d(@)+UR) , (y)

— in natiirlicher Form, fy(x) = e?T()+d(@)+U()1 , (x),

- alternative Schreibweise, fy(x) = %ec(ﬂ)‘ﬂ")h(x), wobei
* Normlerungskonstante Z(9) :=e0),
« Referenzdichte h(x) = eU(¥)1,(x)

¢ Beispiele: Exponentialverteilungen, Bernoulli-, Binomial-, Poisson-
Verteilungen, Normalverteilungen.

e In einer exponentiellen Familie ist T(X) eine suffiziente Statistik.
e Wichtige Eigenschaft: Stabilitdt under Produktbildung.

* Berechnung von Momenten:

- Momenterzeugende Funktion M(s) := ]E[ } [T fo(x)dx =
A0 —d(s+8) ~ oo

- Mit Algebra M(s) = é(ﬁ)) = d(0)—-d(s+0) < oo
+ eine Bedingung an M(s): muss in der Umgebung von 0 endlich

sein
+ E[T(X)] = E[vsesﬂxnsza} = VM(0) = —Vd(9)
« E[T(X)T;(X)] =...
+ Cov[Ti(X)T;(X)] = ...
e Satz: ¢ ist MLS <= E[T(X)] = T(X)
* Berechnung des MLS:
- 1(9,X) =log fs(X) =d(0) + 9T (X) + logh(x)
- VI(®)=Vd()+T(X) =0 <= V(©¥) = -T(X) < E[T(X)] =

T(X). Der MLE ist genau der Parameterwert ¢, unter dem T(X)
dem Erwartungswert entspricht.

4.4 Likelihood-Quotienten-Test

Gegeben ist Hy : ¢ € @9, Hy : ¢ € O;.

e Ein Hypothesentest ist eine Funktion ¢ : S — [0,1] mit Verwer-
fenswahrscheinlichkeit ¢(x).

e Der Verwerfungsbereich ist C(X) = {x € S: ¢(x) = 1}.

* Die Giitefunktion G(¢) = E[¢(X)], Erwartungswert der Wkt, die
Nullhypothese zu verwerfen.

7. Vorlesung, 30.04.24

8. Vorlesung, 03.05.24
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e Der Test hat Signifikanzniveau g, falls G(8) <a  Va € Q.

e Die Macht des Hypothesentests ist G(8) eingeschrankt auf ©;.
Kleinere Macht = grofiere Wkt, die Nullhypothese falschlicher-
weise nicht zu verwerfen, Fehler 2. Art.

Einfacher Likelihood-Quotienten-Test, feste 9y und ¢;:
¢ Entscheidungsregel: relative Dichte

_ L(8y;x)

R = L)

>C,

* Entscheidungsfunktion ¢ = 1g(y)sc + P - 1r(x)=c
¢ Neyman-Pearson-Lemma: der LQT ist der méchtigste Test zum
Niveau «a.

Monotone Likelihood-Quotienten, %) € @y und ¢ € Oy:
* nach Definition gilt:

R(x) = HOUX) _ Z(80) (con)clon)T(x)

L(%o;x)  Z(81)

* Satz: fiir das einseitige Testproblem Hy : ¢ < ¢y, Hy : ¢ > ¢ und falls
der Likelihood-Quotient streng monoton wachsend in T(X) ist, dann
ist LQT ¢(X) der gleichmaBig muiichtigste Test,

E[y(X)] < Elp(X)]

Allgemeine Likelihood-Quotienten-Tests, (ad hoc)

sup{L(%x):0€ O}
sup{L(%;x): 8 € Op}

R(x) =

4.5 Studentsche Konfidenzintervalle und t-Test

¢ Einfithrung: Gauf-Modell mit unbekanntem Mittelwert und Varianz,
Schitzung von m.

- Empirischer Mittelwert X, (w)
— Varianz bekannt: Pivot

— Varianz unbekannt: Studentscher t-Test
o Xy~ N(m2)und =1V, ~ x*(n —1)

¢ Verwende Studentsche t-Statistik mit # — 1 Freiheitsgraden,

T, 1(X) = \/77(\;%_"1)

9. Vorlesung, 06.05.24

B und O sind jetzt ein Bereich, keine feste

Parameter

10. Vorlesung, 10.05.24

14
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e Lemma 2.16:
fXZ(n) X xffleffl(oroo) (x)

und

2 n+1 2

fin (¥) o< (14 2) 7 (~ €% fiir n — o).

Fazit: wir konnen die Varianz mit der Stichprobenvarianz ersetzen und
dabei einen nicht allzu grofSen Fehler machen.

4.6 Anwendung auf Konfidenzintervalle & Tests

¢ ein Test ist unverfilscht zum Niveau a, wenn P(T(X) > ¢) < a wenn
Hy wahr und P(T(X) > ¢) > a wenn Hj wahr. In anderen Worten,
E[p(80)] < a <IE[p(8)]

¢ Studentscher t-Test ist ein LQT fiir Gaufi-Modell und ist der beste
unverfilschte Test i. S. v. oben.
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5 Entropie und Information

Es geht um die stetige streng konvexe Funktion

u(x) = u'(x) =1+1logx, u”’(x)= %

xlogx x>0
0 x=0

Es gilt u(x) > x — 1 und minu(x) = llog(1) = —1.

e

« % «

y = —0.159768011306

5.1 Entropie

Die Entropie H(y) von diskreter Wktsverteilung u ist der mittlere
Informationsgewinn beim Ziehen einer Stichprobe, also

Hp) =- )}, fx)logf(x)=~ ) ul(f(x))
x€S,f(x)#0 x€S,f(x)#0

» Ma# fiir Uberraschung oder Informationszuwachs beim Eintritt von
Ereignissen der Wkt p € [0, 1] definieren wir als —log f(x), f(x) ist
die Massenfunktion fiir  auf S.

H(x) = —log(f(x)) - f(x)
Inform-zuwachs Wkt. von x
* Log, weil bei n unabhingigen Stichproben wird aus der Information

der Probe —log(I] fi(x;)) ergibt sich der Informationszuwachs als
Summe einzelner Beobachtungen — Y log f;(x;).

¢ Die Entropie ist immer positiv, da f(x) log f(x) immer negativ fiir
f(x) € [0,1]. Das gilt nur im abzihlbaren Fall!

¢ Die Entropie ist eine strikt konkave Abbildung auf dem Raum der
Wahrscheinlichkeitsverteilungen WV (S).

11. Vorlesung, 14.05.24
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Beispiele:

Bernoulli(p), Einsetzen ergibt H(Bernoulli(p)) = —plogp — (1 —
p)log(1l — p), Minimum bei p = 0 oder p = 1, Maximum bei p = 0.5.
Sprich, die Verteilung hat minimale Entropie bei p = {0,1} und
maximale Entropie bei p = 0.5.

Entropieminima: Das Dirac-Maf8 hat minimale Entropie, da H(y) =
0 < f(x) €{0,1}.

Entropiemaximum: Die Gleichverteilung hat maximale Entropie
wenn |S| endlich ist. Es gilt H(Unif(S)) = —log(1/|S|) = log(|S|) >
H(p) fiir alle anderen . Das heifit, Gleichverteilung ist ein ungeord-
neter Zustand.

Entropie kann unendlich sein, falls S wie oben unendlich ist.

Entropie der Produktverteilung H(y; ® ... ® pn) = Y, H(y;). Beweis
durchs Nachrechnen.

Was bedeutet Entropie statistisch?

Nehme n unabhéngige Stichproben unter p. Betrachte relative Hau-
figkeit p(x;) = % und die empirische Wkt p(x1,...,x,) = IT; p(x;)
als empirische Likelihood-/Dichtefunktion L(p; x1 ... x,) = IT; p(x;).
Gemittelt ergibt sich der mittlere Informationszuwachs als

- 1 . 1 R
H(X;) = ——log([ (X)) = —— ) Slog p(Xy).
1 1
Die Entropie H(p) ist der mittlere Informationsgewinn bei n Stich-

proben. Wie verhilt sich diese Grofie asymptotisch, wenn n — co?

Satz von Shannon-McMillan I:

1 A~
—EL(V;Xy-.Xn) — " H(p) almost surely

n—oo

Beweis durch GGZ, 11(y; X) = 1 ¥;log(f(X;)), Summanden immer

~n
negativ, GGZ anwendbar, also konvergiert die Summe gegen den
Erwartungswert [ log fdu =Y f(x)log(f(x)) = —H(u). Entropie ist
E[H (X))t

In der Statistik geht es darum, zwei Wktsverteilungen voneinander zu

unterscheiden. Das ldsst sich durch relative Entropie quantifizieren.

5.2 Relative Entropie

Gegeben sind zwei Wktsverteiliungen i, v. Die relative Entropie H(u|v)

fiir absolutstetige WahrscheinlichkeitsmafSe ist nicht symmetrisch und

definiert beziiglich v.

H(ulv) = /]Rd ggzi log (Qi;) dx.

17
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i muss absolutstetig bzgl. v sein, Notation y < v
dann existiert relative Dichte w = %

- y = [gwdv VB € B (Lebesgue-Stieltjes?). Kurzschreibweise
‘u = wdv”. Das ist eindeutig bis auf v-Nullmengen (man kann
eventuell das MafS auf einer Nullmenge dndern, aber ist grds.
egal). Die Dichte ist grofSer gleich Null und strikt grofSer als Null
u-f.4, nicht v-f.iu.
- In dieser Vorlesung sind S abzdhlbar oder RY, i, v mit Massen-
funktion/Dichte f, g (sie existieren).

wenn Nullmengen von v in Nullmengen von y enthalten sind, {g =
0} C{f =0}, dann y < v und es gilt fiir Dichte

a5 = 16 8(x) >0
dv

w(x) =
beliebig ¢(x) = 0 (Nullmenge)

Beim Entfernen von ¢ Nullmengen &ndert sich | f(x)dx nach Vo-
raussetzung nicht. Dann kann man f(x) durch £ E g ergdnzen und

w(x)g(x) bekommen. Das ist aber genau die relative Dichte [ wdv.
Rechenregeln:

- [hdy = fhd—” Yh > 0 messbar,

- m < v <y impliziert y < # mit dF‘ = dV %

- Umgekehrt, wenn m < v und 4 £ > 0vfii, dannv < p mit
dv 1
i =
du Tir

Relative Entropie von y bzgl. v ist definiert als

H(ulv) : /log( )dy: /u%dy wenn y < vV
und ist auch als Kullback-Leibler-Divergenz von u bzgl v bekannt.

Belsplel Sei v unser Modell, y tatsdchliche Verteilung. Dann ist
H(ulv) = [log fdu = [(~logg — (~log f))dp

- —logg ist Uberraschung in unserem Modell beim Ziehen einer
Stichprobe,

- —log f ist Uberraschung beim korrekten Modell,

- die Differenz von beiden ist die Uberraschung daraus, dass wir
aus dem falschen (Alternativhypothese) Modell eine Stichprobe
gezogen haben und das Integral ist ein Mittelwert dartiber,

— haétten wir ein korrektes Modell, dann wire die Uberraschung
gleich Null.

u hat Verteilung f, v hat Verteilung g.

18
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¢ Interpretation 1: Ist S abzédhlbar und v ein Zdhlmaf! (keine Wk-
tsverteilung), dann gilt H(u|v) = Y f(x)log(f(x)) = —H(u). Relative
Entropie bzgl. des Zahlmafles entspricht also Minus der Entropie.

o Interpretation 2: Ist S endlich und u = Unif(S), dann gilt H(u|v) =

Lf(x) - log({) = ¥ f(x)(log(f(x)) +log(IS) = ~H(u) +
log(|S|). Entropie der Wktsverteilung ist gleich der Entropie von

der Wktsverteilung verschoben um eine Konstante. Insbesondere
gilt H(ulv) > 0 = H(u) < log(|S|) = H(Unif(S)). Also hat
Gleichverteilung wirklich eine maximale Entropie.

¢ Eigenschaften der relativen Entropie:

- H(plv) > 0und Null gdw p =v
+ H(ulv) = fu Edv (interpretiere als xlogx) > [ d”dv — [ldu =
0 nach der Unglelchung u(x) >x—1
+ Die Gleichheit in der Abschitzung oben oben gilt gdw u(%) =
Z’; 1v-fi. < ZV =1vfi. < pu=0.
- Hp®@... @ ®...@v) = Lty H(uilvi)
+ ohne Beweis, Ubung (LOL)

Beispiel: H(Bernoulli(a)|Bernoulli(b)) = aloga/p + (1 —a)log 1:=2

P
+ Ll & «

@ y=x log (l +(1-x) log( (17:) )
@ =02

=10 10 06

0:2
0 \32 04 06 08 1
Beispiel: Normalverteilungen. Prof: “Was wir hier sehen, ist so eine Art

Abstandsbegriff fiir Wktsverteilungen, der
) L ) nicht symmetrisch ist.”
5.3 Relative Entropieminimierung unter Nebenbedingung

Anwendung: Wir wollen fiir eine Wktsverteilung o (Referenz) relative
Entropie minimieren und eine andere Wktsverteilung finden, gegeben
einen festen Abstand ¢ € R. Mathematisch gilt H(p|po) = min [ Tdu >
m. Das ist genau der Fall, wenn die Verteilung aus der exponentiellen
Familie ist.

19
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Exponentielle Familie: wie bereits vor zwei Wochen gemacht. Wichtig
. . d

1s’(c ()1er Erwartungswert m(8) = [ Tduy, auch py < pp mit d}—;‘g(x) =
Z(0 T

Zwe ™

* Gibbssches Variationsprinzip: fiir & > 0 ist yuy die eindeutige Losung
von dem Minimierungsproblem mit m = m(9).

Recap: relative Dichte wohldefiniert wenn Nenner nicht o, relative
Dichte als Quotient, relative Entropie als Integral, Bezug zu exponen-
tiellen Familien wenn wir Entropie minimieren, global einfach die
Verteilung selbst, lokal (mit bestimmten Erwartungswert) immer eine
exponentielle Familie. Das mochten wir beweisen.

¢ Beweis Gibbssches Variationsprinzip.

- Definiere relative Entropie von p bzgl. uo, F(1t) = H(p|po) —
O [ Tdpu.

= H(pglpo) = min{H (p|po) : yWVmit [ Tdy = [ Tdps}
d d d
~ H(pulpo) = [log gi-du = [log zrdy+ [log Zitdu. ..

5.4 Anwendungen in der Statistik

Wir werden subexponentielle Terme ignorieren. Wenn a,,, b, > 0 zwei
Folgen sind, dann sind sie asymptotisch dquivalent, a,, ~ b,, wenn

oder,

e Beispiel: n%e ~ nfe® = ¢ =d.

* Setup: Xj,..., X, ii.d., mdchtigster Test fiir X; ~ v vs. X; ~ p ist
LQT,

LX) = m — TTw(x)

i

Au(X1, ..

das Produkt der relativen Dichte der zugrundeliegenden Veteilungen.

Uns interessiert das asymptotische Verhaltnis des LQTs fiir n — oo...
¢ Satz von Shannon-McMillan II:

ZTZ ~ enH(V‘V), ZTZ ~ e_nH(V“")

Relative Entropie misst die asymptotische Unterscheidbarkeit von p
und 9.

Prof: “In der Thermodynamik ist die Aussage,
dass diese ... Verteilung minimiert die relative
Entropie unter den gegebenen Nebenbedingun-
gen.”

12. Vorlesung, 17.05.24

Prof: wir interessieren uns nur fiir Abweichun-
gen, die grof3 genug sind...
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~

¢ Konsistenz: fiir n — oo die Folge 8, = ¥(X1, ..., Xn) konvergiert zu
9.

¢ Asymptotische Macht von LQT

- zu einem festen Niveau « gilt, dass lim,c0 %log cn = H(v|p),

= limy e 1 log p™(wy < cn) — —H(v|p)

5.5  Fisher-Information
¢ Regularititsannahmen:
- 0# Y — o # uy
- VxeS§5,0e0: fy(x) >0
~ folx) € C3(S)
= [ gpfo(x)dx = 3 [ fo(x)dx =0

* Definiere Fisher-Information des parametrischen Modells als

19)__/f19}x afﬁ |2d /l (x)2fs(x

13. Vorlesung, 28.05.24
e Zusammenhang mit relativer Entropie — infinitesimale Anderung

¢ Cramer-Rao-Schranke: fiir den MSE jedes erwartungstreuen Schitzers
gilt

MSE,(8) = Var,(g) > &

- (Konstante Schitzer haben Varianz o, die Erwartungstreue ist also
notwendig.)

— Beweis: Cauchy-Schwartz fiir Kovarianz.

Beispiele: Bernoulli, p = X mit Varianz p(1 — p) ﬁ,g(p) = p.
Optimal! Normalverteilung, i = X, Var(i) = v = ﬁ Optimal!
Allgemein: unter welchen Bedingungen haben wir Gleichheit? Wenn
die Cauchy-Schwartz-Ungleichung im Beweis scharf ist bzw. Gleichheit
gilt. Das ist genau dann der Fall, wenn I’(9, x) als affine Funktion von
T(X) darstellbar ist, a(¢)T(X) + b(¢).

¢ Anwendung auf Produktmodell der Normalverteilung, der beste
Schitzer im Sinne von oben hat Effizienz Q)(1/n).

Beispiele: Wieder Normalverteilung, Gleichverteilung auf (0, ¢). Wir
haben vor vier Wochen einen supereffizienten Schatzer mit Varianz
O(n~2) ausgerechnet. Was lauft hier falsch? Die Dichte in diesem Fall
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ist nicht differenzierbar und die Regularitdtsannahme ist damit nicht

erfullt. 14. Vorlesung, 31.05.24
Anwendung von der Informationsungleichung: Lokationsmod-

ell, fg(x) = g(x — 9), g ist stetig und symmetrisch. Sei & ein er-

wartungstreuer Schétzer fiir v, dann nach Informationsungleichung

gilt

Varlg(@n) > Vo e ®

1
ni(8)

Es gilt auch 1(8) = E['(9,X)2) = [ £y = [ £ dxvs

e I(9) groB <= hohe Unterscheidbarkeit <= kleine Varianz
moglich

Definiere asymptotische Effizienz als Var(d,) — %(19), n 5 oo,

e Stichprobenmittlwert. ..

— effizient bei der Normalverteilung, nicht asymptotisch effizient bei
der Doppelexponentialverteilung, sehr schlecht bei heavy tails

e Stichprobenmedian. ..

- nicht asymptotisch effizient bei der Normalverteilung, asympto-
tisch effizient bei der Doppelexponentialverteilung, akzeptabel bei
heavy tails. Median ist sehr robust!

Unterschied liegt darin, dass der MLE fiir NV und DEV genau der
Mittlwert/Median ist.

Asymptotische Normalitit von MLE: Satz von Fisher, Wilks, Wald und
Beweis(-skizze).
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6 Empirische Verteilung

15. Vorlesung, 04.06.24
Nicht-parametrische Modelle. Die empirische Wahrscheinlichkeitsverteilung

ist eine Zufallsvariable mit Werten in dem Raum von Wktsverteilungen
WV (S), da sie von der Stichprobe abhingt.

¢ empirische Verteilung L,

Die empirische Verteilung L, ist eine zufdllige Wktsverteilung, d. h.

Ly ist eine Zufallsvariable mit Werten in WV/(S). Fiir jede disjunkte
Zerlegung von S = By UB, U...UBy, gilt (H(B1), H(B3),...,H(By)) ~
Mult(n, u(By),...,u(By)).

Wir verwenden fi,, := L, als Schitzer fiir y und es gilt

und

var(p, (8)] = MBI RB) o L

* Satz von Vardarajan: Konsistenz von L, https://math.stackexchange.
com/questions/2602960/proof-of-weak-convergence-of-empirical-measure

* Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz Ungleichung: https://en.wikipedia.
org/wiki/Dvoretzky%sE2%80%93KiefersE2%80%93Wolfowitz_inequality
6.1 Plug-in Schitzer
e statistisches Funktional g : P C WV(S) - R
— Funktion von L,
* Plug-in Schitzer §, := g(Ly)

— Austausch von der unbekannten Verteilung u in der Definition
(bzw. im Integral) durch die empirische Verteilung L, und Uber-
gang zum diskreten Fall (also Summen)

6.2 Bootstrap
* Bootstrap-Verfahren
* Bootstrap-Stichprobe

- multinomiales Resampling

¢ Konfidenzintervall

- Normalapproximation

- empirische Quantile: [2¢, —4; 2 (gA,(f) . .g,(f)),zgn —q

16. Vorlesung, 07.06.24
Skipped
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6.3 Anpassungstests

17. Vorlesung, 11.06.24

Skipped 18. Vorlesung, 14.06.24

* Normalapproximation der Multinomialverteilung

- degenerierte Normalverteilung = Projektion auf Hyperebene
¢ Chiquadrat-Statistik
* Satz: Die Approximation konvergiert gegen N(0, I 1) fiir n — oo
e Satz: Chiquadrat-Statistik konvergiert gegen x?(k — 1) fiir n — oo
Beweise dazu... sehr lang!

¢ Anwendung auf Anpassungstests, Hp : 4 = pp

- x?-Test: verwerfe, falls T = nDy(Ly|po) > c,
- G-Test: verwerfe, falls G = nH(Lu|up) > 5.

— Beide Tests erfiillen asymptotisch die Niveaubedingung fiir n — oo
falls ¢ = ql*tx,xz(kfl) 2G ist wie T

Ergdnzung: hier testen wir, ob die Wahrscheinlichkeitsverteilung die

eine Wktverteilung ist. Eigentlich mochten wir testen, ob es eine Verteilung

aus gegebener endlichdimensionalen Familie ist = der Anpassung-

stest fiir parametrische Familien, wobei Hy : u € {u, : ¢ € ©O} eine

d-dimensionale Mannigfaltigkeit. G-Test mit Parameterschiatzung.

Satz von Wilks: unter der Annahme konvergiert P o (2G)~! gegen

)(2 (k —1—-d ) Wichtig: wir haben nur endlich viele Zustande.

¢ Alternative zu Anpassungstests: Konfidenzbereich fiir .
- flir Multinomialverteilung bestimme also k Konfidenzbereiche fiir
Binomialverteilung. . .
— Vorteil: Kontrolle iiber jeden einzelnen Parameter

— Nachteil: fiir n = 10 miissen einzelne Konfidenzbereiche zu % bes-
timmt und geschnitten werden. Brauche mehr Stichprobenwerte,

um dasselbe Niveau zu erreichen. (“Bonferroni-Korrektur”).
19. Vorlesung, 18.05.24

¢ Satz von Glivenko-Cantelli
e Wie testet man auf Normalverteilung? Weitere Anpassungstests:

- Kolmogorov-Smirnov-Test
- Lilliefors-Test auf Normalverteilung

+ [3 ist skaleninvariant

* Probleme mit tails
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- Anderson-Darling-Test

- Abweichungen in tails sind nur schwer erkennbar. Alternative: wir
verwerfen, falls ein Integral grofier e ist.

Anmerkung: kein Anpassungstest ist perfekt. Mehrere Tests auspro-
bieren.

6.4 Robuste Verfahren

pauf R, Xq,..., X, ~ piid.

e ein fehlender Datenwert kann X,, beliebig verfilschen = nicht robust
® besser ist z. B. der Median g 1 Ordnungsstatistik = robust

Wir charakterisieren Robustheit von T, bei (x1, ..., x;,) lber:

¢ Bruchpunkt

1
‘ X o max su T Jeeey < 0
”< ) n ke{o’l""’n}{yi#X,‘kEmal ‘ 1’!(]/1 }/n)| }

e asymptotischen Bruchpunkt € := liminfy, ;e €,(X)
e die Sensitivitatsfunktion

¢ die Einflussfunktion

Robuste Konfidenzintervalle fiir Quantile

* Schitze g, mit Plugin-Schétzer 4, = X(;,). Bestimme Konfidenzinter-
vall

¢ Satz: die Wkt, dass das Gamma-Quantil zwischen zwei Ordnungsstatis-
tiken liegt, betrégt die Differenz der Verteilungswerte.

- Verteilungsunabhingige Konfidenzintervalle! Grofier Vorteil.
Robuste Konfidenzintervalle fiir Tests
¢ Test fiir Median von zwei Stichproben

- Option 1, Mittelwert: t-Test. Probleme: keine Normalverteilung,
Ausreifser /Messfehler,

— Option 2, Median: verwerfe Hy falls X,y > 0. Pearsons Vorze-
ichentest. Vorteil: sehr robust, unabhingig von der Verteilung.
Nachteil: Grofie der X spielt keine Rolle.

— Option 3, Wilcoxon-Signed-Rank-Test:

IN DIE STATISTIK (EBERLE)

20. Vorlesung, 21.06.24
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7 Zusammenhang mehrerer Merkmale

7.1 Bindire Merkmale: Chancenquotienten und Vierfeldertafeln

e Chance(A) := P4) _ _PlA)

— nichtlineare Transformation p — ﬁ
pupoo __ Chance(X=1|Y=1)

¢ Chancenquotient p := ;7 5% = Chance(X=1[Y=0)"

- Aus p =1 folgt X, Y unabhéngig und py; = pirspi
¢ Schitzer fiir p: Plug-in Schétzer p
¢ Konfidenzintervall fiir p

— Modell: (Hi1, Hio, Ho1, Hoo) ~ Mult(N, p11, P10, Po1, Poo)

— Dieselben KI wie beim Fischers exakten Test mit Konfidenzinter-
vallen. Idee: gegeben p, konnen wir die bedingte Wkt. p(Hy1|Hi+)
und p(Hy1|H41) ausrechnen.

Augenfarbe

Haarfarbe — - ”
griin | nicht grin

rot 14 57 71
nicht rot 50 471 Hyg 521

64 528 5092 N

- Lemma: p(Hyj1|Hy1 = I, Hyy = n) = Cn,l,N,p(Z)(I;]:x”)px und die
Konstante C hangt nicht von x ab.

— Wir konnen aus diesen Wkten die Konfidenzintervalle fiir p
herleiten. Bedingte Wkt => Verteilungsfunktion => Konfiden-
zschranken iiber Umkehrfunktion

— Bei diesem Test typischist Hy: p =1, Hy : p > 1.
¢ Vierfeldertafeln, modifiziertes Modell.

— Im Unterschied zur oben sind 7y, np fest vorgegeben.

Besserung | keine Besserung
Medikament Hyq Hyp n
Placebo Hy H»» 1y
Hiq Hi, N
- Modell: Hyy ~ Bin(ny, p1), Hy1 ~ Bin(ny, p2) unabhéngig.
— Wie oben.

7.2 Test auf Unabhingigkeit/Assoziation

Gegeben X<, und Y;<;<y entscheide, ob die gemeinsame Verteilung
das Produkt der Randverteilungen ist, d. h. wenn py; = pxp; =: P flr
alle k, I.

21. Vorlesung, 25.06.24

22. Vorlesung, 28.06.24

Diimbgen, 7.5
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¢ Die Nullhypothese Hy: p = p
* Methode 1, multiple Tests: Fishers exakter Test fiir jeden k und /
e Methode 2, Chiquadrat-Test auf Unabhangigkeit: schitze y2-Divergenz
2 2
20 1= Pkl Pxi
x“(plp) = (—1> =), ——1
kZJ Pr % Pk

Die Schitzung machen wir mit dem Plug-In Schitzer (empirische
Verteilung). Unter Nullhypothese ist der Wert Null.

— Berechnung des p-Werts: entweder exakt (bei kleinen Datensitzen)
oder Bootstrap.

— Alternativ kann man Divergenz durch relative Entropie ersetzen.
o x2-Approximation (N grof) mit (k — 1)(! — 1) Graden.

- Nachrechnen bestimmter Eigenschaften der y2-Verteilung

7.3 Permutationstests
23. Vorlesung, 02.07.24
* (H|) : bedingte Austauschbarkeit von Y gegeben X, wenn fiir 7 € Diimbgen 8.1-8.3

Sym(n) gilt (X, 7Y) ~ (X, Y).

* Lemma: Sei 7t zufdllige Permutation, dann gilt fiir alle feste x, y, dass
Erwartungswert der Haufigkeiten unter 71 dem naiven Produktmafd
entspricht. Der Erwartungswert der Statistik betragt ¢ (k — 1)(I —
1).

e Satz: ...

Ziel: Untersuchen, ob die ZV unter Permutation invariant in der Verteilung
sind. Gegeben ist eine Permutation 77 € G, dabei G eine Untergruppe
von Sym(n) = G-Invarianztest.

e Test auf identische Verteilung von X, Y

- 1(X,Y) = (nX, YY) ~ (X,Y)
* Test auf Unabhéngigkeit X, Y

- bedingte Austauschbarkeit 77(X,Y) = (X, tY)
¢ Test auf Vorzeichensymmetrie

- Tendenz fiir positive/negative Vorzeichen

Konstruktion von Tests via G-Symmetrie. Sei T eine beliebige Statistik,
(x,y) € S"*™ Datenvektor. Definiere
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o linksseitiger p-Wert: p©(x,y) = |{”€G:T("(‘XG’y‘))§T(X'w}‘ = P(T(rt(x,y)) <
T(x,y)) = Fir(nxy (T(x,y)).-

* Berechnung von plG(x,y). Abzdhlen (wenn G klein), Monte-Carlo.

e Satz: unter (X,Y) ~ 7(X,y) gilt pP(X,Y) < a kann hochstens mit
Wkt. « gelten.

Beispiel 1: Test auf identische Verteilung, G = Sym(n+m), T(Xq, ..., Xn, Y1, ...

|[Mx — My|, dabei sind My, My Mittelwerte/Mediane/... von X und Y.
Beispiel 2: Test auf Unabhéngigkeit, G = Sym(n), (X,, Yn) aus {0,1} x R
und 7(X,Y) = (X, 1Y), T(X,Y) = Y;1x,—1R;. Dann konnte man
erkennen, ob eventuell kleine/grofie Ranks von Y tiberwiegen.

8 Regression

8.1  Einfache lineare Regression
8.2 Lineare Modelle

e Modell: Y = Zi Wi X®) fe=Aw+e

Beobachtung Y : (3 — R"

unbekannte Parameter wy,...,w; € R

Storgrofien € : (2 — R”
— Design-Matrix A = (XM,...,XD) eine n x d-Matrix mit Rang d

¢ Beispiele: einfache Regression, multiple lineare Regression, poly-
nomielle Regression, Einstichproben-Lokationsmodell, . ..

¢ Beispiel Mehrstichprobenmodell: Vergleich von p verschiedenen
Populationen, z. B. Ertrag bei p verschiedenen Diingersorten.

— Response Yj;, = m; 4 ¢j von Objekt k in Gruppe i

1, 0 0 1
-—A=lo . 0 |/Im=]i| €RY
0 0 1, 1

4
— Idee: ANOVA, vergleiche die Varianz zwischen den Gruppen mit

der Varianz innerhalb der Gruppen, Hy : my = ... = my.
- Vergleiche V,c und Vg
p G r 2
_ _ . Vz p—1 ~i=1 =i
Gaufs-Fall: T ST
unabhéngig.

= F1upund Z; ~ N(0,1)

- Die Verteilung von F,,_1 ,,, heifit Fisher-Verteilung mit p — 1 und
n — p Freiheitsgraden.

/Ym) ==

24. Vorlesung, 05.07.24

25. Vorlesung, 09.07.24

(i=1,...,pk=1,...,n),
n; Anzahl Stichproben in Gruppe i
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Schitzer fiir w: ¥ = Aw + ¢

kann nicht perfekt klappen, dim A < dimY,d < n

L := Range(A) = {Aw : w € R%}

7t : R" — L orthogonale Projektion auf Range(A)

Lemma: AT A € Rd x d ist invertierbar und IT = A(ATA)~1AT

Ansatz 1: Kleinste Quadrate

Minimiere ||Y — Aw||?> = [|Y||>? = 2(ATy) -w + w - AT Aw! = min
Berechne den Gradienten V = —2ATy +2AT Aw! =0

ATAw = ATY Normalengleichungen und @ = (ATA)"1ATY
Minimum, denn Hesse-Matrix = 2A " A ist symmetrisch positiv
definit.

Bemerkung: A@w = ITY nach Lemma

8.3 Andrere Regressionsverfahren

9

Bayes-Statistik

9.1 Ansatz der Bayesschen Statistik

9.2 Gibbs-Sampling

10 Klausurvorbereitung

Liste A1)

Verteilungsfunktion

Konfidenzintervall

Median

— https://math.stackexchange.com/questions/113270/the-median-minimizes-the-sum-of-absolute-deviations-1
Chiquadrat-Verteilung

Empirische Verteilung

Normalverteilung

— https://en.wikipedia.org/wiki/68%E2%80%9395%E2%80%9399.7_
rule

Binomialverteilung
Studentsche ¢-Statistik
Exponentialverteilung

— https://stats.stackexchange.com/questions/2092/relationship-between-poisson-and-exponential-distribut


https://math.stackexchange.com/questions/113270/the-median-minimizes-the-sum-of-absolute-deviations-the-ell-1-norm
https://en.wikipedia.org/wiki/68%E2%80%9395%E2%80%9399.7_rule
https://en.wikipedia.org/wiki/68%E2%80%9395%E2%80%9399.7_rule
https://stats.stackexchange.com/questions/2092/relationship-between-poisson-and-exponential-distribution
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