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Chap1.1：向量与变换

先来给出我们的舞台，坐标系：

为了简单起见，我们先从平面直角坐标系开始讨论。我们可以用坐标的形式，来描述平

面直角坐标系上的点，像这样：

但是，换一个角度，我们可以用“向量”来描述每一个点，像这样：

下面提出一个问题：对于（2,1）逆时针旋转 90°后，得到的是什么向量？

这是显然的，因为一眼可以看出，答案是（-1,2）
那么，如果对于任意一个（x，y），其旋转 90°后得到什么向量，是否可以想象呢？

像这样：



为了方便地解决这个问题，需要引出一个新的视角——“基向量”。比如上面的向量，

或者（2,1），可以写成 2i+1j，其中 i 和 j 是 x 轴和 y 轴上的单位向量，像这样：

自然地，任何一个向量（x,y）都可以写作 xi+yj，注意，其中 x，y 是标量，而 i，j 才是

真的向量（单位向量）。

基向量产生 xi+yj，通过改变 x，y，就可以表示平面中的所有向量。这是为什么呢？首

先一个向量可以决定一条直线，例如 i（1,0），通过数乘一个数 a，则 ai 可以代表 x 轴，而

ai+bj，引入 j 后，意味着 x 轴可以平移，即“线动成面”。

既然基向量可以表示平面内的所有向量，那么如果我将基向量旋转 90°，是否也就代

表着平面中的所有向量都旋转了 90°呢？像这样，先把基向量旋转：

那么基向量所代表的向量也进行了旋转，像这样：



于是，对于 yjxi  ，我们只需要将 i=（1,0）改为（0,1），j=（0,1）改为（-1,0），如

此，旋转后的向量就变成了：
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这也就意味着，（x，y）旋转之后，就变成了（-y，x）。

观察一下，我们换一种写法：
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是的，这就是矩阵，我们下一章再继续探索。

矩阵正如 f（x）中的 f，提供了向量“变换”的方式。所以请记住：

矩阵的本质就是操纵线性空间变换的工具
希望读者能从几何角度窥探矩阵的本质，而非沉醉于复杂的计算，这些事情交给计算机

去做即可。正如数学家埃米尔所说：“根据我的经验，如果丢掉矩阵的话，那些涉及矩阵的

证明可以缩短一半。”



Chap1.2：矩阵与线性变换

上一节，已经提到了矩阵是什么，并谈到了它可以旋转坐标系中的每一个向量。那么，

矩阵还可以产生其他变换吗？

首先，为了体现出空间中所有向量的变换，我们需要先把空间中所有的向量画出来，像

这样：

但是，这太乱了，每一个向量都是一根根线，这容易影响我们看到它的变换，于是我们

使用点来代替向量，像这样：

空间中的每一个点，就代表着一个向量。

前面我们提到，空间中点的变换的本质就是“基向量”的变换，那我们不妨先找一个最

简单的基向量变换，j 保持不变，而 i伸长 2 倍：

那么比如空间中的一个向量 1i+1j，将会从坐标系的（1,1）变成（1,2）



而对于空间中的每一个点而言，将会变成这样：

我们回顾一下上一节我们提到，矩阵的本质就是描述空间中向量的线性变换，那么在这

个问题中如果 
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是变换前的向量，向量 p是变换后向量，那么应当有：
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这代表着我们如果随意地输入一个向量，比如（2,1），这个向量都将通过矩阵，输出

一个向量（4,1），这也正是矩阵的本质，只是一个线性变换的工具。

或许上面这个变换太过于直观，我们换一个稍微复杂一些的变换，将 i 从（1,0）变换

到（1,1），像这样：

那么，坐标系中的一个向量 1i+1j，将会从（1,1）变换到（1,2），似乎提升了一个单

位长度，像这样：



那么对于坐标系中的每一个向量，将会变成这样：

那么在这个问题中如果 
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是变换前的向量，向量 p是变换后向量，那么应当有：
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这代表着我们如果随意地输入一个向量，比如（2,1），这个向量都将通过矩阵，输出

一个向量（2,3）

接着，我们继续加大难度，如果变换成为了 i 从（1,0）变换为了（1,1），j 从（0,1），

变换到了（-1,1），那么这样的变换如何呢？



比如说一个向量 1i+1j 的变换，就像这样：

那么对于空间中每一个向量，它们的变换将会变成这样：

我们用矩阵来描述，也就变成了这样：如果 

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是变换前的向量，向量 p 是变换后向量，

那么应当有：
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这代表着我们如果随意地输入一个向量，比如（1,1），这个向量都将通过矩阵，输出

一个向量（0,2）。

事实上，例子已经够多了，我们可以通过矩阵给出向量的任意一种变换，像这样：
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于是，下面我们观察一下以上这三个变换，发现都有两个共同点：

1、由于基向量的起点都是原点，所以变换后，所有向量的起点也仍然是原点

2、由于都是基向量的加减和数乘，所以变换后，原坐标系中直线仍旧保持直线，像这



样，如果不是通过矩阵的一个随便的变换，将会长成这样：
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，这一变换无法通过矩阵或者基向量完成，直线会弯曲。

但是，如果是一个通过矩阵的变换，一条直线变换后将仍然是一条直线。从直观上讲，

其本质在于，矩阵的变换只是对基向量进行旋转，伸缩，所以向量仍然保持平直，并且不改

变基向量位于原点的位置，所以整个空间仍然处于原点。

如果从直观上不好理解，依旧可以从代数角度来理解，比如说我们在原来最开始的基坐

标下，一条直线的解析式为 mkxy  ，那么变换后的每一个点，都可以写作：
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于是，观察最后的坐标，其中的每一个 x都是一次的，我们设新坐标系下的坐标为（X，

Y），那么原来的 x（小写），就可以看作是参数方程。

可见，仍然是一条直线，所以通过矩阵或者基向量产生的变换都保持着两条性质，这正

是线性变换的定义：

1、原点保持不动。
2、直线在变换后仍然是直线。

这也叫做“线性变换”，这正是《线性代数》这门课的核心内容。



Chap1.3 矩阵乘法的本质

上一节，我们谈到，矩阵的坐标运算长成这个样子：
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但是，在上一节，我们只考虑了“一次变换”，如果我们像对基同时进行两次变换呢？

举个例子，在 Chap1.1，我们谈到，如何将一个向量进行旋转，我们称之为“旋转变换”。
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其中参与“线性变换”的矩阵为 
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，我们称之为旋转矩阵。

在 Chap1.2 中，我们介绍了三种变换，其中的一种长成了这样：
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拉

我们发现基向量和空间中所有的向量似乎都向上拉伸了一些，于是我们称之为“拉伸变

换”，其中参 2 
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，我们称之为拉伸矩阵

此时，我们不禁思考，能不能对空间中的所有向量，先进行旋转变换，再进行拉伸变换

呢？

首先，我们依旧回到“基向量”，为了让空间中所有的向量“先进行旋转变换，再进行

拉伸变换”，我们只需要对基向量“先进行旋转变换，再进行拉伸变换”。



首先，我们不妨先进行一个旋转变换，像这样：
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那么，如果再进行一次“拉伸变换”呢？
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实现了拉伸的效果：
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但是问题是，应该如何计算两个矩阵的相乘呢？

我们不妨再次回到线性变换这一本质。所有的变换，本质都是基向量的变换，所以，我

们只需要再对新产生的基向量（i，j）再次进行一次拉伸变换就可以了。在“旋转变换”之

后，新的基向量分别是（0,1）和（-1,0），这一基向量隐藏在“旋转矩阵中”。
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那么就会得到如下式子：
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换句话说，我我们通过这样的运算得到了基向量究竟是什么，我们设新产生的 i 和 j，
那么就像这样：
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是的基向量中的 i 就是（-1,0），而 j 就是（0，-1）。是的

如果我们这两基向量再次合并在一起，那么就获得了一个新的矩阵，综合了“旋转和拉

伸”两个作用，我们称之为“复合矩阵”。
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那么，回顾我们之前所谈到的这个式子，其实他也可以这样看
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于是，很自然地，我们就定义了矩阵的乘法，即：
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下面我们来求解 AB 究竟是什么？

仿照之前的思路，我们认为 A 是在对 B 中的两个基向量进行线性变换，那么：































































































dhbg
chag

h
b
a

h
g

b
a

j

dfbe
cfae

fe
b
a

fb
a

d
c

g
d      
c      

d
ce

d      
c      

i

如果我们将两个基向量写在一起，于是将会得到：






























dhbg      
chag      

h     
g      

d      
c      

AB
dfbe
cfae

f
e

b
a

请记住：

矩阵的本质，在于通过操纵基向量，实现对线性空间的线性变换
矩阵的乘法，其本质在于对基向量进行两次变化，从而对线性空间进行两次线性变换；



Chap1.4 矩阵乘法的性质——交换与结合的本质

前面，我们已经得到了矩阵乘法的计算公式，






























dhbg      
chag      

h     
g      

d      
c      

AB
dfbe
cfae

f
e

b
a

一、矩阵运算满足交换律吗？
首先，我们提出一个问题：AB 等于 BA 吗？回归矩阵乘法的本质，是对用空间的变换。

AB 的意思是：对基 i（1,0）和 j（0,1）先做 B变换，再做 A 变换。BA 的意思是：对基 i(1,0)

和 j（0,1）先做 A 变换，再做 B 变换。

请看，这就是我们初始的基。

于是，最简单的想法是，假设 A 矩阵代表着将空间中的所有向量先顺时针旋转 90 度（即











0    1-
1      0

A ），B代表对空间中的所有向量向上拉伸（即 









1    1
0    1

B ），那么，我们仍然

研究基的变换，像这样：

（1）BA：

先进行 A 变换（顺时针旋转 90°），空间将变成这样：

然后再进行 B 变换，即拉伸变换，空间将变成这样：



（2）AB：

先进行 B 变换，即向上拉伸，那么空间将会变成这样：

然后再进行 A 变换，即顺时针旋转 90°，那么空间将变成这样：

从上面的例子中，我们可以看出，AB 和 BA 完全是对空间的两个变换！这是从几何角度

的直观认识，我们再从代数角度进行验证：




















1    1
0    1

0   1
1      0

AB

而 AB 新产生的两个基向量为：


































































































0
1

1
0
1

0
1

0
1
0

0   1
1      0

1
1

1
0
1

1
1

0
1
1

0   1
1      0

i

j



所以，AB 就算出来了，得到：












0   1
1      1

AB

是的




















0   1
1      0

1    1
0    1

BA

而 AB 新产生的两个基向量为：





























































































1
1

0
1
0

1
1
1

0
1

1   1
0   1

1
0

1
1
0

0
1
1

1
0

1    1
0    1

i

j

）（

所以，AB 就算出来了，得到：












1    1
1      0

BA

所以，这也就得到了我们的第一条结论：

AB ≠ BA

二、矩阵运算满足结合律吗？

首先，结合律意味着讨论 ABC 是否等于（AB）C。

ABC 意味着先对基向量 i（1,0），j（0,1）进行 C 变换，再进行 B 变换，然后进行 A

变换。

（AB）C 同样意味着先对基向量 i（1,0），j（0,1）进行 C 变换，然后通过 AB，找到

与 AB 效果相同的矩阵，再作用于经过 C 变换后的 i 和 j。

我们前面在讨论矩阵乘法的时候就已经明白 AB 的意思就是对一个基向量先进行 B，再

进行 A，所以（AB）C 和前面的 ABC 是同样的意思。

从几何直观上，我们便得到了结论：

ABC = （AB）C

而从代数上的验证比较复杂，计算量很大，最后算出来的确是正确的，我把这个证明放

在了附录中，在文档的最后面！（注：这真是个愚蠢的证明！）

请记住：

矩阵的本质，在于通过基向量操纵线性空间
矩阵乘法的本质就是寻找到两次线性变换的等效矩阵
不符合交换律，本质是操纵线性空间的方式取决于顺序

符合结合律，本质是操纵线性空间的顺序压根没有改变，甚至没有任何变化



Chap1.5：矩阵乘法的性质——非方阵相乘的本质

前面，我们提到，两个向量的相乘可以表示成这样：






























dhbg      
chag      

h     
g      

d      
c      

AB
dfbe
cfae

f
e

b
a

而如果将这一结论拓展到三维，思考问题的方式依旧是相同的，即看作是三维空间内的

线性变换，只不过多增加了一个基向量，变成了 i（1,0，0），j（0,1,0），k（0,0,1）。

像这样：

例如，矩阵


















I      f      c
h     e      b
g     d      a

A ，矩阵


















r      o      l
qn     k     
p     m     j

B ，这两个矩阵相乘，得到：


































r      o       l
qn     k      
p     m      j

I      f      c
h     e      b
g     d      a

A

我们计算一下在这个三维空间内新产生的三个基向量，得：




























































































































































































































































































































irfqcp
hreqbp
grdqap

r
i
h
g

q
f
e
d

p
c
b
a

r
q
p

c
k

iofncm
hoenbm
godnam

o
i
h
g

nm
c
b
a

o
n
m

c
j

ilfkcj
hlekbj
gldkaj

l
i
h
g

kj
c
b
a

lc

i      f    
h     e    b
g     d    a

f
e
d

i      f    
h     e    b
g     d    a

f
e
d

k
j

i      f    
h     e    b
g     d    a

i

如果我们将两个基向量写在一起，于是将会得到：






















irfqcp      iofncm       ilfkcj
hreqbp    hoenbm     hlekbj
grdqap     godnam     gldkaj

AB

所以我们就获得了三维空间内的一个新的基向量，同时经过了 B 和 A 两个线性变换。

下面，我们继续回归到几何直观的内容，

在 Chap1.1 中，我们提到，如果确定了 i（1,0），j（0,1），那么 xi+yj 可以代表平

面直角坐标系中的全部向量。因为假设我们先不考虑 j，只让 i做伸长和压缩，即 xi。那么

xi 就代表着整条数轴，从而“点动成线”。而加上一个 yj，就意味着将数轴（xi）上下平

移，从而“线动成面”。

而经过“矩阵”线性变换的新产生的基向量似乎也可以布满整个平面，像这样：

其中的每一个新产生的基向量所覆盖的空间都是整个二维空间。



但是，新产生的基向量一定能布满整个二维空间吗？我们不妨回顾为什么“两个向量可

以布满二维空间”，因为“点动成线，线动成面”，所以，如果能“点动不成线”或者“线

动不成面”，那么这两个基向量将无法张成整个二维空间。

（1）“点动不成线”

比如说，我们让 i 为（0,0），即零向量，像这样：

那么 i 和 j 的线性组合就永远只能是 x 轴，只能是一条线，因为 xi 永远是 0，点动不

能成线。

（2）“线动不成面”

这也就意味着两个向量都可以产生一条线，但是这条线却无法移动。是的，这是 i 和

j是共线的，自然不能“线动成面”，像这样：

比如 i是（1,0）而 j 是（2,0），那么，xi+yj 也只能是 x 轴。

于是，我们自然地想知道，是否存在一种矩阵，使得 i（1,0）与 j（0,1）经过变换之

后，产生的新的基向量为 i（1,0）与 j（2,0）。  2      1A 

如果我们把这件事写成矩阵的形式也就变成了这样




























d      
c      

1     0
0     1

d      
c      

AB
b
a

b
a

显然，我们看出，只要让（a，b）为（1,0），而（c，d）为（0,1）即可。也就意味着













0     0
2      1

A

也就意味着如果我们直接将 









0     0
2      1

A 与 









1     0
0     1

B 相乘，那么将会得到基向量 i

为（1,0），并且基向量 j 为（2,0），像这样：

事实上，其本质就在于仍然是一条处于二维空间内的直线，在计算的过程中，











0     0
2      1

A 中的两个“0”，似乎没有起到任何作用，于是我们不妨定义这一种很新的矩

阵——  2      1A  ，这是什么？以及我们可否直接用 A与 B相乘呢？

前面的讨论中，我们都在讨论长得一样的矩阵，即 2×2的矩阵与 2×2 的矩阵相乘，以

及 3×3 的矩阵与 3×3 的矩阵相乘，那么 1×2 的矩阵是否能用与 2×2的矩阵相乘呢？

我们继续来从几何含义分析，首先 









1     0
0     1

B 的两列分别代表着两个基向量，即（1,0）

和（0,1），而  2      1A  ，这是一个矩阵，当然也可以将它的列理解为基向量，只不过这

是在一维空间中的两个向量  1i 和  2j ，像这样：

首先，我们再次回归 Chap1.1 中矩阵究竟是什么的讨论： 







y
x

是二维空间中的任意一个

向量，如果经过一个矩阵的作用 







1   0
0   1

，那么它将会变成这个样子：

yxp 



































1
0

0
1

y
x

1   0
0   1

0 ，也就是说，任意输入一个（x，y）都会输出一个向量，



输出的向量就是 







y
x

。

那么同样的道理，对于  2      1A  ，而言，同样地我们用刚刚的思路，也就变成了这

样：

  







y
x

 2     1 ，代表着向着矩阵  2      1A  输入一个向量 







y
x

 ，而输出的向量将会是

  2yx  。不知道你是否发现， 







y
x

 本来是二维空间中的一个向量，在 A 的作用下变成了

一维。

在几何上，这代表着将二维空间压缩到了一条线，像这样：

如果你不能接受这么草率的解释，我可以告诉你，在左侧的二维空间中的每一条直线，

被压缩到了一维空间的一个点。

像这样：

由于    yx
y

2
x

 2     1 







，所以我们只需要找出来 x+2y 为定值的直线，就可以找到

对应右侧一维空间上的向量。

这也正是不同维度矩阵相乘的直观体现，即降维。

请记住：

矩阵的本质在于通过对基向量的操纵，改变线性空间
而非方阵矩阵的本质在于通过将基向量重合，使得线性空间压缩至更低的维度



Chap1.6：点乘的本质

初中的时候，我们明白垂直不做功。

高中的时候，我们明白了点乘的计算公式，似乎明白了垂直为什么不做功。

10111
0
1

·
1
1

















点乘

像这样：

并且，关注到，向量（1,1）在（1,0）的投影也是 1，也就是说：

11,10,1
0
1

·
1
1

















 ）的投影向量的长度（）的长度（点乘

但是，我们是否想过为什么“点乘”会和“投影”有关？

结合上一节，是否有一些想法呢？

上一节中，我们通过矩阵   2     1 ，将二维空间“斜着”投影到了 x 轴上，像这样：

那么如何“垂直着”投影呢？像这样：



我们发现，当投影到 x轴时，向量的横坐标没有发生变换，而纵坐标无论是什么，都变

成了 0，这也就意味着，对于（x，y）向量，实现了下面的变换：

yjxi  ⇔ xijxi  0

如果写成矩阵的形式，也就意味着 i（1,0）和 j（0,1），经过了这个矩阵的作用：

 
0     0
0      1









事实上，如果依然把 i 看作（1,0），把 j看作（0,0）在几何上含义是这样的——仍然

处在二维空间当中，但是知识二维空间中的一条直线，像这样：

现在仍然是在二维空间中的一条直线，因为两个基向量仍然有两个坐标，如果我们将矩

阵  
0     0
0      1








改成矩阵   0      1 ，那么将会将二维空间完全地压缩至一个一维空间。

但实际上，和上一节说的一样，可以把 i看作（1），把 j 看作（0），那么其将只处于

一维空间当中，像这样：

如果写成向量来描述这件事，那么将会是这样：

    xyx  01

那么，如果不是投影在 x轴上，而是投影在空间中的任意一个向量上呢？像这样：

首先，我们明白，对于基向量的变换，决定了线性空间的变换。前面，我们将基向量 j



（0,1）垂直投影到了（0,0），如此，整个线性空间就垂直投影到了 x轴。

那么，我们是否可以将 i（1,0）和 j（0,1）垂直投影到任意一个倾斜的直线上，从而

使得整个线性空间都投影到这条直线上呢？像这样：

这是否意味着线性空间也发生了相同的变化呢？

→

我们先来试一试，首先，如果先让 j 投影到 u 所在的直线上，于是线性空间将会像这样：

然后，再将 i 投影时，空间中的所有向量似乎都垂直地投影再来 j’所在的直线上像这

样：



但是这仍然无法确定，是否在原来的空间中满足“垂直的变换”。

我们先来再次回顾“向量”的本质。

首先，我们将 









0
1

i 分解为沿着 u 直线方向和垂直于 u 直线方向，那么首先关注绿色

的箭头，它的意思是先从 







0
0

运动到那个垂点。

接着，再是第二段向量，即垂直于 u 直线的方向运动到 







0
1

，像这样：

而将 









0
1

i 只看作沿着 u 直线方向的 ui ，意味着，不再“走”垂直的那一段路程。

同理，我们可以用同样的方法研究 









1
0

j ，如果将它分解到沿着 u 的方向的向量，和

垂直方向的向量，那么它的第一步将会是，像这样：



是的，这意味着先沿着 u前进，到垂点处，然后再垂直着 u 前进，到 







1
0

，像这样：

是的，如果我们只看在 u 方向的 uj 的话，那么垂直方向的运动将会被抹去。是的不知

道你是否发现了这一规律。如果我们只看 ui 和 uj 的话，也就意味着只是沿着 u 这条直线移

动，而不垂直于它移动。如果这一路径倒过来，不就意味着垂直地走回来吗？是的，这就意

味着所有的向量将会全部垂直地投影到 u 这条直线之上！

牛逼吗？抓住向量的本质思考问题，跳过了多少复杂的计算啊！少年，你感受到向量的

力量了吗？

下面，我们的问题来到，如何求解两个基向量投影在直线后的长度，也就是解决这幅图

中的两个问号，究竟是几？



不知道你是否关注到了这个图中非凡的对称性！你是否已经看出了“？”的值？是的 i

（1，0）被投影到了（a），而（0,1）被投影到了（b），在这里，我省略了横坐标和纵坐

标，因为我只把 u 形成的直线看成了一个一维空间，而并不是二维空间中的一条直线。

也就意味着，对于这个空间而言，我们只需要对整个空间乘上一个矩阵   b    a ，就会

将整个空间投影在这条直线上，并且是“垂直着”投影。

首先我们要主要到的是矩阵   b    a ，即代表一个矩阵，又是图中的  
b
a

u 







 ，即单位

向量。这也就意味着，矩阵和向量之间似乎可以相互转化。

例如，u 所形成直线上有一个向量（2a，2b），那么这个向量与任意一个向量在这条直

线上投影的长度的乘积应该是多大呢？

自然地，我们先用  
y
x








在矩阵的   b    a 作用下，投影在 u 这条直线上，像这样：

用代数的语言，就是这样：

   bya
y









x

x
 b    a

其中的 ax+by 就代表着在这条直线上，（x，y）投影的长度。然后再乘以在 u 这条直线

上的向量的长度，像这样：

   byaxbya 22x2 

如果我们将上述过程合在一起，将会变成这样：



   bya
y

2x2
x

 2b   2a 








是的，你是否已经发现了什么？而 2ax+2by 代表着什么？是的没错，就代表着投影向量

的乘积。因为我们先将（x，y）投影到了 u 所在直线上，然后与 u 的长度相乘，从而得到了

投影向量长度的乘积。

下面我们把这个问题再一般化，假设有一个向量 








1

1

y
x

以及另一个向量 








2

2

y
x

，那么这两

个向量投影的乘积又是多少呢？

是的，我们可以先将其中一个向量看作矩阵，像这样：

  









1

1
11 y

x
    y    x

那么，我们就可以将矩阵   y   x 11 的作用理解成将向量 








2

2

y
x

，投影到向量 








1

1

y
x

所在直

线上，并且与向量 








1

1

y
x

的长度相乘。

而如果我们将上述讨论结合在一起，于是得到：

  2121
2

2
11

2

2

1

1 yyxx
y
x

 y    x
y
x

y
x

 

























这也正是点乘的本质。

请记住：

矩阵的本质是通过操纵基向量，从而操纵线性空间
向量的本质是“点的运动”

向量点积的本质是通过矩阵将线性空间垂直地投影到一个向量所在的直线上



Chap1.7 矩阵乘法的性质——五种计算方法的本质

前面，我们利用矩阵的本质，即进行“线性变换”的工具这一想法，得出来了矩阵的计

算的两种方法。

（1）第一种算法——计算机的算法，机械而愚蠢






























dhbg      
chag      

h     
g      

d      
c      

AB
dfbe
cfae

f
e

b
a

（2）第二种算法——列向量的想法，看成对基向量的操作

任意矩阵


















I      f      c
h     e      b
g     d      a

A ，


















r      o      l
qn     k     
p     m     j

B ，这两个矩阵相乘，得到：


































r      o       l
qn     k      
p     m      j

I      f      c
h     e      b
g     d      a

AB

我们计算一下在这个三维空间内新产生的三个基向量，得：




























































































































































































































































































































irfqcp
hreqbp
grdqap

r
i
h
g

q
f
e
d

p
c
b
a

r
q
p

c
k

iofncm
hoenbm
godnam

o
i
h
g

nm
c
b
a

o
n
m

c
j

ilfkcj
hlekbj
gldkaj

l
i
h
g

kj
c
b
a

lc

i      f    
h     e    b
g     d    a

f
e
d

i      f    
h     e    b
g     d    a

f
e
d

k
j

i      f    
h     e    b
g     d    a

i

如果我们将两个基向量写在一起，于是将会得到：






















irfqcp      iofncm       ilfkcj
hreqbp    hoenbm     hlekbj
grdqap     godnam     gldkaj

AB

注意：前两种算法是从“本质”上思考，而后面三种算法是本质算法的拓展，它们不具

有良好的几何直观，知识从代数的角度上，恰好和上面的计算结果相同。

（3）第三种算法——行向量的想法
可以说，矩阵的算法符合这个规则，而为什么符合这个规则，并不存在直观的证明。

前面的计算机算法是这样的：
































dhbg      
chag      

h     
g      

d      
c      

AB
dfbe
cfae

f
e

b
a

我们可以这样看：

对于 ae+cf 和 ag+ch（即第一行）而言，其可以看做：

 

 

 chag    
             

h     c      
             

g      a      






cfae

f

e

换句话说，可以这样理解，我的这一行，需要 a 倍的（e g）并且需要 c 倍的（f h），

这在后面理解初等行变换会相当有用。

（4）第四种算法——点乘的想法






























dhbg      
chag      

h     
g      

d      
c      

AB
dfbe
cfae

f
e

b
a

而它的基向量的运算是这样的：































































































dhbg
chag

h
b
a

h
g

b
a

j

dfbe
cfae

fe
b
a

fb
a

d
c

g
d      
c      

d
ce

d      
c      

i

前面，我们都是基于基向量进行的推导，而这一次，我们不再写出基向量，而是先分析

一下这些基向量在运算是的特点：

例如 i的运算，我们只关注 ae+cf 是如何计算出来的。
















































dfbe
cfae

fe
b
a

fb
a

d
ce

d      
c      

i

可以看出，是左侧的（a，b）中的 a与 e相乘，而右侧的（c，d）中的 d 与 f 相乘，那

么我是否可以将 i 的计算写成这个样子？

 

 























































































dfbe
cfae

a
fe

b
a

fb
a

f
e

 d    b

f
e

 c    

d
ce

d      
c      

i

也就意味着，从原本的把“向量”拆开，变成了将“矩阵”拆开。于是矩阵的上下两个

位置就变成了向量的点乘（这和上一节所说是一样的）。

这也正是第三种计算方法，如果我们将它展开写就会变成这样：

   

   








































































h
g

 d    b    
f
e

 d    b

h
g

 c    a     
f
e

 c    a

h     
g      

d      
c      

AB
f
e

b
a



请注意，我们这里并没有讨论：“为什么能够这样计算”，只不过矩阵的乘法恰好符合

这种计算规则。

于是我们得出了第三种计算方法，将矩阵乘法，看作是行向量与列向量的点乘。

（5）第五种算法——矩阵分块的计算方法
通过前面（3）例子的讨论，你是否已经看出一些“矩阵”相互组合的例子？

我们似乎已经将矩阵进行了分割，分割出了小矩阵，像这样：

 
 

   

   
























































































h
g

 d    b    
f
e

 d    b

h
g

 c    a     
f
e

 c    a

h
g

  
f
e

d    b
c    a

AB

这的确是成立的，而这不存在几何上的直观证明，只能作为矩阵运算产生的一个特殊性

质。

我们可以通过这样的代数角度来理解：

例如，左侧矩阵的 row1 与右侧矩阵的 col1 可以组合，产生结果矩阵的（1,1）位置，

像这样：

同理，对于结果中的矩阵（i，j）的位置，那么就可以得到其结果应当是左侧矩阵中的

rowi 乘右侧矩阵的 colj。

于是，我们这个结论便成立了

现在我们再将结论扩展，考虑将一行拆开，变成 row11，row12 和 col11 和 col12，像

这样：



那么对于结果中的矩阵，其（1,1）的位置就应当是 row11*col11+row12*col12，像这

样：

而这似乎可以写成这样：

这也正是矩阵乘法的第四种算法，即将矩阵拆成了向量。

以上这四种方式需要灵活运用，在不同的场合运用不同的方法。



Chap2.1 用向量的眼光看待多元一次方程

先来举个例子，你能在 5 秒钟之内看出下面这个方程的解吗？

42
02




yx
yx

或许你可以一眼看出这个方程组的解，但还是从图像中观察一下：

从图像中，我们观察到，解就是 x=1，y=2，这是一种观点，我们换一个视角再来看待

这个问题：

我们看将这个方程组看成向量的形式：

42
02




yx
yx

⇔ 

























4
0

1
1

2
2

yx

所以上述问题就转化为，寻找一个 x，y，使得向量（2,2）和（-1,1）通过平行四边形

的组合，产生（0,4），我们来再画一个图像，称之为“Col Picture”

或许，并没有从这个例子中看出，这两个图的区别，我们再换一个例子：

4322
0

242






zyx
zx

zyx

你能 5s 之内看出来这个方程组的解吗？

同样地，我们使用刚才的思路，绘制这个方程组的图像：

注意，2x+2y+3z=4，可以想象，其在空间中是一个平面，从图中，我们看出，三个平面

交于 D点（0，2，0），这也正是这个方程的解。



用一下 Col Picture 如何呢？

4322
0

2412






zyx
zx

zyx
⇔




































































4
0
2

3
1
4

2
0
1

x
2
1
2

zy

现在，你是否可以一眼看出来这个方程组的解呢？

是的，只需要让 x=0，y=2，z=0，因为注意到方程左侧 y 对应的向量是（1,0,2），而

方程右侧是（2,0,4），自然地，让 x 和 z 是 0，让 y是 2，这样就得到了正确的组合结果。

在 Col Picture 中，A 代表向量（2，1，2），B 代表向量（4，1，3），C 代表向量（1，
0，2），而最终的解是这个：

其中黑色的 OE 向量，代表等式右侧的解：（2，0，4）
而在这个图像中，可以轻松地看出，只需要 OC*2 即可得到 OE，而剩下两个 OA，OB

无论怎么组合，也不可能组合出来 OE，这也就得出来了方程组的解就是（0，2，0）。



Chap2.2 消元法初步

前面提到用向量的视角审视多元一次方程组，下面讨论如何求解的问题

例如：

722
732

4






zyx
zyx

zyx

如何求解这个方程组的解？

当然我们可以像上一节绘制两种图像，如下

此时我们还没有求出这个解，应当采用消元法来求出，这一想法很自然，因为解不出来

的本质就是变量太多，故把变量减少就可以了。

722
732

4






zyx
zyx

zyx
⇔

30
10

4






zyx
zyx
zyx

⇔

2200
10

4






zyx
zyx
zyx

如此，我们由第三个方程，得出来 z=1，从而往前面的方程代入，得到 y=2，x=1，此时

如果回到那两个图，也可以看出，左图的交点为（1,2,1）。

但是，并不是所有的方程组都可以通过“消元法”得出解。

首先，我们来讨论“有没有解”的问题

我们先不研究三元一次方程组，而是研究二元一次方程组

42
02




yx
yx

这个方程组是有解的，因为从集合上，可以理解为两条直线的交点，或者两个向量的组

合。但是，两条直线一定就会有一个交点吗？两个向量一定可以组合出另一个向量吗？

并不是，因为存在直线平行或者共线的情况。

（1）直线平行

1
2




yx
yx

如果从直线的视角，我们可以看出：



直线平行，无交点，故不可能有解，如果从向量的视角，

两个（1,1）向量不可能通过平行四边形法则产生（2,1），故同样没有解。

（2）直线共线

22
442




yx
yx

从直线的角度，此时直线重合，有无数多个解

从向量的角度：



有无数种方法，使得向量（2,1）和（4,2）组合成（4,2），所以也是无数组解。

所以，从上面的讨论得到，

解的三种情况：一个解，无解，无穷多个解

现在我们将视野推展的三维，

三维中，一个多元一次方程代表的是一个平面。

（1）平面平行

632
4
2





zyx
zyx
zyx

把前两个方程代表的平面画出来，可以得到：

此时，无论第三个平面如何放置，都不可能存在某一点同时位于三个平面上。

可以看出，第三个曲面与上述平行的两个曲线交出两条平行的直线，不可能存在交点。

如果从向量的角度：

这三个向量是共面的，故不可能产生向量（2,4,6）。



（2）平面重合

33
4242

22






zyx
zyx

zyx

同样地，我们还是先把前两个平面画出来：

此时两个平面重合，故第三个平面有两种情况，

第一种情况是第三个平面重合或者平行于前两个平面，这时的效果和前面讨论的一致

第二种情况就是不重合且不平行，此时，第三个平面就会与前两个平面交出来一条直线，

此时将会有无穷多个解。

而从向量角度，有两个向量是相同的，故等式左侧的三个向量形成一个平面，而恰好，

右侧的向量又位于这个平面之上，故此时便有了无穷多组解。

上面，我们通过考虑平面的交线，交点，向量的重合，共面，来讨论解的存在性问

题。

下面我们从代数视角说明为什么会存在“无解”，“无穷多组解”的情况

（1）有解的情况：

722
732

4






zyx
zyx

zyx
⇔

30
10

4






zyx
zyx
zyx

⇔

2200
10

4






zyx
zyx
zyx

此时先求解 z，然后通过回代求解 y，z
观察我们的消元法，每一次只是对 x,y,z系数的运算，以及对等式右侧的运算，故我们



把这些数字都拿出来即可，不需要每一次都写 x，y，z，于是我们引入了“矩阵”。

这就是矩阵的形式，本质就是方程组的系数罢了。

（2）无解的情况

632
4
2





zyx
zyx
zyx

⇔

20
2000

2






zyx
zyx

zyx

我们观察到了一个结构：0x+0y+0z=2，而 0 乘任何数都应当是 0，故不可能有解

于是我们得到一个不严谨的结论

通过换元法产生 ）（ 0c000  czyx 结构，则无解

（3）无穷多组解的情况

33
4242

22






zyx
zyx

zyx
⇔

1z00
0000

22






yx
zyx

zyx

我们观察到一个结构，0x+0y+0z=0，此时无论什么 x，y，z 都满足这个方程。接下来我

们开始一般化的讨论，即从特殊到一般。

对于一个任意的三元一次方程，我们把它写作：

如果在通过换元法后，产生下面的结构（♦代表了非 0 的数字，*代表任何数字）

（1）那么则有唯一解：

像是一个台阶的结构，这样的矩阵称为阶梯型矩阵。



（2）那么无解：

（3）那么有无穷多组解：

这一结论可以拓展到 n 维的矩阵，和上面都是一样的。

请记住：

向量的眼光看待线性方程组



Chap2.3 消元法与矩阵的关系

前面，我们介绍了矩阵的乘法，介绍了矩阵的消元法，接下来我们来建立二者之间的关

联。

首先，举个例子：

3
42




yx
yx

⇔ 
























3
4

1     1
1    2

y
x

如果我们从几何上看，将会是这样：

接着，我们利用消元法的规则对其进行化简，于是有：


























3
4

1     1
1    2

y
x

⇔ 
























3

2
1     1
1-    0

y
x

如果从几何上看，线性空间向着 y 轴被推了一下：

接着，我们觉得 0 在有些蠢，于是做一个行变换，像这样：


























3

2
1     1
1-    0

y
x

⇔ 

























2

3
1-    0
1      1

y
x



如果从几何上看，像是把整个空间关于 y=x 翻转了一下，这是合理的，因为基向量的横

坐标和纵坐标翻转了，这也导致了整个线性空间的横坐标和纵坐标翻转，体现为关于 45°
的 y=x 对称，像这样：

下面，我们再进行一步，于是得到：



























2

3
1-    0
1      1

y
x

⇔ 

























2

1
1-    0
0      1

y
x

如果从几何上看，这将会变得异常舒适，像这样：

最后一步：



























2

1
1-    0
0      1

y
x

⇔ 
























2
1

1      0
0      1

y
x



在几何上，就变成了这样舒适的线性空间：

观察上面“线性空间”的变换，我们可以联想到，线性空间的变换是与矩阵有关系的，

矩阵正是告诉线性空间如何变换的工具。

例如在这一步中


























3
4

1     1
1    2

y
x

⇔ 
























3

2
1     1
1-    0

y
x

能否找到一个矩阵，实现下面的变换呢？


























1     1
1-   0

1     1
1    2

d    b
c    a

； 
























3

2
3
4

d    b
c    a

我们先从简单的角度说起，如果需要一个矩阵保持不变，那最好给它乘的矩阵就是这个：


























1     1
1    2

1     1
1    2

1    0
0    1

我们来分析一下这个矩阵的含义：

如果用前面“矩阵乘法的五种算法”中“行向量”的观点来看的话，这就会变得异常清

晰，由于电脑 word 文档不容易编辑，故采用手写描述。

 

 

 

  
















































1   1 1
     

1   2 0

1   1 0
     

1   2 1

1     1
1    2

1    0
0    1

这代表着，输出的矩阵的第一行为 1 个（2,1）+0 个（1,1）；而输出矩阵的第二行为 0
个（2,1）和 1 个（1,1），如果有这个观点，那么假若我们需要方程相减的操作，便有：



 

 

 

  

















































1   1 1
     

1   2 0

1   1 2
     

1   2 1

1     1
1    2

1    0
2-    1

同理，可以获得其他对应的矩阵。

所以例如上面的每一步操作，我们都可以寻找到一个矩阵，如此，便可以简洁地写出整

个消元的过程，像这样：

 
1    0
0    1

     
1     1
1    2

1    0
2-    1

0      1
1      0

1     0
1      1

1-     0
0      1



















































请记住：

可以通过矩阵，来描述线性方程组消元的方式



Chap2.4 逆的本质

前面，我们研究了矩阵的消元法与矩阵的关联，像这样：

 
1    0
0    1

     
1     1
1    2

1    0
2-    1

0      1
1      0

1     0
1      1

1-     0
0      1



















































但实际上这是不太理想的情况，因为涉及到了行交换（线性方程的交换）。我们如果定

义这样一个 3×3 的线性方程组，举个例子，这样的一个矩阵：


















 5   1     1    2
 5   2     1    1

6    1    2    1
  A   

如果我们将它分解，将会变成这样：

   
 4-   4-   0    0

 1-    1    1-   0
6      1    2    1

  ~  
 7-    1-   3-   0

 1-    1     1-   0
6      1     2    1

   ~  
 5   1     1    2
 1-   1    1-   0

6    1    2    1
   ~  

 5   1     1    2
 5   2     1    1

6    1    2    1

































































其中最后化简完成的矩阵

















 4-   4-   0    0
 1-    1    1-   0

6      1    2    1
，被称为 U。

我们采用记号 )1,2(E ，代表一个矩阵，使得其作用等效为初等行变换使得第二行，第一

列的元素为 0。那么以此类推，刚刚的 3×3 的矩阵的每一个 E，将会是这样：




















































1    3-      0
0      1      0
0      0      1

      
1      0    2-
0      1      0
0      0      1

      
1    0    0
0    1   1-
0    0    1

)2,3()1,3()1,2( EEE

如果我们简化地写，将会是这样：

UAEEE )1,2()1,3()1,3(

下面，我们考虑矩阵的另一个概念——逆，这个概念需要先引出，才能引出下一节的

LU分解。

前面我们提到，矩阵是操纵线性空间的工具，这也就意味着，一个矩阵可以伸缩和压缩

一个空间。比如，通过这样一个矩阵  
1    1
0    1

A 







 ，可以将空间向上拉伸一些，像这样：



那么我们有没有一个矩阵，可以让空间“压缩回去”呢？

是存在的，这个矩阵就是  
1    1-
0      1

A 1-








 ，这个矩阵就成为 A 的“逆”矩阵。我们来验

证一下，如果让这个线性空间先进行  
1    1
0    1

A 







 变换，再进行  

1    1-
0      1

A 1-








 变换，那么

理论上，整个线性空间应该像没变化一样。我们用矩阵的乘法来验证我们的直观认识：

 
1      0
0      1

 
1    1
0    1

 
1    1-
0      1

AA 1-



























可见，我们得到了基向量 


















1
0

,
0
1

ji 的平直的网格线性空间了。

我们称这样的矩阵为单位矩阵，记作  
1      0
0      1

I 







 ，这在后面会经常用到。

或许，你对自己还不能独立求解矩阵的“逆”而感到悲哀，下面是两个可以一眼看出逆

的矩阵。

第一个例子，是  
0     1
1-   0

A 







 ，首先，我们从几何上，即线性空间的角度认识这个矩阵

的作用，也就是将整个空间逆时针旋转了 90°。像这样：



所以它的逆就代表着顺时针旋转 90°，是的，我们可以闭着眼写出来顺时针旋转 90°

的矩阵  
0     1-
1       0

A 1-








 。我们来检验一下：




























1     0
0     1

  
0     1-
1       0

 
0     1
1-   0

AA 1-

所以，检验成功。

第二个例子，是


















1    0    0
0    1   1-
0    0    1

)1,2(E ，这意味着将线性方程组的第二行减第一行，自然

地，它的逆就是第二行加上第一行，于是自然地写出


















1    0    0
0    1     1
0     0    1

1
1,2 ）（E 。我们再来检查一

下。


































1    0    0
0    1     1
0     0    1

 
1     0    0
0     1   1-
0     0    1

1
1,2)1,2( ）（EE

所以，对应地，我们可以写出最开始例子的 E 矩阵的所有逆矩阵。









































































































1      3      0
0      1      0
0      0      1

     
1      0      2
0      1      0
0      0      1

      
1    0    0
0    1    1
0    0    1

1    3-      0
0      1      0
0      0      1

      
1      0    2-
0      1      0
0      0      1

      
1    0    0
0    1   1-
0    0    1

1
)2,3(

1
)1,2(

1
)1,2(

)2,3()1,3()1,2(

EEE

EEE

在直观理解了矩阵的逆的含义之后，我们给出矩阵的逆的定义：

I









1     0
0     1

AA 1-

那么就称，
-1A 为A 的逆矩阵。

下面我们讨论求解逆矩阵的思路。首先，举个例子，就举那个一开始让你沮丧的例子吧，

因为逆没有一眼将这个矩阵的逆看出来：

 
1    1
0    1

A 









如果求解这个矩阵的逆，回归定义，也就意味着要去寻找一个
-1A ，满足

I









1     0
0     1

AA 1-
。



于是，我们不妨先把这个
-1A 给设出来，像这样：











d     b
c     

A 1- a

于是

求解
-1A 的方程将会是：




























1     0
0     1

d     b
c     

1     1
0     1

AA 1- a

其实，翻译过来，就是这样的一个方程组：

1
0

0
1







dc
ba

c
a

我们可以通过普通的消元法求解出来对应地解，于是可以求解出：

 
1    1-
0      1

A 1-










我们发现，这实际上等价于在求解两个线性方程组，像这样：





















































1
0

d1     1
0     1

0
1

b1     1
0     1

c

a

接着，每一个方程进行矩阵的消元法进行消元即可，各自对应的增广矩阵是这样的：



















1     1     1
0    0     1

0    1     1
1    0     1

但是，似乎有些麻烦。为何不把他写在一起呢？消元的方式都是一样的呀，像这样：









1    0     1     1
0    1    0     1

这是高斯-若尔当方法，很自然不是吗？如果我们早出生一些或许也能发现。

如果我们将这个矩阵继续向下化简，那么将会得到：









1    1-   1     0
0    1    0     1

其中右侧的部分就是我们的逆。



Chap2.5 可逆与不可逆的本质

前面，我们提到了矩阵的逆如何计算，但下面的问题恐怕会让你头疼。

在前几个章节中，我们提到了这样的一个变换，将空间压缩到了更低的维度上，像这样：

由于    yx
y

2
x

 2     1 







，所以我们只需要找出来 x+2y 为定值的直线，就可以找到

对应右侧一维空间上的向量。

但是，能不能有“升维”的矩阵，将这条直线在展开成一个二维的线性空间？首先我们

直观地认识一下，如果有逆的话，也就意味这这个逆满足以下这个式子：

  









1     0
0     1

2     1A

这显然是不合理的，如果要产生单位向量，意味着逆矩阵 A 应当是一个有两行的矩阵。

而由于   2     1 只有一行，这也就意味着 A 只能有一列。于是我们可以完善一下上面的表达

式，像这样：

  

























2b     b
2a     

1     0
0     1

2     1
b
a

 
a

如果我们尝试几何中表示经过这个矩阵变换后的图形，将会是这样：

这仍然是一个一维空间，换句话说，似乎不存在一个矩阵，让一个一维空间的直线展开

成为一个二维空间。

这是我们的初步理解，也就是说这个矩阵不存在逆。

我们接着给出进一步深入一些的理解。

首先，我们如何理解矩阵乘法？代表着对“基向量”的改变。比如说我现在有一个共线



的基向量所组成的矩阵，像这样：









4    2
2     1

我们是否能找到它的逆呢？

假设存在逆，他将满足这个表达式：


























1     0
0     1

d    b
c    

4    2
2     1 a

如何看待这个式子？我们回归矩阵乘法的本质。

这意味着先输入一个矩阵 







b
a

，接着，用 a来作为 







2
1

的权，而使用 b 来作为 







4
2

的权。

而输出的向量应当是 







0
1

，这当然不可能， 







2
1

和 







4
2

怎么可能线性组合出 







0
1

呢？No way！

在图像中，将会是这样：

下面我们考虑另一种理解，回归什么是“矩阵”？矩阵只不过是操纵线性空间的工具，

实现线性空间的线性变换。但是请注意，什么是“线性变换”？

线性变换，指的是输入一个向量，并输出一个向量。那么我们是否存在一个“由线到面”

的线性变换呢，这必然是不可能的，因为它将输入一个向量，而将输出无数个向量，如果在

几何中，将会是这样：

这也正是第三种理解。



Chap2.6 矩阵的 LU分解初步

前面，我们研究了矩阵的消元法与矩阵的关联，像这样：

对于


















 5   1     1    2
 5   2     1    1

6    1    2    1
  A   

如果我们将它消元，将会变成这样：

   
 4-   4-   0    0

 1-    1    1-   0
6      1    2    1

  ~  
 7-    1-   3-   0

 1-    1     1-   0
6      1     2    1

   ~  
 5   1     1    2
 1-   1    1-   0

6    1    2    1
   ~  

 5   1     1    2
 5   2     1    1

6    1    2    1

































































其中最后化简完成的系数矩阵

















4-   0    0
1     1-   0
 1      2    1
，被称为 U。

我们采用记号 )1,2(E ，代表一个矩阵，使得其作用等效为初等行变换使得第二行，第一

列的元素为 0。那么以此类推，刚刚的 3×3 的矩阵的每一个 E，将会是这样：




















































1    3-      0
0      1      0
0      0      1

      
1      0    2-
0      1      0
0      0      1

      
1    0    0
0    1   1-
0    0    1

)2,3()1,3()1,2( EEE

如果我们简化地写，将会是这样：

UAEEE )1,2()1,3()2,3(

显然，没有人会这样计算矩阵。但是我们还是来举个例子，我们将 )1,2()1,3( EE 和相乘，

像这样：



















































1     3-     2-
0      1      0 
0      0      1 

 
1      0    2-
0      1      0
0      0      1

1     3-     0
0      1      0
0      0      1

 )1,3()2,3( EE

我们发现，这个矩阵的等效矩阵就是对第三行先减去两倍的第一个方程，再减去三倍的

第二个方程。也就是说，是两个矩阵效果的叠加。

为了更有效的计算矩阵，我们给出下面的一个引理，方便“三角形的计算”

对于一个有上三角的矩阵×上三角的矩阵，输出的矩阵仍然是一个上三角，像这样：


















































1      *      *
0      1      *
0      0      1

 
1      *      *
0      1      *
0      0      1

1      *      *
0      1      *
0      0      1

同理，下三角的矩阵×下三角的矩阵，输出的矩阵仍然是一个下三角，像这样：




















































1      0      0
*      1      0
*      *      1

 
1      0      0
*      1      0
*      *      1

1      0      0
*      1      0
*      *      1

我们由此继续计算完上面表达式，这下可以一下子写出右上角是一个三角。像这样：



















































 1     3-     1
0      1     1-
0     0       1

1      0     0  
0      1      1-
0      0      1  

1      3-    2-
0      1      0  
0      0      1  

)1,2()1,3()2,3( EEE

我们继续分析这个矩阵的含义，位于第二行，第一列的-1，表示第二行减去第一行，可

以理解。位于第三行第二列的-3，代表第三行减去三倍的第二行，可以理解。但是这“1”
是怎么来的？第三行只减去了 2 倍的第一行呀？

实际上，问题在于第三行总共加上了-2 个第一行，并且加上了-3 个第二行，但是第二

行也曾经加上了-1 个第一行。“所以第三行，加上了-3 个第二行”等效成了又加上了 3 个

第一行，于是最终等效为加了 1 个第一行。

但是，这有什么作用呢？

如果我们要让电脑来求解一个线性方程组，那么这也就要求，要寻找一种尽可能快地算

法来解除线性方程组。

例如，对于一个 n 个未知数，n个方程的线性方程组，计算机计算多少次呢？像这样：

如果先对第一列进行消元，那么首先计算机将会根据每一行的不同情况，先对第一行乘

一个系数，接着与这一行做加法，从而消去未知量。其中，乘法，由于一共有 n 个元素，所

以乘了 n 次，而减法，由于有 n 个元素，减了 n次，所以一次操作，如果我们将一次加法，

一次乘法看作一次运算的话，那么消除一个元就需要 n 次运算，而由于一共有 n-1 列，故一

个需要 n*（n-1）次运算。

同理（n-1）*（n-2），（n-2）*（n-3），.......
我们将 n*（n-1）近似的认为是 n 的平方，因为这样比较方便估算，于是总的运算次数

将会是：
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这也就意味着，随着线性方程组中未知量的个数增加，运算的次数将会随着未知量的个

数的立方增长。

我们的目的就是求解出 x，像这样：

bAx 
有没有更加优化的算法呢？其实上，如果没有“其他条件”，我们或许没有更优化的算

法。但是，如果对于固定的 A 而有多个 b 需要求解 x，此时高斯消元便略显吃力



比如说，我们现在有 m个 b 需要求解 x，那么如果用普通的高斯消元法，对于计算机来

说，将会计算
3

m
3n
次，如果 m 和 n 都很大，这相当于一个接近于四次方的增长。

我们发现，许多计算都在进行重复的操作，即对 A 的行变换，这个行变换当然不需要

这么多次。我们只需要进行一次高斯消元法，找到“消元”的方法，然后把这个方法告诉 b
即可，让 b 自己消元产生 A 即可。

如何把这个“消元的方法”正确地告诉 b 呢？

前面，我们讨论了矩阵与消元的关系，不妨把式子写成这样：

UAEEE )1,2()1,3()2,3(

或者，简化一点，写成这样：

UEA 
而我们的目的就是求解 x，于是我们只需要去计算这件事即可，这就是我们前面讨论的

“逆”运算：

bUxEAxbUxEAx  1

但是，如何计算出逆呢？首先对于 )1,2()1,3()2,3( EEE ，它的逆应该是什么？这又回到了我

们说的“矩阵的本质”，其本质就在于对于线性空间的变换。我们可以将每一个矩阵

)1,2()1,3()2,3( EEE ，， ，看作是对线性空间的一个变换，而他们的逆矩阵，就是将这个线性空

间的变换逆过来。

举个例子，我们如果定义矩阵 A 的含义是将空间逆时针旋转 90°，矩阵 B 的含义是将

空间向下压缩。那么 AB 的含义，将会是先向下压缩，再逆时针旋转 90°。很自然地，如果

将它逆回去，应该是先顺时针旋转 90°，再向上拉伸，这也是 AB 的逆的含义。如果写成数

学表达式将会是这样：

111)(   ABAB

是的，同理，三个变换也是一个道理，像这样

1
)1,2(

1
)1,3(

1
)2,3()2,3()1,3()1,2(

 EEEEEE

如果比喻成生活中的道理的话，将会是，先穿上袜子（矩阵 A），再穿上鞋（矩阵 B），

再系上鞋带（矩阵 C）。那么将这个逆过来，将会是先解开鞋带（C 的逆），在脱下鞋（B
的逆），在脱下袜子（A 的逆）。只不过这里把穿衣服比喻成了对线性空间的变化罢了。

于是，我们将会有下面这个式子：

bUxEEE   1
)1,2(

1
)1,3(

1
)2,3(Ax

是的，下面，我们将 1
)1,2(

1
)1,3(

1
)2,3(

 EEE 记作 L，于是上面的式子将写作：

bLUxAxLUA 
这为什么简化了计算？我们可以这么看：

bLyUxLLUxAx  )(
换句话说，首先通过 bLy  ，求解出 y，然后再由 yUx  ，求解出 x 的值，而这能简化



算法的本质，就是因为 L 和 U 都是上三角和下三角形状的，这意味着有一半的趋于都不用

算。

或许这有些抽象，无所谓，我们从上面的例子来看。

对于
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












 5   1     1    2
 5   2     1    1

6    1    2    1
  A   

如果我们将它消元，将会变成这样：

   
 4-   4-   0    0

 1-    1    1-   0
6      1    2    1

  ~  
 7-    1-   3-   0

 1-    1     1-   0
6      1     2    1

   ~  
 5   1     1    2
 1-   1    1-   0

6    1    2    1
   ~  

 5   1     1    2
 5   2     1    1

6    1    2    1
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



我们采用记号 )1,2(E ，代表一个矩阵，使得其作用等效为初等行变换使得第二行，第一

列的元素为 0。那么以此类推，刚刚的 3×3 的矩阵的每一个 E，将会是这样：
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1      0    2-
0      1      0
0      0      1
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)2,3()1,3()1,2( EEE

首先，我们来求解对应的逆，像这样：
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然后你是否可以一眼看出来它的逆的乘积呢？

我一眼就看出来了：

 
1    3     2
0     1     1
0    0     1

1
2,3

1
1,3

1
1,2
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）（）（）（ EEE

是的，这里为什么没有前面的冲突呢？显然，因为 E（3,2）意味着先加 3 个第二行，E
（3,1）意味着先加 2 个第一行，E（2,1）意味着加一个第一行，不存在任何的冲突！这也就

是为什么可以直接将高斯消元法的操作直接重叠在这个矩阵之上。

如果你不放心，当然可以再计算一下，像这样：
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是的，这是正确的。于是，我们将 LU分解的算法写出来，就是这样：
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我们把 LU算法分成了两步：



（1）通过 Ly=b，求解出 y
观察一下，y 是一个向量，输入一个矩阵 L，而这个矩阵 L 的右上都是 0 或者 1 组成的

三角，所以这部分不需要任何的计算。

（2）通过 Ux=y，求解出 x
观察一下，x 是一个向量，输入一个矩阵 U，而这个矩阵 U 的左下都是 0 或者 1 组成的

三角，所以这部分不需要任何的计算。

这就是为什么这个算法可以再 A 固定时简化计算的本质，因为有接近一半都没有计算。

对于一个 n×n 的矩阵来说，像这样：

下面我们具体来分析这个算法究竟进行了多少次计算，像这样：

所以总的计算次数将会是：
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是的同理，Ux=y 的计算，也需要相同的次数，所以从共需要
2n 次计算。这与之前的高

斯消元法相比，减少了一些复杂度，从 n 的三次方，变成 n 的平方，简化了算法。



Chap2.7 转置的本质

前面，我们的 LU分解，是建立在不需要“行交换”的基础上进行的。但实际上，很多

的矩阵都需要行变换，比如说我们在 Chap2.5 中就遇到了行交换的情况，像这样：
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是的，如果我们要实现这样的一个矩阵的变换，我们需要乘上这样一个矩阵：
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对于二维的话，行的变换就有两种，一种是不变换，一种是第一行和第二行变换，也就

意味着只有两个行变换的矩阵，像这样：
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，

对于三维的话，行的变换就有六种，相当于就是行的“有顺序的排列”一共有六种，分

别是（1,2,3），（1,3,2），（2,1,3），（2,3,1），（3,2,1），（3,1,2），分别对应的矩阵

长成这样：
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如果是 n×n 的矩阵，那么应当有 n！种行变换的矩阵。

下面我们考虑这些矩阵的性质，先从简单的开始，对于矩阵 
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





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A ，那么它代表

着将第一行和第二行调换过来这样一种变换。那么它逆过来的变换将会是什么呢？显然，仍

然是将第一行和第二行调换一下，这样就像是好像没有进行任何操作一样。于是我们得到：
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0     1
1     01

这是否是巧合呢？我们再找一个例子：

这代表着将第二行和第三行交换。自然地它的逆就是再将第二行和第三行交换，就是它

本身，于是我们再次得到：
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但是，如果我们观察这样一个矩阵：



  
0     1     0
0     0     1
1     0     0
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它代表的含义是将第三行放到第一行，将第一行放到第二行，将第二行放到第三行。它

的逆显然就不是它本身了，再进行相同的操作会使得第二行被放到第一行，并没有达到效果。

于是，为了引出这背后的规律，我们引入一个概念——矩阵的转置。

顾名思义，之前我们矩阵中的向量都是列向量，现在我们希望它变成行向量，这也就是

矩阵的内涵，例如：
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它的列向量分别是：
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kji

将这些列向量写成行向量也就是：

 
 
 0     0    1

1     0     0j
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

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k

i

将它们拼在一起，也就得到了矩阵的转置，我们把它记作
TA 。

  
0     0     1
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0     1     0

T
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下面我们来研究它的性质。

这真是一个天才的想法，你看到了吗？对于原来的三个基向量，i，j，k 都是相互垂直

的，而矩阵乘法是行乘列，这也就意味这，如果我将一个矩阵转置过来，将会使得 i，j，k
与 i，j，k 点乘，而自身与自身点乘由于是单位向量，将会得到 1，但是如果是与其他向量

点乘，由于相互垂直，将会得到 0，这不正是单位矩阵吗？

于是，我们尝试着将
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A ，像这样：
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于是我们得到了这样一件事，对于这种“实现行变换的矩阵”，有这样一个性质，即：
T1 AA 



这就是正交矩阵转置的一个十分良好的性质。

还有一类矩阵有关转置有良好的性质，这一类矩阵被称为“对称矩阵”，像这样：
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如果将它转置，它的行依旧是行，列依旧是列。因为在原来的矩阵当中，第一行和第一

列相同，第二行与第二列相同，第三行与第三列相同。所以转置过来道理是一样的，于是，

我们有：
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对称矩阵，可以通过一个向量 x，以及其转置过来的矩阵
Tx 相乘得到，比如说：
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那么它与自身的转置相乘，将会得到：
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下面，我们考虑矩阵的逆在矩阵乘法时的运算法则。对于一个矩阵 AB，它的逆时什么？

我们先来考虑简单的情况，即（Ax）的逆，因为矩阵 B 每一行的本质就是一大堆向量，

把每一个向量输入 A，即为矩阵乘法的本质，所以自然地，我们先研究 Ax 的逆，进而延伸

到 AB。
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首先，Ax 的含义，代表着以 x1，x2，......xn 为权，对 A 中的基向量进行线性组合，注

意这里是“列向量”的线性组合，最终会产生一个矩阵 n×1。
那么，如果将这个矩阵转置过来，将会是 1×n的一个矩阵。每一个元素仍然是“线性

组合”而来的。所以自然地，我们将 A 翻转过来，然后将 x 也翻转过来，将 x放在前面，从

而对 A 的各个行进行同样的线性组合，这和对列的线性组合是一样的，即：



 







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






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


















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



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
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
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
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也就是说：

TTT AxAx )(

那么对于 AB 呢？它的转置是什么呢，我们依旧从矩阵乘法的本质来分析。这意味着 B
中含有很多的列向量，这些列向量与 A 中的行向量点乘，进而获得输出矩阵在某一个坐标

的位置，这也就意味着，取决于 A 的行 i 和 B 的列 j，决定了 AB 的（i，j）。那么如果转置

了矩阵之后，（i，j）就变换到了（j，i），但是此时我们仍然需要 B 的 j 列与 A 的 i 行进行

点乘，并且把结果放在（j，i）上，于是我们考虑将 B 转置放在前面，A 转置放在后面，如

此，也就得到了 B 的 j 行与 A 的 i 列点乘，从而将结果放到了（i，j）上。

于是我们得到了下面这个式子：

TTT ABAB )(

如果我们换一种理解，顺应刚刚的推论：
TTT AxAx )( 。我们可以将 B 看作是许多个

向量 x组成的，像这样：

   n21n21 Ax  .....  Ax  Ax  x.....    xx B  AA

于是，AB 的每一列都将是一个经过 A 线性变换的向量。如果将 AB 转置过来，那么将

会是将每一个线性变换后的向量转置过来，也就是：













































TT
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TT

T

T

T

Ax

Ax

Ax

A
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)(Ax
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)(Ax

)(Ax

B)( 2

1

n

2

1

T

于是我们观察后右面，于是得到，实际上，就是 B 的转置与 A 的转置相乘罢了。像这

样：
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



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
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
































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





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于是我们验证了这个公式的正确性：

TTT ABAB )(

那么 ABC 的转置呢？同样的道理，我们现将 BC 看作一个整体，像这样：



TTTTTT ABCABCABC  )()(

同理，很多矩阵相乘的转置依旧是将这些矩阵的转置倒过来相乘。



Chap2.8 线性相关的本质

之前我们提到，线性代数的核心，是由基向量的线性组合产生的线性空间的变换。所以

我们接下来研究基向量线性组合所产生的线性空间的形态。

例如基向量 









2
1

i ，和基向量 









1
2

j ，那么这两个向量通过线性组合产生的线性空间

将会覆盖整个二维平面，像这样：

但是如果是两个共线的基向量，例如基向量 









2
1

i ，和基向量 











1

5.0
j ，那么这两

个基向量线性组合所形成的空间将只会使一维空间，像这样：

为什么会这样呢？稍加思考我们发现，在第一个例子中，基向量 









2
1

i 可以提供一个

维度，像这样：



而在这个维度的基础上，可以通过另一个基向量的伸缩，即 











1

5.0
j 的伸缩，使得

基向量 









2
1

i 所产生的一个维度（或一个直线），平移起来，从而覆盖整个二维平面，像

这样：

但是，对于基向量 









2
1

i ，和基向量 











1

5.0
j ，这两个向量所产生的维度是相同的，

同一条直线，同时地落在同一条直线上，其中一个基向量对“维度”没有任何贡献。换句话

说， 











1

5.0
j 可以通过伸缩得到 










2
1

i ，所以 









2
1

i 没有存在的意义。我们把可以通过

伸缩或者压缩等线性变换可以相互转换的两个向量称为“线性相关”。

换句话说，如果由这件事成立，则称 i 与 j 线性相关：

bjai 

此时无法扩展到整个空间当中。

我们再将视野扩展的三维空间，对于许多的基向量，其线性组合都应当是这个三维的立

体空间，但是，有一些不是这样的，例如在前几章中提到的这幅图，像这样：



此时向量 A，B，C 并没有通过线性组合产生整个三维空间，而是停留于一个平面。为

什么呢，其实从前面的推理就已经可以看出，A 可以由 B 和 C 线性组合而产生，也就意味着

它们之间也“有关联”，我们把这件事写出来，也就是：

ckbjai 

我们观察一下这两个式子，便意识到标题“线性相关”的来由。

bjai  ckbjai 

线性运算包括两个，一个是数量乘法，一个是向量加法，这两者的定义贯穿了向量运算：



 cba



 kaak
但是，这一写法不太美观，于是我们写作：

假若， 0 ckbjai 则称 i，j，k线性相关

那么我们如何判断向量之间是否线性相关呢？

换句话说我们需要搞清楚，是否存在一个 a，b，c 这样一个都不是 0 的系数，使得 i，j，
k三个基向量通过 a，b，c这三个系数的线性组合能够得到 0。

那换句话时候，比如说由 i，j，k 三个基向量构成的矩阵是这样的：


















i      f      c
h     e      b
g     d      a

A

那么也就要寻找（x,y,z），使得经过 A 矩阵的线性变换后，可以变成（0,0,0），像这样：


















































0
0
0

i      f      c
h     e      b
g     d      a

z
y
x

如果写成线性方程组就是这样：

0
0
0





izfycx
hzeybx
gzdyax



如果写得更简洁一些，将会是这样：

）（ 0x    0Ax 
这也是最后我们得出的结论，如果向量 i，j，k 所组成的矩阵，可以找到一个向量（x，

y，z）（不是零向量）使得这个向量输入矩阵 A 后，输出零向量，那么就意味着 i，j，k 是
线性相关的。



Chap2.9 零空间与通解的本质

之前我们提到了这个方程的求解问题：

0Ax
这个方程的解可能是唯一的，即零向量。也有可能是无穷多个，例如一个矩阵


















7      4      3
3       1      2
3       2      1

A

首先，我们是否可以一眼看出来这个矩阵对应的方程 0Ax ，一定有无穷多个解呢？

是的，这是必定的！因为第一列的向量加上第二列的向量，等于第三列的向量，像这样：



















































7
3
3

4
1
2

3
2
1

所以，必定的将会有无穷多个线性组合，使得结果是零向量。

我们来用初等行变换化简这个矩阵，像这样：


















































0       0       0
1        1       0
3        2       1

~
2-     2-     0
3-     3-     0

3       2      1
~

7      4      3
3       1      2
3       2      1

A

我们发现只有 2 个主元，下面我们迫切地想求得它的通解，于是，我们不妨继续化简：

































0       0       0
1        1       0
1        0       1

~
0       0       0
1        1       0
3        2       1

于是我们将其翻译为线性方程组的形式，首先我们要明白，主元是前两列，而自由变量

是第三列，翻译后就是这样：

0
0

32

31





xx
xx

那么如果将解写作：

















3

2

1

x
x
x

，那么将会有下面的结果：
























































1
1
1

3

3

3

3

3

2

1

x
x
x
x

x
x
x

如果我们想象一下，这个解在另一个空间当中，那么在直观上就是这样的：



这就是零空间，其内部包含有所有满足 0Ax 的 x。
下面我们考虑，如何求解零空间中的全部解，是的，前面我们已经成功求解了，但是并

不太优雅。

例如，我们考虑这样的的矩阵：


















10      6      8      3
8       4      6      2
2      2      2       1

A

首先，他也必定是由无穷多个解的，因为第三列向量是第一列向量的二倍。我们来进行

一下高斯消元法的化简，于是将会得到：

































0       0      0      0
2       0      1      0
2-     2      0       1

~
4       0      2      0
4       0      2      0
2      2      2       1

~A

我们继续通过之前的方式来求解，也就意味着，需要我先将这个矩阵翻译成线性方程组

的形式，像这样：

02
022

42

431





xx
xxx

这也就意味着，同时存在了两个自由变量。如果我们将解同样地，写作向量的形式



















4

3

2

1

x
x
x
x

，

像这样，那么将会得到这样的一个解：








































































































1
0

2
2

0
1
0

2

0
2

2

0

0
2

2
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43

4

4

4

3

3

4

3

4

43

xx

x

x
x

x

x

x
x
x

xx

但这很不优雅。

分析一下等式的右侧，也就是两个基向量的线性组合，将会组成一个平面。这和矩阵的



定义是一样的，矩阵的本质就是向量的线性组合不是吗？所以，我们可以把解写成这样的形

式，即，





















1        0   
0        1   
2-      0   
2       2

solutions

下面来观察一下解和简化后的矩阵之间的关系，你是否有一些惊人的发现？

















0       0      0      0
2       0      1      0
2-     2      0       1

换句话说，我们是否可以一眼看出来这个矩阵的解呢？

首先，最后的一行都是 0，这都不需要考虑，因为这是永远成立的，我们可以将矩阵化

简为下面这样：









2       0      1      0
2-     2      0       1

现在，是否能看出来这其中奇妙的关系了呢？是的，首先对于主元列，其本质就是一个

单位矩阵，而后两列是自由变量的系数所构成的矩阵，我们叫它 F 矩阵（Free）。于是，上

面这个矩阵的求解过程就可以写成这样：

  0F     I x

现在是否能够一眼看出来这个方程的解 x 究竟是什么呢？显然地，x 将会是这样：











I
F

x

这也这个是通解最为优雅的表达形式，但是其本质是与前面的推导没有区别的，只不过

很美而已。



Chap2.10 通解与特解的本质

当然，这里谈论的解，指的是线性方程组的解。比如这个线性方程组：

32
2


yx
yx

⇔ 
























3
2

1   2
1    1

y
x

如果解出来，可以得到 x=1，y=1，我们用（x，y）来表示这个解，是一个向量的形式。

上述情况是一个很幸运的情况，即有唯一解，在前面的讨论中，我们认识到，可能存在

无穷解的情况，像这样：

32  yx ⇔    3 2    1 







y
x

那么主元是 x，而自由变量是 y，如此看来，如果将其表示为向量的形式，将会变成这

样：

yx 23 ⇔ 
























 
1

2
0
323

y
y

y

那么如果是在几何当中，将会是这样：

前面是通过二维空间的角度，明白解的几何形态，于是我们可以一类简单的线性方程组，

像这样：

02
0


yx
yx

⇔ 
























0
0

1   2
1    1

y
x

这和上面的方程是一样的，我们用同样的角度来解这个方程，由于住院都在系数矩阵，

所以这个线性方程组将会有唯一的解：


















0
0

y
x

下面，我们考虑这样一个没有唯一解的方程，像这样：

02  yx ⇔    0 2    1 







y
x



和上面一样，我们化简为这样：

yx 2 ⇔ 
















1

22
y

y
y

如果在几何中，将会是这样：

我们来观察前后的两个解，首先从代数上对比：


























 
1

2
0
323

y
y

y

















1

22
y

y
y

我们可以将左侧的“非齐次的线性方程组”的解抽象为 x=p+tv，而右侧的“齐次线性方

程组”的解，抽象为 x=tv。
可见，似乎这二者之间有一些关系，从几何上看，非齐次线性方程组的解就是齐次线性

方程组的解经过了一个平移。

这一结论是否具有普遍性呢？

我们考虑任意的一个矩阵  b     aA  ，那么，对于任意一个满足这个矩阵所对应方程

组的解（x，y）

对于齐次方程组，将会有： 0 byax 也就是 y
a
bx  。如果写成向量的形式，也就

是





























1
a
b

y
y

y
a
b

。也可以看做是 )
1

,(













 a

b
vyttvx 的形式。

对于非齐次的线性方程组，将会有： )0(  ccbyax 也就是 y
a
b

a
cx  。也就是













































 

10
a
b

ya
c

y

y
a
b

a
c

。也可以看做是 )
1

,,
0

(




























 a

b
vyta

c
ptvpx 的形式。

所以我们发现，非齐次线性方程组的解，就是齐次线性方程组的通解，加上一个非齐次

线性方程组的特解。这个特解可以是这个方程组的任意一个解，如果在几何上就表示成这样：

而非齐次线性方程组的全部解，就是由齐次线性方程组的解通过任意一个特解的平移所

得到的！如果在几何上，就是这样：

所以，请记住：

非齐次线性方程组的通解=非齐次线性方程组的特解+齐次线性方程组的通解



Chap3.1 秩的本质

是的，这是新的一个章节——线性空间。

首先，我更喜欢“秩”的英文，叫做“Rank”，意味等级。其实在中文中，“秩”代表

“秩序”，也是一种顺序，也是一种等级。什么的“等级”，秩一般是矩阵中的概念，也就

是矩阵的等级。

我们先从几何角度来直观说明秩究竟是什么？

前面，我们一直在讨论的核心内容在于，“线性组合”，即对于一个矩阵，我们把他的

列看作一个个向量，从而进行线性组合，产生空间中的图形，例如直线，平面或者三维空间

等。

例如：

















2      0      0
0       1      0
1      0       1

对于这个矩阵而言，我们如果检验一下它的每一列，会发现每一列之间是线性无关的。

当然这可以一眼看出来，因为前两个向量在 XOY平面上，而第三个向量并不在 XOY 平面上，

像这样：

是的，这三个向量如果进行线性组合的话，我们很自然的可以发现，它将覆盖整个三维

空间。请暂时留个印象：这个矩阵线性组合后是三维空间。

但是，总是有些热衷于代数的教授，喜欢运用消元法进行验证，这是一样的，像这样：

































1       0      0
0       1      0
0      0       1

~
2      0      0
0       1      0
1      0       1

那么，让我们稍微改一改这个矩阵，像这样：

















2      1       1 
0      1      1-
1      0       1 

那么，显然我是精心设计了这样的一个矩阵。因为矩阵前两列构成的向量加起来就等于

后一列。对于热衷于代数方法的同学，如果我们将它做消元法的话，也就是观察 Ax=0 是否

有非零解的话，将会是这样：



















































0      0       0 
1       1       0 
1       0       1 

~
1       1       0 
1       1       0 
1       0       1 

~
2      1       1 
0      1      1-
1      0       1 

显然，对于 Ax=0，他将会有无穷多个解。

但是，我更热衷于几何直观，如果在图像中，将会是这样：

是的，这个矩阵的基向量将会形成一个平面。

下面，继续更加极端一些，如果这个矩阵长成这样呢？


















9      6     3 
6     4     2 
3     2      1 

A

是的，这一眼就看一看出是非常线性相关了，因为每一个列向量互相已经成倍数关系了，

那么我们再次满足那些喜欢代数方法的同学，对它进行高斯消元，于是将会得到：

















0     0     0 
0     0     0 
3     2      1 

~A

但是，从几何上，这更加直观，这三个向量的线性组合将会是空间中的一条直线，也就

是一个一维空间。



所以，从上面这三个例子，我们就可以引出“秩”（rank，记作 r）的本质了，即矩阵

各个列向量形成的列空间的维度。我们把其记作 Dim（C（A）），其中 Dim 代表维度，即

dimension，而 C 代表 column，代表矩阵 A 中列向量形成的空间。于是我们有以下定义：

))(()( ACDimAr 

所以，对于上面的三个例子：

秩将分别对应 3，2，1。因为它们的列生成的空间将会是三维，二维，一维。这正是“秩”

的本质。

事实上，热衷于代数的人将会不乐意，如何给“秩”一个代数的定义呢？

我们再继续观察前面的三个例子的高斯消元法的结果，将会是这样：

















1       0      0
0       1      0
0      0       1

















0      0       0 
1       1       0 
1       0       1 

















0     0     0 
0     0     0 
3     2      1 

是的，它们的主元数量分别是 3，2，1。所以，我们也可以对应着说，“秩”代表着一

个矩阵的“主元”数量，而“主元”数量和列空间的维度是相等的。也就是说，我们有以下

的表达式：

主元数量AACDimAr  ))(()(

于是，很自然的问题是，列空间的维度为什么和主元的数量是相等的？

在前面的章节中，我们认识到，消元法可以用矩阵来描述，像这样：

UAEEE )1,2()1,3()2,3(

或者，简化一点，写成这样：

UEA 
而矩阵的本质是线性变换，所以对于一个矩阵，如果消元法之后是这样的：

















1       0      0
0       1      0
0      0       1

那么，显然，这个化简后的矩阵将会生成一个三维空间，所以如果将 E逆过来，即我们

如果想从 U 回到 A，像这样：
















 

1       0      0
0       1      0
0      0       1

EA 1

是的一个三维的立体空间，经过 3×3 矩阵的消元矩阵的变换，必然仍然是一个三维空



间，因为每一个消元矩阵的每一列都是线性无关的，所有的消元矩阵相乘，自然也是线性无

关的，所以消元矩阵的逆，必然依旧线性无关。这也就意味着 A 所形成的空间，经过三维

空间内的线性变换，依旧是一个三维空间。

同理，对于两个主元的情况，我们可以用相同的思路：

















0      0       0 
1       1       0 
1       0       1 

显然，这将会生成一个平面，因为这个矩阵的第三个分量是 0，也就要求生成的所有向

量的 z 坐标为 0，也就意味着将生成 XOY平面。

同样地我们通过消元矩阵的逆矩阵将整个过程倒回去，也将会得到仍然是一个平面。

这样我们就再次验证了这个理论的正确性：

主元数量AACDimAr  ))(()(



Chap3.2 行空间的本质

首先，在前面我们已经认识到了列空间。例如，我们给出这样的一个矩阵：









4     2 
2      1 

如果从列的角度，那么它的两个基向量是这样的：




















4
2

,
2
1

cc ji

那么，如果在几何当中，这两个基向量所形成的空间将会是这样的：

我们尝试着这个矩阵进行初等行变换，于是得到：

















0     0 
2      1 

~
4     2 
2      1 

那么新产生的两个基向量将会是这样：




















0
2

,
0
1 ''

cc ji

如果在空间中，那么列空间将会是这样：



显然，列空间改变了，换句话说，（1,0）并未位于原来的空间。但是在这个过程中，

什么是不变的？本节的题目叫做“行空间”，这也就意味着我们可以将行看作一个向量，像

这样：

对于矩阵：









4     2 
2      1 

它的行向量是这样的：

   4     2 ,2     1  rr ji

如果画在图中，代表着这样：

是的，如果我们再从化简后的矩阵来看：









0     0 
2      1 

它的两个行向量是这样的：

   0     0 ,2     1  rr ji

如果画在图中，将会是这样的：



是的，行空间并没有改变。这是否只是一个偶然呢？我们再举几个例子，像这样：

















































0      0       0 
1       1       0 
1       0       1 

~
1       1       0 
1       1       0 
1       0       1 

~
2      1       1 
0      1      1-
1      0       1 

可见，它们的行空间也没有改变。

可见，在初等行变换（就是消元法），列空间将会变化，但是    行空间却不变化。这

是为什？首先我们先分析为什么列空间会变化——因为列向量变化了。但是行向量也变化了

呀。但是行向量是已有向量的线性组合，所以在已有空间内，无论怎样去线性组合，都一定

仍然位于这个线性空间当中。这就是为什么行空间是不变的。

于是我们得出下面的结论：

初等行变换不改变行空间，改变了列空间
下面我们考虑行空间和列空间的关系。

首先，由于之前我们一直在考虑“列向量”，或列向量，即“C（A）”。首先，行空

间意味着对 A 的每一行进行线性组合，那么如果我们将 A 转置过来，就将会称为是对 A 的

列进行线性组合，像这样：

)C(A A  of rows of combs T

于是我们下面来讨论着二者的关系—— )(C A 和 )( TAC 。首先让我们观察一下前面的三

个例子。

（1）像这样的一个矩阵：


















2      0      0
0       1      0
1      0       1

A

它的每一列向量都是线性无关的，所以列空间将是整个三维空间。它的三个列向量分别

是：




















































2
0
1

,
0
1
0

,
0
0
1

ccc kji



那么如果是行空间的话，我们还是考虑
TA 吧，首先将这个矩阵转置过来，将会有：


















2      0      1
0       1      0
0      0       1

TA

那么它的每一个列向量，但实际上是 A 的行向量，将会是这样：




















































2
0
0

,
0
1
0

,
1
0
1

r rr kji

如果是画在图里，那么将会是这样：

可见，这个矩阵所形成的空间仍然是三维的，也就意味着列空间和行空间的秩都是 3。
（2）像这样一个矩阵：


















2      1       1 
0      1      1-
1      0       1 

A

它的列向量是这样的：




















































2
0
1

,
1
1
0

,
1

1
1

ccc kji

如果在图像中，将会是这样：



是的，这个矩阵的基向量将会形成一个平面，也就意味着这个矩阵所形成的列空间的秩

是 2。
下面我们继续将这个矩阵进行转置，像这样：


















2      0       1
1       1       0
1      1-      1

TA

那么，它的列向量，也就是 A 的行向量，将会是这样：




















































2
1
1

,
0
1

1
,

1
0
1

r rr kji

如果在图像中，将会是这样：

这也就意味着行空间和列空间的秩都是 2。
（3）像这样的一个矩阵：


















12      6     3 
8       4     2 
4      2      1 

A



那么这个矩阵的三个基向量将会是：




















































12
8
4

,
6
4
2

,
3
2
1

ccc kji

从几何上，这三个向量的线性组合将会是空间中的一条直线，也就是一个一维空间。

那么，如果我们将它转置过来，将会得到：


















12     8     4 
6     4     2 
3     2      1 

TA

那么它的行向量，也就是 A 的列向量，将会是：




















































12
6
3

,
8
4
2

,
4
2
1

r rr kji

所以，从集合上，它的图像是这样的：

这也就意味着行空间和列空间的秩都是 1。
或许你会觉得我有些啰嗦。但不是这样的，你是否发现了一些规律？没错，行空间和列

空间的秩永远是相同的，也就是说，下面这个结论是永远成立的：

))(())(( TACrankACrank 

这看起来是正确的，因为前面，我们的三个例子当中，都谈到了这一点，也验证了它的

正确性。



如何去证明呢？我们再次回归上一节所讨论的核心——秩的本质：

主元数量AACDimAr  ))(()(

所以，行空间和列空间的主元数是否相等呢？

例如这两个矩阵：


















2      1       1 
0      1      1-
1      0       1 

A

















2      0       1
1       1       0
1      1-      1

TA

显然，如果从这些矩阵来看的话，似乎看不出来，因为这太复杂了。下面我们思考，如

何将“行空间”与“列空间”构建关联。

首先我们回顾一下之前的概念“零空间”，这也正是它发挥大用场的时刻。

零空间，也可以理解为 Ax=0 的所有的解。

例如：

0
2      1       1 
0      1      1-
1      0       1 

3

2

1



































x
x
x

Ax

那么也就意味着寻找 A 的行的线性组合，使得行的线性组合为零向量。那么，

当有 2 个主元的时候，将有 1 个自由变量，此时零空间将是一维的。

当有 1 个主元的时候，将有 2 个自由变量，此时零空间将是二维的。

当有 0 个主元的时候，这也就意味着 A 全部是 0，此时任意的 x 都可以满足 Ax=0，此时

零空间是三维的。

那么如果我们设主元的数量是 rank，列空间的维度是 n，那么将会有下面的表达式成立：

))(C())(( AranknANrank 

这是否是绝对正确的呢？

我们先考虑一个三维空间的情况，像这样：


















2      1       1 
0      1      1-
1      0       1 

A

这个矩阵经过高斯消元后将会变成这样：

















0      0       0 
1      1       0 
1      0       1 

~A

其化简之后，有两个主元，也就意味着 rank（C（A））=2，我们简单记作 r=2。于是我

们可以将这个表达式写的更加优雅一些。如果我们将右侧的自由变量所对应的列都记作 F，
那么 A 可以写作：









0      0 
F      I 

~A

其中 I是 r×r 的，而 F 是 r×（n-r）的。



这也就意味着，关于 Ax=0 的解，将会是这样（之前的章节提到过）：











I
F

x

这个解应当一共有 n-r 列，并且由于下面是单位矩阵，所以必然地，每一列将会是线性

无关的。所以这个解所组成的空间，也就是零空间的秩，将会是 n-r。
也就是说，我们得到了以下的结论：

))(C())(( AranknANrank 

我们考虑下面的 m×n 矩阵，像这样：

那么这个矩阵 A 的转置将会是这样：

同样地，我们可以得到一下结论：

))(C(m))(( TT ArankANrank 

然后我们需要去寻找列空间和行空间的关系，一切的关系将在零空间时展现出来，对于

一下方程：

0Ax
我们将 x 看作是一个一个向量。A 看作一个一个向量的集合，像这样：

0
..........

x

  

  A 
.....
A 
A 

2

1

2

1

n

2

1







































































xA

xA

xA

x

x
A

n
n

于是，每一个点乘，或者更确切地说，投影，都应该是 0，这和我们 Chap1.6 中谈的点

积的本质是一样的。这里每一个 Ax，都等于 0，代表着 x 与 A 的行空间垂直，因为正是这些



行向量组成了行空间。而 x 有可以代表是 A 的零空间，所以我们有以下两个结论成立：

))(C())(( AranknANrank 

)C(AA)(N T

是的，这样我们就似乎能找到二者之间的关系了。因为行空间和列空间通过零空间联系

在了一起。

下面，我们一步一步来思考如何进一步翻译这个条件。

如果在二维空间中。

例如 )C(AT
，恰好是一条直线，那么 A)(N ，由于垂直于一条直线，那么它将会也是

一条直线。

例如 )C(AT
，是整个二维平面，那么 A)(N ，由于垂直于一个平面，那么它将会只是

一个点。

如果在三维空间中，

例如 )C(AT
，恰好是一条直线，那么 A)(N ，由于垂直于一条直线，那么它将会也是

一条平面。

例如 )C(AT
，是整个二维平面，那么 A)(N ，由于垂直于一个平面，那么它将会只是

一条直线。

你发现了关系吗？也就是这个关系：

))C(A(A))(rank(N Trankm 

是的，如果我们将这个式子与上面的式子联系在一起。

))(C())(( AranknANrank 

))C(A(nA))(rank(N Trank

是的我们化简可以得到：

))(C())(( TArankACrank 

所以行空间的秩和列空间的秩是相等的。

在前面，我们证明了矩阵的行空间和列空间的秩是相同的。我们通过的是寻找零空间与

行空间的关联进而找到了秩是相同的。下面我们继续完善这个理论，并且试图从几何的角度

直观地展现出这个结论：

举个例子：











4     2
2      1

A

那么它的行空间将会是：

)(
2
1

)( RccAC T 











而其零空间，由于这个矩阵一眼就看出来秩是 1，所以零空间的维度应当也是 1，即一

条直线。

为了求出零空间，我们对 A 进行初等行变换。

于是，我们得到：









0      0
2      1

~A

是的，如果你还记的那个优美的公式，将会一眼看出来零空间是：











1
2

I c

如果没有看出来，我们同样地将 A 转化为线性方程组，于是：

0x2x 21 

于是，得到同样的答案：




















1
22x-

I 2
2

2 x
x

我们将这两个空间在图中表示出来：

你发现了什么？

是的，这正是我们上节课的结论，行空间和零空间是垂直的，也就意味着我们有以下的

结论：

)()( TACAN 

下面，我们考虑 )(N TA 和 )(AC 的关系，依旧是刚刚的这个矩阵：











4     2
2      1

A

那么，它的行空间就是列空间，而转置后也仍然是一样的，因为它是一个对称矩阵。于

是我们换一例子吧。可恶。例如，这样一个矩阵：













6     2
3      1

A

那么它的列空间将会是：

)(
2
1

)( RccAC 









然后，如果将 A 转置过来，将会是：











6      3
2      1TA

那么我们同理对
TA 进行化简，像这样：



















0      0
2      1

~
6      3
2      1TA

于是 )( TAN 将会是：

)(
1

2
)( RccAN T 










我们依旧在图形中画出来，将会是这样：

于是我们可以大致地得出这样的一个结论：

)()( ACAN T 

或许你觉得这太草率了，不是吗？我们现在进军三维空间，例如这样一个矩阵：


















4     1      3
5      3     2
3     2      1

A

首先一眼可以看出这个矩阵的秩是 2，因为第三列是第一列和第二列的和，所以列空间

的秩是 2，行空间的秩也是 2。这也就意味着列空间和行空间都应当是 2 维的。

同样地，我们先研究行空间，也就意味着是三个行向量的线性组合：



),(
4
1
3

3
2
1

)( RbabaAC T 


































那么如果在图像中，将会是这样：

下面我们考虑零空间：

同样地，依旧对 A 进行消元法：


















































0      0      0
1       1      0
1       0      1

~
5-    5-     0
1-    1-     0
3      2      1

~
4     1      3
5      3     2
3     2      1

A

于是乎，我们可以看出来，零空间将会是：

)(
1

1
1

)( RccAN 




















于是这个直线画在刚刚的图像中，将会是这样：

所以，我们再次验证了这个公式的正确性：



)()( TACAN 

下面，我们考虑 )(N TA 和 )(AC 的关系，依旧是刚刚的这个矩阵：


















4     1      3
5      3     2
3     2      1

A

首先，由于秩是 2，那我们只需要选择任意的两列列向量即可，比如前两列即可：

),(
1
3
2

3
2
1

)( RbabaAC 


































如果画在图中将会是这样：

下面我们转置这个矩阵，像这样：


















4     5      3
1      3     2
3     2      1

TA

那么，进行消元法化简，于是得到：


















































0     0     0
5      1     0
7-    0     1

~
5-   1-     0
5-   1-     0
3     2      1

~
4     5      3
1      3     2
3     2      1

TA

那么，可以得到 )( TAN 将会是：

)(
1

5
7

)( RccAN T 

















如果画在图中，将会是这样：



这也就意味着我们再次验证了这个结论：

)()( ACAN T 

这些结论在上一章已经得到了证明，故这里知识提供一个直观理解，而不再继续证明。

那么我们把我们刚刚得到的结论用直观地几何语言描述出来，将会是这样：



Chap3.3 投影矩阵的本质

下面，我们考虑投影矩阵，在 Chap1.6 中，我们已经简单地引入了“投影”这一变换。

那么下面我们继续讨论一维的情况，像这样：

那么显然地，例如我们想要获得向量 b 在向量 a 所在直线上的投影，我们只需要进行一

下操作：

ba
aa

b T

T

1
投

首先后面的 baT ，代表着 a 与 b 的点乘，将 b 投影到了 a 上，而下面的 aaT ，代表着 a

向量的长度，这样我们就获得了 a方向的单位向量，如此就可以得到投影向量。

但是这一想法如果拓展到一条直线投影到一个平面之上就变得不那么显然，所以我们给

出一个新的思路，像这样：

那么，我们设在垂直方向上的向量为：

xabe 
其中 xa 代表 b 的投影向量，x 表示 b 的投影向量的长度与 a 的长度的比例。那么应当

有：

0ae
也就是，我们得到了：



0)(  xabaT

继续化简，我们有：

axaba
axaba
TT

TT



 0

所以我们就得到了 x：

aa
bax T

T



接着我们把 x 乘到 a 中，就得到了投影向量：

aa
baaaxp T

T



我们如果不这样写，而将以下这个式子记作投影矩阵：

aa
aaP T

T



那么 b 在 a所在直线上的投影将会是：

Pbp 

于是我们就获得了投影。但是这实际上除了解决一些力学点乘问题之外，也没有其他的

用处。我们再来看一看三维空间内的情况。

在引入三维空间之前，我们先引入这样一个问题。例如我们在做一些科学研究，那么所

得到的数据不一定是完美地符合真理，因为必然地会存在误差。比如说，我们现在有三个点：

（1,1），（2,2），（3,2）。我需要找到一条直线，使得这条直线能够展示出这三个点所窥

探出的趋势。

我们假设一条直线 DCxy  能够做到这件事，那么应该满足一下方程，像这样：

23
2D2

1





DC
C
DC

下面，如果我们把这个线性方程组写成矩阵的形式，将会是这样：












































2
2
1

D
C

1      3
1      2
1      1

显然，这是不存在解的，因为如果我们从列空间来看，那么如果有解，应当要求向量

















2
2
1

位于

















3
2
1

和

















1
1
1

所组成的列空间当中，如果我们把在三维空间中的这个列空间给画出来，那

么将会是这样：

其中红色的向量，代表向量

















2
2
1

，那么这个向量显然不属于这个列空间，自然地，也就

不可能存在一个解。但是我们又必须要求有一个解，该怎么办呢？

于是，我们考虑将这个

















2
2
1

投影到列空间所在的平面上，以寻找一个最相近的点，进而

找到一个合理的解，像这样：



如果我们能够找到这个投影就可以了。下面的问题转化为，如何找到这个投影向量我们

考虑下面的向量，把 OD（红色）设为 b，即我们找不到解的 Ax=b。把 ED，即绿色的向量，

这个向量垂直于整个平面，我们将它设为 e，还有一个向量 OE（蓝色），是投影向量，我

们将它设做 p。于是将会有一下表达式成立：

pbe 

下面，我们考虑“p”是什么？p 位于列空间所生成的平面当中，所以这也就代表着，

它将会是列空间的两个基所线性组合产生的一个向量。自然地，我们设这个线性组合的“权”

为 x̂，那么 p 将可以表达成这样：

xAp ˆ

那么 e 的表达式，将会是：

xAbe ˆ
下面，由于 e 垂直于整个平面，我们之前说过，研究平面的所有向量，只需要研究这个

平面的基向量就可以了，于是我们让 e 垂直于这个平面的两个基向量，比如我们设这两个基

向量分别为 1a ， 2a 。于是，我们将有以下表达式成立：

0
0

2

1



ea
ea

于是：

0)ˆ(
0)ˆ(

2

1




xAba
xAba

但是，这么写真是太不优雅了，于是我们写作：

0)ˆ(AT  xAb

于是，我们得到 x̂，将会是这样：

A
bx

xAb

T

T

TT

A
Aˆ

ˆAA







是的，这正是我们的解，如果我们计算以下的话，将会得到解是这样的：



















































































17
5

17
11

17
5
11

1     3
1     2
1      1

1     1    1
3    2    1

2
2
1

1     1    1
3    2    1

x̂

所以这正是 C 和 D 的近似解，如果我们画在图中，将会是这样：

你是否发现我刚刚计算时的问题？

首先这里，这里是两个矩阵相乘，它并得不到一个数！而是一个矩阵！



































 3      6

6    14

1     3
1     2
1      1

1     1    1
3    2    1

哈哈哈哈，所以刚才我们的计算方法是错误的，我们现在来修正。不要忘了！这里是矩

阵，矩阵是没有除法的！我们只能写成逆的形式。

bAAxxAb T1TTT )A(ˆˆAA 

下面，我们再进行正确一些的计算：





























































































































































 

3
2
2
1

2*
3
2-2*

3
1 

3
4

2*
2
1 

2
1-

2
2
1

3
2-    

3
1     

3
4

2
1     0    

2
1-

2
2
1

1      1     1
3     2     1

3
7    1-

1-    
2
1

2
2
1

1      1     1
3     2     1

)
3       6
6     41

(ˆ 1x



下面我们考虑投影矩阵在多维空间内的表示，前面，我们在二维空间当中讨论时，得到

的投影向量是这样的：

是的，我们下面考虑投影向量的表达式：

bAAx T1T )A(ˆ 

我们有了投影向量的权，下一步，我们考虑投影矩阵是，前面我们有表达式：

xAp ˆ

这个表达式代表着什么？这代表着投影向量 p 是 A 的各个列向量的线性组合。自然地，

我们将 x̂代入，得到：

bAA T1T )A(Ap 

是的，我们可以再像刚刚一样，找到投影矩阵，像这样：

TAA 1T )A(AP 

我们将一维与多维进行对比，道理是一样的：

aa
aaP T

T

 ⇔
TAA 1T )A(AP 

下面，我们讨论投影矩阵的一些美好的性质。

首先，我们考虑
nP ，也就代表着对矩阵 P 做多次乘法运算。如果你拥有几何直观，那

么你可以一眼看出这个表达式：

Pn P
这是因为，经过一次投影后，向量将落在我们所希望的向量空间里，那么继续投影，它

必然还在那里，再投影，必然还会在那里，所以我们通过肉眼就看出来了这件事情的原因。

下面我们从代数的角度进行考虑：

为了简单起见，我们考虑
2P ，像这样：

T

T

TT

TT

AA
AA

AAAA
AAAA

1T

1T

1T1T

1T1T2

)A(A
I)A(A

)A(A)A(A
)A(A)A(AP

















）（

是不是很美妙呢，乘 n 次也是同样的道理。

接下来这个性质似乎并不那么显然，我们来观察一下这个 P，如果将它转置呢？



TAA 1T )A(AP 

显然，由于 ATA ，是对称矩阵，所以它的逆也自然是对称矩阵，转置后依旧是对称矩

阵。所以我们可以得到这样的一个美妙的性质：

P)A(AP T1TTTT   AA

这就是投影矩阵的第二个性质，也就是是转置后不变，或者换句话说，我们证明了这个

投影矩阵是对称矩阵。



Chap3.4 施密特正交化的本质

前面我们讨论了投影矩阵。下面我们讨论正交矩阵。

首先，正交矩阵意味着矩阵的所有列向量都是垂直的，这些矩阵的每一个列向量之间都

是相互垂直的，这也就意味着矩阵的任意一列之间相互点乘都是 0。例如以下的矩阵：

    
1    1-
1-     1

   
cosxsinx      
sinx-    cos

  
1    0
0    1

  
1    0    0
0    1    0
0    0    1









































x

正交化矩阵还有一类，称为单位正交化矩阵，意味着每一个正交矩阵的长度都是 1 像这

样：









1    1-
1-     1

2
1

那么首先，我们先来讨论施密特正交化的性质，首先，正交矩阵的逆和转置之间存在关

联，例如我们设一个正交矩阵叫做 Q，很自然地，我们有：

IQQT 

这个公式的含义在于计算正交矩阵的每一行和每一列相乘，很自然地，只有自己与自己

相乘会得到 1，而与其他点乘都将得到 0。这也就是说：

TQQ 1

接下来我们回归正题，正交化，意味着原来并不是正交的，然后通过一种方法，让两个

向量变得正交了，例如这两个向量：

我们如何才能让这两个向量正交呢？很简单，我们只需要 B 的垂线就可以了，也就像这

样：



这就意味着我们只需要去寻找到绿色的向量即可。首先我们可以轻松的得到红色的向量，

因为前面我们已经得到向量 b 在 a的投影矩阵，像这样：

b
aa

aa
T

T

p

那么垂直地矩阵将会是：

b
aa

aab T

T

 p-be

下面，我们考虑三个向量的情况，像这样：

那么如果我们有三个向量，a，b，c，我们希望将这三个向量也正交化，首先我们先将

a，b 正交化，像这样，用我们刚刚的公式，于是：

b
aa

aab T

T

 p-bb正

如果在图中，那么 a，b 将会是这样：



这样吧，我们继续将 c 也正交化，自然地，我们希望它垂直于 a 和 b，自然地，我们只

需要垂直于 a，b的向量，而不需要 a，b方向的向量，于是我们考虑减去向量 c 在向量 a，
b方向的分量，从而剩下的所有分量都应当是垂直于 a和 b 的，像这样：

cbbccpp-cc ba bbaa
aa

T

T

T

T

正

如果在几何中，将会是这样：

下面，为了让它们三个基向量变成标准的正交矩阵，那么将会是这样，我们将每一个列

向量除以各自的长度，像这样：

cc
cc

bb
bb

aa
aa

TTT
 ,,

于是，我们再进行一步变换，将会是这样：



请记住：正交化的本质在于换一组空间的基，这样就更方便地表示空间了。



Chap3.5 行列式的本质

前面我们讨论了矩阵，每一个矩阵都有一个美妙的行列式。但我们先不给出行列式的表

达式。而首先给出其诸多性质，进而推理出其表达式。

但事实上，我不想给出性质，因为这些性质也是“凭空产生”的，并不能达到最自然的

程度。我们首先从几何角度，给出行列式的定义。

还记得我们很久很久以前讲的线性空间吗？例如，我们先给出一个最简单的线性空间，

像是这样：

这是一个非常简单的线性空间，其对应的基向量分别是：





















1
0

0
1

i

j

于是，这两个基向量所对应的矩阵就是单位矩阵，像这样：











1     0
0     1

I

我们观察到图中的面积 1S ，这就是行列式的值，即两个基向量所围成的平行四边形的

大小。我们将它记作：

1
1     0
0     1


下面我们稍微复杂一点的线性空间，比如，我们可以向上拉伸空间。



从代数上，这个线性变换所对应的矩阵将会是这样：









2     0
0     1

那么这个矩阵对应的行列式的值将会是图中两个基向量所围成的面积，像这样：

2
2     0
0     1


那么下面我们在尽显拉伸，像这样，沿着水平方向拉伸整个线性空间，那么空间将会变

成这样：

在代数上，意味着由 


















1
0

0
1

i j， ，进行了一下矩阵的变化：















2     0

0     
2
3

那么自然地，这个矩阵的行列式将会是：

3
2     0

0     
2
3



于是我们接着考虑复杂一些的内容，如果经过了这样的一个变换：



那么这个变换经历的矩阵就是：









2     1
1     2

如果我们要计算这个线性空间的行列式，首先可以采用三角函数，这很自然，但是也很

愚蠢：

3
5
35)2

2
cos(55

2     1
1     2

 π

下面给出线性代数的做法：

其计算的基本思想是割补：

bcadcdabbcdbca
b

 2))(
d     
c     a

（

前面，我们一直都在讨论列空间，那么行空间呢？

这二者的行列式是否相等呢？

例如矩阵 







2      1
2      3

，其列向量形成的线性空间将会是这样：

那么它的行向量呢？如果用红笔在图中画出来将会是这样：



好吧，诚实的地说，似乎看不出任何东西。

当没有思路的时候，我们就需要回到线性代数的本质——线性。

我们再次思考行列式的意义，它代表着基向量组成平行四边形的面积。这似乎也是肤浅

的理解，如果我们这样做呢？矩阵的本质是对线性空间进行变换，那么我们来观察一下再变

化过程中的每一个“小方块”的变化，这是微积分的思想，我称这些小正方形为“面积元”。

对于一个没有变换的单位矩阵所对应的基向量所张成的线性空间，将会是这样的：

我们考虑对他进行某一个矩阵所对应的线性变换，我们从微观的角度进行观察，进而从

几何上认识这个美妙的结论。看下面的例子，我们将这个原始的面积进行微元：

假若我们对这个空间进行一个线性变换，即对应了一个矩阵，像这样：



那么，如果我们将视角放在微观，那么对于每一个面积来说，将会是下面这样的变换：

每一个小正方形线性变换后，也将会进行同样的线性变换，也就是说，每一个小的面积

元都会进行相同线性变换。

S)det(M)dSdet(MdSS 11M1M1  

也就代表着，行列式代表着将面积进行变化，对于空间中的每一个面积都将变化一个相

同的比例，这个比例就是这个矩阵所代表的行列式。

接下来，我们继续对一个平行四边形的面积进行微元，同样地，进行线性变换。



下面我们考虑将这个已经进行过线性变换的空间再次进行一次线性变换，对应的矩阵是

M2，也就意味着将这个 1MS ，进行相同的线性变换，也就意味着将这个 1MS 空间进行切分

成一个一个的小正方形，然后同样地进行 M2 变换。

这等效为将上面的整个大的平行四边形进行 M2 的线性变换，像这样：



换句话说，我们将有以下这件事情成立：

)det()det()(det 2121 MMMM 

哦哦哦，别让我们沉溺在微积分思想的震撼中了，回到刚刚哪个问题——行空间的行列

式有什么关系呢？

矩阵 







2      1
2      3

，其列向量形成的线性空间将会是这样：

我们如何理解“行空间”，其实就是转置的 列空间而已，我们下面寻找转置矩阵：




























2    2
1     3

2      1
2      3

0      1
1      0

space row

而这里，由于转置矩阵的行列式显然是 1，所以行空间和列空间的行列式是相等的（这

里有些不严谨，因为事实上是-1。）



下面我们将思路拓展到三维空间，行列式将会是什么样子呢？应当也是基向量所组成的

某个量，在二维空间中是面积，自然地，在三维空间中，将会是体积，例如，最简单的，像

这样：

这三个基向量对应的矩阵将会是这样：


















1     0     0
0     1     0
0     0     1

I

那么它的行列式，将会是空间当中的这个立方体的体积：

于是我们可以一眼看出来，这个行列式的值将会是 1，像这样：

1
1     0     0
0     1     0
0     0     1




我们接着，从行列式的几何性质开始，总结出行列式所对应的代数性质。这样我们从性

质入手，推导出行列式的定义，似乎就可以通过这种手段，窥探出四维空间中的“某种体积”。

首先，第一条性质：

单位矩阵的行列式为 1

1I 

这很自然，因为所有的基向量是单位矩阵所决定的体积或者面积都是 1。
其次，给出第二条性质：

如果有两列相同，那么行列式为 0
这也很自然，因为假设有两点是共线的，那么不可能存在面积或者体积之类的。

接着，我们该处第三条性质：

如果一行都乘以一个 t，则 t 可以提出来

d    
c    a

d      
    tcta

b
t

b


这也很自然，因为我们可以用行空间中的行向量来思考。把一个行向量增长 t 倍，自然

地面积也会扩大 t 倍，体积也会扩大 t 倍。

并且，我们从行空间的角度还可以给出第四条性质：

行向量的线性可以表现在行列式上

d     
c    a

d    
c    a

d             
cc    aa ''''

bbb




这一性质可以从几何中看出来：

在这幅图中，我们依旧考虑行向量，其中向量 q 为











'

'

b
a

。

接下来，我们考虑最后一条性质，或许你会觉得这个性质有些不太自然，但实际上，这

是很自然的，第五条性质：
列向量对调，行列式反号

b    
a     c

d    
c    a

db


我们依旧从几何看出来：



下面我们对上面的几个性质进行总结，并且，我们可以用同样地思路，将结论拓展到行

向量和列向量都满足的情况！因为行列式对行和列的向量都满足这些关系！

第一条性质：
单位矩阵的行列式为 1

1
1     0
0     1


第二条性质：
如果有两列相同，那么行列式为 0

0
b     b
a     a


如果有两行相同，那么行列式为 0

0
b     a
b     a


第三条性质：
如果一行都乘以一个 t，则 t 可以提出来

d    
c    a

d      
    tcta

b
t

b


如果每一列都乘一个 t，则 t 也可以提出来

d    
c    a

d      t
c     ta

b
t

b


第四条性质：
行向量的线性可以表现在行列式上

d     
c    a

d    
c    a

d             
cc    aa ''''

bbb




列向量的线性可以表现在行列式上

d    
c    a

d    
c    a

d     
c     aa

'

'

'

'

bbbb






第五条性质：



列向量对调，行列式反号

b    
a     c

d    
c    a

db


行向量对调，行列式反号

c    
    b

d    
c    a

a
d

b


下面，我们考虑用这五条性质，推出来一些性质。

我们前面发现，对于行向量而言，有加法，有数量乘法的性质，那么它满不满足“初等

行变换”呢？

我们来尝试一下，如果我们让第二行减去 l 倍的第一行，像这样：

d    
c    a

c     
c     a

d    
c    a

lc-d    la
 c          a   

ba
l

bb




那么我们就得到了第六条性质：

初等行变换中的（行之间的加减）不改变行列式

d    
c    a

lc-d    la
 c          a   

bb




接下来，我们考虑拓展性质六，如果一个行列式，经过初等行变换后，他将会得到对角

线上全部是主元。注意，行交换会改变行列式的符号；行也不能自己进行除法操作，只有行

之间的加减是保持行列式保持不变的。

那么，最终行列式进行行之间的加减后，将会变成这样：

abcabc 
1    0    0
0    1    0
0    0    1

c    0    0
0    b    0
0    0    a

于是，我们获得了第七条性质：

行列式的值，等于主元相乘

abc
c    0    0
0    b    0
0    0    a

~A

下面我们继续推导。引出第八条性质：
如果有一行全部是 0，那么行列式为 0

0
0     0    0
f    d    b
e     c    a

~A 

这是很自然的，因为这也就意味着这三个列向量都将处于一个平面之内。如果你不满足

这草率的几何描述，我们从代数依旧可以解答你的疑惑——我们注意到性质三，提到，如果

一行全部是 t 的倍数，那么 t 就可以提出来，所以自然地，我们有：



0
Ih            g 
f      d      b 
e       c      a 

0
0I0h         0g
f      d      b 
e       c      a 

A 

接下来，我们综合以上的八条性质，得到一条新的性质，第九条性质：
如果行列式有奇异矩阵，则行列式为0，否则不为 0

最终我们通过以上的九条性质，已经可以得出行列式的表达式了，我们下一章再继续讨

论。

前面我们讨论了行列式的诸多性质，接下来我们通过性质来讨论行列式的计算公式。

先从二阶行列式进行推导，例如任意的一个二阶行列式，那么：

bcad 
 

a
bc-ad     0

b         a

 d     c
b     a

同理，我们可以考虑三阶行列式，那么，如果我们再去消元是会吐血的，因为你会迷失

在数字森林当中，而丧失对行列式性质的真正理解。

下面，我们给出

bcad 
 

a
bc-ad     0

b         a

 d     c
b     a

下面我们给出另一种思路，也就是这样，我们利用行列式的性质来求解：

bcad 
 d     0

b     0
 0     c

b     0
 0     c

0     a
 d     0

0     a
 d     c

b     0
 d     c

0     a
 d     c

b     a

是的我们可以考虑将一个行列式进行拆分，进而找到它的值。接下来我们考虑三维的情

况，由于用电脑打字打矩阵我会吐血，所以我打算采用手写版：

我们总结一下：

首先，我们有了二阶行列式的计算公式，像这样：

bcad 
 d     0

b     0
 0     c

b     0
 0     c

0     a
 d     0

0     a
 d     c

b     0
 d     c

0     a
 d     c

b     a



并且，我们也有了三阶行列式的计算公式，像这样：

可见，当行列式的 n 增大时，行列式的复杂程度也增大了许多。二阶行列式有 2 项，三

阶行列式有 6 项，如果大胆猜想的话，n 阶行列式将会有 n！项。事实的确如此，因为如果

我们要将一个行列式像上面分解的话。第一行有 n 个选择，第二行有 n-1 个选择，......最后

一行只剩下一个选择，这样才能让分解出来的行列式都不是 0，并且还可以组合成原来的行

列式。

下面，我们先来窥探一下 n 阶行列式的样子，首先和上面一样，它应当是从第一行选择

一个，从第二行选择一个......从第 n 行选择一个，并且有可能是正的，有可能是负的，所以

我们先姑且认为，其表达式长成了这样：

  naaann ......)(det 21

那么±代表着这个式子可能是正的，也可能是负的。后面的α，β......代表着从 1 到 n
的一个排列。接下来先考虑正负号的问题。

首先，究竟是什么决定了正负号呢？我们用四节行列式来举个例子，也就意味着这四项

的后面的数字将会是 1,2,3,4 的一个排列。如果我们排列时 1,2,3,4，也就是这一项是

44332211 aaaa ，那么这一项必然是正的，因为这个拆解出来的行列式不需要任何的行变换，

所以也不存在正负号的改变。再比如如果是（4,3,2,1），也就意味着这一项是 41322314 aaaa 。

那么也必然地是正的，因为我只需要将“4”和“1”交换，“2”和“3”交换，交换两次，

就可以得到正确的对角线的排列，即（1,2,3,4），相当于这个过程：

14

    23

  32

41

41

  32

    23

14

a     0     0     0
 0a     0     0

0      0 a     0
0     0     0   a

0     0     0   a
0      0 a     0
 0a     0     0

a     0     0     0



下面，我们从三阶行列式出发，引入一个概念——代数余子式。

首先三阶行列式的展开在这里，我们观察这一项：



如果我们对他进行代数化简，将会是这样：

同理，我们发现其他的项也可以从三阶行列式变成二阶行列式，像这样：

下面，我们总结一下，一个三阶行列式可以拆成下面这样：

其中，这些二阶行列式就是“代数余子式”，有正，有负，这是为啥？

如果我们从更高的眼光去看待这个问题，也就是回到行列式的性质：



如果我们已经认为这个式子，将会得到正的余子式，那么进行一次替换，将会变成负的，

像这样：

)
a    a 
a    a 

(a
a    a     0
a    a     0

 0       0   a

a      0     a
a 0     a

 0     a      0 

3331

2321
12

3331

2321

12

3331

23      21

12



同理，对于其他的也是一样的，所以在三维空间内，代数余子式对应的正负号是这样的：

*      *      *
*      *      *

     -     

如果我们不从第一行进行代数余子式的展开，而是从第二行开始进行代数余子式的展开，

那么也就意味着进行了一次交换，进行交换就意味着产生了一个负号。

*     *      *
-           -

     -     




同理，如果我们是四节行列式，我们把整个的行列式都写出来将会是这样：







     -          -
-          -     

     -           -
-          -     

我们可以用代数余子式就可以构造出来递推，进而求解 n 阶行列式。



Chap3.6 克拉默法则

前面，我们讨论了行列式的几何性质和代数性质，其本质基于列空间和行空间。这一节，

我们考虑行列式在线性代数中的具体应用。

（1）行列式与逆矩阵的关系

我们之前求解逆矩阵的方法是高斯-若尔当方法。下面给出行列式的计算方法：

如果是二阶行列式，那么它的逆矩阵将会是这样：








 











a     b- 
     

d    
c    

1
d    
c    1 cd

b
ab

a

我们先从二阶行列式窥探出一些规律。

首先，我们如何去看待右侧的这个奇怪的矩阵？我们可以将 d 看作是 a 所对应的代数余

子式；a 看作是 d 对应的代数余子式；但是如果这样看的话，“-c”似乎不满足这一规律，

没关系，我们可以对这个矩阵进行一次转置，像这样：








 








 
a      c- 
b      

a     b- 
     T dcd

于是那么我们就可以将“-b”理解成 c 对应的代数余子式；“-c”看作是 b对应的代数

余子式。如果这样看的话，这一结论是必然成立的。因为如果我们将这个逆矩阵和原来的矩

阵相乘，将会得到：


























 








1     0
0     1

)det(
det(A)      0    

   0     )(det
a     b- 

     
d    
c    

A
Acd

b
a

那么，如果是 n 阶是否还成立呢？我们用三阶行列式来说明这件事情是绝对成立的。像

这样：

首先，我们可以很轻易地看出对角线上的元素都是 det（A），像这样：

















det(A)          0            0    
0         det(A)        0    

   0              0       )(det A

那么其他的元素是否都是 0 呢？当然是的，因为我们举这样一个例子，将这一行和这一

列相乘，是否能得到 0 呢？



显然，是的，因为这些代数余子式可以再组成一个行列式：

可以证明除了对角线以外的元素，其相乘可以对应一个行列式，而这个行列式当中有两

个行向量是共线的，这也就表明这个行列式将会得到 0。
于是，我们便证明了这个求解逆矩阵的公式，我们设矩阵每一个元素对应的代数余子式

所产生的矩阵称为伴随矩阵 C，那么逆矩阵可以写成这样：

TC
A

A
)det(

11 

下面我们讨论行列式的另一个重要作用——克拉默法则

（2）克拉默法则

首先，我们从代数角度先认识克拉默法则。

对于一个线性线性方程组，我们总可以将它表示成下面的样子：

bAx 
这是一个矩阵形式，其中 x 是向量，包含了所有的解。如果我们要把 x 求出来，只需要

求解 A 的逆矩阵即可，像这样：

bAx 1

如果和上面的那个求解逆矩阵的公式联系起来，将会是这样：

bC
A

x T

)det(
1



那么分子上是 A 的行列式，很漂亮且美观。但是分子上却显得有些吃力，我们依旧举

特殊的例子来帮助我们窥探答案。

如果是二阶，那么伴随矩阵将会是这样：



如果将伴随矩阵转置，像这样：

并且得到线性方程组的解，将会是这样：

det(A)
b    c
b    

,
det(A)

d   
b   

2

1

2
2

1

1

a

x
b
b

x 

如果是三阶，那么伴随矩阵将会是这样：

如果将伴随矩阵翻转过来，那么将会是这样：

如果我们将 b 乘进去，将会是这样：

如果我们综合以上的讨论，可以求得求解线性方程组的方程，像这样：



替换）列被表示第 bi(
)det(
)det( '

i
i

i A
A
Ax 

下面，我们考虑克拉默法则的几何含义。

首先，什么是“解方程”？例如下面的这个方程组，我们一般写作 Ax=b。
bAx 

这代表着向量 x，经过 A 这个矩阵的线性变换后与 b 重合。我们如果有了这个视角，就

能一步一步推理出克拉默法则的几何含义了。

几何含义其实很直观，首先我们关注红色部分的 y，这里：

这代表着还没有经历线性变换的 x与最初的基向量（1,0）所围成的平行四边形的面积，

即“y”。下面我们考虑进行矩阵 A 的线性变换，将 x 变换到与 b 重合，那么也就变成了下

面这样（篮圈圈住的部分）：

那么也就意味着 y 这个面积变成了右侧的这个平行四边形的面积，我们设其为 area。
那么由于矩阵的线性变换将会把空间中的面积扩大行列式倍，也就意味着有以下表达式

成立：

yAarea )det(



另外的，假设基向量有（1,0），变换到了（a，b），那么我们可以通过另一个行列式

再次求解 area 的面积，像这样：

2

1

    b
     a

area
b
b



于是，我们就有了以下表达式成立：

)det(
    b
     a

2

1

A
b
b

y 

这就是克拉默法则的几何解释，仍旧回归于线性代数的核心思想——线性变换。



Chap3.7 叉乘的本质

前面，我们讨论了行列式，行列式有几何含义，对于二维空间而言，叉乘显而易见地应

该定义成这样，从行列式的几何意义我们可以清楚地看出，这代表着两个向量的平行四边形

所围成的面积，像这样：

于是，在二维空间当中，我们把向量的叉乘记作：

vu
下面，我们考虑在三维空间内的情况。三维空间内，两个向量的叉乘我们依旧认为是这

两个向量所围成的面积，那么应该如何去计算呢？

首先我们无法计算这种矩阵的行列式

















31

21

11

    
    v

     v

vu
u
u

因为行列式在三维空间在三维空间内只能表示体积，两个向量不可能构成一个体积。难

道我们要将这两个向量进行“解析几何”的某种暴力求解方法，然后给出一个公式，之后背

下来吗？怎么可能？你阳哥还没有蠢到这个地步。

我们想要利用行列式的性质，三维空间内，行列式的性质很简单，就是体积，所以我们

构造这样的一个函数，其与前面的两个向量，组合成一个平行六面体的体积，像这样：

31

21

11

         
    v    

     v    
)(

vuz
uy
ux

z
y
x

f 
















如果在图中，将会是这样：

每当我们改变输入向量（x，y，z）时，都会对应三维空间内的平行六面体的一个体积。

这有什么用呢？我们的目的是寻找一个垂直与 u，v 的向量，并且还能够使得这个向量的模

是 u，v 所形成的平行四边形的面积。讨论这个“体积”有什么用呢？

准备好，最精彩的部分要来了。我们把这个行列式展开，看一看会发生什么，像这样：



22

11

33

11

33

22

31

21

11

    v
     v

)
    v

     v
(

    v
     v

         
    v    

     v    
)(

u
u
z

u
u

y
u
u
x

vuz
uy
ux

z
y
x

f 
















我们考虑上面这个表达式的含义？我们能否看出一些我们之前学习过的东西？没错！点

乘！看出来了吗？

这个奇怪的函数，接受一个向量（x,y,z）然后输出一大坨，其实这个函数的本质就是一

个点乘，我们设这个向量为 p，那么它的坐标将会是这样：





























22

11

33

11

33

22

    v
     v

    v
     v

    v
     v

u
u

u
u

u
u

那么这个函数的点乘将会是这样：

积所围成平行六面体的体，， xvu

    v
     v

    v
     v

    v
     v

22

11

33

11

33

22














































u
u

u
u

u
u

z
y
x

你能理解这代表着什么吗？这代表着任何一个向量，和 p 向量点乘，都将得到体积，这

不正是我们想要找的向量吗？看下面这幅图：

红色的部分就是我们的 p 向量，（x，y，z）向着它投影，就代表这这个平

行六面体的高，红色向量的长度就代表着 u，v所围成平行四边形的面积。

我们考虑，如果定义 u，v叉乘可以定义成这样：































22

11

33

11

33

22

    v
     v

    v
     v

    v
     v

vu

u
u

u
u

u
u

那么也就代表着我们可以写成这样：

k
u
u

j
u
u

i
u
u ˆ

    v
     vˆ)

    v
     v

(ˆ)
    v

     v
(vu

22

11

33

11

33

22 

这也就是我们最后的叉乘公式的来历，像这样：

33

22

11

    v     ˆ
    v     ˆ

     v      ˆ

vu

uk

uj

ui



你是否已经要为这么美妙的公式落泪了呢？我已经感动哭了。



Chap3.8 基变换

下面，我们考虑基的变换。前面在矩阵乘法的时候，我们提到运用矩阵来操纵空间，但

是无一例外，都是基于平面直角坐标系，例如我们之前的所有向量，都可以用坐标表示，像

这样：

那么，我们可以把黑色的向量表示成向量 







2
1

。

但是正如我之前所说的——向量是自由的。也就意味着向量并不依赖于坐标系，例如我

们可以将整个坐标系去除掉，来讨论图中黑色向量的位置，像这样：

那么就可以写作： ji ˆ2ˆ1  。

我们可以说这个基向量所代表的坐标系是“原始坐标”，在这个原始坐标中，由于向量

p是 ji ˆ2ˆ1  ，那么我们可以记作，在原始坐标中，坐标为（1,2）。

下面，我们保持 p 不动，依旧是这个向量，但是换一组基，像这样：

我们希望求解出 p 在这个空间当中的坐标，也就意味着我们必须求解出以下式子中 a，



b的值，像这样：

'ˆ'ˆ jbiap 

（a,b）就是在这个空间中的“新坐标”。如何求呢？事实上不可能求出来，因为我没

有告诉你任何有关于 i’和 j’的信息。这也就是说，我们必须建立原来的 i，j 与 i’，j’之间的关

联，这也就意味着我们必须回归到平面直角坐标系中，这样才能构建起关联。像这样：

现在，我可以告诉你，i’，j’，在空间当中的坐标，像这样：







































1
1

1
0

0
2

0
1

'

'

jj

ii

下面，为了加以区分，我们设“原始坐标”内的坐标是（x，y），“新坐标”内的坐标

是（x’，y’），注意，这里的“坐标”不是“平面直角坐标系”中的坐标，而是用向量线性

组合的“权”所组成的坐标。换句话说，p可以表示成下面的两种形式：




















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
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
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







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
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



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






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
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
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'
''

1    0
1    2

1
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0
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1
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0
1

y
x

yxp

y
x

yxp

换句话说，我们可以通过矩阵，构建同一个空间之中“两个坐标”的关系，像这样：


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
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

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
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
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y
x

y
x

y
x

下面我们就可以构建起来两个“坐标”之间的“关系”

换句话说，如果我们把“新坐标”的坐标乘上这个矩阵，就会得到原始空间内，描述这

个向量的方式，像这样：





























'

'

1    0
1    2

y
x

y
x

同理，如果我们把“原始坐标”的坐标乘上这个矩阵的逆，就会得到“新坐标”内，描

述这个坐标的方式，像这样：





























 

y
x

y
x 1

'

'

1    0
1    2



下面，我们考虑这样一个问题，如果在“原始坐标”内旋转 90°，那么，如果用“新

坐标”，如何描述这件事呢？

我们首先考虑如何将“原始空间”旋转 90°，我们需要下面这个矩阵









0      1
1-    0

比如，原始空间内的坐标是 







y
x

，像这样：


























y
x

y
x

0      1
1-    0

转

那么，这也就将整个原始空间旋转了90°，如果在空间当中，我们可以观察一下向量 







2
1

（原始坐标的描述），将会被旋转到 







1

2
（原始坐标的描述）。下面，我们考虑 








1

2
在

“新空间”中应该如何描述，也就意味着，运用刚才的理论，我们可以进行以下的操作，便

可以获得在“新空间”内的坐标：

































































 

1
2
3

1
2

1    0 
2
1-   

2
1

1    0
1    2 1

'

'

转
y
x

y
x

那么我们也就得到了，在“新坐标”内的坐标。如果把这个过程写在图中，将会是这样，

未经过旋转是时这样：

旋转后是这样：

那么在新坐标下看会是这样：



旋转后的新坐标会是这样：

下面，我们考虑任意一个旋转后的向量，在“新坐标”内的表达。首先在“原始坐标”

中这很容易，我们只需要下面这个操作，就可以获得旋转整个空间后的向量的“原始坐标”，

像这样：


























y
x

y
x

0      1
1-    0

转

那么“新坐标”呢？是的，只需要我们乘一个逆就可以了，像这样：





































 

y
x

y
x

0      1
1-    0

1     0
1     2 1

'

'

转

但是，这里我们考虑的是从“原始坐标”到“新坐标”。下面我们考虑直接从“新坐标”

到“新坐标”，也就意味着，我们只需要将上面这个公式中的 







y
x

换掉，像这样：
















































 

'

'1

'

'

1     0
1     2

0      1
1-    0

1     0
1     2

y
x

y
x

转

于是我们就获得了如何用“新坐标”描述“空间旋转”。

你或许会问，这很美吗？这有什么用？下一节你将会为此而感动落泪！





Chap3.9 特征向量与特征值的本质

前面，我们讨论了矩阵的本质，就是操纵线性空间进行线性变换。那么我们看下面这个

矩阵，我们要发现经过这个矩阵变换的“变中不变”的部分。









1      0
1      2

变化前，整个线性空间将会长成这个样子：

请关注 x 轴，和 y=-x 这条对角线，这两条线在经过线性变换之后会产生神奇的效果。

我们考虑任意一个向量后，经过这个矩阵的变换，都会或多会少得经过一些旋转，而这两条

线却仍然保持在这条线上，像这样：

是不是很神奇呢，假若我们随便找另一条线，那么线性变换后肯定还是直线，但是一定

偏离了原来的位置，像这样：



那么关注好这条黑线，那么它在线性变换之后将会向下偏移，像这样：

那么，我们如何发现在线性变换前后不变的向量呢？

我们首先要把上面的几何变换翻译为数学语言，像这样：

xxA  
这句话的含义就是 x向量经过矩阵 A 的变换之后，还和向量 x 共线。我们从这个角度认

识一下上面的变换，像这样：

yy
xyx

y
x

y
x



































2
1      0
1      2

于是，我们就可以求出来对应的值，像这样：

1
0





yx

接下来我们将 x和 y 的关系写在一个向量里面，那么我们将会有下面的表达式成立：

1
1

1

















cx

这就是特征向量和特征值。特征向量代表着经过矩阵线性变换之后依旧保持不旋转的向

量，特征值代表着经过矩阵线性变换后，变化的长度是多少。在这个例子中，线性变换前后，

这个向量不发生拉伸或者压缩。

下面，我们进一步观察这个式子，一般情况下，我们不把它写作上面那样，因为还是不

够优雅。我们考虑改写成这样：

xIxxA  























    0     0
0        0
0    0    

于是，移一下项，就得到了特征根在某些教科书上的定义，像这样：

0)(  xIA 



是的，到这里还没有完，请你注意 x 向量前面是个什么？是的，是一个矩阵，而如果这

个矩阵是一个正常的矩阵，也就意味着它的行列式不为 0，那么满足上面这个式子的向量 x
必定只有零向量，还记地我们之前讨论“线性方程组通解”吗？

所以，如果有能满足这个表达式的 x，则必须要求前面的矩阵是奇异的，也就是前面的

矩阵的行列式为 0，像这样：

0)det(  IA 

于是，我们就可以通过这种方法求出来对应的λ（特征值），进而将λ回代，通过求解

这样一个矩阵所代表的线性方程组，进而求解出我们需要的特征向量。

下面我们讨论特征根与矩阵的关系。我们先从简单的 2×2 矩阵开始研究，像这样，如

果我们要找到这个矩阵的特征向量：









d    
c    a

b

也就意味着，我们要找到满足下面的特征值：

0
-d          
c        -a





b

也就意味着特征值需要满足以下的方程：

0
d     
c     

)(2 
b
a

da 

所以，如果我们这个矩阵有两个特征值，则必然满足以下的关系：

d     
c     

21 b
a



traceda  21 

是的特征值之积就等于行列式，特征值之和就是对角线之和。这一结论不仅适用于 2×
2 的矩阵，对于 n×n 的矩阵，这一想法依旧成立，需要用到高次的韦达定理即可。

你或许会问，为啥要学“特征向量”啊？

在回答这个问题前，我们先引入这样的一个模型。加入我们要计算下面这个矩阵的三次

幂，那么如果我们手算，似乎还可以，像这样：



































1      0
7      8

1      0
3      4

1      0
1      2

1      0
1      2 3

那么如果是一百次幂呢？像这样：

100

1      0
1      2









你是否要吐血了呢？

注意，每次相乘一个矩阵，意味着将整个空间进行某种变换，空间中的某些向量的位置

会改变，而如果我们在普通的“直角坐标系”下，这将会极其复杂，十分难以窥探变换的规

律，这也正是上一节“基变换”发挥功能的时刻了！



一个矩阵，作用于一个空间，有些东西是保持不变的。这就是我们这一节讲的“特征向

量”，特征向量在一个矩阵的作用后，在一定程度上是“不变的”，因为它只会作“拉伸”

或者“压缩”！

由前面的推理，我们可以知道，在经过这个矩阵的变换后，这两条线上的向量不发生旋

转：

这也就意味着特征向量是：

















1

1
0
1
，

有了这一想法后，我们不妨先考虑我们的特征向量所代表的坐标，在几何中，这个坐标

系将会变成这样：

那么如果有矩阵作用于这个坐标系的话，这个坐标系只会有坐标轴的伸长和压缩，那么

下一步，我们的思路，就应当是，把我们“原始坐标”的坐标，转化成“特征坐标”中的坐

标。和上一节一样，我们设“原始坐标”为 







y
x

，“特征坐标”为











'

'

y
x

。如果一个向量可

以向下面这样描述：

yxp 


















1
0

0
1

那么，在“特征坐标”中，其描述方法将会是这样：

''

1
1

0
1

yxp 


















于是，我们就可以将“原始坐标”，转化成特征坐标了，像这样：
































y
x

y
x

'

'

1     0
1-    1

接下来，我们考虑在这个新的坐标系下进行 100 次变换？如何变换？首先，这个矩阵只

会伸长或者压缩我们“新坐标”的基向量。这也就意味着，没经过一次变换，“新坐标”中

的“坐标”，就会增大“特征值”倍。像这样：

例如进行一次上面的矩阵变换，新坐标的变化将会是这样的：

























'

'

'

' 2
y
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y
x

再进行一次上面的矩阵变换，新坐标的变化将会是这样的：










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















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





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那么如果我们进行一百次矩阵变换，新坐标的变化将会是这样的：



















































'

'100

'

'2

'

'

'

' 2
100

22
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x
y
x

y
x

y
x

次

上面，我们用坐标描述我们的思想，下面我们在几何中直观看到，刚刚发送了什么！

没有经过变换的时候，整个坐标系是这样的，关注黑色向量的坐标表示：

经过一次变换后，将会是这样的。

前面是坐标和几何的表示，下面我们把这个过程用矩阵来表示，像这样：

如果经历一次变换，那么在“新坐标”中，空间的变换将会是这样：



































'

'

'

'

 1    0
0    22
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y
x

如果再经历一次变换，那么在“新坐标”中，空间的变换将会是这样：














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

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
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





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
'
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y
x

如果经历 100 次矩阵变换，那么在“新坐标”中，将会变成这样：

































'

'100

'

'100
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0    22

y
x

y
x

我们设在新坐标下进行变换的新矩阵称为Λ。像这样：











 1    0
0    2

Λ

如果我们把“新坐标”换成“原始坐标”，利用下面这个公式：






























y
x

y
x

'

'

1     0
1-    1

前面我们一直在用“等效”的想法，也就意味着，在新坐标下，用Λ进行的变换，等

加成在原有坐标系下，用 A 进行的变换，也就意味着有以下的表达式成立：





























'

'
nΛ

1     0
1-    1

y
x

y
x

An

其中乘的矩阵代表着“坐标”之间的转换。

接下来，我们将上面的式子统一，像这样：




































y
x

y
x

An
1

n

1     0
1-    1

Λ
1     0
1-    1

这也就意味着，我们只需要求解下面的式子，就可以求解出 A 的幂指数了，像这样：

1
n

1     0
1-    1

Λ
1     0
1-    1 

















nA

上面，我们一直在用几何的方式直观认识，下面我们从代数的角度再进行一次认识。

首先，我们把任意的一个矩阵，如果我们要计算它的 n 次幂，我们首先需要找到这个矩

阵所对应的特征向量和特征值，如果这些特征向量不能作为一组可以线性表出整个空间的基

向量，那么就不能使用以下的计算方法。

现在，假若我们很幸运地得到了全部由特征向量所组成的一个矩阵，我们称之为 S，像

这样：

 nxxxS    ......    21

那么，这个矩阵其中的每一个 x，就代表着一个特征向量。那么如果我们将它乘以 A，
将会变成这样：

   nn xAxAxAxxxAAS    ......      ......    2121 



进一步地，如果我们利用特征向量的性质，那么将会有：

     nnnn xxxxAxAxAxxxAAS     ......      ......      ......    22112121 

是的，如果我们再进一步化简，提出一个类似于对角矩阵的矩阵，像这样：

   




















n

nnn xxxxxxAS








 ......  0   0    0
......

0  ...... 0     0
0  ...... 0   0  

   ......      ......    2

1

212211


于是，我们就获得了这样一个矩阵，我们和上面一样，管它叫做Λ。像这样：





















n




 ......  0   0    0
......

0  ...... 0     0
0  ...... 0   0  

Λ 2

1

于是我们就可以把上面复杂的式子写成这样：

ΛSAS 
如果我们两便同时在右边乘以 S 的逆，将会有：

-1ΛSSA 

是的这和几何是殊途同归的，因为假若我们求解 A 的平方像这样：

-12-1-12 SΛΛSΛS SSSA 

亲爱的读者，我不知道你是否已经看到“特征向量”的美妙了！假若再去一遍一遍地乘，

仍然只需要将里面的对角矩阵进行 n 次方的计算即可，而对角矩阵的 n 次方很好计算。



Chap3.10 对称矩阵

首先，我们考虑任意一个对称矩阵的时候，都会有以下两个非常好的性质。举几个例子，

例如第一个矩阵，像这样：









d    b
b    a

于是，这个矩阵的特征根，就像是下面这样，会得到：

0
-d       b
b    -




a

那么也就意味着，有这件事情成立，像这样：

2))(( bba  

如果画在图中，将会是这样：

可见，2×2 的对称矩阵是一定有实数的特征根的，我们不再继续证明，而选择相信这

一结论对 n×n 依旧成立。也就说，我们有以下的结论：

对称矩阵的特征值都是实数
下面，我们考虑对称矩阵的另一个性质，也就是对称矩阵的特征向量都相互垂直。首先，

我们考虑单位矩阵，是一个特殊的对称矩阵。那么它的特征向量，将会是所有的向量，因为

经过单位矩阵后，空间并没有发生变化。我们可以选取空间中的一组向量，使得他们分别正

交于彼此。

再例如，我们可以考虑任意的一个对称矩阵都可以进行以下的拆分：

-1Q Λ QS 

那么如果我们将这个矩阵转置

TT1TT Q Λ )Q(S 

并与原矩阵相乘，那么将会有：

-1TT1TT Q Λ QQ Λ )Q(SS 

那么观察一下，我们已经知道，对称矩阵转置依旧是对称矩阵，对称矩阵于对称矩阵相

乘也依旧是对称矩阵，这也就意味着，如果 Q 是正交矩阵，那么上面的式子就可以化简成

下面这样：

-11TT Q )Q(SS 



可以看到，等式两侧都是对称矩阵，这一结论大致应当是成立的。反之，如果不是正交

矩阵，那么我们将会得到上面那一坨扭曲的式子，其正确性也不大清楚。由于我们学习的是

线性代数而非高等代数，所以我们选择相信这个结论是正确的，也就意味着我们有以下的结

论成立：

对称矩阵的特征向量可以相互垂直
接下来，如果我们认为以上的结论是正确的，并且用 Q 来代表一个正交矩阵的话，那

么也就可以将任意的一个对称矩阵写成下面的形式：

TQ Λ QS 


