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· Đây là tài liệu mang vào thi (môn này được mang tài liệu cả gki lẫn cki), tổng hợp được gần như đầy đủ các kiến thức Toán rời rạc, tuy vậy vẫn còn thiếu nhiều kiến thức do kiến thức đấy quá dễ nên người tổng hợp đã tự bỏ 🥲. Anyway, tài liệu được tải lên ở dạng .docx, so feel free to edit any way you want. 
· Bắt đầu in từ trang 3 là đẹp ❤️. Gud luck in this course!!!












I. Logic (Logic)
Logic, hay còn gọi là lý luận học, là nền tảng của toán học và khoa học máy tính. Nó cung cấp các quy tắc để suy luận và chứng minh một cách chính xác. Chúng ta sẽ tập trung vào hai phần chính: mệnh đề (propositional logic) và vị từ (predicate logic).
· Mệnh đề (Proposition):
· Là một câu khẳng định có thể đúng (True - T) hoặc sai (False - F), nhưng không thể vừa đúng vừa sai.
· Ví dụ:
· "Hà Nội là thủ đô của Việt Nam." (Đúng)
· "2 + 2 = 5." (Sai)
· "Hôm nay trời đẹp không?" (Không phải mệnh đề - câu hỏi)
· "Hãy ngồi xuống!" (Không phải mệnh đề - câu mệnh lệnh)
· Các toán tử logic (Logical Operators):
· Dùng để kết hợp các mệnh đề đơn giản thành mệnh đề phức tạp.
· Các toán tử cơ bản:
· Phủ định (Negation - ¬ hoặc ~): "Không p" (¬p). Đảo ngược giá trị chân lý của mệnh đề.
· Ví dụ: p: "Trời đang mưa." ¬p: "Trời không mưa."
· Và (Conjunction - ∧): "p và q" (p ∧ q). Chỉ đúng khi cả p và q đều đúng.
· Ví dụ: p: "Trời đang mưa." q: "Tôi có ô." p ∧ q: "Trời đang mưa và tôi có ô."
· Hoặc (Disjunction - ∨): "p hoặc q" (p ∨ q). Chỉ sai khi cả p và q đều sai.
· Ví dụ: p:"Tôi sẽ đi xem phim." q: "Tôi sẽ đi ăn tối."	p ∨ q: "Tôi sẽ đi xem phim hoặc tôi sẽ đi ăn tối."
· Kéo theo (Implication - →): "Nếu p thì q" (p → q). Chỉ sai khi p đúng và q sai. (p là điều kiện đủ, q là điều kiện cần).
· Ví dụ: p: "Trời mưa." q: "Đường ướt." p → q: "Nếu trời mưa thì đường ướt."
· Tương đương (Equivalence - ↔): "p khi và chỉ khi q" (p ↔ q). Đúng khi p và q có cùng giá trị chân lý.
*Ví dụ: p:"Tam giác ABC là tam giác đều." q:"Tam giác ABC có ba cạnh bằng nhau."	p ↔ q: "Tam giác ABC là tam giác đều khi và chỉ khi tam giác ABC có ba cạnh bằng nhau."
· [bookmark: _ods3469dm2lc]Bảng chân trị (Truth Table):
· Liệt kê tất cả các trường hợp có thể xảy ra của các biến mệnh đề và giá trị chân lý của mệnh đề phức tạp tương ứng.
· Ví dụ (Bảng chân trị cho các toán tử cơ bản):
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· [image: ]
· Logic vị từ (Predicate Logic):
· Mở rộng của logic mệnh đề, cho phép biểu diễn các mệnh đề liên quan đến biến và tập hợp.
· Vị từ (Predicate): Một mệnh đề chứa biến, trở thành mệnh đề khi biến được gán giá trị cụ thể.
· Ví dụ: P(x): "x là số nguyên tố."
· P(2): "2 là số nguyên tố." (Đúng)
· P(4): "4 là số nguyên tố." (Sai)
· Lượng từ (Quantifiers):
· Với mọi (Universal Quantifier - ∀): "Với mọi x, P(x) đúng."
· Ví dụ: ∀x (x ∈ Số thực, x² ≥ 0): "Với mọi số thực x, bình phương của x luôn lớn hơn hoặc bằng 0."
· Tồn tại (Existential Quantifier - ∃): "Tồn tại x sao cho P(x) đúng."
· Ví dụ: ∃x (x ∈ Số nguyên, x² = 9): "Tồn tại số nguyên x sao cho bình phương của x bằng 9." (Đúng, vì x = 3 hoặc x = -3)
· Ngụy biện logic (logical fallacies): Các lập luận sai, nhưng có vẻ đúng.
[bookmark: _o098bt6i275n]II. Propositional Equivalences (Các tương đương mệnh đề)
· Hai mệnh đề phức tạp được gọi là tương đương logic nếu chúng có cùng giá trị chân lý trong mọi trường hợp. Ký hiệu: ≡
· Ví dụ:
· ¬(p ∧ q) ≡ ¬p ∨ ¬q (Luật De Morgan)
· p → q ≡ ¬p ∨ q
· p ∨ (q ∧ r) ≡ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r) (Luật phân phối)
[image: ]
[image: ]
· Converse (đảo) của p → q là q → p.
· Contrapositive (phản đảo) của p → q là ¬q → ¬p. Contrapositive có cùng giá trị chân lý với conditional statement ban đầu.
· Inverse (phủ định) của p → q là ¬p → ¬q
[image: ]
BUT == AND
Note that in logic the word “but” sometimes is used instead of “and” in a conjunction. For
example, the statement “The sun is shining, but it is raining” is another way of saying “The sun
is shining and it is raining.” (In natural language, there is a subtle difference in meaning between
“and” and “but”; we will not be concerned with this nuance here.)
[bookmark: _sansrqtjsxo7]only if
[image: ]
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[bookmark: _j3vsfarg3ja4]Negation of Quantifiers
[image: ]
[bookmark: _9jo5gkkm49l7]với mọi thì dùng kéo theo, tồn tại thì dùng and

[bookmark: _uf4xtp4ejrui]Precedence of Logical Operators
[image: ]
[bookmark: _sltxhwtl0axa]
[bookmark: _hr4dr9lxi20]








[bookmark: _5jxr621cxz63]
[bookmark: _9k6ahwv5u0z4]

[bookmark: _pm49wqgg9jsb]Rules of Inference
premise entail sth
[image: ]
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[bookmark: _bzqomcey3177]Rules of Inference for Quantified Statements
[image: ]
[bookmark: _56afz9ur7y4e]Fallacy
[image: ]
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[bookmark: _ptewy0bfuuex]prove sth: [image: ]
[bookmark: _afcljk6qygfd]Các phương pháp chứng minh trong logic toán học
[image: ]
counterexample: 1 phương pháp khá hữu ích

[image: ]
[bookmark: _nftha0p675wg]chứng minh phản chứng (indirect proof):
1. ta luôn đi từ giả sử mệnh đề đầu là sai
2. => ra 1 cái đúng
3. ta sẽ từ mệnh đề đúng suy ra 1 cái mà phủ định đc vs cái ta đã giả sử là sai, contradiction

1) với dạng p->q ta giả sử p->q wrong => mệnh đề này chỉ wrong khi p đúng và q sai, nghĩa là q sai thì ~q chắc chắn đúng
2) ta có mệnh đề true mới mà ta vừa establish là p true and ~q true , p->~q true. 
3) ta bắt đầu với giả sử mới là ~q true then ta làm thế nào đi đến 1 cái ~p từ đó ta kết luận đc contradiction
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]





III. Sets and Set Operations (Tập hợp và các phép toán tập hợp)
· Tập hợp (Set): Một nhóm các đối tượng phân biệt (không lặp lại).
· Ví dụ: A = {1, 2, 3}, B = {a, b, c}
· Các phép toán:
· Hợp (Union - ∪): A ∪ B = {x | x ∈ A hoặc x ∈ B}
· Giao (Intersection - ∩): A ∩ B = {x | x ∈ A và x ∈ B}
· Hiệu (Difference - ): A \ B = {x | x ∈ A và x ∉ B}
· Phần bù (Complement - A'): A' = {x | x ∉ A} (trong một tập vũ trụ U nào đó) [image: ]
· [image: ]
[bookmark: _j3qvq6lp0eem]prove by set builder: 
[image: ]
[bookmark: _xcuezgj9jrtv]powerset of the empty set
[image: ]
[bookmark: _k04zk45fzrft]Venn diagrams

[image: ]
[bookmark: _45klop5uz6h1]công thức tập
membership table: giống truth table
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]	
[image: ]	
[image: ]
[bookmark: _kyksjfwg7t03]IV. Functions (Hàm số)
· Hàm số (Function): Một ánh xạ từ tập hợp A (miền xác định) đến tập hợp B (miền giá trị), sao cho mỗi phần tử trong A tương ứng với duy nhất một phần tử trong B.
· Ký hiệu: f: A → B
· Ví dụ: f(x) = x² (với x là số thực)
[image: ]
[image: ]
[bookmark: _h9jxh9whfj8g]hàm trần và sàn 
[image: ]
[bookmark: _qris8n7uvwzt]V. Sequences and Summations (Dãy số và tổng)
· Dãy số (Sequence): Một hàm số từ tập hợp số tự nhiên (hoặc tập con của nó) đến một tập hợp khác.
· Ví dụ: an = 2n (dãy số chẵn)
· Tổng (Summation): Tổng của các phần tử trong một dãy số.
· Ký hiệu: Σ (Sigma)
· Ví dụ: ∑_(i=1)^n a_i = a1 + a2 + ... + an
[image: ]
[image: ]
[bookmark: _v0vsqv7n0byb]Explicit Formula
[bookmark: _2oxg5drgzol1][image: ]
[bookmark: _t11c8bbfnqta]công thức truy hồi thuần nhất hệ số hằng
[bookmark: _ibe01aak2yhm] [image: ]
[image: ]
[image: ]
[bookmark: _wqj8289nzi0e]để tìm  recurrence relation, explicit formula (solution)
số term = order
[image: ]
nghĩa là lặp 1 lần (bậc 2 thì + Bnr^n) 
[image: ]
bậc 3 thì
 [image: ]
còn các bậc khác ko xét vì ko thi
[image: ]
làm xong nhớ mở ngoặc điều kiện của n

[bookmark: _tfgq35cfb4gc]Tổng kiểu Telescoping (ống nhòm)

[image: ]









[bookmark: _qtjrqjo7m9cl]big O: so sánh độ hiệu quả thuật toán
[image: ]
kí hiệu: 
[image: ]
[bookmark: _et9381fcn95j]phương pháp chứng minh
[image: ]
[image: ]




trên là bất đẳng thức tam giác, ngoài ra cũng có dạng: 
[image: ]
[image: ]
[bookmark: _phz8n3d8doue]Common Complexity Functions
[image: ]
[image: ]
[bookmark: _htwc50ix6o7a]phương pháp chứng minh big O khác (đi thi không được dùng)
[image: ]
[bookmark: _5rp40ienh8tx]thuật toán euclid tìm gcd (lcm tìm bằng công thức liên hệ sau khi có gcd)
[image: ]
[bookmark: _393gwdkx05pk]Thuật toán Euclid mở rộng để tìm an inverse of a modulo m 
[image: ]
rút ngược liên tục là tìm đc inverse thôi
[image: ]
[bookmark: _3fg6swbj0gcm]giải phương trình đồng dư:
[image: ]
nhân cả 2 vế với tk inverse




[bookmark: _zpxs3r5rl48]đồng dư (mod)
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[bookmark: _99npm9erw6wa]inverse of a modulo m
[image: ]

[bookmark: _fqgha44jwjvm][image: ]
[bookmark: _tego70da79re]khai triển a mũ m + 1 ( m lẻ)
[image: ]
[bookmark: _84r0k9rug8ij]hàm Euler φ-function
[image: ]
[image: ]
Trong đó p là các ước số nguyên tố khác nhau của n.

công thức này check key thôi




[bookmark: _ckhne5i2521g]chứng minh quy nạp (Induction)
[image: ]
nghĩa là khi thay k+1 vào thì ta tách 1 lúc thấy giống với những cái giả sử k
[bookmark: _jgajagwk878g]Well-Ordering
thực chất là giải thích logic cho cái quy nạp kco ý nghĩa mấy
[bookmark: _xtwkp9e3pa5j]Strong Induction
là kĩ thuật c/m để dùng tất cả các bước trước đó để chứng minh bước tiếp theo
khá khó 1 cách tổng quát nhưng cơ bản là
[image: ]
[bookmark: _7a7txmbaiqm3]
Frobenius number
[image: ]
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[bookmark: _ucz6d83zprnx]quy tắc đếm
[bookmark: _ipc7dstey39k]quy tắc cộng: 
· nếu hai việc là rời nhau chả liên quan gì nhau thì ta có thể cộng số cách làm hai việc với nhau
[bookmark: _n8xwrr1nxgzt]quy tắc nhân:
· hai việc liên quan đến nhau vì hai việc là 2 công đoạn của 1 việc lớn thì ta nhân 2 việc để ra số cách làm việc lớn, ví dụ: số cách chọn 1 học sinh giỏi trong 1 lớp, ta tìm số cách chọn 1 học sinh có gpa lớn hơn 8 nhân với số cách chọn 1 học sinh hạnh kiểm tốt trong đống học sinh có gpa lớn hơn 8 đấy
[bookmark: _4l0wuopyqx2o]Nguyên lý Bù trừ (Inclusion-Exclusion Principle)
[image: ]












[bookmark: _gsw2jb75zz5x]tree diagram
[image: ]
cơ bản thì đây là kiểu ta vẽ ra các nhánh trường hợp rồi đếm , ngoài việc làm lâu thì chắc chắn k thể sai
[bookmark: _auy9rosicw6d]Pigeonhole Principle
phát biểu : Nếu bạn có nhiều bồ câu hơn số hòm để nhốt, thì ít nhất một hòm sẽ phải chứa từ hai con bồ câu trở lên.
// không cần chứng minh
tổng quát hơn để làm bài: 
[image: ]
// hàm ở trên làm tròn trên ceiling đã đề cập ở đâu đó trong file này




[bookmark: _usrabjbgfnpe]công thức tính số lượng số hạng của 1 csc
[image: ] suy ra từ : [image: ]
[bookmark: _p1ikqh6amacn]Permutations (Hoán vị)
thứ tự quan trọng, ko lặp
[image: ]
[bookmark: _47p2haca65xq]Combinations (Tổ hợp)
thứ tự ko quan trọng mọi thứ đều có ý nghĩa tương đương nhau, ko lặp
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[bookmark: _jzoui3vdnudm]Binomial Theorem
[image: ]
[bookmark: _x30aq6pkadxx]sum of binomial coefficients
[image: ]
[image: ]
[image: ]



[bookmark: _m4kgp1ckco3n]xác xuất
[bookmark: _8lofd4offyr]Công thức Bayes:
Đây là công thức xác suất có điều kiện, cho biết xác suất của sự kiện A xảy ra khi biết sự kiện B đã xảy ra. nhân quả tùm lum (causal knowledge)
[image: ][image: ]
nếu A và B độc lập thì xác xuất điều kiện bằng đúng A, 

· khi tìm xác xuất 2 sự kiện cùng xảy ta nhân xsuat xảy ra từng cái với nhau (ko liên quan nhau)
· các sự kiện rời nhau thì cộng thôi
[image: ]
[bookmark: _abba4kg0jgb5]Phân phối Nhị thức (Binomial Probability): béc nu li đúng sai
[image: ] 
[bookmark: _njrkq7pclng8]giá trị kì vọng: thực chất là tiền ăn đc nhân với xác xuất, kiểu cược mu mà ăn đc 10k thua mất 5k thì expected value = 10k.(xs ăn) + 5k.(xs thua)
E(x) = sum(xi*pi)
[image: ]
[image: ]
[bookmark: _epxtsmu1m53b]Đồ thị (graph)
gồm tập đỉnh (vertices) V và tập cạnh (edges) E, ký hiệu: G=(V,E)
[bookmark: _58g99bqs60d]Simple Graph: không có cạnh lặp và không có vòng (loop). đơn giản nhất mỗi đường đi qua 1 lần
[image: ]




Multigraph: cho phép nhiều cạnh giữa hai đỉnh.

[image: ]
[bookmark: _lnt6iznw06lb]Pseudograph: cả cạnh lặp có cả loop
[image: ]
Directed Graph: cạnh là các cặp có thứ tự (u, v).
nghĩ là đi từ u đến v (có hướng)





Adjacent: hai đỉnh liền kề có cạnh nối chúng.
[image: ]
Incident: hai cạnh liên quan đến đỉnh nào đó.
[image: ]
Degree of vertex: bậc của đỉnh là số cạnh kề (loop tính gấp đôi). (chả cần quan tâm loop vì ko thi)



Complete Graph (Kn): mọi cặp đỉnh đều được nối, không tồn tại 2 đỉnh bất kì không được nối bởi 2 cạnh, ta gọi 1 graph là Kn khi n đỉnh đều được nối complete hoàn toàn
[image: ]
Cycle Graph (Cn): chu trình đơn khép kín với n≥3. vì n dưới 3 không tạo thành vòng tròn khép kín
[image: ]
ngoài ra chu trình nghĩa là tất cả các đỉnh phải connected (mx đỉnh bậc 2)
Wheel Graph (Wn): cycle cộng thêm một đỉnh nối đến tất cả đỉnh của chu trình. (n là số đỉnh của chu trình như dưới W3 NOT W4)
[image: ]
Subgraph: là một phần của đồ thị mẹ. [image: ]
[image: ]
c5 là subgraph của k5
[image: ]
[bookmark: _1902ru5cq1av]tính liên thông
Path: dãy liên tiếp các đỉnh có cạnh nối.
length = tổng các path, vdu: 10 path => length = 10

Circuit: path bắt đầu và kết thúc tại cùng một đỉnh.

Simple Path: không lặp cạnh. nghĩa là ko đi lại đường cũ

Connected Graph: mọi cặp đỉnh đều có đường đi giữa chúng.

[image: ]
do chỉ học undirected graph nên: 
Paths in Undirected Graphs
· A path or circuit is said to pass through the vertices v 0, v1, v2, …, vn or traverse the edges e1, e2, …, e
· ở đây nghĩa là đồ thị vô hướng nên ta liệt kê các đỉnh theo thứ tự đi coi như là hướng

· Connected Components: nếu đồ thị không liên thông → gồm nhiều thành phần con liên thông.
· 1 đồ thị liên thông thì tồn tại thành phần liên thông duy nhất là chính nó
· Đồ thị liên thông là đồ thị mà bất kì đỉnh nào đi đến đỉnh nào cũng có path để đến

[image: ] 
[image: ]
ở đây ví dụ c và e là cut vertex vì xóa c,e tạo ra 2 thằng liên thông con
còn ce là cut edge rõ ràng







[bookmark: _l97zf9741wdx]QUAN TRỌNG!!!!
[bookmark: _qb9k2vvv3o5r]Euler Path
Là một đường đi trong đồ thị mà:
· Đi qua mỗi cạnh đúng một lần (không lặp cạnh).

· Có thể không cần quay lại điểm xuất phát.

· Có thể lặp đỉnh (nhưng không lặp cạnh).
[bookmark: _l2mhwvz67yn3]Euler Circuit / Eulerian Circuit (Chu trình Euler):
Là một Euler Path có thêm điều kiện:
· Bắt đầu và kết thúc tại cùng một đỉnh (tạo thành chu trình).
[bookmark: _ekd2v0fk3cbn]điều kiện tồn tại:
[bookmark: _cq6j5ks9llbu]🔹 Euler Circuit tồn tại khi và chỉ khi:
1. Đồ thị liên thông (bỏ qua các đỉnh bậc 0)

2. Tất cả các đỉnh đều có bậc chẵn
🔹 Euler Path (nhưng không có circuit) tồn tại khi và chỉ khi:
1. Đồ thị liên thông (bỏ qua các đỉnh bậc 0)

2. Có đúng 2 đỉnh bậc lẻ, các đỉnh còn lại bậc chẵn


[bookmark: _axxxacy5b6kn]Nếu bài yêu cầu tìm Euler Circuit:
↪️ Chọn bất kỳ đỉnh nào (có bậc khác 0) làm điểm bắt đầu.
[bookmark: _prvare4uz00g]📌 Vì:
· Tất cả các đỉnh đều có bậc chẵn.

· Đường đi sẽ quay lại đúng chỗ xuất phát, nên bắt đầu đâu cũng được.
[bookmark: _6qaltd1fxo3b]Nếu bài yêu cầu tìm Euler Path (không phải circuit):
↪️ Bắt đầu từ một trong hai đỉnh có bậc lẻ
[bookmark: _x5171rquvgr2]📌 Vì:
· Euler Path tồn tại khi có đúng 2 đỉnh bậc lẻ.

· Đường đi phải bắt đầu ở một đỉnh lẻ và kết thúc ở đỉnh lẻ còn lại.
[bookmark: _w5akqjafu6u2]Hamilton Path:
Là một đường đi qua mỗi đỉnh đúng 1 lần, không yêu cầu quay lại đỉnh ban đầu.
 ❗ Có thể không đi qua tất cả cạnh, chỉ quan tâm đến đỉnh.
[bookmark: _h0260dfd9g7u]🔹 Hamilton Circuit (còn gọi là Hamilton Cycle):
Là một Hamilton Path khép kín — bắt đầu và kết thúc tại cùng một đỉnh.
[image: ]
điều kiện có circuit , có circuit là có path
cách tìm đường đi  Hamilton
[bookmark: _15vms6k20ad]I. Kiểm tra nhanh khả năng tồn tại
[bookmark: _mntrqvs6p06d]📌 Bước 1: Kiểm tra số đỉnh bậc thấp
· Nếu có đỉnh bậc 0 → ❌ Không thể có Hamilton path/circuit.

· Nếu có nhiều đỉnh bậc nhỏ hơn 2 → rất nghi ngờ.


[bookmark: _i8drxj3kh80p]📌 Bước 2: Dùng định lý đủ nếu có thể
· Nếu mọi đỉnh có bậc ≥n2\geq \frac{n}{2}≥2n​ → ✔️ Dirac → Có circuit.
sau khi biết có tồn tại: Nếu có đỉnh bậc thấp (1, 2) thì ưu tiên chọn làm điểm bắt đầu. rồi dò
[bookmark: _dpstozvvbca0]Không có chu trình nhỏ hơn chứa trong chu trình Hamilton
Một chu trình nhỏ hơn (subcycle) nghĩa là:
 bạn tạo một vòng khép kín trước khi đi hết tất cả các đỉnh.
[image: ]
Đỉnh cô lập (isolated vertex): là đỉnh không có cạnh nối với bất kỳ đỉnh nào khác (bậc = 0).
Đỉnh treo (pendant vertex): là đỉnh chỉ nối với đúng một đỉnh khác (bậc = 1).
Định lý Bắt tay (Handshaking Theorem), trong 1 đồ thị vô hướng thì luôn có điều này (dùng để check xem có tồn tại đồ thị không?) :
tổng degree của tất các đỉnh = 2 * (tổng số cạnh) 
bổ sung định lí để xác định chu trình Hamiltonian, lưu ý là 2 định lý này chỉ là điều kiện đủ, nghĩa là thỏa mãn thì đương nhiên có chu trình nhưng không thỏa mãn thì chưa chắc là không có chu trình, cách tốt nhất là tự nhìn 1 cái path hợp lí
Ore's Theorem
[image: ]

[image: ]
nghĩa là giả sử có ma trận kề A rồi ta bỏ vào máy tính nhân r lần lên thì sẽ tính ra ma trận với với elements vị trí ij và giá trị tại ô đó là:
[image: ]
cái trên để làm bài Find the number of paths of length n between two different vertices
[image: ]
[image: ]
[image: ]
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TABLE 6 Logical Equivalences.

Equivalence Name

PAT=p Identity laws
pvF=p

pPVT=T Domination laws
PAF=F

pPVp Idempotent laws
PAP=P

=Cp)=p Double negation law
pPVa=qVp ‘Commutative laws
PAG=qAP

PVoVr=pvgvn Associative laws
PAQAT=pA(GAT)
PV@AD=@EVYAQPVT) Distributive laws
PAQGVD=Q@ADV(PAT)

“pA@=-pVq De Morgan’s laws
~(PVe)=pAq

PVPAQ=p Absorption laws
PAPVO=p

pVp=T Negation laws
pAp=F
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® Mot phép thif c6 xac suat thanh céng p
* Talap lai phép thif cho dén khi thanh céng dau tién

* Goi F lasé Ian ky vong dé dat thanh cong
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simple graph nonsimple graph nonsimple graph
with multiple edges ‘with loops
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A K& <H

Wheels: W, W, Wy W
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» A subgraph of a graph G = (V,E) is a graph
H=(W,F)where W< Vand F C E.
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TABLE 7 Logical Equivalences TABLE 8 Logical
Involving Conditional Equivalences Involving
Statements. Biconditional Statements.
P=q="pVgq Poqg=@—=>9Alg—=p)
pog=-g—p peg=Epe g
PVg=Tp—q Poqg=@PAQV(pA-g)

PAG=(p—q) peg=peq
p-9=pAr-g

P=>DAp—=>r=p—(gArn)

P=>nNA@@->nN=p@Vve —>r

P9V ->n=p-—>(qVvr)

Pp->nVv@—->nN=prg—r
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Union

 The union of 2 simple graphs G, = (V,, E,) and
G, = (V,, E,) is the simple graph with vertex set
V'=V,0UV, and edge set E = E,UE,. The union is
denoted by G,UG,.
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Fully connected graph Unconnected graph
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Cut edges and vertices

* If one can remove a vertex (and all
incident edges) and produce a graph with
more connected components, the vertex is
called a cut vertex.

* If removal of an edge creates more
connected components the edge is called a
cut edge or bridge.
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A Sufficient Condition

Let G be a connected simple graph with »
vertices with n > 3.

G has a Hamilton circuit if the degree of
each vertex is > n/2.
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Property

Hamilton

Repeated visits to a given
node allowed?

No

Repeated traversals of a

given edge allowed?

No

Omitted nodes allowed?

No

Omitted edges allowed?
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Let G = (V, E) be a simple graph with . > 3 vertices. If, for every pair of non-adjacent

vertices © and v, the sum of their degrees satisfies: Testbook +5
deg(u) + deg(v) > n,

then G is Hamiltonian; that is, it contains a Hamiltonian cycle.  Mathematics Stack Exchange +13
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Vi d6 thi G c6 n dinh, ma tran ké A la ma tran . X 7 sao cho:

s6 canh giita dinh i vA dinh j (d6 thi c6 huéng hoic v6 huéng)
0 néu khong c6 canh giira i va j

Afdli] = {

® Vi d6 thi vé huéng: ma tran déi xiing qua dudng chéo chinh.

Vi db thi c6 huéng: A[g][5] a s6 cung di tir dinh i — j
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o (Ar);j: s6 dudng di dai r tir dinh ¢ dén dinh j
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Important Big-O Result

* Let f(x)=a,x*+a, x™'+ ... +ax +a,,

where a, a,, ..., a, |, a, are real numbers.

n-1> “n

* Then {(x) is O(x?).
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Because conditional statements play such an essential role in mathematical reasoning, a va-
riety of terminology is used to express p — g. You will encounter most if not all of the following
ways to express this conditional statement:

“if p, then g” “p implies g”

“if p, ¢ “p only if ¢”

“p is sufficient for g” “a sufficient condition for g is p”
“gif p” “q whenever p”

“g when p” “q is necessary for p”

“a necessary condition for p is g” “q follows from p”

“g unless ~p” “q provided that p”
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Big-O Estimates

What is the big-O estimate for n!?
nl=1¢2¢3e _op
nl<nenene..*n

n! <n"

So: n! is O(n")
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Big-O Estimates

What is the big-O estimate for log(n!)?
n! <n"

= log n! <log n"

= logn!<nlogn

So: logn! is O(n log n)
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For example, suppose your professor tells you
“You can receive an A in the course only if your score on the final is at least 90%.”

Then, if you receive an A in the course, then you know that your score on the final is at
least 90%. If you do not receive an A, you may or may not have scored at least 90% on the
final. Be careful not to use “q only if p” to express p — g because this is incorrect. The word
“only” plays an essential role here. To see this, note that the truth values of “g only if p”* and
p — q are different when p and ¢ have different truth values. To see why “g is necessary for p”
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Negation of Quantifiers

« Distributing a negation operator across a
quantifier changes a universal to an existential
and vice versa.

~Vx P(x) < Jx ~P(x)
~3x P(x) < Vx ~P(x)
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Precedence of Logical Operators

« Parentheses gets the highest precedence
¢ Then:

Operator Precedence
1

]

2
3
4
5

ABEE
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Some Rules of Inference

[pre=>9l—>q

Modus ponens
mode that affirms

[Far@—>9]l>—p

Modus tollens

mode that denies

[P=>DAr(@=>D]>@—1)

Hypothetical
syllogism

[PvaAr=p]—>q

Disjunctive
syllogism
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Some Rules of Inference

"""""""""" p—opvq Addition
pvq
pAq
"""""""""" pPAq—p Simplification
o p
p
a [P A@]—>@®Erq Conjunction
pAq
pvq
—pvr [pv@A(=pvr)]—>(qvr) Resolution





image12.png
Rules of Inference for Quantified Statements

TABLE 2 Rules of Inference for Quantified Statements.

Rule of Inference Name

yePix) Universal instantiation
< Ple)
P(c) for an arbitrary ¢

) Universal generalization

Ix P(x)
.. P(c) for some element ¢

P S some Slanieot & Existential generalization
oI P(x) 8

Existential instantiation
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Fallacy of Denying the Hypothesis

p—=9q ((p=>g)n=p)> =g
-

g

This argument is fallacious.

((» > q) A —p) > —q is not a tautology and
therefore not a rule of inference.
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Fallacy of Affirming the Consequent

p—9q (p>9)ng)> p
9

P

« This argument is fallacious. (p > ¢) A q) > p
is not a tautology and therefore not a rule of
inference.
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Definitions

* A theorem is a valid logical assertion which can
be proved using

— Axioms: statements which are given to be true

— Rules of inference: logical rules allowing the
deduction of conclusions from premises

* A lemma is a ‘pre-theorem’ or a result which is
needed to prove a theorem.

* A corollary is a ‘post-theorem’ or a result which
follows directly from a theorem.





image16.png
¢ Chitng minh hién nhién (Trivial proof): Chiing minh ménh dé p — ¢ 13 ding dya trén viéc g luén
dung, bat ké p c6 ding hay khéng.
* Chitng minh chan khéng (Vacuous proof): Chitng minh ménh dé p — q la ding dya trén viéc p
luén sai. Trong trudng hdp nay, ménh dé diéu kién luén ding theo dinh nghia logic.
* Chirng minh ton tai (Existence proof): Chifng minh mét ménh dé c6 dang HzP(z) la ding. Co
hai cach:
* Ton tai xdy dung (Constructive existence proof): Chi ra mét phan tif cu thé ¢ sao cho P(c)
ding.
 Ton tai khéng xay dung (Non-constructive existence proof): Chiing minh ring 3z P(z) la
ding ma khéng can chi ra cu thé phan tif , thudng théng qua phucng phap phan chiing.
¢ Chitng minh duy nhat (Uniqueness proof): Chiing minh rang ton tai duy nhat mét phan tir thoa
man mét tinh chat nao d6. Gom hai budc: chitng minh ton tai, va sau d6 chitng minh tinh duy nhat

(nghia I néu c6 hai phan tif thda man thi chiing phai bang nhau).
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Proof by Cases

Break the premise of p — ¢ into an equivalent

disjunction of the form p, v p,v ... vp,

Then use the equivalence

[(pyvpav...vpy) = gl © [(P>DANP 9 A ..
Ap,—9)]

Each of the implications p;— ¢ is a case.
You must

— Convince the reader that the cases are inclusive (i.e.,
they exhaust all possibilities)

— Establish all implications
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“Without Loss of Generality”

+ By proving one case of a theorem, other cases
follow by
— making straightforward changes to the argument,
— or by filling in some straightforward initial step.

Example

« Show that (x+y)” < x” + " whenever x and y
are positive real numbers and r is a real
number with 0 < r <1I.

+ We say: “Without loss of generality we can
assume thatx +y =17

« Proof: (see next slide)
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@, Common scenarios:

1. Symmetric variables:

Let's say you want to prove something about two numbers @ and b, and their roles are interchangeable

(i.e, symmetric).

Example:
Prove that min(a, b) < %* < max(a, b)
You can say:

WLOG, assume @ < b, then prove the inequality.
Because if a > b, you could just switch the names.
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2. Sorting or ordering:
You need to prove a property about a set or list, and order doesn’t matter.

Example:

Prove that in any 3 real numbers, at least two of them are within distance d.
You can say: WLOG, assumea < b < ¢
Then prove the property based on sorted order.
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ER L
In geometry or graph theory, labels can be renamed.

Example:

In triangle ABC, prove some property involving sides.
Say: WLOG, assume AB < AC < BC
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e 4= {x|xeUAnxgd}
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The set-builder notation for the symmetric difference of two sets A and B, written as A @ B (or
A A B), is the set of elements that are in either A or B, but not in both.

Set-builder notation:
AoB={z|(x€ AUB)A(z ¢ ANB)}
Or equivalently:

AeB={z|(xc ANz ¢ B)V(zcBAz ¢ A)}
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The powerset of the empty set is:
P(D) = {T}
Note  P({&}) = {D, {T}}
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 In Venn diagrams:

— A rectangle represents the universal set
(universe of discourse)

—Circles (and other geometric figures)
represents sets

—Points (or words) represent elements

Venn Diagrams

« Assistant professors at Blivet State
University who have taught MTH 2215:

U

Smith Green

Jones

Brown Moore
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Set Identities

Aud=4 Identity

ANU=4

AuU=U Domination
An@=0

Aud=4 Idempotent
ANnA=4

a=4 Double Complement

Set Identities (Cont.)

A4UB=BUA Commutative
ANB=BnN4
AU(BUC)=(4UB)UC Associative

AN(BNC)=(ANB)NC

AN(BUC)=(ANB)UANC) Distributive

AUBNC)=(AUB) N (A4UC)

AUANB)=4 Absorption
AN(AUB)=4
AUB=4NB De Morgan's

ANB=4UB
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A c B is true if and only if the following
quantification is true:

Vx ((x € A) = (x € B))
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For every set S,
S
ScS
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A is a proper subset of B iff:
Vx(xe A->xeB)adx(xeBAax¢gA)
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1. Double Inclusion (Mutual Subset Method)
This is the most common and rigorous method:
e Provee AC B

e Provee BC A

If both are true, then A = B.
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¥ Vei 2 tap hop A, B:
|AUB| = |A| +|B| - |ANB|
Va néu ban muén sG phan tif cia tap liy thira:

|P(AUB)| = 9lAl+B|-|AnB|

¥ vsi3taphop A, B, C:
p hop
|[AUBUC|=|A|+|B|+|C|-|AnB|—|ANC|-|BNC|+|ANBNC|

Va tap liy thira ciia hgp:

[P(AU B U C)| = 21AHIBHICI-AnBI-| AnC|-|BnC]+4nBra|
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Let A and B be nonempty sets. A function f from A to B is an assignment of exactly one
element of B to each element of A. We write f(a) = b if b is the unique element of B
assigned by the function f to the element a of A. If f is a function from A to B, we write
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* Surjectivity:
We need to show that for every y € R, there exists an € R such that:

—-b
f(z):yéaz+b:yéz:yT

- Since @ # 0, this € R exists for every y € R

- So f is surjective.
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|z] =m ifandonlyif m<z<m+1,
[2] =n ifandonlyif n—1<az<n,
|z] =m ifandonlyif 2 —1<m<a,
[¢] =n ifandonlyif z<n<z+l.
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Useful Summation Formulae

TABLE 2 Some Useful Summation

Formulae.

Sum Closed Form

S art (% 0) ar' —a . 2

= =1

ik nn + 1)

k=1 2

ik: n(n + D2n + 1)

k=1 6

i"3 n’(n + 1)°

k=1 4

tus- LY

Zx“, Ixl <1 L !g

k=0 1 —x §

m 1 i

Skt Ikl <1 5 H

k=1 =2y Eé
&
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\
\Q\ Key Point

If a and ¢ are constants, and if f(k) and g(k) are functions of k, then

Se = ne,

=

Sk = > k.

= =1
Sk+e) = ne+ Dok,
= =

X":("qll:) +c) = nc+ ui:q(ky
= =

DU +ak) = 3 Fk)+ 3 g(k)
k=1 =t

=t
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Exponential Growth

Recursive Formula  Explicit Formula

B=U+PB,  B=BQ+ry
2

A+r)= %
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Déc diém
Dang téng quat

Phan khéng thuan
nhét (Non-

homogeneous term)

Cch giai

Vidu

Thuan nhat hé s5 hing
(Homogeneous linear recurrence
with constant coefficients)

@ = C18at + Coln2 + oo F Cullokc

Khéng c6 (F(n) = 0)

Giai phuang trinh dac trung
(characteristic equation) dé tim
nghiém téng quat

@, =3a1 - 20,2

Khéng thuan nhét (Non-homogeneous linear
recurrence with constant coefficients)

@, = €180 + C20u2 + ... + Clusy + F(0)

CoF(m) #0

Gom 2 buéc: (1) Giai phudng trinh thuan nhat
tudng tng, (2) Tim nghiém riéng (particular
solution) cho F(n), ri cong lai dé c6 nghiém t6ng
quat

a,=3a,1—2a,2+5n
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B Vi du 1: Truy héi thuin nhat
Cho truy hoi:
a, = 38,1 — 23, VGian=2,a=3
Budc 1: Viét phuong trinh déc trung
Gia sif nghiém c6 dang a, = ", ta thé vao truy hoi:

m=3rm' - 22
=2r=3r-2
=r-3r+2=0

Budc 2: Giai phuong trinh dac trung

r-3r+2=0

=2r=1r=2
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Budc 2: Giai phuong trinh dac trung
r-3r+2=0

=2r=1r=2

Budc 3: Viét nghiém t8ng quat

Vi ¢6 2 nghiém ddn (khéng tring), nghiém téng quat la:
a,=A1"+B2"=A + B2"

Budc 4: Dung diéu kién dau dé tim A, B

a=2=A+B=2
a=3=A+2B=3

Giai hé:
* A+B=2

e A+2B=3
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# 1. What is a first-order recurrence?

A first-order recurrence has the form:

@p = €10, 1 + F(n)
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5. Tuy loai nghiém:
® Néu nghiém phan biét: a,, = oy 7 + aory

¢ Néu nghiém trung: a, = a;7" + asnr™
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® Nghiém téng quat:
a, = (A+ Bn+Cn?) - a"

Vi v8i nghiém bdi k = 3, ta c6 cac nghiém ddc Iap tuyén tinh:
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@ T6m gon meo nhé:

Néu F(n)

Triing véi nghiém thuan nhat...

xuat hién 1 fan
xuat hién 2 fan (nghiém kép)

xuat hién k fan

Thi doén nghiém riéng Ia...
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35. Show that Z'}-:l(aj —aj_1) =ap, —ap, where
ap, ai, . .., ay is a sequence of real numbers. This type
of sum is called telescoping.
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Big-O

* Let f'and g be functions from N or R to R.
We say that “f(x) is O(g(x))” if there are
positive constants C and k such that

)l = Clgx)|
whenever x > k.
* Read as: “f{x) is big-oh of g(x)”
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« Commonly used notation
Six) = O(g(x))
¢ Correct notation _—

fx) € Oglx)

/
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? Téng quat héa phudng phap chirng minh Big-0
@ Muc tiéu:
Chitng minh ring mét ham f(n) la O(g(n)), nghia I4 tim cac hing s6 duong C va k sao cho:

#(m)| < C-lg(n)| voimoin > k

¥ Phudng phap téng quat tirng budc:
+ Budc 1: Viét lai [f(n)] va tach tirng hang tir
Néu f(n) 1a mét biéu thic nhu:
f(n) = anf +apn* 4 fan+ao
Thi:
[£(@)] < laglln¥] + lax-1][n* | + - + laslln] + |ao|

(Véin > 1 thi bé dau tuyét d6i ludn vi tat ca déu duong.)
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+ Budc 2: So sanh va chidn cic hang tir theo bac cao nhat
Viduvéi f(n) = 4n3 + 2n? + 10n + 7, bac cao nhat |a n3. Ta s& chan nhu sau:
o 202 <203 (vin? < ndkhin > 1)
e 10n < 1013
o 7<n®
Téng lai:

f(n) < 4n® +2n® +100° + Tn® = 23n° = f(n) < Cn®v6iC =23

+ Budc 3: Két luan

= f(n) € O(n*) (v6i k 13 bac cao nhat)
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@ Dang tuong ducng (dung dé chiing minh hodc phan tich):

o =[] < |a —b]
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Common Complexity Functions

Complexity Term
o(1) constant
O(log n) logarithmic
O(n) linear

O(n log n) nlogn

O(n®) polynomial

O(b"), where b> 1 exponential
O(n') factorial
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Notation Meaning

o(n)
o(n)
©(n)
Q(n)
w(n)

Faster

Faster or Equal
Equal To

Slower or Equal To
Slower Than
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® Y tudng chinh:
Gia st ban c6 hai ham f(n) va g(n). D& phan loai db ting trudng (Big-O, Big-Theta, Big-Omega), ban xét:
g =
Khi do:
e Néul < L < oo:
= f(n) = 6(g(n))
e NéuL=0:
= 7(r) = o{g(n)) = £(m) = O(g(r)),nhing khng phii ©

¢ NéuL = oo:
= £(n) = w(g(n)) = () = D(g(n)), rhuing khong phii ©
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@ Y tudng chinh cta thuat toan Euclid:

GCD(a, b) = GCD(b, a mod b)
(VSi @ > b, va lap lai cho dén khi phan du bang 0.)

B Phién ban dya trén hiéu (phién ban cd):

GCD(a, b) = GCD(a - b, b) (néu @ > b)
— Ta thay s6 6n hon bang hiéu ctia hai s, Iap lai cho d&n khi 2 s& bang nhau. Khi 6, gi tri chung chinh
14 GCD.
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« Euclid m& rdng di xa hon: khéng chi tim ged, ma con biéu dién ged(a, m) dudi dang té hgp
tuyén tinh:

sa +tm = ged(a,m)
« Néuged(a, m) = 1, phudng trinh trg thanh:
sa+tm=1
« Ly modulo m ca hai vé, vitm = 0 (mod m), ta dudc:
sa=1 (mod m)

Vay s chinh la nghich dao cua a.
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Budc 3: Rut ngugc tir 1 = ...

(St dung back-substitution dé tim biéu thitc 1 = z- 55 + y- 89)

G Saochép 2 Chinhsita

1=3-1x2
3 - 1x(5 - 1x3) = 2x3 - 1x5

2%(8 - 1x5) - 1x5 = 2x8 - 3x5

2x8 - 3x(13 - 1x8) = 5x8 - 3x13

5x(21 - 1x13) - 3x13 = 5x21 - 8x13
5x21 - 8x(34 - 1x21) = 13x21 - 8x34
13x(55 - 1x34) - 8x34 = 13x55 - 21x34.
13x55 - 21x(89 - 1x55) = 34x55 - 21x89

:51:34xi;‘i—21><89
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az=b modm=z=a'b modm
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= Let m be a positive integer.
If a=b(modm)and
c¢=d (mod m),
then a+c=b+d(modm)
ac = bd (mod m)
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3. Kich hoat ché dé phan tich thifa s8 nguyén t5:
« Tuy dong may, ban nhdn t6 hdp phim dé vao ché do "FACT" (Factorization):

« Trén Casio fx-580VN X: Nhan SHIFT rdi nhan phim FACT (thudng la phim c6 chit "FACT"
mau vang).
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Trong s8 hoc modulo, nghich do ciia mét s8 nguyén a modulo
mét s nguyén duong m 13 mdt 3 nguyén a sao choa
(mod m) (1. Biéu nay c6 nghia 3 tich ciia a va 3 khi chia cho m
s8cophandulat 4 L.
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Standard Method Recap

The number of trailing zeros in 100! is determined by the number of times 10 (i.e., 2 X 5) appears
as a factor in the product 1 x 2 x ... x 100. Since there are always more factors of 2 than 5in a

factorial, the limiting factor is the number of times 5 appears. We calculate this as:

100 100 100
{?J + [EJ + [ﬁJ =20+4+0=24

So, 100! has 24 trailing zeros.
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Ham Euler @-function, hay con goi la ham totient cta Euler, ky hiéu la ¢(n), Ia mét ham trong ly
thuyét 8, ding dé dém sd lugng cac s8 nguyén dudng nhé han ho3c bing n va nguyén 8 cling
nhau véi n (tlc I3 cac sd k tii 1 dén n sao cho ged(k,n) = 1).
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* Gom hai budc:
1. Budc cd s&: Ching minh P(1) ding.

2. Budc quy nap: Gia st P(k) ding (gia thuyét quy nap), chiing minh P(k + 1) ciing ding.
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Claim: Every positive integer greater than 1 can either be written at the
product of prime numbers or is a prime number itself.

Proof by Strong Induction:

Variable:
n is an element of positive natural numbers greater than 1
i.e., {234..}, so neN* - {1}

Prop:

P(n):n is either a prime number or the product of prime
numbers.

1) Base Case:

Let 2 be the base case. 2 is a prime number.

2) Induction Step:

[I.H.] Let n = k = 2. Assume k can be written as the product of
primes, or that k is a prime number.

N.0.S. that n+1 is a product of prime numbers or is prime.
Case 1 - If n+1 is prime, this satisfies the claim

Case 2 - If n+1 isn’t prime, let there exist integers X,y where n> x =2 and
n>y =2 such that xy=n+1.

Since x and yare both primes or the product of primes by the I.H., xy=n+1
is a product of primes.
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& Cong thic:
Khi @ va b nguyén dudng va nguyén t6 ciing nhau, s6 Frobenius dugc tinh bang céng thic:

g(a,b)=ab—a—b

C6ng thifc nay dugc chiing minh bdi James Joseph Sylvester vao nam 1884 .  wikipedia - Die freie Enzykiopadie

B Vidu:

e Vdia=3b=5:
9(3,5)=3x5-3-5=15-3-5=7

- 567 I 56 nguyén dudng Idn nhat khéng thé biéu dién dudi dang 3z + 5y vdi z,y > 0.
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Budc 3: Chirng minh cho % +1
(Inductive Step)

Bay gi0, ta can chirng minh rang @+1 ciling
la sd |é, dua trén gid thiét rang @i la so 1é
cho 1<i<k.
Theo cdng thirc dé quy:
k41 = Qk+1)-2 1 20 (k41)-1
Tiec la:
Apy1 = a1+ 2ay
+ Theo gia thiét quy nap:
cak1lasdlé (Vi k—1<k).
o Gr las6lé (Vi k<k).
* Xét tinh chan 1é clia Qk+1:

o Gk-1 |2 s6 18, gid st ap—1 =2m +1
(véi m la s6 nguyén).

o G las6lé, giast ap=2n+1 (véi n
la s& nguyén).

o 2a;,=2(2n+1) =4n + 2, day la s6
chéan (vi chia hét cho 2).

* Tinh @k+1:

g1 = ap—1+2ar = 2m+ 1)+ (dn+2) =
ag+1=2(m+2n+1)+1

o m+2n+1 la s6 nguyén, nén k+1 céd
dang 2 - (s0 nguyén) + 1, tic la sé 1é.

Két luan

* Tlr gia thiét @ las6élécho 1 <i<k,ta
da chirng minh ar+1 ciing 1a s6 8.

+ Theo nguyén ly quy nap manh, khang dinh
ding chomoi k> 1.
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Final Ex 40%
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A

99
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10
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Dua trén vi du ban cung cép, chung ta dang
lam viéc v&i mot day so dé quy dugc dinh
nghia nhu sau:

*a) = 1

* Qg = 3

* ap = ag—2 + 2a5-1 v6i k>3
Ngudi ndi da tinh
a3:a1+2a2:1+2-3=7,védu’a ra
khéng dinh: Tat ca cac phan tir ¢ trong day
déu la sd lé. Ho dang chirng minh diéu nay

bang quy nap manh (strong induction). Hay
ti€p tuc chirng minh va hoan thién vi du.

Vi du: Chirng minh @+ luén la sé lé
Budc 1: Kiém tra co s& (Base Case)
D& dugc thuc hién trong phan ban cung cép:
cap=1,las61é6 ®.
cay=3,las61é .

Co s& quy nap dung, vi cong thirc dé quy
aj = ap—2 + 2ai_1 phu thudc vao hai phan ti
trudc dé, nén can ki€m traca a1 va az.

Budc 2: Gia thiét quy nap (Inductive
Hypothesis)

Cling da duogc néu:

Gia strrang @i lasd lé chotatca ¢ tur 1
dén k,tacla 1 <i<k.

Diéu nay cé nghia la:

. 1,02, ...,0k déu la sd |é.
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Cong thifc cd ban:
|AUB| = |A| +|B| - |ANB|
Nghia la:
SG phan tif thude it nhat mét trong hai tap A hodc B =

SG phan tif cia A + s6 phan tif cia B
trir di s6 phan tif ndm trong ca A va B (dé khéng bi dém hai [an).
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Néu cé N d vt va k hom, thi {t nhit mot hom chita [%1 dd vat
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a,=a1+(n—1)d
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1. Permutations:

« Defin

n: A permutation is an ordered arrangement of objects. An r-permutation is an
ordered selection of r elements from a set of n.
« Formula: The number of 7-permutations is:

P(n,r):(n%!r)!:nx(n_l)x...x(n_,._'_l)

o Evamnle:Earacet @ — f1 92 21 9 narmitatione inchide
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2. Combinations:

« Definition: A combination is an unordered selection of 7 elements from a set of n.
« Formula: The number of 7-combinations is:

n! _ P(n,7)

C(n,r) = A=
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Combinations

« Corollary 2: Let n and r be nonnegative
integers with » <n. Then C(n, ) = C(n, n-r).

C(n,r)= r!(n;r)
and,
Cln,n—r)= (n—r)[n.—(n—’”)]! = (n—;;)r!

and these are obviously equivalent.
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'hon vé cong thifc:
n+r—1
T

13p lai, khéng quan tam thir tu.
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Let p and g be propositions. The exclusive or of p and g, denoted by p @ g (or p XOR g), is
the proposition that is true when exactly one of p and ¢ is true and is false otherwise.
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Thereare C(n +r — 1,r) = C(n +r — 1, n — 1) r-combinations from a set with n elements
when repetition of elements is allowed.
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Order Repetitions | Type of Result Formula
Relevant Allowed
Yes Yes Arrangement | n"
n,r>0
Yes No Permutation | P(n, r) = n!/(n-r)!
0<r<n
No No Combination | C(n, r) = n!/[r!(n-r)!]

0<r<n
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Section 5.4: Binomial Coefficients
Summary
This section explores binomial coefficients and their applications:
1. Binomial Coefficients:
« Definition: The binomial coefficient () = C(n, ) = Tn—r! "epresents the number of
ways to choose r items from n.

« Symmetry: C(n,r) = C(n,n — r), as choosing r items is equivalent to choosing n. — 7
items to exclude.

2. Binomial Theorem:
« Statement: For any z, y and non-negative integer n:
L (n
(z+y)" = Z (k) " hyk
k=0

. Example The coefficient of z'2y™ in (z + y)® is (2'2) = 5,200, 300.

. I o or 19 12.
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3. Properti
= Corollary 1: The sum of binomial coefficients is:
"\ (n
e
> (3)=2
k=0

This counts all subsets of an n-element set, as each subset has k elements for some k.
« Example: For S = {a, b, c}, subsets are counted as C(3,0) + C(3,1) + C(3,2) +
C(3,3)=1+3+3+1=8=2%
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4. Pascal’s Triangle:

= A geometric arrangement of binomial coefficients where each entry is the sum of the two
above it (Pascal’s Identity):

C(n+1,k) =C(n,k—1)+ C(n,k)
« Example: C(7,5) = C(6,4) + C(6,5).
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P(B|A)P(4)

PAIB) = =

V6i P(B) = P(B|A)P(A) + P(B|-A)P(-A).
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Pr[E N F]

PE| Fl=—p
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« Luat xc sudt toan phan (Law of Total Probability):

P(A)=P(ANB)+P(AN-B)
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« Phan ph('ii Nhi thuc (Binomial Probability):
« Xac sudt c6 dung k thanh cong trong n thir nghiém Bernoulli doc 1ap:
n -
Pe) = (F)rra-pr

Trong do (:) 12t6 hgp chap k clia n.

e





