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• Đây là tài liệu tôi đã mang vào thi (môn này được mang tài liệu cả GK lẫn CK), tổng hợp
được gần như đầy đủ các kiến thức Toán rời rạc, tuy vậy vẫn còn thiếu nhiều kiến thức do
kiến thức đấy quá dễ nên tôi đã tự lược bỏ. Và vì ở các học phần sau này, bạn có thể cần
viết báo cáo bằng LaTeX, nên tôi đã convert file này sang LaTeX, bạn có thể lấy mã nguồn
LaTeX cùng với thư mục chứa PDF nếu có nhu cầu tinh chỉnh. Feel free to edit any way
you want.

• Bắt đầu in từ trang 3 là đẹp ♡. Good luck in this course!!!
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I. Logic (Logic)

Logic, hay còn gọi là lý luận học, là nền tảng của toán học và khoa học máy tính. Nó cung cấp
các quy tắc để suy luận và chứng minh một cách chính xác. Chúng ta sẽ tập trung vào hai phần
chính: mệnh đề (propositional logic) và vị từ (predicate logic).

• Mệnh đề (Proposition):

◦ Là một câu khẳng định có thể đúng (True - T) hoặc sai (False - F), nhưng không thể
vừa đúng vừa sai.

◦ Ví dụ:

■ “Hà Nội là thủ đô của Việt Nam.” (Đúng)
■ “2 + 2 = 5.” (Sai)
■ “Hôm nay trời đẹp không?” (Không phải mệnh đề - câu hỏi)
■ “Hãy ngồi xuống!” (Không phải mệnh đề - câu mệnh lệnh)

• Các toán tử logic (Logical Operators):

◦ Dùng để kết hợp các mệnh đề đơn giản thành mệnh đề phức tạp.
◦ Các toán tử cơ bản:

■ Phủ định (Negation - ¬ hoặc ~): “Không p” (¬p). Đảo ngược giá trị chân lý của
mệnh đề.

• Ví dụ: p: “Trời đang mưa.” ¬p: “Trời không mưa.”

■ Và (Conjunction - ∧): “p và q” (p ∧ q). Chỉ đúng khi cả p và q đều đúng.

• Ví dụ: p: “Trời đang mưa.” q: “Tôi có ô.” p ∧ q: “Trời đang mưa và tôi có ô.”

■ Hoặc (Disjunction - ∨): “p hoặc q” (p ∨ q). Chỉ sai khi cả p và q đều sai.

• Ví dụ: p: “Tôi sẽ đi xem phim.” q: “Tôi sẽ đi ăn tối.” p ∨ q: “Tôi sẽ đi xem phim
hoặc tôi sẽ đi ăn tối.”

■ Kéo theo (Implication - →): “Nếu p thì q” (p → q). Chỉ sai khi p đúng và q sai.
(p là điều kiện đủ, q là điều kiện cần).

• Ví dụ: p: “Trời mưa.” q: “Đường ướt.” p → q: “Nếu trời mưa thì đường ướt.”

■ Tương đương (Equivalence - ↔): “p khi và chỉ khi q” (p ↔ q). Đúng khi p và q
có cùng giá trị chân lý.

• Ví dụ: p: “Tam giác ABC là tam giác đều.” q: “Tam giác ABC có ba cạnh bằng
nhau.” p ↔ q: “Tam giác ABC là tam giác đều khi và chỉ khi tam giác ABC có
ba cạnh bằng nhau.”

3

https://github.com/Bladz1/Troy-University-Resources


Bảng chân trị (Truth Table):

• Liệt kê tất cả các trường hợp có thể xảy ra của các biến mệnh đề và giá trị chân lý của mệnh
đề phức tạp tương ứng.

• Ví dụ (Bảng chân trị cho các toán tử cơ bản):

p q ¬p p ∧ q p ∨ q p → q p ↔ q

T T F T T T T
T F F F T F F
F T T F T T F
F F T F F T T

• Logic vị từ (Predicate Logic):

◦ Mở rộng của logic mệnh đề, cho phép biểu diễn các mệnh đề liên quan đến biến và tập
hợp.

◦ Vị từ (Predicate): Một mệnh đề chứa biến, trở thành mệnh đề khi biến được gán giá
trị cụ thể.

■ Ví dụ: P(x): “x là số nguyên tố.”

• P(2): “2 là số nguyên tố.” (Đúng)
• P(4): “4 là số nguyên tố.” (Sai)

◦ Lượng từ (Quantifiers):

■ Với mọi (Universal Quantifier - ∀): “Với mọi x, P(x) đúng.”

• Ví dụ: ∀x (x ∈ Số thực, x2 ≥ 0): “Với mọi số thực x, bình phương của x luôn lớn
hơn hoặc bằng 0.”

■ Tồn tại (Existential Quantifier - ∃): “Tồn tại x sao cho P(x) đúng.”

• Ví dụ: ∃x (x ∈ Số nguyên, x2 = 9): “Tồn tại số nguyên x sao cho bình phương
của x bằng 9.” (Đúng, vì x = 3 hoặc x = -3)

• Ngụy biện logic (logical fallacies): Các lập luận sai, nhưng có vẻ đúng.
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II. Propositional Equivalences (Các tương đương mệnh đề)

• Hai mệnh đề phức tạp được gọi là tương đương logic nếu chúng có cùng giá trị chân lý trong
mọi trường hợp. Ký hiệu: ≡

• Ví dụ:

◦ ¬(p ∧ q) ≡ ¬p ∨ ¬q (Luật De Morgan)
◦ p → q ≡ ¬p ∨ q

◦ p ∨ (q ∧ r) ≡ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r) (Luật phân phối)
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• Converse (đảo) của p → q là q → p.
• Contrapositive (phản đảo) của p → q là ¬q → ¬p. Contrapositive có cùng giá trị chân lý

với conditional statement ban đầu.
• Inverse (phủ định) của p → q là ¬p → ¬q.

BUT == AND

Note that in logic the word “but” sometimes is used instead of “and” in a conjunction. For
example, the statement “The sun is shining, but it is raining” is another way of saying “The
sun is shining and it is raining.” (In natural language, there is a subtle difference in meaning
between “and” and “but”; we will not be concerned with this nuance here.)
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Only if

Negation of Quantifiers
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Với mọi thì dùng kéo theo, tồn tại thì dùng and

Precedence of Logical Operators

Rules of Inference

Premise entails sth
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Rules of Inference for Quantified Statements
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Fallacy
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Prove sth:

Các phương pháp chứng minh trong logic toán học
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Counterexample: 1 phương pháp khá hữu ích
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Chứng minh phản chứng (indirect proof):

1. Ta luôn đi từ giả sử mệnh đề đầu là sai
2. ⇒ ra 1 cái đúng
3. Ta sẽ từ mệnh đề đúng suy ra 1 cái mà phủ định đc vs cái ta đã giả sử là sai, contradiction

1) Với dạng p → q ta giả sử p → q wrong ⇒ mệnh đề này chỉ wrong khi p đúng và q sai, nghĩa
là q sai thì ∼ q chắc chắn đúng

2) Ta có mệnh đề true mới mà ta vừa establish là p true and ∼ q true, p →∼ q true.
3) Ta bắt đầu với giả sử mới là ∼ q true then ta làm thế nào đi đến 1 cái ∼ p từ đó ta kết luận

đc contradiction
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III. Sets and Set Operations (Tập hợp và các phép toán tập hợp)

• Tập hợp (Set): Một nhóm các đối tượng phân biệt (không lặp lại).

◦ Ví dụ: A = {1, 2, 3}, B = {a, b, c}

• Các phép toán:

◦ Hợp (Union - ∪): A ∪ B = {x | x ∈ A hoặc x ∈ B}
◦ Giao (Intersection - ∩): A ∩ B = {x | x ∈ A và x ∈ B}
◦ Hiệu (Difference - \): A \ B = {x | x ∈ A và x /∈ B}
◦ Phần bù (Complement - A'): A' = {x | x /∈ A} (trong một tập vũ trụ U nào đó)

Prove by set builder:
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Powerset of the empty set

Venn diagrams
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Công thức tập

Membership table: giống truth table
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IV. Functions (Hàm số)

• Hàm số (Function): Một ánh xạ từ tập hợp A (miền xác định) đến tập hợp B (miền giá
trị), sao cho mỗi phần tử trong A tương ứng với duy nhất một phần tử trong B.

◦ Ký hiệu: f : A → B

◦ Ví dụ: f(x) = x2 (với x là số thực)
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Hàm trần và sàn

V. Sequences and Summations (Dãy số và tổng)

• Dãy số (Sequence): Một hàm số từ tập hợp số tự nhiên (hoặc tập con của nó) đến một
tập hợp khác.

◦ Ví dụ: an = 2n (dãy số chẵn)

• Tổng (Summation): Tổng của các phần tử trong một dãy số.

◦ Ký hiệu: Σ (Sigma)
◦ Ví dụ:

∑n
i=1 ai = a1 + a2 + · · ·+ an
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Explicit Formula

Công thức truy hồi thuần nhất hệ số hằng
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Để tìm recurrence relation, explicit formula (solution)

Số term = order

Nghĩa là lặp 1 lần (bậc 2 thì + Bnrn)

Bậc 3 thì
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Còn các bậc khác ko xét vì ko thi

Làm xong nhớ mở ngoặc điều kiện của n

Tổng kiểu Telescoping (ống nhòm)

Big O: so sánh độ hiệu quả thuật toán
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Ký hiệu:

Phương pháp chứng minh
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Trên là bất đẳng thức tam giác, ngoài ra cũng có dạng:
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Common Complexity Functions

27

https://github.com/Bladz1/Troy-University-Resources


Phương pháp chứng minh big O khác (đi thi không được dùng)

Thuật toán Euclid tìm gcd (lcm tìm bằng công thức liên hệ sau khi có gcd)
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Thuật toán Euclid mở rộng để tìm an inverse of a modulo m

Rút ngược liên tục là tìm đc inverse thôi

Giải phương trình đồng dư:

Nhân cả 2 vế với tk inverse
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Đồng dư (mod)

Inverse of a modulo m
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Khai triển a mũ m + 1 (m lẻ)

Hàm Euler φ-function

Trong đó p là các ước số nguyên tố khác nhau của n.

Công thức này check key thôi

Chứng minh quy nạp (Induction)

Nghĩa là khi thay k + 1 vào thì ta tách 1 lúc thấy giống với những cái giả sử k

Well-Ordering

Thực chất là giải thích logic cho cái quy nạp kco ý nghĩa mấy
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Strong Induction

Là kĩ thuật c/m để dùng tất cả các bước trước đó để chứng minh bước tiếp theo

Khá khó 1 cách tổng quát nhưng cơ bản là
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Frobenius number
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Quy tắc đếm

Quy tắc cộng:

• Nếu hai việc là rời nhau chả liên quan gì nhau thì ta có thể cộng số cách làm hai việc với
nhau

Quy tắc nhân:

• Hai việc liên quan đến nhau vì hai việc là 2 công đoạn của 1 việc lớn thì ta nhân 2 việc để
ra số cách làm việc lớn, ví dụ: số cách chọn 1 học sinh giỏi trong 1 lớp, ta tìm số cách chọn
1 học sinh có GPA lớn hơn 8 nhân với số cách chọn 1 học sinh hạnh kiểm tốt trong đống
học sinh có GPA lớn hơn 8 đấy

Nguyên lý Bù trừ (Inclusion-Exclusion Principle)
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Tree diagram

Cơ bản thì đây là kiểu ta vẽ ra các nhánh trường hợp rồi đếm, ngoài việc làm lâu thì chắc chắn
k thể sai

Pigeonhole Principle

Phát biểu: Nếu bạn có nhiều bồ câu hơn số hòm để nhốt, thì ít nhất một hòm sẽ
phải chứa từ hai con bồ câu trở lên.

// không cần chứng minh

Tổng quát hơn để làm bài:

// hàm ở trên làm tròn trên ceiling đã đề cập ở đâu đó trong file này

Công thức tính số lượng số hạng của 1 csc

Suy ra từ:
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Permutations (Hoán vị)

Thứ tự quan trọng, ko lặp

Combinations (Tổ hợp)

Thứ tự ko quan trọng mọi thứ đều có ý nghĩa tương đương nhau, ko lặp
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Binomial Theorem

Sum of binomial coefficients
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Xác suất

Công thức Bayes:

Đây là công thức xác suất có điều kiện, cho biết xác suất của sự kiện A xảy ra khi biết sự kiện
B đã xảy ra. nhân quả tùm lum (causal knowledge)

Nếu A và B độc lập thì xác suất điều kiện bằng đúng A.

• Khi tìm xác suất 2 sự kiện cùng xảy ta nhân xác suất xảy ra từng cái với nhau (ko liên quan
nhau)

• Các sự kiện rời nhau thì cộng thôi
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Phân phối Nhị thức (Binomial Probability): Bernoulli đúng sai

Giá trị kì vọng: thực chất là tiền ăn đc nhân với xác suất, kiểu cược mu mà ăn đc 10k thua
mất 5k thì expected value = 10k.(xs ăn) + 5k.(xs thua)

E(x) = sum(xi · pi)

Đồ thị (graph)

Gồm tập đỉnh (vertices) V và tập cạnh (edges) E, ký hiệu: G = (V,E)

Simple Graph: không có cạnh lặp và không có vòng (loop). đơn giản nhất mỗi
đường đi qua 1 lần

41

https://github.com/Bladz1/Troy-University-Resources


Multigraph: cho phép nhiều cạnh giữa hai đỉnh.

Pseudograph: cả cạnh lặp có cả loop

Directed Graph: cạnh là các cặp có thứ tự (u, v). nghĩa là đi từ u đến v (có hướng)

Adjacent: hai đỉnh liền kề có cạnh nối chúng.
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Incident: hai cạnh liên quan đến đỉnh nào đó.

Degree of vertex: bậc của đỉnh là số cạnh kề (loop tính gấp đôi). (chả cần quan tâm loop vì
ko thi)

Complete Graph (Kn): mọi cặp đỉnh đều được nối, không tồn tại 2 đỉnh bất kì không được
nối bởi 2 cạnh, ta gọi 1 graph là Kn khi n đỉnh đều được nối complete hoàn toàn
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Cycle Graph (Cn): chu trình đơn khép kín với n ≥ 3. vì n dưới 3 không tạo thành vòng tròn
khép kín

Ngoài ra chu trình nghĩa là tất cả các đỉnh phải connected (mỗi đỉnh bậc 2)

Wheel Graph (Wn): cycle cộng thêm một đỉnh nối đến tất cả đỉnh của chu trình. (n là số
đỉnh của chu trình như dưới W3 NOT W4)

Subgraph: là một phần của đồ thị mẹ.
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C5 là subgraph của K5

Tính liên thông

Path: dãy liên tiếp các đỉnh có cạnh nối.

Length = tổng các path, ví dụ: 10 path ⇒ length = 10

Circuit: path bắt đầu và kết thúc tại cùng một đỉnh.

Simple Path: không lặp cạnh. nghĩa là ko đi lại đường cũ
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Connected Graph: mọi cặp đỉnh đều có đường đi giữa chúng.

Do chỉ học undirected graph nên:

Paths in Undirected Graphs

• A path or circuit is said to pass through the vertices v0, v1, v2, . . . , vn or traverse the edges
e1, e2, . . . , e

• Ở đây nghĩa là đồ thị vô hướng nên ta liệt kê các đỉnh theo thứ tự đi coi như là hướng

• Connected Components: nếu đồ thị không liên thông → gồm nhiều thành phần con liên
thông.

• 1 đồ thị liên thông thì tồn tại thành phần liên thông duy nhất là chính nó
• Đồ thị liên thông là đồ thị mà bất kì đỉnh nào đi đến đỉnh nào cũng có path để đến
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Ở đây ví dụ c và e là cut vertex vì xóa c,e tạo ra 2 thằng liên thông con

Còn ce là cut edge rõ ràng

QUAN TRỌNG!!!!

Euler Path

Là một đường đi trong đồ thị mà:

• Đi qua mỗi cạnh đúng một lần (không lặp cạnh).
• Có thể không cần quay lại điểm xuất phát.
• Có thể lặp đỉnh (nhưng không lặp cạnh).

Euler Circuit / Eulerian Circuit (Chu trình Euler):

Là một Euler Path có thêm điều kiện:

• Bắt đầu và kết thúc tại cùng một đỉnh (tạo thành chu trình).

Điều kiện tồn tại:

♦ Euler Circuit tồn tại khi và chỉ khi:

1. Đồ thị liên thông (bỏ qua các đỉnh bậc 0)
2. Tất cả các đỉnh đều có bậc chẵn

♦ Euler Path (nhưng không có circuit) tồn tại khi và chỉ khi:

1. Đồ thị liên thông (bỏ qua các đỉnh bậc 0)
2. Có đúng 2 đỉnh bậc lẻ, các đỉnh còn lại bậc chẵn
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Nếu bài yêu cầu tìm Euler Circuit:

↪→ Chọn bất kỳ đỉnh nào (có bậc khác 0) làm điểm bắt đầu.

Vì:

• Tất cả các đỉnh đều có bậc chẵn.
• Đường đi sẽ quay lại đúng chỗ xuất phát, nên bắt đầu đâu cũng được.

Nếu bài yêu cầu tìm Euler Path (không phải circuit):

↪→ Bắt đầu từ một trong hai đỉnh có bậc lẻ

Vì:

• Euler Path tồn tại khi có đúng 2 đỉnh bậc lẻ.
• Đường đi phải bắt đầu ở một đỉnh lẻ và kết thúc ở đỉnh lẻ còn lại.

Hamilton Path:

Là một đường đi qua mỗi đỉnh đúng 1 lần, không yêu cầu quay lại đỉnh ban đầu. ! Có thể
không đi qua tất cả cạnh, chỉ quan tâm đến đỉnh.

♦ Hamilton Circuit (còn gọi là Hamilton Cycle):

Là một Hamilton Path khép kín — bắt đầu và kết thúc tại cùng một đỉnh.

Điều kiện có circuit, có circuit là có path

Cách tìm đường đi Hamilton
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I. Kiểm tra nhanh khả năng tồn tại

Bước 1: Kiểm tra số đỉnh bậc thấp

• Nếu có đỉnh bậc 0 → × Không thể có Hamilton path/circuit.
• Nếu có nhiều đỉnh bậc nhỏ hơn 2 → rất nghi ngờ.

Bước 2: Dùng định lý đủ nếu có thể

• Nếu mọi đỉnh có bậc ≥ n
2 → ✓ Dirac → Có circuit.

Sau khi biết có tồn tại: Nếu có đỉnh bậc thấp (1, 2) thì ưu tiên chọn làm điểm bắt đầu.
rồi dò

Không có chu trình nhỏ hơn chứa trong chu trình Hamilton

Một chu trình nhỏ hơn (subcycle) nghĩa là: bạn tạo một vòng khép kín trước khi đi hết
tất cả các đỉnh.

Đỉnh cô lập (isolated vertex): là đỉnh không có cạnh nối với bất kỳ đỉnh nào khác (bậc =
0). Đỉnh treo (pendant vertex): là đỉnh chỉ nối với đúng một đỉnh khác (bậc = 1).

Định lý Bắt tay (Handshaking Theorem), trong 1 đồ thị vô hướng thì luôn có điều
này (dùng để check xem có tồn tại đồ thị không?):

Tổng degree của tất cả các đỉnh = 2 * (tổng số cạnh)

Bổ sung định lý để xác định chu trình Hamiltonian, lưu ý là 2 định lý này chỉ là điều kiện
đủ, nghĩa là thỏa mãn thì đương nhiên có chu trình nhưng không thỏa mãn thì chưa
chắc là không có chu trình, cách tốt nhất là tự nhìn 1 cái path hợp lí
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Ore's Theorem

Nghĩa là giả sử có ma trận kề A rồi ta bỏ vào máy tính nhân r lần lên thì sẽ tính ra ma trận
với elements vị trí ij và giá trị tại ô đó là:

Cái trên để làm bài Find the number of paths of length n between two different vertices
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