CASABLANCA SETTAT
CASABLANCA

Colle n® 3 :
Nombres réels MPSI3

Ecole royale navale

Sujet: 1

Trouver la borne supérieure et la borne inférieure des
ensembles A et Ay définis par

A= {2(—1)’“rl + (-1 (2 + z> ‘ne N*} ,

n—1 2nm
Ay =4 —— —_— R
5 {nJrlCOS 3 neN}

tels que cos(n) €la — €, qal.

3. Montrer que I'ensemble d (cos(n));n € N est dense

Sujet: 2

1. Déterminer la borne supérieure et la borne
1nfer1§ure de I'ensemble des nombres de la forme
1
("+ ) oun € N*.

2. Déterminer la borne supérieure et la borne

inférieure de ’ensemble des nombres de la forme

(n+m)2 \ %
Sam—> ou n,m € N*.

dans [—1,1]?
Sujet: 7
Prouver le résultat suivant par récurrence :  si
ai,as,...,a, sont des réels strictement positifs tels que

aias---an =1,alorsa; +as + ...+ a, > n.

Sujet: 8

Sujet: 3

Déterminer la borne supérieure et la borne inférieure des
ensembles suivants :

1. A:{%:m,nEN*,m<2n},
2. B={y/n—[y/n]:ne N}

Sujet: 4

On note respectivement A,,G, et H, les moyennes
arithmétique, géométrique et harmonique des n nom-

bres réels strictement positifs a1, as, ..., ay, soit
ay+as+...+an
A, =
n
Gp= Va1 Xay X ...%Xa,
n

n

I I I
ail + a +-..+ Z
1. Démontrer que A, > G, > H,.

2. En déduire (4, > Gy), 'inégalité de Bernoulli
(14+2)" 21+ nzpourz >0

Trouver
1. sup{xeR:x2+x+1>0},

2. inf{z:x+x*1:m>0},

3, inf{z:2x+2% :x>0}.

|| Sujet: 5 ||
Déterminer la borne supérieure et la borne inférieure des
ensembles suivants :

LA={2+4+2 .y neN},

n m

[\
uy)

e
3

:meZ,neN*},

@
Q
Il

m :m,nEN*},

ot
&=
I

{
4. D:{ e :mGZ,nGN*},
{

mn . *
s cmyn €N }

3 .
|| Sujet: 9 ||

Vérifier, pour n € N*, les propositions suivantes :
1 1 1 1 2
Loatemtamt - tam>5

2. > 1,

1
n+1 + n+2 + n+3 +.o..t+ 3n+1
1

2
3n+1+3n+2+"'+57+5n+1

<3,

4n(¥n+1 - 1) < 1+ %4+ .+
(1= gk +5k) 0> 1,

3.7<

S=

Sujet: 10

Sujet: 6

Pour cet exercice, on rappelle que Z + 277 est dense
dans R. On fixe a €] —1,1] et € > 0 tel que a —e > —1.

1. Démontrer qu’il existe au moins un entier n > 0
tel que cos(n) €la — ¢, al.

2. En déduire qu’il existe une infinité d’entiers n > 0

1. Montrer que, pour tout x > 0 et n € N*, on a

" 1
< .
l4+z+z24+23+...+22 " 2n+1

2. Soit {a,} une suite arithmétique & termes stricte-
ment positifs. Prouver que

a1 + an

Vaian < Yaraz-an < —

3. yn< V<L nen
4. Soit ay(k=1,2,...

tifs tels que Z ar < 1. Montrer que Z n?
k=1

,n) des réels strictement posi-
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Sujet: 11

1. Soit ax > 0,k = 1,2,...,n et n > 1, on pose
n

s = E ap. Vérifier les propositions suivantes :

2. On suppose que a > 0.

(a) On suppose que o ¢ H. Démontrer qu’il
existe deux éléments x et y de H tels que
a <z <y < 2a. En déduire une contradic-
tion.

(b) Démontrer que H = oZ.

3. On suppose que o = 0. Démontrer que H est
dense dans R.

k=1
T L e L L
pt S — ag n 1 Qg
- s n? - ag
> DY )y ten41
s ak n—1 k:15+a’“
2. Prouver que si ap > 0k = 1,2,...,n) et
ajas -+ ay, = 1, alors
I4+a1)Q+a2) --(1+ay) =2™
3. Démontrer I'inégalité de Cauchy suivante :
n 2 n n
(Do) <33
k=1 k=1 k=1
|| Sujet: 12 ||
Soit € R\Z. On définit la suite {x,} en posant
1 1
r=[z]+—, x1=[r1]+—, . Tpn-1 = [Tn_1]+—.
T Z2 Tn
On a alors
1
r = x|+
[ ] [:I;l] + [ 1 .

'.+—117
[xn,1]+f

Tn

Prouver que z est rationnel si et seulement s’il existe
n € N* tel que x,, soit un entier.

Sujet: 13

Prouver que si les ap > —1(k =1,...,n) sont de méme
signe, on a alors

(I+a)(I+ag) --(14ay)=14a1+as+...+ an.

[ Sujet: 14 l

L " 1

Etablir les inégalités suivantes :

3

1
n 2 n
>l < (Yt ) < vl
k=1 k=1

k=1

Sujet: 15

Soit H un sous-groupe de (R, +) non réduit a {0}. On
cherche a prouver que, soit H est dense dans R, soit
il existe a > 0 tel que H = aZ. Pour cela, on pose
G = HNJ0, +o0].

1. Montrer que G admet une borne inférieure o dans
R;.
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