CASABLANCA SETTAT

Colle n® 4 :

Ecole royale navale

CASABLANCA Suites réelles MPSI3
Sujet: 1
vergente.
Pour cet exercice, on rappelle que Z + 277 est dense
dans R. On fixe a €] —1,1] et € > 0 tel que a —e > —1. Mo 1
| Sujet: 6 |

1. Démontrer qu’il existe au moins un entier n > 0
tel que cos(n) €la — ¢, al.

2. En déduire qu’il existe une infinité d’entiers n > 0
tels que cos(n) €la — ¢, al.

3. Montrer que lensemble (cos(n));n € N est dense

dans [—1,1]?
Sujet: 2
Soit € R\Z. On définit la suite {z,} en posant x =
[] + -,
1
I = [1’1] + ey pn_1 = [l'n,l] + —.
T2 Tn
On a alors
1
xr = x|+
[ ] [1:1] + L T .

SO N
[zn—l]Jra%,L

Prouver que x est rationnel si et seulement s’il existe
n € N* tel que x,, soit un entier.

Soit (25),,cn une suite numérique.

1. On suppose que les sous-suites

(2n)neNs (T2n+1)nen et (I3n)neN

sont convergentes. Montrer que (z,,), .y est con-
vergente.

2. On suppose que les sous-suites

(Uﬂzn)neN ) (x2ﬂ+1)neN et (xn2>neN

sont convergentes. Montrer que (z,),y est con-
vergente.

Sujet: 3

Prouver que si les ap > —1(k =1,...,n) sont de méme
signe, on a alors

(I4+a1)(A+a2) - (14ay)214a1+as+...+ap.

Sujet: 4

Soit H un sous-groupe de (R, +) non réduit a {0}. On
cherche a prouver que, soit H est dense dans R, soit il
existe a > 0 tel que H = aZ. Pour cela, on pose

G = HNJ0, +o0].
1. Montrer que G admet une borne inférieure o dans
R..
2. On suppose que a > 0.

(a) On suppose que a ¢ H. Démontrer qu'’il
existe deux éléments x et y de H tels que
a <z <y < 2a. En déduire une contradic-
tion.

(b) Démontrer que H = aZ.

3. On suppose que o = 0. Démontrer que H est
dense dans R.

Sujet: 7

On considere les suitcs réelles (uy,),,~, et (H,),,~, définie
par :

et u,=H,—In(n+1)

El i

Yn>1,H, = Zn:
k=1

1. Montrer que, pour tout entier
n>1,nn+1)<H,<l+Inn
2. Montrer que la suite (Hy),,~, est strictement crois-
sante et qu’elle tend vers +oo.
3. Montrer que la suite (u,),~, est croissante.

4. Montrer que la suite (u,,),~, converge vers un réel
noté ~y et que v > 0. a

5. Montrer qu'il existe une suite réelle (vy,),,~, de lim-
ite nulle telle que B

Vn>1,H,=Inn+v+ v,

Sujet: 5

Soit (xy), ¢y une suite réelle croissante possédant une
sous suite convergente. Montrer que (), y est con-

3 3
|| Sujet: 8 ||

Soit (un), ¢y une suite décroissante de limite nulle. On
note (), oy la suite de ses sommes partielles :

n

vn eN,s, = Z(—l)kuk
k=0

1. Montrer que les suites (s52,),,cy €t (S2n+1),cn 50Nt
adjacentes.

2. En déduire que la suite (s,,),, oy converge et que si
s désigne sa limite, alors pour tout

n €N [s, — 8| < Upt1.
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Sujet: 9 Sujet: 13

Etudier la suite (tn),,cn de réels > 0 telle que pour tout Etudier la suite (uy,) définie par

_ 1
M. up >0 et VneN, wu,4 =

2 2 — Uy

ne N7un+1 <

[ Sujet: 10 l

| | Sujet: 14
Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. On défini Soit (u,,) une suite définie par
deux suites (an),,cy €t (bn),cn PAT
ag = a,by =b et up > 0,u1 >0,A >0, VnEN, Upio=A/Upiiln.
a + b .. s . .
Vn N, app1 = —2 5 " byt = m Expliciter le n-iéme terme u,, de la suite en fonction de
n.

1. Montrer que ces deux suites sont adjacentes.
[ Sujet: 15 l
2. Calculer leur limite commune en fonction de b et L |

¢ sachant que ¢ €]0,7/2[ et cosp = a/b. Etudier la nature des suites suivantes, et déterminer leur

limite éventuelle :

. In(n!
Sujet: 11 1w, = n(:)
Soient (un),cy €t (Vn),cy deux suites d’éléments du 92w, = ngj en fonction de z,a € R
disque D (%, %) du plan complexe telles que la suite
Up¥ converge vers 1 . 1 &
1. Montrer que pour tout (L
< Jun| </ : Moo ]
n € N, |upv,| < |un| < /Re(uy) Sujet: 16
2. En déduire que ces deux suites sont convergentes ) \/
et préciser leur limite. Soit up = \[n+\/n—1+ V- + VL
Ee— 1. Ecrire une formule de récurrence liée Up—1 € Up.
ujet:
Soient o et B deux récls positifs tels que a + 3 # 0; 2. Montrer que la suite (L\/%) est bornée.

on note (uy), oy la suite réelle définie par la donnée de

uo = o, uy = J et la relation 3. Déterminer sa limite.

Unt2 = y/Un+1 + /Un,n €N Sujet: 17
1. Vérifier que, pour tout n € N\{0,1},u, > 0. Etudier la convergence d’une suite u vérifiant ug > 0 et,
pour tout n,
. . . 1
2. Quelles sont les limites éventuelles de la suite 0< s <2 —.
(un)nEN ? Un,

3. Montrer que la suite (u, ),y ne converge pas vers
0.

4. Montrer qu'’il existe N € N tel que uy > 1 et que,
pour tout n > N, u,, > 1.

5. On pose a = PT?/E et z, = |\/un — 2|, n € N.
Montrer que, pour tout

1
n = N,Zn+2 < g (Zn+1 +Zn)

puis, en étudiant la suite (), .y définie par

Ty = Znt1 — @2, €N

, montrer que la suite (uy,), oy tend vers 4 .
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