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Chapter 1

Eléments de logique, vocabulaire ensembliste
et applications

1 Eléments de logique

1.1 Quantificateurs

Définition 1. On appelle proposition (ou assertion) toute phrase P_dont on peut dire si elle est vraie
(V) ou fausse (F).

Exemples 1. o "2 est pair" est une proposition vraie
o "3 est pair" est une proposition fausse

Notation 1. Lorsqu’une proposition dépend d’une variable x appartenant a un ensemble E, on pourra
la noter P(x). L’ensemble E sera suivant les cas N,Z,Q,R ou C, ou d’un sous-ensemble de l'un de
ces ensembles.

Exemples 2. e Si on pose P(x).: x> 1, alors P(2) est vraie, P(—1) est fausse.

o On rappelle qu’un nombre premier-est un entier naturel p > 2 qui n’est divisible que par 1 et par
lui-meéme.
Si on pose P(n) : "'n est un nombre premier”, alors P(7) est vraie, P(8) est fausse.

Quantificateur universel V

Le symbole V placé devant une variable x signifie "quel que soit 2". Ainsi la proposition "Vz € E, P(z)"
se lit "quelque soit x appartenant a I’ensemble E, P(x) est vraie".

Quantificateur existentiel 3J

Le symbole 3 placé devant une variable x signifie "il existe (au moins) un z". La proposition "Jz €
E,P(x)" se lit donc "il existe un élément = de E tel que P(z) est vraie".

Le symbole 3! placé devant une variable x signifie "il existe un unique z". La proposition "Jlz €
E,P(x)" se lit donc "il existe un unique élément x de F tel que P(x) est vraie".

Remarque 1. L’ordre des quantificateurs est important. On peut le constater en comparant par
exemple les propositions 'NVx € R,3y € RY, 22 =y " et "Jy €c R*, Vo c R, 22 =y ".
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Exercice 1

Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
1. VteR Yy eRx+y?=1; 3. Ve e R,y e Rz + 9% =1;

2. dJreR,Vy e Rz +9% =1, 4. dx e R, Iy e Rz + 9% = 1;

1.2 Connecteurs logiques

Définition 2. La proposition contraire de P, notée (non P), et appelée négation de P, est la propo-
sition qui est vraie lorsque P est fausse et qui est fausse lorsque P est vraie.

Exemple 1. Les deux propositions suivantes sont contraires 'une de l’autre :
o Quel que soit x,P(x) est vraie, ou Yz, P(z) est vraie.
o [l existe un x tel que P(x) est faux, ou Iz, P(x) est faux.
On peut généraliser et on retiendra qu’on procéde comme suit pour nier une proposition:

Proposition 1. (Négation d’une proposition) Pour nier une proposition, on permute les quantificateurs
V et 3, puis on nie la conclusion.

Exemples 3. Négation des propositions suivantes:

e "Iz eR, 2>+ 2 —2=0" devient Vx € R,2*> + 2.— 20"

e Wz eR,Jy e R", 2% =y" devient "3z &R, Vy € RT, 22 # y"

e "IM € R* Vx €R, f(x) < M" devient VM € Rt 3z € R, f(z) > M"
Définition 3. Soient P et Q deux propositions.

e La proposition (P et Q), appelée eonjonction de P et Q, est vraie lorsque les deuz propositions
P et Q sont vraies, fausse dans le eas contraire.

e La proposition (P ou Q), appelée disjonction de P et Q, est vraie lorsque ['une au moins des
deux propositions P ou Q est vraie, fausse dans le cas contraire.

Remarque 2. On prendra garde au fait que le "ou" logique est un "ou" inclusif, contrairement au
"ou" du langage courant qui lui est exclusif (par exemple dans "Fromage ou Dessert”).

Définition 4. Etant données deux propositions logiques P et Q, on dit que P implique Q et on note
P = Q lorsque, si P est vraie, alors Q est vraie.

Vocabulaire. Lorsque P = Q, on dit que P est une condition suffisante de Q et que Q est une
condition nécessaire de P. Pour que Q soit vraie, il suffit que P soit vraie. Pour que P soit vraie,
il faut que Q soit vraie.

Exemple 2. On rappelle qu’un entier p divise n, et on note p | n, s’il existe un entier relatif k tel que
n =k X p. Est-ce que 6 | n est une condition nécessaire a ce que n soit pair? Est-ce que 6 | n est une
condition suffisante a ce que n soit pair?

Exemple 3. 1. Trouver des conditions nécessaires (pas forcément suffisantes) a chacune des propo-
sittons suivantes :

(a) Avoir son bac.
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(b) Le point A appartient au segment [BC].
(c) Le quadrilatére ABC'D est un rectangle.

2. Trouver des conditions suffisantes (pas forcément nécessaires) a chacune des propositions suiv-
antes :

(a) Avoir son bac.
(b) Le point A appartient au segment [BC].
(c) Le quadrilatere ABC'D est un rectangle.

Exemple 4. Soit la proposition P : "Le quadrilatére ABC'D est un rectangle” et les propositions
1. Q1 : "Les diagonales de ABC'D ont méme longueur”
2. Qg : "ABCD est un carré”
3. Q3 : "ABCD est un parallélogramme ayant un angle droit”
4. Q4 : "Les diagonales de ABCD sont médiatrices l'une de l’autre”
5. Qs : "Les diagonales de ABCD ont méme milieu".

Dire si chacune des propositions Q1, Q2, Qs, Q4, Q5 est pour P une condition nécessaire non suffisante,
une condition suffisante non nécessaire, une condition nécessaire et suffisante, ou ni 'un ni ['autre.

Définition 5. Soient P et Q deux propositions.
e L’implication (non Q) = (non P) est appelée la contraposition ou la contraposé de P = Q.
o Limplication Q@ = P est appelée U'tmplication réciproque de P = Q.

Exemple 5. La contraposée de la propesition "la nuit, tous les chats sont gris” est
"Si au moins un chat n’est pas gris, alors il fait jour”.
Sa réciproque est "Si tous les chats sont gris, alors il fait nuit”.

Définition 6. Soient P et Q deux propositions. On dit que P est équivalente o Q (ou que P et Q
sont équivalentes), et on note P < Q lorsqu’on a, a la fois, P = Q et Q = P.

Vocabulaire. Lorsque P et Q sont équivalentes, on dit que P est vraie si et seulement si O est
vraie. On dit aussi que P est une condition nécessaire et suffisante de Q. Ou encore que pour que Q
soit vraie, il faut et il suffit que P soit vraie.

Table de vérité des connecteurs logiques

PlO|nnP |PetQ|PouQ |P=Q|P&Q
VIV F Vv A% A% Vv
VI|F F F A% F F
F|V Vv F Vv Vv F
F|F Vv F F Vv AV

Remarque 3. Deux propositions P et Q sont équivalentes si elles ont les mémes tables de vérité.

Théoréme 1. Soient P et Q deux propositions. L’ implication P = Q et sa contraposée sont équiva-

lentes. Autrement dit :
(P = Q) < (non Q= non P)
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Preuve 1. On écrit la table de vérité de la proposition (non Q = non P).

’73\QHnonQ\nonP\nonQ:nonP‘

SIESIRSIES
| <| = <
<= <~
<|<<| ==
<| <=l <

On retrouve la méme table de vérité que la proposition P = Q. La proposition (P = Q) et la
proposition (non Q@ = nonP) sont donc équivalentes.

Proposition 2. Soient P et Q deux propositions. Alors :
e non(P et Q) < ( non P) ou ( non Q),
e non(P ou Q) < ( non P) et ( non Q),
e non(P = Q)& P et ( non Q).

Preuve 2. On écrit les tables de vérités des différentes propositions et on vérifie qu’elles sont bien
tdentiques.

Exemple 6. En utilisant le dernier point de la proposition.précédente, on obtient que la négation de
"la nuit, tous les chats sont gris" est "la nuit, il existe-au moins un-chat qui n’est pas gris”.

Exercice 2

Soit I un intervalle de R, et f une fonction définie sur I a valeurs dans R. Traduire mathéma-
tiquement les énoncés suivants puis écrire leur négation :

1. la fonction f s’annule; 7. la fonction f ne prend jamais deux fois la
méme valeur;

2. la fonction f est croissante;
8. la fonction f présente un minimum,;

3. la fonction f est décroissante; 9. la fonction f prend des valeurs arbitraire-

4. la fonction f n’est pas monotone; ment grandes;

10. la fonction f ne peut s’annuler qu’une
5. la fonction f est la fonction nulle; seule fois;

6. la fonction f n’est pas constante; 11. la fonction f est paire.

1.3 Exemples de raisonnement

Trois types de raisonnement peuvent étre mis en ceuvre pour démontrer une implication P = Q :

e Raisonnement direct: P = O
On montre que si la proposition P est vraie alors la proposition Q est vraie.

e Raisonnement par contraposition: (non Q) = (non P)
Si la proposition (non Q) implique la proposition (non P), alors P implique Q.

e Raisonnement par I’absurde: P et (non Q) conduisent a une contradiction.
Si les propositions P et (non Q) conduisent & une contradiction, alors P implique Q.
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Exercice 3
1. Montrer par un raisonnement direct que, si n est un entier pair, alors n? est pair.

2. Montrer par un raisonnement par contraposition que, si n? est pair, alors n est pair.

3. Montrer par I'absurde que v/2 ¢ Q.

e Pour démontrer une équivalence, il est trés souvent commode de procéder en deux étapes en
démontrant successivement que P = Q et que Q = P.

Exemple 7. On a vu a 'exemple précédent que:
1. Sin est un entier pair, alors n® est pair.
2. Sin? est pair, alors n est pair.

Donc n est pair si et seulement si n? est pair.

e Pour démontrer qu'une propriété (Vz,P(z)) est vraie, on peut raisonner par disjonction des
cas en étudiant les différentes situations selon les valeurs de z.

Exemple 8. 1. Inégalité triangulaire : Si x ety sont deug réels, alors |x +y| < |z| + |y|.

2. Résoudre dans R ’équation suivante: |2x + 1| = |z —= 3|

e Pour déterminer les solutions d’'un problémes.il peut étre intéressant de procéder par Analyse -
Synthése.

Le raisonnement se fait en deux temps :
e Analyse : On suppose que le probléme est résolu et on en déduit des conditions nécessaires.
e Synthése : On montre que ces conditions obtenues sont suffisantes, et on résout le probléme.

En pratique, on démontre que, si z est_solution d’un probléme, il ne peut prendre que certaines
valeurs (Analyse). On vérifie ensuite si ces valeurs sont effectivement solutions (Synthése).

Exemple 9. Déterminer les solutions réelles de l’équation \/x + 6 = x.

Analyse: Supposons que x est solution de cette équation. Alors x> = x+6, et donc v =3 ou x = —2.
Nous avons ainst montré que si x est solution de /x + 6 = x, alors nécessairement x = 3 ou x = —2.

Syntheése : On teste a présent les valeurs obtenues : -2 ne convient pas puisque v/—2 + 6 # —2, mais
3 conwvient car on a bien /3 4+ 6 = 3.

Nous avons ainsi montré que l’équation /x + 6 = x admet une unique solution r = 3. Autrement dit,
une condition nécessaire et suffisante pour que x soit solution de \/x + 6 = x est que x = 3.

Exemple 10. Montrer que toute fonction de R dans R est la somme d’une fonction paire et d’une
fonction impaire.

Soit f une fonction de R dans R.

Analyse : Supposons le probleme résolu, c’est a dire qu’il existe deux fonctions g et h de R dans R,
avec g paire et h impaire telles que f =g+ h :

Vo eR, f(z) = g(x) + h(z)
Comme g est paire et h est impaire, on a :

Ve € R, f(—x) = g(z) — h(z)
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On obtient donc g(z) = w et h(z) = f(ﬂf)—Qf(—w).

Ainsi, sl existe deux fonctions solutions du probléme, alors ce sont nécessairement les fonctions g et
h ci-dessus.
Synthése: Nous allons vérifier que g et h sont bien solutions du probleme.

e La fonction g est paire.
e La fonction h est impaire.
e On a bien f =g+ h.

Par conséquent, nous avons démontré par Analyse-Synthese qu’il existe un unique couple (g, h) avec
g paire et h impaire tel que f = g+ h.

Exercice 4

Soit = et y deux réels. Montrer que min(zx,y) = Hy_Tk”’_y' et max(x,y) = %‘x_y'
Exercice 5
Résoudre dans R les équations ou inéquations suivantes.
1. |2z — 5] = |2* — 4]; 3. V] =3 =z —1;
2. V0|r =3 <z-1; 4. Jr—1>x2 1.

Exercice 6

Soit z un réel tel que pour tout € > 0, |z| < e. Montrer que x = 0.

Exercice 7

4 In(2 o
Démontrer que % est un nombre irrationnel.

Exercice 8

Déterminer toutes les applications f de N vers R telles que

Vm,n €N, f(m+n)= f(m)+ f(n)

Exercice 9

Déterminer toutes les applications f : R — R telles que

Voe,y €R, f(x)f(y) = flzy) +x+y

1.4 Principe de récurrence
La récurrence simple

Définition 7. Le principe de la récurrence simple permet de montrer qu’une assertion P(n), dépen-
dante de n est vraie pour tout n entier naturel. La démonstration se déroule en 3 étapes:

e Initialisation: On prouve que P(0) (ou P(ng) si la propriété ne commence qu’au rang ng) est
vrase.
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e Hérédité: On suppose n positif donné avec P(n) vraie et on démontre que l’assertion P(n + 1)
est vraze.

e Conclusion: On rappelle que par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n entier
naturel.

Exemple 11. Pourn > 1, notons S, = 1+2+---+n la somme des n premiers entiers. Pourn > 1,

on note P, la propriété : S, = w "
o Initialisation: On a S; =1 = w; donc Py est vraie.
e Hérédité: Soit n > 1 tel que P, est vraie, c’est-a-dire tel que S, = —n(n2—|— 1)_ Alors, on a :
Spi1 = @Hnﬂ) = (n+1)(g+1) _ (n+1)2(n+2)

La propriété P, est donc vraie.
e Conclusion: la propriété P, est vraie pour tout n > 1.

Exercice 10

1. Montrer que 34" — 1 pour tout n entier naturel,
2. Soit n un entier naturel, montrer que si 3|4" + 1 alors 3|4""! + 1;
3. Montrer que Vn € N, 3 ne divise pas 4" + 1;

4. Conclure.

La récurrence double

Définition 8. Le principe de la récurrence double permet de montrer qu’une assertion P(n), dépen-
dante de n est vraie pour tout n entier naturel. La démonstration se déroule en 3 étapes:

e Initialisation: On prouve que P(0) et P(1) (ou P(ng) et P(ng+1) si la propriété ne commence
qu’au rang ng) sont vraies.

e Hérédité: On suppose n positif donné avec P(n) et P(n+1) vraies et on démontre que l’assertion
P(n+2) est vraie.

e Conclusion: On rappelle que par le principe de la récurrence double, P(n) est vraie pour tout
n entier naturel.

Exercice 11

On considére la suite (u,) définie par :

Ug = U] = 1
Vn € N; U0 = dupig — 6uy,

Montrer que: Vn € N; u, = 2" — 3"
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La récurrence forte

Définition 9. Le principe de la récurrence forte permet de montrer qu’une assertion P(n), dépen-
dante de n est vraie pour tout n entier naturel. La démonstration se déroule en 3 étapes:

e Initialisation: On prouve que P(0) (ou P(ng) si la propriété ne commence qu’au rang ng) est
vraie.

e Hérédité: On suppose n positif donné avec P(0),P(1),--- P(n) sont vraies et on démontre que
Uassertion P(n+ 1) est vraie.

e Conclusion: On rappelle que par le principe de la récurrence forte, P(n) est vraie pour tout n
entier naturel.

Exercice 12

On considére la suite (u,,) définie par :

UOzl
Vn € N; Uiy =ug+ -+ up

Montrer que: Vn € N*; u, = 2"}

2 Notions d’ensemble

2.1 Théorie naive et axiomatiqued’un ensemble

Définition 10. Soient E un ensemble et x un objet.
L’énoncé x € E signifie que "x appartient'\a E", "x est un élément de E'", "E contient x" ou encore
"r dans E". On écrira x ¢ E pour signifier que E ne contient pas l'objet x.

Remarque 4. Un ensemble est la donnée.d’objets sans ordre. Par exemple, les ensembles de lettres
{a,b} et {b,a} sont les mémes. Il faut également noter qu’un ensemble ne compte aucun doublon.

Ainsi {a,b,a} = {a,b}.
Définition 11. e On note () et on appelle ensemble vide ’ensemble qui ne contient aucun élément.
e On appelle singleton tout ensemble contenant qu’un seul élément.
o On appelle paire tout ensemble contenant deux éléments exactement.
Exemple 12. 1. L’ensemble {a,a} est un singleton.
2. L’ensemble des solutions réelles de x> = 1 est une paire.
3. L’ensemble des solutions réelles de x? = —1 est vide.
Définition 12. On peut définir un ensemble E de deur maniéres :
1. en extension : en énumérant entre accolades les éléments;

2. en compréhension: FE est le sous-ensemble formé des éléments x d’un ensemble connu X
vérifiant une certain propriété notée P(x). On note alors E = {x € X : P(x)}, E = {z €
X, P(x)} ou E ={x € X | P(x)} et l'on dit que "E est l’ensemble des x dans X tels que
P(z)" ou encore "vérifiant P(x)".
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Exemple 13. On peut définir en extension ou en compréhension l’ensemble Uz des racines cubiques
de ['unité
Us={z€C|2" =1} = {155}

2im

avec j = €3 .

Exercice 13
1. Ecrire en extension et en compréhension ’ensemble des entiers naturels divisibles par 4.

2. Ecrire en extension et en compréhension ’ensemble des racines n-iémes de 'unité.

Définition 13. Soient E et F' deux ensembles. On écrira F C E et l'on dira que "F est un sous-
ensemble de E'", "F est une partie de E", ou encore que "F est inclus dans E" pour signifier que
tous les éléments de F sont contenus dans E. La propriété F C E est donc synonyme de Vx,(z €
F)= (z € FE).

Exemple 14. On a N C Q C R.

Remarque 5. e )CFE e /=F < ECFetFCE
e HCFE

Exemple 15. Prouver les égalités suivantes :

o {z€C, 22=73)={1,4,%) [ e {neNW3In2} =3N

Exercice 14

Soit a < b deux réels. Prouver par double inclusion que

la,b] = {(1 — Na+ b, X € [0, 1]}

3 Opérations sur les ensembles

3.1 Produit cartésien d’ensembles

Définition 14. Soient E et Ey deux ensembles. Le produit cartésien de Ey par Ey est par définition
lensemble Ey x Ey des couples (x1, ) tels que 1 € Ey et x9 € By, i€ :

Ey x By = {(x1,22), x1 € Ey et xo € Ey}
On adoptera la convention Ey x Ey = 0 lorsque l'un des deux ensembles By ou Esy est vide.
Exemple 16. Soient Ey = {1,2,3} et Ey = {a,b} alors le produit cartésien de E; et Ey est donné par
Es
b (1.0) (240) (3,0)

d (1.(1) (Zba) (3,2)

Il Il Il
T T T

1 2 3 &
L’ensemble E; X Ey
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Exercice 15

Soit D = {(x;y) € R x R/z* + y* < 1}. D est-il un produit cartésien de deux parties de R?

Définition 15. Soient Ei, Es, ..., E, n ensembles. Le produit cartésien HEk est par définition
k=1
lensemble des n-uplets (x1,xs,...,x,) tels que Vk € {1,... ,n} xx € Ey, i.e:

HEk:{(xl,xg,...,xn), Vk e {l,....,n} z € Ey}
k=1

On adoptera la convention H E, =0 lorsqu’il existe 1 <1 < n tel que E; = ().
k=1

Exercice 16

Soient A et B deux ensembles non vides A’ C A et B’ C B. Que pensez de 'inclusion A’ x B" C
A x B?

3.2 Reéunion et intersection

Définition 16. Soient A et B deux ensembles.

e On appelle réunion de A et B l’ensemble noté AU By-l’ensemble dont les éléments sont ceux de
AetBie:
AUB={z, r € Aouwz € B}

e On appelle intersection de A et 'B. et on mote AN B, l'ensemble dont les éléments sont les
éléments communs de A et B i.e :

AnB =4z, v € Aetx e B}

Exemple 17. e 2NN(2N+1)=10
¢ 2NU@N+1) =N

Exercice 17
Soient A et B deux ensembles tels que AN B = AU B. Montrer que A = B.

Proposition 3. Soient A, B, C' et D quatre ensembles. On a alors

1. AcCetBCcC=AUuBCC 6. AN(BNC)=(AnB)NnC
2. ACB=BnNnCCANC 7. AU(BUC) = (AUB)UC
3. ACB=AuCcCcBUC
4. ACBetCCD=AUCCBUD 8. AN(BUC) =(ANB)U(ANC)

5 ACBetCCD=ANCCBND 9. AU(BNC)=(AuB)N(AUCQC)

Preuve 3. Preuve par double inclusion ou tables de vérité.

Définition 17. Deux ensembles A et B sont dits disjoints lorsque AN B = (.
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Exercice 18
1. Déterminer intersection des ensembles A = {4, (k,n) € Zx N} et B =Z.

2. Les ensembles A = {r+«, (r,a) € Q x (R\Q)} et B = Q sont-ils disjoints?

3.3 Différence de deux ensembles et complémentaires

Définition 18. Soient A et B deux ensembles. On appelle différence de A et B et on note A\B
l’ensemble des éléments de A qui n’appartiennent pas a B, i.e :

A\B={z, v € Aetx ¢ B}

Définition 19. Soient A C E. On appelle complémentaire de A dans E [’ensemble E\ A et on note

A ou encore, s7il 'y a pas d’ambiguité sur l'ensemble E considéré, A°.

Proposition 4 (Loi de Morgan). Soient E un ensemble, A et B deux parties de E. On a alors
e (ANB)*=A°UB"
e (AUB) = AN B°

Preuve 4. Preuve par double inclusion.

Exercice 19

Soient A et B deux parties d'un ensemble E.
1. Simplifier A\(E\B)

2. Exprimer (A x B)¢ en fonction de A, B, A¢ et B¢

3.4 L’ensemble des parties d’un ensemble

Définition 20. L’ensemble des sous-ensembles d’un ensemble E est noté P(FE).

Exemple 18. Si E = {a,b} alors P(E) = {0, {a}, {b}, E}.

Exercice 20
1. Déterminer P(P(E)) lorsque E = {a,b}.

2. Soient F et F' deux ensembles. Montrer que : FF C E < P(F) C P(E).

3.5 Partition d’un ensemble

Définition 21. Soient E un ensemble et P un ensemble de parties de X. On dira que P est une
partition de E, si P vérifie les propriétés suivantes:

1.VYAeP, A+ 3. |JA=E
2.YA,BcP, ANB=10

Exemple 19. Si £ ={a,b,c,d,e, f} alors P = {Ay, Ay, A3} est une partition de E avec
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X
X~

P
&
2=

As

4 Applications

4.1 Définitions

Définition 22. Soient E et ' deux ensembles. Une application de E vers F' est l’association a chaque
élément © de E d’un unique élément y de F'. y est appelé 'image de x par f noté f(x) i.e y = f(z).
On écrit f : E — F pour signifier que f est une application de E vers F. E est I’ensemble de départ
et F' est l’ensemble d’arrivée.

Exemple 20. 1. Si on considere E = {a,b,c,d} et F' = {a',V/,c}. On définit Uapplication f :
E — F par:

¢ fla)=ad e fh)=d e fla=V e fld)=d

2. Soit E un ensemble. L’application de E dans E qui associe chaque élément par lui-méme est
appelée 'identité de E et on la note idg i.e

x
Remarque 6. On note F¥ ou F(E; F) l'ensembleides applications de E vers F.

4.2 Exemples d’applications
Composée de deux applications

Définition 23. Soient E,F et G trois ensembles et f € FE, g € GI'. L’application définie de E dans
G qui a chaque x € E associe g(f(x)), est notée go f et appelée composée de g et f.

Exemple 21. 1. Si on considére E = {a,b,c,d},F = {d',V/,d} et G = {1,2,3}. On définit
UVapplication f: E — F et g: F — G par:

o fla)=d, fb)=d, flc)=V, f(d)=d | e gld)=1, g(t)) =4, g(c) =2

Alors g o f est définie par:

e (goNl=1 | e(gef)O)=1 | e(gof)c)=4 | e (gof)d)=1
2. Soient f : R — R e g : R — R alors:
r = 2’ r = x+1
e fog:R— Rz~ (x+1) e gof:R—-Razr—a?+1

Définition 24. Pour f : E — E une application et n € N, on définit par récurrence f° = idg et
fr=f"1to f pourn>1.
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Exercice 21

Soit f:R* - R*, z+— i Que vaut f™ pour n € N?

Familles indexée et suites

Définition 25. Soient E et I deux ensembles. On appelle famille d’éléments de E indexée par I toute
application de I dans E et on la note par (f;)icr ot f; = f(i).

Définition 26. Soit E un ensemble. On appelle suite d’éléments de E indexée par N toute famille de
E indexée par N, autrement dit toute application de N dans E, et on la note par (f)nen-

Définition 27. Soit I un ensemble et (A;)icr une famille d’ensembles indexée par I, alors,

e Intersection de (A;)icr notée ﬂAi est l’ensemble des éléments communs a tous les A;, i.e
iel

xEmAi<:>Vi€I, z € A

iel

e Réunion de (A;);cr notée UAi est l'ensemble dont chaque élément il existe un i € I tel que
el
x €A de
re| JAie el zed

i€l

Exemple 22. Soit E un ensemble et (A;)zep une famille de parties de E, donné par A, = {z} alors:

oﬂAgU:@ 'UAx:E

zeFR zeFE

Exercice 22

Soit la famille (A, ),en+ des intervalles définie par A, = [1 — %, 2+ %[ Déterminer m A, et

LJ neN*
A,

neN*

Proposition 5. Soient E un ensemble, (A;)icr une famille des parties de E et B une partie de E.
Alors

1L (A)nB=()A4)nB 5. NAa=UA
i€l i€l i€l iel

2. (JapuB=JAyuB +Ja=N4%
el i€l i€l i€l

Preuve 5. Preuve par double inclusion.

Fonction indicatrice

Définition 28. Soient E et A une partie de E. On note 14 la fonction indicatrice de A définie de E

dans {0,1} par
lsizeA
1 pu—
al) {O six ¢ A
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Proposition 6. Soient E un ensemble, A et B deux parties de E. On a alors
1. 140 =141p
2. 1=1-14
3. Lavp=1a+1p—lunp
4. STIACDB, lpa=1p—14

Preuve 6. Preuve par examen des cas possibles.

Exercice 23

Soient A et B deux parties d'un ensemble E. Déterminer 1%, 1414, max(1ly,1p) et
min(1ly,1p).

Restrictions et prolongements

Définition 29 (Restriction). Soient f : E'— F une application et A C E. On appelle restriction de
f a A et l’on note f|a lUunique application g : A — F définie pour tout x dans A par g(z) = f(x).

Définition 30. Soient f : E — F une application et E C Q. .On appelle prolongement de f a Q) toute
application g : Q — F qui coincide avec f sur E, i.e g|g'= f.

Exemple 23. Soit E = {a,b,c,d}, FF ={d',b,c} et A ={b,c} une partie de E, et f: E — F une
application de E dans F alors f|a est donnée par:

o fla(b) = f(b) = o
o flale) = fle) =V

Exercice 24

On considére 'application

Déterminer la restriction de f sur RT.

4.3 Image directe. Image réciproque

Définition 31. Soient f : E — F une application, A une partie de E (A C E) et B une partie de F'
(BCF).

o L’ensemble f(A) ={f(x); x € A} est appelé l’image directe de A;

o L’ensemble f~1(B) = {x € E; f(x) € B} est appelé I'image réciproque de B.
Remarque 7. eyc f(A)edrecd; flx)=y

exe f'(B)s f(x)eB

Exemple 24. o Soit E={a,b,c,d}, F ={d,V,c}, A={b,c} une partie de E, B = {V',c'} une
partie de F' et f: E — F une application de E dans F définie par:
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- flay=d - f)=d =V @)=
Alors:
— f(4) = {d, ¥} - B ={a}
e Soit
f: R - R
r — x?
Alors:
— f(R)=R* o= f71(0,1) = [-1,1]\{0}

Définition 32. Soit f : E — F une application. f(E) s’appelle l'image de f et est noté Im(f).

Proposition 7. Soient f : E — F une application, A, A" deux parties de E et B, B' deux parties de
F. Alors:

1AC [(f(A)) 4. FAUA) = F(A) U F(A)
2. f(f\(B) C B 5. fUBTB) = fU(B)N (B
5. F(ANA) C F(A) N f(A) 6. FUBUB) 2 fU(B)UFA(BY)

Preuve 7. Preuve par double inclusion.

Remarque 8. Les inclusions précédentes peuvent.étre“strictes. Par exemple, si f : R — R,z +— 22,

A=[-1;0] et A" = [0;1]. Alors on a f(ANA) = f({0}).= {0} et F(A)N f(A) = [0;1].

4.4 Injection, surjection et bijection

Définition 33. Soient E et F' deum-ensembles.. Une application f: E — F est dite
e injective lorsque : V(z,y) € E?, f(z)=f(y) =z =y
e surjective lorsque : Yy € F, 3x € E; f(z) =y
e bijective lorsqu’elle est injective et surjective.

Exemple 25. o Toute application de R dans R strictement monotone est injective. Mais la ré-
ciproque est fausse : f :[0,2] — R définie par x € [0,1] — x et x € [1,2] — 3 — x est injective
mais pas monotone sur [0, 2].

o Fzemples d’applications injectives, surjectives et bijectives:
— Application surjective, non injective
— Application injective, non surjective
— Application bijective
Proposition 8. Soient E, F' deux ensembles et f : E — F une application
o [ est injective si et seulement si Yy € F, f~({y}) contient au plus un élément.
o [ est surjective si et seulement siVy € F, f~1({y}) est non vide.
o [ est bijective si et seulement siVy € F, f~1({y}) contient exactement un élément.

Preuve 8. Preuve par double implication.
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Exercice 25
Montrer que l'application X : P(E) — F(E,{0,1}) qui a A € P(E) associe 14 est bijective.

Proposition 9. La composition de deux injections (resp. surjections) (resp. bijections) est une injec-
tion (resp. surjection) (resp. bijection).

Preuve 9. Preuve directe.

Proposition 10. Soient E, F' et G trois ensembles et, soient f : E — F et g : FF — G deux
applications

e go f estinjective = [ est injective.
e go f est surjective = g est surjective.
Preuve 10. Preuve par contraposition.

Définition 34. Soit f € F'¥ une application bijective. Pour tout y € F, 'unique antécédent de y par
f est noté x = f~1(y). L’application qui a y associe son unique antécédent dans E par f est appelée
la bijection réciproque de f.

Remarque 9. e Vre E; f'(f(x)) =z 1e; flof=Adg
e VyeF; f(f7 W) =yie fof T =1Idr

Proposition 11. Soit f € F¥, s’il existe une application’ g - '\F — E tel que:

frog=Idp
go f=Ildg

alors f est bijective et on a g = 1.

Proposition 12. Soient f: E — F ; g.: F.— G deux applications bijectives. Alors g o f est bijective
etona(fog)t=gtof

Exercice 26

Montrer les propositions précédentes.

5 Relations binaires

5.1 Généralités

Soit E et F' deux ensembles.

Définition 35. On appelle relation R de E vers F toute partie R du produit cartésien E x F.

La partie R est appelée le graphe de la relation R.

On dit qu’un élément x de E est en relation avec un élément y de F', pour la relation R, si le
couple (x,y) appartient au graphe R.

On exprime cette situation en écrivant rRy.

Si E = F (cas fréquent) on dit que R est une relation binaire sur E.

Exemples 4. 1. La relation d’inclusion dans [’ensemble des parties de E : ARB < A C B.

2. La relation de divisibilité sur les entiers relatifs : mRn < m divise n.
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3. Dans Z, et si a non nul, on définit la relation de congruence modulo a : mRn < m —n est
divisible par a. On note le plus souvent m = nlal.

4. Sur tout ensemble E, on peut définir la relation égalité : xRy < x =vy.
Le graphe de cette relation est la diagonale A(E) = {(z,z),z € E}.

5. Soit E et I deux ensembles quelconques.
On définit la relation universelle de E vers F par : ¥Y(z,y) € E x F,zRy.

Le graphe de cette relation est [’ensemble E X F' tout entier.

5.2 Propriétés éventuelles des relations binaires

Définition 36. Soit R une relation binaire sur ’ensemble E.

o R est dite réflexive si : Vo € B, xRx.
o R est dite symétrique si : ¥(x,y) € E* 2Ry = yRuz.
e R est dite transitive si : ¥(x,y,2) € E?, (xRy et yRz) = 2Rz
o R est dite antisymétrique si : V(z,y) € E?, (2R y et yRx) =7 = .
Remarques 1. 1. L’antisymétrie s’écrit aussi : ¥(r,y) € E2, (xR-y et x # y) = non (yRx)

2. Si R est symétrique, on dira de deux éléments x,y de E «qu’ils sont ou qu’ils ne sont pas en
relation (x ety ayant alors des roles identiques).

3. L’antisymétrie n’est pas le contraire de la symétrie.

La relation "égalité", par exemple, posséde les deux propriétés, alors que la relation donnée en
exemple sur {a,b,c,d,e, f} nest'ni symétrique ( e est en relation avec a mais a n’'est pas en
relation avec e ) ni antisymétrique (les éléments d et [ sont en relation l'un avec l'autre, bien
qu’ils soient distincts).

4. A titre d’exercice, on pourra vérifier que si une relation est a la fois symétrique, antisymétrique,
et réflexive, alors c’est la relation d’égalité.

5.3 Relations d’équivalence

Définition 37. On dit qu’une relation R sur un ensemble E est une relation d’équivalence si R est a
la fois réflexive, symétrique et transitive.

Pour tout x de E, l’ensemble des éléments en relation avec x est appelé la classe d’équivalence de
x, et notée C(x) (ou &, ouT):C(x) ={y € E,zRy}.

Conséquence 1. 1. La relation R étant réflexive, tout élément x de E appartient a sa propre classe
d’équivalence. En particulier, aucune classe d’équivalence n’est vide.

2. Soit x ety dans E : si xRy, alors C(x) = C(y). Sinon C(z) NC(y) = 0.

3. Deux classes d’équivalence sont donc ou bien identiques ou bien disjointes. Une classe d’équivalence
C est entierement déterminée par la donnée de l'un quelconque de ses éléments x (on dira que x
est un représentant de C ).

Proposition 13. (partitions et relations d’équivalence) Soit E un ensemble.
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e Soit R une relation d’équivalence sur E. Soit €2 un sous-ensemble de E obtenu en choisissant
dans chaque classe d’équivalence C un représentant x unique : la famille (C(z))zeq est une
partition de l’ensemble E. Autrement dit, les différentes classes d’équivalence pour la relation R
définissent une partition de E.

e Réciproquement, soit (I;),.,; une partition de .
Soit R la relation définie sur E par :¥(z,y) € E*, 2Ry < Ji € I,{x,y} C E;

Alors R est une relation d’équivalence sur E, et les sous-ensembles E; sont les classes d’équivalence
de E pour R.

Exemples de relations d’équivalence

1. Soit f: E — F une application.
On définit une relation d’équivalence sur £ en posant : 2Ry < f(x) = f(y).

La classe d’équivalence de x est I'image réciproque par f du singleton {f(z)}.

2. Par exemple, si €2 est un point fixé du plan affine, on définit une relation sur ce plan en posant
MRN & d(Q2, M) =d(2, N) : I'ensemble des classes d’équivalence est 1’ensemble des cercles de
centre ().

3. La relation définie sur 'ensemble D des droites du plan affine par: DRA < D//A.

Les classes d’équivalence correspondent aux différentes "directions" de droites.
4. La relation définie sur Z par z = y|[n].

Il y a exactement n classes d’équivalence.
Les entiers 0,1, 2,...,n — 1 constituent une famille de représentants de chaque classe.
L’ensemble des différentes classes d’équivalence s’écrit donc : {0,1,2,...,n — 1}.

5.4 Relations d’ordre

Définition 38. On dit qu’une relation R sur un ensemble E est une relation d’ordre si R est a la fois
réflexive, antisymétrique et transitive.

On note souvent < une telle relation.

On dit alors que (E, <) est un ensemble ordonné.

Une relation d’ordre sur £ est donc caractérisée par :
l.Vie F,x <=z

2. Vr,y,ze B, (e <yety<z)=z<z

3.Vrye E,(z<y)et (y<z)=>z=y

Définition 39. (ordre total ou ordre partiel)
Soit R une relation d’ordre sur E.

e Deux éléments x ety de E sont dits comparables (pour < ) sixz <y ou siy < x.

e Si deux éléments quelconques x et y sont toujours comparables, on dit que < est une relation
d’ordre total : l’ensemble E est dit totalement ordonné par <.

e Sinon (c’est-a-dire s’il existe au moins deuz éléments non comparables x ety ) on dit que < est
une relation d’ordre partiel (I’ensemble E est dit partiellement ordonné par < ).
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Exemples 5. 1. Relation d’ordre inverse
Si < est une relation d’ordre sur E, on définit encore une relation d’ordre sur E, notée >, en
posant : V(z,y) € B>,z >y <y < 1.

2. Sur les ensembles N, Z,Q, R, on dispose d’une relation d’ordre total, notée <.

3. Sionpose : x <y< (v <y)etx#y, on définit une nouvelle relation (appelée souvent ordre
strict) qui en fait n’est pas une relation d’ordre (elle n’est pas réflexive).

4. On définit une relation d’ordre sur P(E) en posant : A < B< A C B.
1l s’agit d’un ordre partiel, sauf st E est vide ou se réduit a un €élément.

Par exemple, si a et b sont distincts dans E,{a} et {b} ne sont pas comparables.

5. La relation de divisibilité est une relation d’ordre sur N.
Rappelons qu’on note m | n (" m divise n ") s’il existe un entier q tel que n = gm.
C’est un ordre partiel. Par ezemple 2, 3 sont non comparables (aucun ne divise l’autre).
6. La divisibilité ne définit pas une relation d’ordre sur Z; en effet si m est un entier relatif non nul,

les entiers m et —m se divisent mutuellement (le quotient waut -1 ) bien qu’ils soient distincts :
la relation n’est donc pas antisymétrique.

7. Sur R2, on peut poser : (x,y) < (2/,y) & (v < ') et (y <v):

x <z
C’est un ordre partiel : les couples (1,2) et (4,0), par-exemple, ne sont pas comparables.

<z ou

8. Toujours sur R%, on peut poser : (z,y) < (2, yf) si { (=) et (y<y)

on définit ainsi une relation d’ordre total sur R?.
Cette relation (dont le modéle se généralise facilement a R™ ) est appelée ordre lexicographique, en
référence a la relation d’ordre total quipermet de classer les mots du dictionnaire.

5.5 Majorants, minorants

Définition 40. (Majorants et minorants) Soit (E,<) un ensemble ordonné. Soit A une partie
non vide de E.

o On dit qu'un élément x de E est un majorant de A (ou qu’il majore la partie A ) si x est
comparable a tous les éléments de A et si, pour tout a de A,a < x.

o On dit qu'un élément x de E est un minorant de A (ou qu’il minore A ) si x est comparable
tous les éléments de A et si, pour tout a de A, x < a.

Définition 41. (Parties majorées, minorées, bornées) Soit A une partie non vide d’un ensemble
ordonné (E,<). On dit que A est :

e majorée si l’ensemble de ses majorants est non vide.
e minorée si l'ensemble de ses minorants est non vide.

e bornée si elle est a la fois majorée et minorée.
Autrement dit : A est bornée < I(x,y) € E*Va € A,x <a <y.

Proposition 14. (Elément mazimum, élément minimum)
Soit A une partie non vide d’un ensemble ordonné (E,<). Soit a un élément de A.
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e On dit que o est un élément mazimum de A (ou plus grand élément de A ) s’il majore A. 1l
n'existe au plus qu’un élément mazimum de A : en cas d’existence, on le note max(A).

e On dit que a est un élément minimum de A (ou plus petit élément de A ) s’il minore A. Il
n’existe au plus qu’un élément minimum de A : en cas d’existence, on le note min(A).

Exemples 6. 1. Dans (R, <), A =] — 00, 1] est majorée, mais non minorée (donc non bornée).

L’ensemble de ses majorants est [1,+o0[. Le maximum de A n’existe pas.

2. Dans (R, <), B = [—2,+00| est minorée mais non majorée.

L’ensemble de ses minorants est | —oo, —2]; min(B) = —2.
3. Dans (R, <),C =|0, 1] est bornée, mais min(C) et max(C') n’existent pas.
4. Dans (R,<),D = [0,1] est bornée. min(D) =0 et max(D) = 1.
5. Dans (N, <), toute partie non vide posséde un plus petit élément. 0 est le minimum de N.
6. Si A est une partie finie non vide de (E, <) totalement ordonné, min(A) et max(A) existent.
7. Dans (P(E),C),0 est I’élément minimum de P(E), et E est son élément mazimum.

Toute famille (E;),.; de parties de E est minorée par ﬂE@ et magorée par UEZ

iel iel

8. Dans (N, 1), 1 est le minimum de N. Toute famille finie {ai a9, -+ ,a,} est minorée par le pged

des entiers ay, et majorée par leur ppcm.

5.6 Applications entre ensembles ordonnés

Définition 42. Soit f une application de l'ensembleE vers I’ensemble ordonné (F, <).

On dit que f est majorée (resp. “minorée, bornée), si l’ensemble image f(F) est magjoré (resp.
minoré, borné) dans F'.

Autrement dit :

of est majorée < A6 € F\Vx € E, f(x) < [ : on dit ici que [ est majorée par 3.

of est minorée < Ja € F\Vx € E,a < f(x) : on dit ici que f est minorée par «.

of est bornée < I(a, B) € F?,Vx € E,a < f(z) < .

Remarques et Exemples

1. On dit que f est majorée sur une partie A de F si la restriction de f & A est majorée (idem avec
"minorée" et "bornée").
Dans ce qui précede, il suffit de remplacer " Vx € E " par "Ver € A ".

2. L’application de R dans lui-méme, définie par f(z) = expx est minorée par 0 .
Elle n’est pas majorée sur R mais elle est majorée sur R™(par 1 ).

3. L’application de R dans R, définie par f(z) = sinx est bornée (elle est en effet majorée par 1 et
minorée par -1 )

Soit E et F' deux ensembles ordonnés (on notera < les deux relations d’ordre.)
Dans la suite, on notera x < y pour dire : (z < y) et (x # y).

Définition 43. (Applications monotones)
Soit f une application de E vers F.
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o On dit que f est croissante si : ¥Y(x,y) € E*,x <y = f(x) < f(y).
< f(z).

o L’application f est dite monotone si elle est croissante ou décroissante.

o On dit que f est décroissante si : ¥(x,y) € E*,x <y = f(y)

Définition 44. (Applications strictement monotones)
Soit f une application de E vers F.

v’ On dit que f est strictement croissante si : ¥(z,y) € E*,x <y = f(x) < f(y).

v’ On dit que f est strictement décroissante si : ¥(x,y) € E*,x <y = f(y) < f(2).

v f est dite strictement monotone si elle est strictement croissante ou strictement décroissante.
Remarques 2. e La monotonie stricte implique évidemment la monotonie "au sens large”.

e La monotonie de f dépend des relations d’ordre choisies sur E et F. Par exemple, si f est
croissante de (E, <) dans lui-méme, elle est décroissante de (FE,<) dans (E,>) !

e 5i E est l'un des ensembles N, Z,Q,R, la monotonie sera toujours considérée par référence a la
relation d’ordre < naturelle.
Exemples 7. 1. On munit P(E) de la relation d’incluSion.
L application f définie par : VA C E, f(A) = A-est strictement-décroissante.
Si X C E est firé, Uapplication g définie sur P(E) parg(A)= AU X est croissante.

2. L’application f définie par f(x) = E[x] (partie entiére de x ) est croissante de R dans R.

L’application g définie par g(x) = x+ sin®m €st strictement croissante.

3. La suite u de terme général u, = 1/(n + 1), considérée comme application de N dans R, est
strictement décroissante.

4. La fonction I1, qui a tout réel x associe le nombre d’entiers premiers inférieurs ou égaux a x, est
une application croissante de R dans N.

MPSI3 22 www.eddaali.com


https://www.eddaali.com

	Eléments de logique, vocabulaire ensembliste et applications 
	Éléments de logique
	Quantificateurs
	Connecteurs logiques
	Exemples de raisonnement
	Principe de récurrence

	Notions d'ensemble
	Théorie naïve et axiomatique d'un ensemble

	Opérations sur les ensembles
	Produit cartésien d'ensembles
	Réunion et intersection
	Différence de deux ensembles et complémentaires
	L'ensemble des parties d'un ensemble
	Partition d'un ensemble

	Applications
	Définitions
	Exemples d'applications
	Image directe. Image réciproque
	Injection, surjection et bijection

	Relations binaires
	Généralités
	Propriétés éventuelles des relations binaires
	Relations d'équivalence
	Relations d'ordre
	 Majorants, minorants
	Applications entre ensembles ordonnés



