CASABLANCA SETTAT Devoir surveillé n° 2 : CPGE: Ecole royale navale
CASABLANCA Nombres complexes et nombres réels Trimestre: 1

N.B:
&Chaque tentative pour tricher vaut un zéro.
&dAucun document n’est autorisé. L’utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite.
&Si vous repérez ce qui vous semble étre une erreur d’enoncé, vous devez le signaler tres lisiblement sur votre
copie, en proposer la correction et poursuivre I’épreuve en conséquence. De méme, si cela vous conduit a
formuler une ou plusieurs hypotheses, vous devez la (ou les) mentionner explicitement.
&La qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des raisonnements constitueront
des éléments importants pour 'appréciation des copies.

Exercice 01: (19 points)

On considere une partie A C R non vide et bornée :
IM > 0 tel que Ya € A, |a|] < M.

La partie A admet donc une borne supérieure sup A et une borne inférieure inf A. On définit ’ensemble
des distances entre éléments de A :

Da={ly—=||(z,y) € 4%}

1. Enoncer la caractérisation de la borne inférieure en utilisant les epsilons_ et donner la caractérisation
séquentielle de la borne supérieure. [2 points]

2. Montrer I'équivalence: [2 points]

M = sup(A) < I(a,) € A", M = lima,

3. Montrer que la partie D4 possede une borne supérieure. On notera §(A) = sup D4 cette borne supérieure

que 'on appelle diametre de la partie A. [2 points]
4. Montrer que :
d(A) < sup A — inf A.
[2 points]
5. Montrer que:
d(A) =sup A —inf A.
[2 points]

6. On considere une nouvelle partie B C R non vide et bornée telle que BN A # (). Montrer que 6(AU B)
existe, puis que: [3 points]

5(AUB) < 5(A) + §(B).

7. On considere maintenant une application f : R — R vérifiant :

V(z,y) € R, [f(y) — f2)] < |y —=|.

(a) Définir les ensembles f~1(A) et f(A). [2 points]
(b) Montrer que la partie f(A) est non vide et bornée (elle admet donc un diametre noté §(f(A))).[2
points]
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(c) Montrer que:
6(f(A)) < o(A).

[2 points]

Exercice :02(3 points)

Résoudre Ie systeme d’équations linéaires suivant en utilisant Ie pivot de Gauss :

x4+ 2y —z=3,
20 —y + 3z =15,
3r+y+2z=14.

Exercice :03(6 points)

1. Soit a un nombre reel et n un entier naturel. Resoudre I’équation

(z+ 1)" = cos2na + isin 2na

d’inconnue z. En deduire une expression simple de [3 points]

2. Calculer la somme : [3 points]

Probleme ::Calcul des sommes classiques(31 pts)

(Les parties IT et IIT utilisent des résultats de la partie I, la partie IV est indépendante des autres parties.)

Partie I
Soit 0 € R\ 27Z.
1. Montrer que : [2 points]
~ . : i 1)0/2
Z esz — 62n0/2 % sin ((n + )9/ )
p sin(6/2)
2. En déduire la valeur de : [2 points]

> " cos(kO) et Y sin(kd).
k=0 k=0

n

3. Calculer les sommes suivantes : Z (Z) cos(kzx) et ZCOSQ(/{x). [2 points]
k=0

k=0
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Partie II
Soit n € Net z € R. On pose : A, = zn:COSQ(kw) et B, = zn:siHQ(kx).
k=0 k=0
1. Calculer A, + B,. [1 point]
2. Montrer que : [2 points]

A, — B, = Z cos(2kx).
k=0

3. En déduire une expression simplifiée de A,, — B,,. [2 points]

4. En déduire des expressions simplifiées de A,, et B,,. [2 points]

Partie 111

Soit ¢ € R. On pose : C = qu cos(kx) et D = qu sin(kx).

k=1 k=1
1. Calculer 14+ C +iD. [2 points]
2. Déduire des expressions simplifiées de C' et D. [2 points]
Partie IV
Soit (n,p) € N?, on définit Sy(n) = Z kP, Le but est deprésenter une méthode pour calculer S,(n).
k=1
1. Soit n € N*. Rappeler les expressions de So(n), S1(n) et Se(n). [3 points]
2. Montrer que: [2 points]
2 1 2
VneN*, Ss(n) = ”(”T*)
3. On fixe (n,p) € (N*)? pour cette question.
(a) Montrer que : [2 points]

n

> (k+ 1P = Sp(n) + (n+ 17— 1
k=1

(b) Soit k € N*. Développer I'expression (k + 1)P™! en utilisant le symbole de Newton. [1 point]
(c¢) En déduire que : [2 points]
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(d) A Daide des questions précédentes, montrer que : [2 points]

spw:ﬁ(ww :(pﬂ) )

4. Soit n € N*. Utiliser le résultat précédent pour retrouver I'expression de S3(n) donnée a la question 2
puis donner une expression simplifiée de Sy(n). [2 points]

Fin De I’épreuve
*****Bonne chance*****
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