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| Exercice: 1 |

Déterminer les réels x pour lesquels 1’assertion
suivante est vraie :

Yye 0,1, x >y = = > 2.

que, pour tous x,y € R,

fl@) x fly) = flxxy) =2 +y.

| Exercice: 2 |

On rappelle que /2 est un nombre irrationnel.

1. Démontrer que si a et b sont deux entiers
relatifs tels que a+byv/2 = 0, alors a = b =
0.

2. En déduire que si m,n,p et ¢ sont des en-
tiers relatifs, alors

m4nv2 = p+qV2 <= (m=petn=q).

| Exercice: 3 |

Le but de cet exercice est de démontrer par con-
traposition la propriété suivante, pour n € N*
: ”Si lentier (n? — 1) n’est pas divisible par 8,
alors ’entier n est pair.”

1. Ecrire la contraposée de la proposition
précédente.

2. En remarquant qu’un entier impair n
s’écrit sous la forme n = 4k+r avec k € N
et 7 € {1,3} (& justifier), prouver la con-
traposée.

3. A-t-on démontré la propriété de ’énoncé?

| Exercice: 7 |

Montrer par contraposée que :
42 + 5

#1
202+ 7

2. V(xr,y) eR? z#y= (4o+5)2y+7) #
(dy+5)(2x + 7).

l.VieR, z#1=

3. sia et b deux réels tels que a+ b = 2 alors
a>1loub>1.

4. Soient xq,x9,...,x, , montrer que
n

Z:L’k = n alors il existe k € {1,2,...,n}
k=1

tel que zp > 1.

| Exercice: 8 |

En raisonnant par l’absurde , démontrer le
résultats suivant :

Soit n € N* | on suppose 4n + 1 objets sont
rangés dans n tiroirs .

Montrer que 'un des tiroirs contient au moins
5 objets.

| Exercice: 4 |

Démontrer que tout entier n € N* peut s’écrire
de fagon unique sous la forme n = 2P(2¢ + 1) ou

(p,q) € N.

| Exercice: 5 |

[Reste dans la division par quatre d’une somme
de deux carrés |

Démontrer que si n est la somme de deux carrés,
alors le reste de la division euclidienne de n par
4 est toujours différent de 3.

| Exercice: 6 |

Déterminer toutes les fonctions f : R — R telles

| Exercice: 9 |

[Nombres dans un intervalle]

Soit n > 1 un entier naturel. On se donne n + 1
réels xg,x1,...,x, de [0,1] vérifiant 0 < x5 <
rn < - <z, <1. On veut démontrer par
I’absurde la propriété suivante : Il y a deux de
ces réels qui sont distants de moins de 1/n.

1. Ecrire & laide de quantificateurs et des
valeurs x; — x;_; une formule logique
équivalente a la propriété.

2. Ecrire la négation de cette formule logique.

3. Rédiger une démonstration par ’absurde
de la propriété (on pourra montrer que
Ty, — 9 > 1).

4. Donnez-en une preuve en utilisant le
principe des tiroirs.
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| Exercice: 10 |

1. Soit € [0,1] , montrer que z(1 — z) < 1.
2. Déduire que pour tous a,b,c € [0,1] , le
minimum de a(1 —0b) , b(1 —¢), ¢(1 — a)

est inférieur a 71'

| Exercice: 16 |

Soit (uy), la suite réelle définie par :
n
uy=1letVn eN | unH:Zuk
k=0

Vérifier que Vn € N* |, = 2" 1.

| Exercice: 11 |

Pour tout n € N*.

1. Montrer que : 1+3+5+...+(2n+1) =
(n+1)%.

2. Montrer que : 13+33+53+...+(2n—1)3 =

ont —n2.

| Exercice: 17 |

Démontrer que tout entier n > 1 peut s’écrire
comme somme de puissances de 2 toutes dis-
tinctes.

| Exercice: 12 |

On définit la suite (u,)nen+ par :

U0:2 > U1:5
Vn € N uyi0 = by — 6uy,

Vérifier que Vn € N ; u,, = 2" + 3™

| Exercice: 18 |

Soit A une partie de N* possédant les trois pro-
priétés suivantes :

1. 1€ A;
2.VneN*, ne A = 2ne A,
3.VneN", n+1€ A — neA

Démontrer que A = N*.

| Exercice: 13 |

1
1. Soit x € R tel que z + — € Z.
x

1
Montrer que pour tout n € N, 2"+— € Z
x

2. Déterminer un réel z non entier vérifiant

la propriété z 4+ — € Z.
x

| Exercice: 19 |

Prouver le résultat suivant par récurrence : si
ai,as,...,a, sont des réels strictement positifs
tels que aqas - - - a, = 1, alors a1 +as+...+a, =
n.

| Exercice: 14 |

Démontrer que, pour tout n € N*, on a

ol < pl < nm.

| Exercice: 20 |

Prouver que si les a > —1(k = 1,...,n) sont
de méme signe, on a alors

(14+a)(1+az) - (1+a,) = 14+a1+as+. . .+a,.

| Exercice: 15 |

On considere la suite (a,)nen définie par

ag=a,=1etVn e N*, a,.1 =a,+

1.
n+1 !

Démontrer que, pour tout n € N*, 1 < a,, < n%
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