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Exercice 1 : Déterminer les limites des suites suivantes,

neN—-{0,1},z eR:
1. up=vn+1—+n

1 n
2 un = —5 > [k
k=1

n® + 5n

3. u, =
B 5n® + cos(n) +
mil
4. u, = —_—
kzzl vn?+k
a™ —b" 2
5. un =" (a,b) € (R
" am + b (a,0) € (R%)
'rL2 1
6. u, = —_—
;vn?—i—k
7. up = Y2+ (—1)"
8. un:(l—i—%)n

9. u, = (Inn)/"

1)1/lnn

10. u, = (sinﬁ

2

Exercice 2 : Montrer que : Vz € R,[sin(z) — 2| < %

- k

En déduire lim sin <2>

n—-+oo n
Exercice 3 :
Soit (uy,) une suite réelle telle que : Vn € Ny, € Z.
Montrer que (u,) converge si et seulement si-(uy,) est sta-
tionnaire.
Exercice 4 : (Regle de D’Alembert) Soit (up), oy €

Un+1
Un

(Ri)N. On suppose que ( converge vers une

limite 1.
1. Sil < 1, montrer que (uy), cy converge vers 0 .
2. Sil > 1, monter que (uy,), y diverge vers +oo.
3. Que dire quand [ =17

Exercice 5 : Soit A une partie non vide et majorée de R,
et soit M € R un majorant de A. Montrer ’équivalence :

M = sup(A) < I(a,) € AN, M = lima,
Exercice 6 : Soit ( u, ) une suite bornée.

1. Montrer que ’on peut poser pour tout n € N,
v, = sup{ug | k > n} et w, =inf {uy | k > n}.

2. Montrer que les suites (v,) et (w,) sont conver-
gentes.

3. Montrer que la suite (u, ) est convergente si et seule-
ment si limv,, = lim w,,.

Exercice 7 : Soient n € N, I,, =] nw
I’équation tanx = x.

—5,nm+ 5l et (E)

1. Soit n € N. Montrer que ’équation (E) admet une
unique solution x,, dans I,,.

2. Déterminer la limite de (z,,),,cy, et montrer que

— 1
n—+00

Tn
nm

3. Montrer qu'’il existe (vy),,cy qui converge vers 0 telle
que T, = nm + 5 + v, pour tout n € N.

Exercice 8 :

1. Montrer que pour tout n € N, '"équation z3+nx = 1
admet une unique solution réelle. On note u,, cette
solution.

2. Montrer que la suite (u,,) est strictement décroissante.
3. En déduire qu’elle converge et calculer sa limite.
Exercice 9 :

L:"Montrer que pour tout n € N*, I'équation z + 22 +
-+ +a™ = 1 admet une unique solution réelle dans
I'intervalle [0, 400 [. On note z, cette solution.

2. Montrer que la suite (z,) est monotone, puis con-
vergente, et calculer sa limite.

Exercice 10 :

1. Soit w, = sin(nm/4) + cos(nm/2). Est-elle conver-
gente 7

2. Méme question pour la suite v, = sin(nw/3) + .

Exercice 11 : Soit (up),cy € RY telle que les suites
(w2n)pen s (U2nt1)peny €t (Un),cny convergent. Montrer
que (up), oy converge.

Exercice 12 : On dit qu'une suite est périodique si dp €
N*,vn € N, u,4p = u,. Montrer que toute suite réelle
périodique et convergente est constante.

Exercice 13 :

1. Soit ( u, ) une suite réelle monotone admettant une
sous-suite convergente. Montrer que la suite (uy,)
est convergente.

2. Soit ( w, ) une suite non bornée. Montrer qu’il
existe une sous-suite de ( u, ) qui tend vers l'infini.

Exercice 14 : Soit (a,b) € R? tels que 0 < a < b. On
pose ug = a,vg = b et :

Uy, + Up,

Vin € Naun+1 = /UnUn, 2

Un41 =
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1. Montrer que : Vn € N,0 < up, < vp,.
2. Montrer que : Vn € N,v, — u, < 2% (vo — ug)
3. Montrer que (uy) et (v,) sont adjacentes.

Exercice 15 : Soit pour tout n € N*,
"1
angk,un =H,—lnnetv, =H,—In(n+1).

On se propose de montrer de calculer de deux facons la
limite de H,, en +o0.

1. (a) Montrer que pour tout n € N*,

S1n<n+1) Sl-
n n

Montrer que les suites (un),cn« €t (Vn),ene
sont adjacentes.

n+1

En déduire l'existence de v € R et d’une suite

(wn)neN* qui converge vers 0 tels que pour
n

1
nEN*,ZE:lnn—l—v—kwn
k=1

constante d’Euler).

Quelle est la limite de H,, en +o00 7

2n
1
Détermi la limite d — .
rminer la limite de (Z ]{;)
k=n neN*

( 7y est appelée

Montrer que:

—_

Vn € N*, Hop — Hy, > =

DO

En déduire que

lim H, = +oo.

n——+oo

Exercice 16 : Donner le terme général des suites définies
par :

1. uonet:VneN,un+1:%un+2.
2. up=1et: Vn € Nupy1 = —u, + 4.

Exercice 17 : Donner le terme général et étudier la con-
vergence des suites définies par (ug,u;) € R? et pour tout
n €N

1
1. Up+2 = Un+1 — 7Un
9 - _1
- Un42 = Up+1 — 35Un
1
3. Unt2 = 5 (Ung1 + Up).
Exercice 18 : Etudier les suites définies par:

1. Vn € Nyupi1 = 2up (1 — uy)

2. up=1/2 et Vn € N up1 = 3 (4 — uy)

3. Vn € Nyupyp1 = upe ™" et ug = 1;

4. Vn € Ny up41 = In (1 4+ 2u,) et up € R.
Exercice 19 : Soit (uy),, oy la suite définie par récurrence
par ug = 2 et up41 = % (un + %)

1. Montrer que u,, existe et u,, > V2 pour tout n € N.

2
2. Montrer que Vn € N, ‘un+1 - \/5‘ < M

3. En déduire que Vn € N,
ner la limite de (uy,)

Uy — \/§| < 22”%1 et don-
neN-
4. Combien de termes de la suite faut-il calculer pour
avoir une approximation de /2 & 107100 pres ?
Exercice 20 : Soient x > 1, (un),cn €t (Vn), ey définies
par récurrence par ug = x,v9 = 1 et
1 2UnUn
Vn € Nyu = —(un+vp),v = —.
g Un+41 2( m n) n+1 Un+vn
1. Montrer que (uy),cy €t (Vn),cy sont bien définies
et a termes > (.

2. Montrer que Vn € N, u,, > v,.

3. Montrer que (un),cy €t (Vn),cn convergent vers la
meéme limite.

4. Montrer que la suite (u,vn),cy est constante. En
déduire la valeur de la limite commune a (uy,),,cy €t
(Un)nEN .

Exercice 21 : Etudier la convergence des suites com-
plexes (z,) définies par :

1. pour tout n € N, z, = x, + iy, avec (zg,yo) € R?
et pour tout n € Nz, = %(ajn — Yn) €t Ypi1 =
% (xn + yn)-

2. pour tout n € Ny 2,41 = %zn + 1.

Exercice 22 : On considere la suite complexe (z,) définie
par 2o = re’(—m < 6 < 7) et :
Zn + |2n]

2

On désigne par r, le module de z, et par 6, 'argument
de z, tel que —m <0, <.

VneN, zpp1 =

1. Effectuer la construction géométrique de 2,41 & par-
tir de zj,.

2. Exprimer 7,41 et 6,41 en fonction de r, et de 6,
et en déduire lim 6,,.

3. Etudier la suite u, = 7, sin (%), et en déduire 7,
et lim ry,, puis lim z,.
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