Algebra/Algebra 11/Algebra Lineal
Examen Final — 1/7/2024

Nombres y apellidos:
Correo UNC: Carrera:

Importante

e Todos los resultados deben estar debidamente justificados, mostrando paso a paso la obten-
cién de los mismos.

e No podés usar calculadora, celular o cualquier otro dispositivo electrénico mientras estés
haciendo el examen.

e Los alumnos en Condicién Regular no deben resolver el item (b) del Ejercicio 3: el puntaje
del mismo se les sumard automaticamente por revestir esta condicién.

Ejercicios tedricos

(1) (10%) Demostrar que si A, B son matrices n x n invertibles, entonces AB es una matriz
invertible y decir cual es la inversa de AB.

Solucién

Es la demostracién del teorema 3.4.4 (2) del apunte de la materia: probaremos que que
B7'A~! es inversa a izquierda y derecha de AB:

(B'AHYAB=B"1'A"1'4)B=B"'1d,B=B"'B=1d,,
y, andlogamente, comprobemos que es inversa a derecha,
AB(B'A™ Y)Y =ABB HA ' = Ald, A7 = AA7 =1d,.

Por lo tanto B~1A~1 es inversa de AB. O

(2) (10%) Sea T transformacién lineal, entonces 1" es monomorfismo si y sélo si Nu(7") = 0.
Solucién

Es la demostracidn de la proposicién 5.3.2 del apunte de la materia.

(=) Debemos ver que Nu(7T') = 0, es decir que si T'(v) = 0, entonces v = 0. Ahora
bien, si T'(v) = 0, como T'(0) = 0, tenemos que T'(v) = T'(0), y como T es inyectiva,
implica que v = 0.

(<) Sean vy,v9 € V tal que T'(v1) = T(v2). Entonces

0= T(Ul) - T(’UQ) == T(Ul — 122).

Por lo tanto, v; —vgy € Nu(T'). Por hipétesis, tenemos que v; —vy = 0, es decir v; = vy. [

Ejercicios
(3) (a) (5%) Describir de manera paramétrica el conjunto solucién del sistema homogéneo:
2y +2=0

—rz+y+2z2=0
r+3y=0



(b) (5%) (solo alumnos libres) Indicar cual es la MERF asociada al sistema anterior. Debe
justificar la respuesta.

Solucién

(a) La matriz asociada al sistema es
0 2 1
-1 1 2
1 3 0

Usando operaciones elementales de filas, obtenemos una MRF asociada al sistema:

0 21 0 2 1 021F2011/2
112l o a2 P=H o 0 o 280 0 o
1 30 1 30 1 30 13 0
01 1/2
B30 0 0 |.
1 0 -3/2
Luego, el sistema homogéneo asociado es
y+%z:0
0=0 ,
x—%z:O
cuya solucién es x = %z, Y= —%z con z € R. Por lo tanto, el conjunto de soluciones es

1
S:K%%@GR&x:g%y:_y}

1
= {(22,—2z,z> :zER}.

(b) La matriz obtenida en el inciso anterior es

01 1/2
00 0
10 —3/2

que es una MRF. Para obtener la MERF permutamos las filas 1 y 3, luego la fila 2 y y la
fila 3 y obtenemos:
10 —3/2
01 1/2
00 O

1 -1 2

(4) (10%) Sea A= (3 2 1 | lamatriz

0 1 =2
(a) Calcular el determinante de A.
(b) Calcular la inversa de A. Usar el método explicado en clase, con operaciones de filas.

Solucién

(a) Se puede hacer de varias formas, nosotros lo haremos de dos maneras diferentes.



1° forma. Es por definicién, calcularemos el determinante desarrollando por la primera
columna:

1
|A|:g 2 1 :1-‘1 _2‘+(3)-‘1 _2‘+0-'2 )

2° forma. Con operaciones de filas llevamos a la matriz a una matriz triangular. Luego
el determinante es el producto de la diagonal considerando los cambios que introducen las
operaciones de fila.

1 -1 L-1o2] -1 2
A=l3 2 1|22 |0 5 5 PBP g 5 _s
0 1 -2 0 1 -2 0 0 —1

Ninguna de las operaciones de fila que hicimos cambia el determinante, por lo tanto el
determinante de A es igual al determinante de la Gltima matriz, que como es triangular
superior es el producto de las entradas diagonales. Es decir:

(b)
1 -1 2]1 00 1 -1 2|1 00
Ad=[3 2 1/o10|™0 5 —5/-310
0 1 -2/00 1 01 —2/0 01
PR 10 0] 1 1], . [to ol 1 0 1
BBl g 0 5131 -5 |28 00 1 |-35 1/5 -1
01 2|0 1 01 -2/ 0 o0 1
100l 1 0 1 100/ 1 0 1
B g 0 1) -3/5 15 —1 |22 0 1 0| -6/5 2/5 -1
01 0]|-6/5 2/5 -1 00 1]/-3/5 1/5 —1
Luego,
1 0 1
At =1-6/5 2/5 —1|.
~3/5 1/5 -1

(5) (20%) Sean Wy y W los siguientes subespacios de R?:
Wi ={(z,9,2) € : o 4y—2:=0},
Wy = <(1) -1, 1)’ (27 1, _2)7 (3>Oa _1)>'

(a) Dar una base de W7 (justificar).
(b) Determinar W1 N Wo, y describirlo por generadores y con ecuaciones.

Solucién



(a) Para encontrar una base de W primero despejamos la variable = en funcién de y y z y
describimos Wy de forma paramétrica:

Wy ={(z,y,2) €R® : x+y—22=0}
= {(z,y,2) €R3 : 2= —y+22=0}
={(-y+2z2,9,2) : y,2€R}
={y(—1,1,0) + 2(2,0,1) : y,z € R}.

Por lo tanto {(—1,1,0),(2,0,1)} es un sistema de generadores de TW;. Para ver si es base,
calculamos el rango de la matriz cuyas filas son (—1,1,0) y (2,0, 1):

[2 01]H[0 21]H[0 21}
Como el rango de la matriz es 2, entonces {(—1,1,0),(2,0,1)} es LI y por lo tanto es una
base de W7.

Observacion: también podriamos haber probado que {(—1,1,0),(2,0,1)} es LI simple-
mente diciendo que uno de los vectores no es miltiplo del otro.

(b) Para determinar W1 NW5 primero encontramos la descripcién implicita de Ws. Partimos
de la siguiente descripcién paramétrica de Wa:

((1,-1,1),(2,1,-2),(3,0,-1))

{z(1,-1,1) +y(2,1,-2) + 2(3,0,-1) : z,y,z € R}
{(z+2y+32z,—x+y,xz—2y—2) : z,y,z € R}

{(b1,b2,b3) : by =x+2y+32,bo = —x+y,bs=a0—2y—z}

Planteamos la matriz correspondienta al sistema de ecuaciones lineales de la Gltima expresién:

1 2 3 | W]B-AJL 2 3 | b
1 1 0 | k|0 3 3 | bi+b
1 =2 -1 | b3 0 —4 —4 | by—b
F3+4F5/3 123 ‘ b
—'" 10 3 3 | b1 + by
0 0 0 | bi/3+4by/3+ b3

Por lo tanto W5 esta definido en forma implicita por
Wa = {(b1,ba,b3) € R® : by /34 4by/3 + by = 0},
o, escrito de otra forma,
Wo = {(2,9,2) € R® : z+4y+32=0}.
Luego, la descripcién implicita de Wy N Wy es
WinWy={(z,y,2) €R® : 24y —22=0yz+4y+32z=0}.

Para encontrar un sistema de generadores de W7 N W5 resolvemos el sistema de ecuaciones
lineales:
11 2lmp [l 1 2]ms[l 1 2]npll 0 -11/3
1 4 3 03 5 01 5/3 01 5/3]



Por lo tanto, x = 11/3zy y = —5/3z, con z € R, y por lo tanto
Wi N Wy = {(11/32,-5/32z,2) € R® : 2z € R}
={2(11/3,-5/3,1) € R® : 2z € R}.

Es decir W1 N Wa = ((11/3,-5/3,1)).

(20%) Sea T': Py — P4, la transformacién lineal definida
T(az 4 b) = (2a + 3b)2® + (a + b)x 4+ a — b.

(a) Dar una base del nacleo y la imagen de T
(b) Dar la matriz de T en las bases By = {1,x + 1} y By = {1,1 + 2,1 + 2 + 2%} de P,
y Ps, respectivamente.

Solucién

(a) Para encontrar una base del nicleo de 7' resolvemos la ecuacién T'(ax + b) = 0:
T(ax +b) = (2a + 3b)2® + (a +b)x +a — b= 0.

Igualando coeficientes obtenemos el sistema de ecuaciones lineales:

2a +3b=0
a+b=0
a—b=0

Resolviendo el sistema obtenemos que a = b = 0, por lo tanto el niicleo de T es {0} y por
lo tanto una base del nicleo de T es (.

Como el Nu(7") = 0, la imagen de una base de P, es una base de la imagen de T". Por
lo tanto T'(1) = 322 + 2 — 1 y T(x) = 222 + = + 1 es una base de la imagen de 7.

(b) Para encontrar la matriz de T en las bases By = {1,x+1} y Bs = {1,1+ 2,1+ 2+ 22}
de P, y Ps, respectivamente, primero calculamos T'(1) y T'(x + 1):
T(1)=(2-0+3 - 1)2*+ 0+ 1)z +0-1=32"+z 1,
T(x+1)=(2-14+3-D)2>+ 1+ 1Dz +1—-1=>5z%+ 2z

La matriz de T en las bases By y B3 es la matriz [a;;] tal que
T(A) =32 +z—1=apnl+an(z+1)+an(l+z+2?),
T(x+1) =522+ 2z = apl +ap(z+1) + an(l + z + z2).

Entonces, debemos resolver el sistema de ecuaciones lineales asociados a las siguientes
férmulas:
322 4z —1=anl +an(z+1)+ a3 (14 z+ 2?)
= a31:r2 + (a1 + as1)x +

51‘2 + 2z = a121 + (IQQ(.T + 1) + aso

ai + a + asy).

1+ 2+ 2?)

(
(
(
(

= a32:1:2 + (a22 + agg)l‘ + (a12 + agg + agg).



Es decir, debemos resolver el sistema de ecuaciones lineales

3 =as3

1=a21 +azn

—1 = a1 + a1 + as
5 = as

2 = a9 + azs

0= a2+ a2 + aso

Resolviendo el sistema obtenemos que a11 = —2, a0 = —2, a91 = —2, ag9 = 3,
as1 = 3, azo = 5 y por lo tanto la matriz de T en las bases By y Bj es
-2 =2
Tlposs = | -2 3
3 5

(7) (10%) Sea A — E é}

(a) Calcular los autovalores de A.
(b) Describir paramétricamente los autoespacios asociados a los autovalores de A, y decidir
si A es diagonalizable.

Solucién

(a) Para calcular los autovalores de A debemos encontrar las raices del polinomio caracteris-

tico de A:
det(A — A) = det dé ﬂ - [5 ;D

A—T7 -1
:det[ 9 )\—8]
=A=7(A-8)—(=1)(-2)
= A2 — 15\ + 54.

Las raices de este polinomio son

15+ /152 —-4-54 15++/225—-216 15+3

Por lo tanto, los autovalores de A son 9 y 6.

9,6.

(b) Para describir paramétricamente los autoespacios asociados a los autovalores de A debe-
mos resolver el sistema de ecuaciones lineales (A — Al)v =0para A =9y A =6:

- AR
e i R ]

Resolvamos el primer sistema:



cuya solucién es 1 = x9/2. Por lo tanto, el autoespacio asociado a A =9 es
Vo = {(ml,mg) eER?:z; = x2/2} ={t(1,2) : t e R}.
Resolvamos el segundo sistema:
{1 1] Fy=2Fy [1 1}
2 2 0 0}’
cuya solucién es x; = —x5. Por lo tanto, el autoespacio asociado a A = 6 es
Vo ={(z1,22) ER® 1 21 = —25} = {t(-1,1) : t e R}.
O

(8) (10%) Sean T : R®> — W y S : W — R3? dos transformaciones lineales entre espacios
vectoriales tal que SoT(z,y,2) = (x + y,y + 2,2 + 2).
(a) (2%) Probar que Nu(SoT) = 0.
(b) (3%) Probar que S oT es biyectiva.
(c) (5%) Probar que T es inyectiva.

Solucién

(a) Para probar que Nu(S oT) = 0 debemos probar que la anica solucién del sistema
(SoT)(z,y,2) = (0,0,0) es (z,y,2) = (0,0,0). Es decir, debemos probar que la Gnica
solucién del sistema (z + y,y + z,2 + z) = (0,0,0) es (z,y,z) = (0,0,0). Se resuelve

directamente: x +y=0=>2=—y, y+2=0= 2z = —y, luego x = —y = 2. Como
yr+z=0=x=—2 luego z = z = 0y finalmente x = y = z = 0. Por lo tanto
Nu(SoT)=0.

(b) Para probar que SoT es biyectiva debemos probar que SoT es inyectiva y sobreyectiva.
Por el inciso anterior, S o T es inyectiva. Para probar que S o T  es sobreyectiva, veremos
que la dimensién de la imagen de S o T es igual a la dimensién del codominio de S o T, es
decir 3. Por un teorema de la tedrica

3 = dim(R?) = dim(Im(S o T')) 4 dim(Nu(S o T')) = dim(Im(S o T')) + 0,
por lo tanto dim(Im(S o T")) = 3 y por lo tanto S o T' es sobreyectiva.

Observacion: también podriamos haber probado que S o T es sobreyectiva probando que la
ecuacién (S oT)(z,y,2) = (a,b,c) tiene solucién para todo (a,b,c) € R3.

(c) Supongamos que T'(v) = 0, entonces S(T'(v)) = S(0) = 0. Como por el inciso anterior
S o T es inyectiva, entonces v = 0. Por lo tanto NuT = 0, lo cual implica que T es
inyectiva.

Ejercicio 1 2 3 4 Total % Nota

%

Ejercicio 5 6 7 8

%




