1. Sea T: R? — R?*? la transformacién lineal dada por

x,y,z € R.

7,09 = (

Calcular [T g, B,, donde las bases By y By son By = {(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)},

g, Lt 0 01 0 0 1 2
27\ —1)'\o 0)°\1 0)'\3 4)"
Solucién. Por definiciéon de [T]p, B, debemos aplicar T' a los elementos

de Bi y expresarlos como combinacién lineal de los elementos de Bs. Es
conveniente considerar la base intermedia

={( 96 -6 -6 O}

pues [T]p, B, = C(C, B2)[T]p,,c- Donde C(C, By) denota la matriz de cambio
de base de C' a Bs.

Tenemos
T(1,1,0) = (g _25> :2(3 8) +2(8 é) +o((1) 8) 4 (-5) <8 (1))
T(0,1,1) = <(2) :;) =2 <(1) 8) + (-1) (8 é) +0 ((1) 8) + (-2) (8 ?)
ron=(3 L) =2 010 =20 ) n ()

Luego [T, c se obtiene de poner estas coordenadas como columnas de una
matriz.

r+y+z 2 — 2
r—y+z z—3y—2z)’

2 2 2
2 -1 1
[T]Bl,c - 0 0 9
-5 -2 -1

Por otro lado, C(C, Bs) = C(Bs,C)~ 1. C(Ba,C) se obtiene escribiendo los
elementos de By en la base C. Expandiendo obtenemos

o 5)=1(n) oo ot o) (o b))

0 9)-alt a0 )
(1 0)=0(o o) rolo o) 1 o)+ (o 1)
G D)= o) r2(o o) (o) +elo )



Por ende

1 0 0 1
0O 1 0 2
C<B27C)* 0 01 3]

-1 0 0 4
4 0 0 -1
_ 11-2 1 0 -2

_ 1
1 0 0 1
Finalmente

13 10 9

18 -1 -1
519 0 -1
-3 0 1

[T]B1,B2 = C(07 BZ)[T]Bl,C =

2. Sea T: R?® — R3 la siguiente transformacién lineal:
T(z,y,z) = (bx —y + 5z,2y,2y — 6x — 62), x,y,z € R.

(a) Calcular los autovalores de T'y sus correspondientes autoespacios.
(b) Decidir si T es diagonalizable. En caso que lo sea, dar una base B de
R3 tal que la matriz de T en dicha base sea diagonal.

Solucién. Para realizar los calculos es conveniente expresar a 1" como ma-
triz en la base candnica C'. Aplicamos T a dicha base, y colocamos el resul-
tado como columna de una matriz

5 -1 5
Tle=[0 2 0
-6 2 —6

El polinomio caracteristico es por definicién p(\) = det(A — [T]), es decir

A—5 1 -5
p(AM)=det| 0 X=2 0 |=X-)-2)\
6 —2 A+6

=AM+ 1)\ —2).

Por lo que los autovalores de T" son {0, —1,2}. Calculamos ahora los auto-
espacios V), = Nu(AI — T). Concretamente

-5 1 -5
Vo=Nu| 0 -2 0 | =((-1,0,1)),

6 -2 6

-6 1 -5

Vai=Nu| 0 =3 0 | =(-5,0,6)),
6 -2 5



-3 1 -5
Vo=Nu| 0 0 0 |=(130).
6 —2 8

El conjunto B = {(-1,0,1),(-5,0,6),(1,3,0)} es linealmente indepen-
diente pués consiste en autovectores asociados a autovalores diferentes. Co-
mo |B| = 3 = dimR3, B es una base de autovectores para T. Luego T es
diagonalizable y

0 0 0
Ts=[0 -1 0
0 0 2

Es decir B es la base donde la matriz de T" es diagonal.

3. Consideramos R* con el producto interno candnico. Sea
W= {(w,z,y,2) ER*:w -z +2y — 2 = 3w+ 2z + 5y — 22 = 0}.

= FEncontrar una base ortogonal de W.
» Dar una base de W+.

Solucién. El primer paso forma parte de algo que aparece recurrentemente

en la materia: tenemos un subespacio dado por ecuaciones y por alguna

razén (en este caso la razén se llama Gram-Schmidt) necesitamos obtener

una base.

Dado (w,x,y,z) € R* sabemos que (w,x,y,z) € W siy sélo si es solucién

del siguiente sistema homogeneo W T2y -z =90,
3w+ 2x+ 5y —2z =0.

Reducimos por filas este sistema:

1 -1 2 -1 N 10 9/5 —-4/5

3 2 5 =2 01 -1/5 1/5 )"
Dos sistemas homogeneos equivalentes por filas tienen las mismas soluciones,
y por lo tanto

W = {(w,z,y,2) € R*": w=—9/5y+4/52y . =1/5y —1/52}
= {(=9/5y +4/52, 1/5y — 1/52, y, z) € R*: y, 2 € R}
= {y(=9/5,1/5,1,0) + 2(4/5, —=1/5, 0, 1) e R*: y, z € R}
=((—9/5,1/5,1,0), (4/5, —1/5, 0, 1))
=((—9, 1, 5,0), (4, -1, 0, 5)).
Estos dos vectores son LI, luego {(—9, 1, 5, 0), (4, —1, 0, 5)} es una base de
w.

El segundo paso es aplicar el proceso de Gram-Schmidt a estos dos vec-
tores. Llamamos v1 := (=9, 1, 5, 0) y vy := (4, —1, 0, 5). Obtenemos

wy =V = (_97 L, 5, O)a



U)2:’U2— wli...i

(volwy) ~_  _ (9 _70 18
(wi|wr) 107’ 107’ 107" °)"

El teorema de Gram-Schmidt dice que w; y we son ortogonales, y que
<w1, w2> = <’U1, U2> =W.
El dltimo paso se reduce a pasar, nuevamente, de ecuaciones a generado-
res:
W+ = {veR*: (v|Jw) =0 para todo w € W}
= {v e R (v|v1) =0y (v|vg) =0}
={(w,z,y,2) €ER*: —Qw+z+5y=0y4w—z+52=0}.

Reducimos para obtener un sistema equivalente:

-9 1 50_)_”_>10—1—1
4 -1 0 5 01 —4 -9/’
y por lo tanto
Wt ={(w,z,y,2) eR*: w=y+ 2y z =4y +9z}

={y(1,4,1,0)+2(1,9,0,1) € R*: y,z € R}
=((1,4,1,0), (1,9, 0, 1)).

Estos dos vectores son claramente LI.

4. Determinar si cada una de las siguientes afirmaciones son verdaderas o
falsas, justificando en cada caso la respuesta dada.

1. Sea R[t]2 el R-espacio vectorial de polinomios de grado < 2 con el
producto interno

(az® 4+ bx + c,d'x® + 'z + ) = ad + bV + cc.
Existe p € R]t]2 tal que (p,q) = fng q(z)dzx para todo g € R]t]s.

Solucién. Esto es verdadero. Pongamos V' = R[t]y. Notar que la aplica-
cién q — fng q(z)dx determina una transformacién lineal ©: V — R, es
decir, ¥ es un elemento de V*. Como (-, ) es un producto interno, el teorema

de representaciéon de Riesz garantiza la existencia del p € V' buscado.

2. Si T:Q3%— Q3 es una transformacién lineal y det 7 = 0, entonces 0
es autovalor de T

Solucién. Esto es verdadero. Si el determinante de T" es 0 entonces 1" es
no singular, es decir, NuT # 0. Esto quiere decir que existe v € Q3 no nulo
tal que T'v = 0. Pero entonces Tv = Og v, y como v # Ogs deducimos que 0
es un autovalor.

3. Sea A € C>*3 una matriz tal que su polinomio caracterstico es py =
(z — 2)(x® + 2). Entonces A es diagonalizable.
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Solucién. Esto es verdadero. El polinomio p4 tiene tres raices complejas
distintas, y por lo tanto A tiene tres autovalores distintos. Como A €
C3%3, se sigue que A es diagonalizable.



