Matematica Discreta |

Parcial 1: Abril 12, 2022
Tema 2 - Turno Tarde

Ejercicios:

(1) (a) Dada la siguiente definicién recursiva:

a; = 1,
a9 — 1,
ap = 3Gp_1 + OG,_o, paran > 3,
calcular el valor numérico de los términos as, a4, as y ag.
(b) Calcular el valor numérico de

5

[Tii-1),

=2

utilizando en cada paso la definicién recursiva de productoria.

(2) Sea {an}nen, la sucesion definida recursivamente por

a0:3,
a1:57

Qp = DQy_1 — 0a,_o, paran > 2.
Probar que a,, = 4 - 2" — 3" para todo n € Nj.
Solucién
(1) (a) Por definicion a; =1, ay =1, luego:
as = 3as_1 +da3_9 =3as+5a, =3-14+5-1=8.
Ahora, as = 1, a3z = 8, luego:

a4:3a4_1+5a4_2:3a3+5a2:3-8—|—5-1:29.
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Asi, a3 = 8, ay = 29, entonces:

a5:3a5_1+5a5_2:3a4+5a3:3-29+5-8
= 87+ 40 = 127.

Por altimo, de a4 = 29, a5 = 127, se sigue:
g — 3&6_1 + 5(16_2 = 3@5 + 5CL4 =3-127+5-29

= 381 + 145 = 526.

(b) Aplicaremos reiteradas veces la definicién recursiva de productoria:

[[ii-1) = (Hi(z’—l) 5-(5—1)

i=2 =2

— (Hz’(i—l) 4-(4—1)-5-4

1=2

- (ﬁz’(i—l) .3-(3—1)-4-3-5-4

=2-(2-1)-3-2-4-3-5-4
=2.1-3-2-4-3-5-4
=922.32.4%.5 = 28%0.

(2) Se demostrara la férmula por induccién completa sobre n.

Caso(s) base. Por la definicion de la sucesién tenemos que: ag = 3, a; = 5.

Por otro lado, por propiedades de las potencias ((° =1, ¢! = ¢), se cumple que:

4.20-3"=4.1-1=4—-1=3=ay.
4.2 —3'=4.2-3=8—-3=5=aq,.

Es decir, el resultado vale paran =0y n = 1.
Paso inductivo. Debemos probar que si para algin &£ > 1 vale
(HI) ap=4-2"~-3" para 0<h<k,
eso implica que
(*) (py = 4 - 261 _ gkl

Comenzamos por el lado izquierdo de (*):



g1 = D11 — 6api1 o (por def. de a,,)
= bay — 6ag_1
=5(4-2"-3") —6(4-2""-3"1)
=20-2"—-5.3"—-12.2.2"1 4+ 2.3.3+!

por HI)

6=2-3)
=20-2"-5.3F—12.2F +2.3F def. de z")
=2F. (20 — 12) + 3" - ((=5) + 2)

=4.2.9F_3.3F

factor comin)
8=2-4)

(
(
(
(
(
(def. de ™)

— 4. 2k+1 _ 3k;+1

Esto prueba (*). Por lo tanto, por el principio de induccién completa, podemos

concluir que a,, =4-2" — 3", para todo n € N,



