Notas de Algebra
Moderna 1:
Introduccion a la
teoria de Grupos

Facultad de Ciencias, UNAM

Frank Pafrick Murphy Hernandez

Jaime Garcia Villeda






Indice general

[ntroducciénl

|Capitulo 1. Basico de Grupos|
. Grupo

Subs
. rupos Ciclicos
[F"Grupos de Permutaciones)

5. Teorema de Lagrange|

. Subgrupos Normales y Grupo Cociente|
. Reticula de Subgrupos

8. ercic10s

|Capitulo 2. Morfismos|

;

N

Eé

3. Grupos Libres|
[4._Generadores y Relaciones|

[5._Producto directo]
0. €ICIC10S|

|Capitulo 3. Grupos Simétricos|
. onjugados|
[2. Estructuras ciclicas en los grupos simeétricos|
3. Simplicidad de los grupos Alternantes|

@ Teorema de Cayley)|

. -conjuntos;

E

i

. €1CIC10S|

|Capitulo 4. Teorema de Cauchy y los Teoremas de Sylow|
|I. Teorema de Cauchy|

. Teoremas de Sylow

. Grupos de orden pequeio

. Grupos Solubles

. ercicios

|Capitulo 5. Grupos Abelianos|
|1. Ideas basicas de categorias|

[2._Grupos Abelianos

. TUpoOS abe€lianos 110res royectivos|

[ Grupos Divisibles ¢ Inyectivos|

|

ENEEN BNV

o

16

27
30
35
36

49
49
58
61
71
75
78

91
91
93
98
100
108
111
121

139
139
144
151
156
159

167
167
180
185
198



4 Indice general

5. Producto tensoriall 202
6. ercicios| 208
|Capitulo 6. Introduccion a la Cohomologia de Grupos| 225
[L._Producto semidirectol 225
2._Cociclos| 229
|3.  Derivadas y el primer grupo de cohomologial 233
4. €rcic1os| 240
[Anexos| 241
[5._Reficulas 241
6. Lemade Zornl| 244

Bibliografia 247



Introduccion

“El algebra es la oferta hecha por el diablo al matemadtico. El diablo dijo: Te daré esta
potente miquina, que responderd cualquier cuestion. Todo lo que necesitas es darme tu
alma. Deja la geometria y te daré esta maravillosa mdquina.”

Michael Atiyah.

“Cuando un matematico dice que algo es fdcil de ver o trivial, significa que espera que
saques un ldpiz y una hoja de papel, y dediques un poco de tiempo (probablemente
considerable) revisandolo por ti mismo.”

Jonathan Golan [2]]
(3] [L]






Capitulo 1

Basico de Grupos

“Las matematicas son la mas bella y la mas poderosa creacion del espiritu humano ”

Stefan Banach.

1. Grupos

DEFINICION 1.1 (Grupo). Sea G un conjunto no vacio con una funcion *: Gx G — G.
Notacionalmente escribimos gh := x(g,h) para g,h € G. Si esta funcion cumple:
Gl1) Para g,hk € G, g(hk) = (gh)k.
G2) Existe e € G tal que para cualquier g € G, ge = g = eg. A un elemento que cumpla
esta propiedad lo llamamos un neutro del grupo.
G3) Para todo g € G, existe h € G tal que gh = e = hg. A un elemento que cumpla esta

propiedad lo llamamos un inverso de g.

Entonces llamamos a G un grupo.

Notamos que formalmente un grupo es una pareja (G, *) pero cuando la operacién se
sobrentienda simplemente denotaremos al grupo por G.

PROPOSICION 1.1. Sea G un grupo. Entonces G tiene un tinico neutro.

DEMOSTRACION. Sea ¢’ € G otro neutro. Entonces

Como el neutro de un grupo es tnico, lo denotaremos por e
PROPOSICION 1.2. Sea G un grupo y g € G. Entonces g tiene un tinico inverso.

DEMOSTRACION. Si existen &,k € G tales que gh = ¢ = hg y gk = ¢ = kg. Entonces

gh = gk, y multiplicando por la izquierda con % y asociando tenemos que i = k. (I

Como el inverso de g € G es tinico, lo denotaremos por g~ .

7



8 1. BASICO DE GRUPOS

PROPOSICION 1.3. Sea G un grupo y g1,...,8, € G. Si definimos recursivamente
hy = g1y hgy1 = hggry1, entonces cualquier producto de g1, ... ,g, en este preciso orden

es igual a h, sin importar el orden en que se apliquen los parentesis.

DEMOSTRACION. La prueba se hace por induccion sobre todas las sucesiones de
longitud n de G. Podemos suponer que n > 2 y que x € G es un producto de gi,...,gn.
Por lo que lo podemos expresar como x = yz donde y = g1...8; ¥y 2 = &i+1-..8n CON
i=1,...,n—1. Si z=g,, entonces x = h,. Si no, entonces z = y'z. Por hipotesis de
induccién entonces z = wg,,. De donde tenemos que x = (yw)g, y apicando la hipotesis de

induccién de nuevo x = h,,_1g, = hy,. (I
EJEMPLO 1.1. Los enteros con la suma (Z,+).
EJEMPLO 1.2. Los racionales con la suma (Q,+).
EJEMPLO 1.3. Los reales con la suma (R, +).
EJEMPLO 1.4. Los complejos con la suma (C,+).
EJEMPLO 1.5. Sea n € N. Los enteros médulo n con la suma (Zy,+).
EJEMPLO 1.6. Los racionales sin el cero con el producto (Q\ {0}, ).
EJEMPLO 1.7. Los reales sin el cero con el producto (R \ {0}, ).
EJEMPLO 1.8. Los complejos sin el cero con el producto (C\ {0}, ).

DEFINICION 1.2. Sea G un grupo. Diremos que G es un grupo abeliano, si para todo
g,h € G gh=hg. En el caso de los grupos abelianos usaremos notacion aditiva, es decir,

escribiremos g+ h en vez de gh.

Hasta el momento todos los ejemplos que se han dado son grupos abelianos.

DEFINICION 1.3. Sea X un conjunto. Ponemos como Sy al conjunto de todas la

funciones biyectivas 6: X — X.

PROPOSICION 1.4. Sea X un conjunto. Entonces Sx es un grupo con la composicion

de funciones como operacion.

DEMOSTRACION. Primero notamos que la composicién de funciones biyectivas es

una funcién biyectiva por lo que la operacion esta bien definida.
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G1) La composicién de funciones es asociativa.

G2) Sabemos que la funcién identidad 1x en X es una funcién biyectiva. Por lo que para
o cSx,0ly=0=1x0.

G3) Sabemos que toda funcion biyectiva es invertible.

O

EJEMPLO 1.9. Consideramos las funciones f,g € Sg dadas por f(x) =x+ 1y g(x) =
x3 para toda x € R. Por lo que tenemos f(g(x)) =x>+1# (x+1)3 = g(f(x)) y que Sg no

es un grupo abeliano.

DEFINICION 1.4. Si G es un grupo finito. Entonces definimos su orden, |G|, como su

cardinalidad. En caso de que G sea infinito, diremos que su orden es infinito.

EJEMPLO 1.10. Para n natural y K un campo. Las matrices invertibles de n por n con

entradas en K, GL,(K), son un grupo no abeliano paran > 2.
2. Subgrupos

En esta seccidn se van a estudiar los subconjuntos de un grupo que heredan la estructura
de este, es decir, la nocién de subgrupo.

DEFINICION 2.1 (Subgrupo). Sea G un grupo. Un subconjunto H C G es un subgrupo,

lo que se denotard por H < G, si satisface las siguientes propiedades:

SGl) ec H
SG2) Para cualesquiera g,h € H, gh~' € H.

Observemos que la definicién dada de subgrupo es muy compacta en el sentido de
que la segunda propiedad permite deducir que los subgrupos son subconjuntos cerrados
bajo inversos, es decir, si H < Gy g € H, entonces g~' € H. Ademis, esta segunda
condicién también implica que los subgrupos son cerrados bajo producto, es decir, que si
g,h € H, entonces gh € H. Estas tltimas observaciones son importantes pues empatan con
la discusioén previa a la definicién y nos dicen que un subgrupo es un subconjunto de un
grupo que es grupo al restringir la operacién de G. De hecho, esta afirmacién es equivalente
a la definicién de subgrupo, la desventaja que tiene es que como esta es méas tedrica es un
poco dificil de aplicar a la hora de hacer ejemplos, pero por otro lado permite ver que los
subgrupos son en efecto grupos. Esta dltima observacién es interesante pues en muchas
ocasiones se puede demostrar que ciertos conjuntos con una operacién son grupos al ver
que estos son subgrupos de algtin otro grupo ya conocido.

Algunas caracterizaciones se encuentran en el siguiente resultado:
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PROPOSICION 2.1. Sea H C G con G un grupo. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
1. HLG
2. H cumple las siguientes propiedades:
mecH.
» Para cualquier g € H, g € H.
= Para cualesquiera g,h € H, gh € H.

3. La restriccion de la operacion de G a H, define una estructura de grupo en H.

DEMOSTRACION. 1 =-2) La primera propiedad a probar es exactamente SG1. Para la

I' = ¢g~! € H. Para la tdltima

segunda se observa que dado g € H, por SG2 se tiene que g~
afirmaci6n se consideran g, € H. Por la afirmacién demostrada 7~ € H. Luego, al aplicar

SG2 esto implica que gh = g(h~!)~! € H, donde se ha usado el ejercicio

2 = 3) La tercera propiedad dice que el rango de la restriccion |gxy : H X H — G
es H. Asi, lo que resta checar es que (H,*|gxp) es un grupo. Para esto es claro que G1
se cumple pues esta propiedad se cumple mds generalmente para los elementos de G. La
propiedad G2 es consecuencia de la primera propiedad que define a H. Para concluir G3 es

consecuencia de la segunda propiedad que cumple H.

3 = 1) Para ver que se cumple SG1 lo tinico que se tiene que ver es que si ey € H es
el neutro segun la estructura de grupo de (H, *|p ), entonces ey = e. En efecto, ya que
como ey = e%,, el que esta igualdad se cumpla en G implica que ey = e. Ademds, la prueba

de la propiedad SG2 es obvia. (]

EJEMPLO 2.1. Para G un grupo, se tiene que {e} < Gy G < G. A estos subgrupos se

les conoce como subgrupos triviales.

EJEMPLO 2.2. Sea k un campo. Observe que el conjunto {A € My (k) | A es invertible}
es un grupo cuya operacion es el producto de matrices usual y el neutro es la matriz
identidad. A este grupo se le conoce como el grupo general lineal y se le denotard por
GL, (k). Ahora considere el conjunto {A € M, (k) | det(A) = 1}, al que se le va a denotar

por SLy (k). Dado que toda una matriz cuadrada es invertible si 'y solo si su determinante es
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diferente de cero, esto implica que se tiene la contencion de conjuntos SL, (k) C GL, (k).

De hecho,

Afirmacion: SL,(k) es subgrupo de GL, (k).

DEMOSTRACION. De acuerdo a la definicién hay que probar dos propiedades:

SG1) Dado que la matriz identidad, I,,, satisface que det(I,) = 1, entonces esto implica

que I, € SL,(k).
SG2) Sean A, B € SL, (k). Para concluir que AB~! € SL, (k) se tiene que calcular el
determinante de dicha matriz y ver que este es uno, por lo que se tiene que:
det(AB™!') = det(A)det(B~') =det(B) ' =1"!=1
O

Por lo tanto, se ha probado que SLy,(k) < GLy(k). Al grupo SLy (k) se le conoce como

el grupo especial lineal.E]

Continuando con la lista de ejemplos, los cuales se presentaran de aqui en adelante sin
demostracion, tenemos:

EJEMPLO 2.3. Dado n € Z, se observa que nZ < 7, donde nZ es el conjunto de
muiltiplos de n. De hecho, se puede probar que todos los subgrupos de (7,+) tienen esa

forma (ver ejercicio[I8)

EJEMPLO 2.4. {—1,1} < (R\{0},%)

EJEMPLO 2.5. Si se denota por T ={z€ C | |z| =1}, entonces T < (C\ {0}, ). A este
2rmik
subgrupo se le conoce como el subgrupo toro. Mds atin, dado p € N primo, {eII’ET | k,ne

Nt} <T.

ISe recomienda ver el ejercicio
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Regresando a la teoria general, de la definicién es claro que no todo subconjunto de un
grupo puede ser un subgrupo. Sin embargo, hay una forma de asociarle a cada subconjunto
de un grupo un subgrupo, y ademads esta tiene una propiedad muy interesante pues dicha
construccién es minima en un sentido que se explicara a su debido tiempo.

DEFINICION 2.2 (Subgrupo generado). Sean G un grupoy S C G. Decimos que H < G

es el subgrupo generado por S, si:

1. SCH
2. SiK < Gtal que S C K, entonces H C K.

La definicién puede parafrasearse de la siguiente forma: La primera propiedad dice que
el subgrupo generado por S debe contener a dicho conjunto. Esto intuitivamente dice que lo
que se estd haciendo es agregarle todo lo que le falta a S para ser un subgrupo, que segtin la
caracterizacion de los subgrupos es agregar el neutro si S no lo tiene, cerrar bajo productos
a todos los elementos de S asi como los que se estan agregando y, ademds poner un inverso
para cada elemento. Por otro lado, la segunda condicién dice que este subgrupo es minimo
con esta propiedad respecto a la contencion, es decir, dice que si hay otro subgrupo de G que
contiene a S, entonces el subgrupo generado debe quedarse contenido en ese otro subgrupo.
Esta tdltima propiedad permite demostrar la unicidad de dicho subgrupo en caso de que
exista, por lo tanto esto justifica el por qué se usé la frase “el subgrupo generado” y a su vez
permite ponerle una notacién, a saber, el subgrupo generado por S se va a denotar por (S).

PROPOSICION 2.2. Sea G un grupo 'y S C G. Si el subgrupo generado de S existe,

entonces este es Unico.

DEMOSTRACION. Supéngase que H,K < G son subgrupos generados por S. Dado
que S C K, entonces al usar la segunda propiedad que cumple H por ser subgrupo generado
por S se deduce que H C K. Ademads, como el argumento es simétrico se deduce que K C H

y por lo tanto H = K. (|

Con la proposicion anterior ahora podemos preocuparnos por la existencia de dicho
subgrupo. Para ver que este existe se va a hacer una construccién abstracta que de paso
permite probar una afirmacién tedrica de cardcter general que es muy recurrente en contextos
algebraicos, esto es, que la nocién de subgrupo es estable bajo intersecciones.

LEMA 2.1. La interseccion de cualquier familia no vacia de subgrupos de un grupo

dado es un subgrupo.
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DEMOSTRACION. Sea {Hy}qea una familia de subgrupos de un grupo G con A # 0.

Veamos que (ycp Ho cumple los axiomas de la definicion.
SG1) Dado que para cualquier o € A se tiene que e € Hy, entonces e € (\yep Ha-

SG2) Supéngase que g,h € (yep Ho- Dado que para cualquier o € A se tiene que g,/ €

Hy, entonces para cualquier o € A, gh~!' € Hy, 1o que implica que gh™! € Nyep Ho. O

Otra operacién conjuntista que puede llegar a la mente en estos momentos es la unién
de subgrupos. Para una discusion se esta con la perspectiva del lema anterior consultar el

ejercicio21]

PROPOSICION 2.3. Sea G un grupo. Dado un conjunto S C G, el subgrupo generado

por S siempre existe.

DEMOSTRACION. Considere el conjunto .’ = {H < G | S C H}. Es claro que . # 0
pues G € .. Luego, al considerar (S) := (1.7, es claro del lema anterior que (S) <Gy
ademds por construccién S C (S). Por otro lado, si H < G tal que S C H, entonces H € .7,
por lo que (S) C H pues (S) es el infimo de la familia . con el orden definido por la

contencion. O

La construccién realizada tiene algunas propiedades generales las cuales se enuncian
en el siguiente resultado.

PROPOSICION 2.4. Sean G un grupo 'y S,T C G. Se tienen las siguientes propiedades:
1. (0) = {e}
2. Si S CT, entonces (S) C(T)

3. ((8) =($)

4. S es un subgrupo siy solo si (S) =S

DEMOSTRACION. Dado que 0 C {e}, de la definicién de subgrupo generado se tiene

que (@) C {e}, lo que obviamente implica la primera igualdad.

Para la segunda afirmacién, si S C T, entonces S C (T') por transitividad de la con-
tencién. Por ser (T') es subgrupo, de la definicién de subgrupo generado dicha contencién

implica que (S) C (T).
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Para la tercera igualdad, por definicién de subgrupo generado se tiene que (S) C ((S)).
Por otro lado como (S) C (S) y (S) es un subgrupo, entonces por definicién ((S)) C (S),

donde estas contenciones implican la igualdad buscada.

Para la cuarta afirmacidn, respecto a la ida note primeramente que S C (S) por definicién.
Por otro lado S C S y S es un subgrupo, lo que implica nuevamente por definicién que

(S) C S, probando asi la igualdad. Nétese que el regreso de la afirmacién es obvio. U

Es importante notar que para la prueba de esta proposicioén no se usé la construccién
con la que se defini6 el subgrupo generado, solamente se usaron los axiomas que lo definen.
Esta caracteristica muestra que la prueba dada es muy general.

Antes de continuar vale la pena hacer una pequefia discusion. Para esto denote por
Sub(G) al conjunto de subgrupos de GEI Luego, observe que la construccién generado
permite definir una funcién cuyo dominio es el conjunto potencia de G y el codominio
Sub(G)

(L) : 9(G) = Sub(G)

Observe que esta funcién no es inyectiva pues (0) = ({e}) = {e}. Ademds por la
afirmacién 4 de la proposicién anterior se deduce que esta es suprayectiva. Al observar
que Sub(G) C @(G) tiene sentido preguntarnos por los puntos fijos de esta funcién, y
precisamente la afirmacién 4 de la proposicién anterior dice que los puntos fijos son
precisamente Sub(G). Para concluir se recuerda que #(G) es un conjunto parcialmente
ordenado con la contencién, por lo que Sub(G) admite dicha estructura también. Por lo
tanto, la propiedad 2 de la proposicién dice que esta funcién preserva el orden. Este tipo de
cuestiones de orden se discutirdn a mayor profundidad en la seccién 7 del presente capitulo.

Para concluir esta seccién se va a obtener una descripcién mds tangible del subgrupo
generado por un conjunto. Antes de esto se requieren algunas definiciones previas.

DEFINICION 2.3. Dado G un grupo y g € G, se define recursivamente la funcion

“elevar a lan € N” como sigue:
1. g%=e
2. Paratodon €N, g"t! = g"g

Ademds esta funcion se puede extender para exponentes negativos al escribir g=" =

(gfl)n

Zpara los conjuntistas noten que esto es en efecto un conjunto
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Algunas propiedades aritméticas bdsicas de la definicion anterior se encuentran en el
ejercicio[9]

DEFINICION 2.4 (Palabras). Sea S C G. Una palabra en S es un elemento de G de la

forma

ki

kn
Sl RN Y

no

donden €N, sy,....s, €Syki,...k, € {—1,1}. Sin=006 S =0, la palabra corres-

pondiente se conoce como la palabra vacia y esta es por definicion e.

PROPOSICION 2.5. Dado S C G, (S) es el conjunto de todas las palabras en S.

DEMOSTRACION. Si S =0, entonces (S) = {e} y por otro lado la dnica palabra que se
puede formar es la palabra vacia que por definicién es el neutro. Asi, supéngase que S # 0.
Para probar la igualdad que se quiere observe que obviamente el conjunto de palabras en S
contiene a S. Como el producto de dos palabras en S es una nueva palabra en S, salvo quizas
reescribir algunos términos de esta, y como el inverso de una palabra en S sigue siendo una
palabra en S (ejercicio[I0), entonces el conjunto de palabras en S es un subgrupo de G y por
lo tanto el generado por S estd contenido en el conjunto de palabras en S. Por otro lado toda

palabra en S claramente es elemento de (S), lo que da la igualdad buscada. (]

EJEMPLO 2.6. Dado g € G, ({g}) ={g" | n € Z}. Ademds, notacionalmente se escri-

bird (g) := ({g})-

DEFINICION 2.5. Sea G un grupo y g € G. Definimos el orden de g, o(g), como |(g)

5

cuando este cardinal es finito.
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3. Grupos Ciclicos

DEFINICION 3.1. Sea G un grupo. Decimos que G es ciclico si existe g € G tal que
G=(g)

EJEMPLO 3.1. Los enteros Z son un grupo ciclico.

EJEMPLO 3.2. Los enteros modulo n Z, son un grupo ciclico.

Notamos que el elemento que genera al grupo ciclico no necesariamente es Unico, por
cjemplo, Z = (1) = (1) y Z3 = (1) = (2)

PROPOSICION 3.1. Todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.

DEMOSTRACION. Sea G grupo ciclicoy H < G. Entonces existe g € G tal que G = (g).
Sea n el minimo natural positivo tal que g" € H. Afirmamos que H = (g"). Es obvio que
(g") € H. Procedemos a demostrar la otra contencion. Sea i € H. Por pertenecer a G es una
potencia de g, es decir, existe m € N tal que 7 = g"'. Aplicamos en algoritmo de la divisién
amy n, por lo que existen g € Z 'y r € N tales que m = ng+r con 0 < r < n. Notemos que
g =g"""1=g"g™" € H.Sir >0, entonces se contradice la minimalidad de 7, por lo que

la unica opcidn es que r = 0. Por lo tanto & € (g"). O

PROPOSICION 3.2. Sea G un grupo y g € G un elemento de orden ny k € 7, tal que

g" = e. Entonces n | k.

DEMOSTRACION. Aplicamos el algoritmos de la division a n y a k. Entonces existen
g€ZyreNtalesque k=ng+rcon0<r<n. Porloqueg =gk" =gkg™ =¢. Si
r > 0 entonces (g) tendria a lo mds r elementos contradiciendo que tiene n. Por lo que r =0

yn|k. O

PROPOSICION 3.3. Si G es un grupo ciclico finito de orden n. Entonces tiene un tinico

subgrupo de orden d para todo d divisor de n.

DEMOSTRACION. Como G es ciclico entonces existe g € G con G = (g). Sea d divisor
de n. Entonces existe k € N tal que dk = n. Afirmamos que (g*) es un subgrupo de orden d.
En efecto, (g€)9) = gh = g" = e, y este es el minimo natural con respecto a esta propiedad,
dado que si no lo fuese contradiria el hecho de que el orden de g es n.

Sea H otro subgrupo de orden d. Ademds sabemos que H es ciclico por el ejercicio ... .

Por lo que H = (h) para algin h € G. De esto, existe un m € N tal que g” = h. Entonces
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4 — ¢y por la proposicién anterior n | md. De donde existe s € Z tal que ns = md. Si

gm
consideramos que dk = n, entonces ks = m. Por lo que h = g™ = g**. Por lo que & € (g).

De aqui H < (g¥). Como ambos subgrpos tienen orden d se sigue que son iguales. (]

PROPOSICION 3.4. Si G es un grupo ciclico finito de ordenn'y g € G tal que G = (g).

Entonces (g*) = G si'y sélo si (k,n) = 1.

DEMOSTRACION. =) Si (g¥) = G, entonces existe m € N tal que g = g. Por lo que

g1 =e. Se sigue que n | km — 1. De donde (k,n) = 1.
<) Si (k,n) = 1, entonces existen s, € Z tales que ks +nt = 1. Por lo que g = ghmt =
g*s. De aqui g € (g") y por lo tanto (gk) = G. O

DEFINICION 3.2. Sea G un grupo ciclico. Denotamos por Gen(G) el conjunto de

generadores de G.
PROPOSICION 3.5. Sea G un grupo. Entonces G = | Jccy () Gen(C).

DEMOSTRACION. C) Sea g € G. Entonces (g) € €(G) y g € Gen({(g)). Por lo tanto
8 € Ucew(g) Gen(C).

D) Notemos que para cada C € €' (G) tenemos que Gen(C) C C < G. Por lo tan-
to Uceg () Gen(C) C G. Falta ver que la unidn es disjunta. Sean C1,C; € ¢ tales que
Cen(Cy) NGen(Cy) # 0. Entonces existe g € Cen(C;) N Gen(C,). Por lo que C; = (g) = C».

Por lo tanto la unién es disjunta. O

DEFINICION 3.3. Definimos la ¢ de Euler como ¢ : Nt — N dada por:
¢(n) = {1 <k<n|(kn)=1}|
para todan € N*,

Observamos que |Gen(Zy)| = ¢(n).

DEFINICION 3.4. Sea G un grupo . Denotamos por € (G) el conjunto de subgrupos

ciclicos de G.
PROPOSICION 3.6. Sea n € N. Entonces n =Y 4, ¢(d).

DEMOSTRACION. Si G es un grupo. Entonces G = | |cc¢(g) Gen(C). Esto pasa en

particular para G = Z,,. O
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PROPOSICION 3.7. Sea G un grupo finito de orden n. Si G tiene a lo mds un subgrupo

de orden d para cada d divisor de n, entonces G es ciclico.

DEMOSTRACION. Como G = | Jccg () Gen(C). Entonces

n=16l= ¥ Gen(C) <Y (d)=n

Ce?(G) dln
Por lo que G tiene que tener exactamente un subgrupo ciclico de orden d para todo d divisor

de n. En particular para n. (I

PROPOSICION 3.8. Sea G un grupo de orden n tal que para cada d divisor de n existe
a lo mds d elementos g tales que g = e. Entonces G tiene a lo mds un subgrupo de orden d

para cada d divisor de n.

DEMOSTRACION. Si H es un subgrupo de orden d, entonces % = e para toda h € H.
Si existiesen mas de un subgrupo de orden d entonces se tendria mds de d elementos g tales
que g¢ = e. Contadiciendo la hipétesis. U

Notamos que estas son condiciones para que un grupo finito sea ciclico.

DEFINICION 3.5. Sea K un campo. Denotamos por K* a K\ {0} con estructura de

grupo dada por la multiplicacion

COROLARIO 3.1. Si K es un campo y G es un subgrupo finito de K*. Entonces G es

ciclico.

DEMOSTRACION. Si G tiene orden n y d es un divisor de n. Entonces el polinomio
x? —1 € K[x] tiene a lo mds d soluciones. Por lo que se cumplen las hipétesis de la

proposicién pasada. O

PROPOSICION 3.9. Si K es un campo finito. Entonces el grupo K* es ciclico.

Vale la pena mencionar que el resultado anterior es un corolario, pero dado a su bastas
aplicaciones en cuestiones practicas le dejo el nombre proposicion.

4. Grupos de Permutaciones

La pregunta de cudndo Sy es abeliano se presenta en el siguiente resultado. Se reco-
mienda ver el ejercicio 47| para complementarlo.

PROPOSICION 4.1. Sea X un conjunto. Entonces Sx es un grupo abeliano si'y solo si

1X] < 3.
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DEMOSTRACION. =) (Por contrapositiva) Supdngase que |X| > 3. Luego sean x| ,xp,x3 €
X elementos distintos. Para ver que Sy no es abeliano se van a construir dos elementos de

este que no conmutan, por lo que sean f,g : X — X definidos mediante:

FIx\fows) = I\ poxs)s f(2) =x3y f(x3) = x2
81X\ (i) = Lx\ a0 ) 8(¥1) = X2y 8(x2) = X1

Observe que por definicién es claro que f,g € Sx. Mds atin, fg # gf yaque fg(x;) =
x3 #x = gf(x1).

<) Si |X| < 3, entonces se tienen tres casos:

Cl) Si|X|=0,entonces X =0y asi Sx = {1g}, que es claramente abeliano.

C2) Si |X| =1, entonces X = {*} y por lo tanto Sx = {1x}, que es claramente abeliano
como en el caso anterior.

C3) Si |X| =2, entonces supongamos que X = {a,b}. Luego Sx = {1x,7}, donde 7(a) = b

y T(b) = a y en este caso también es claro que Sy es abeliano.

DEFINICION 4.1. Sea X un conjunto y ¢ € Sx. Definimos el soporte de o, sop(o),
como los elementos x € X tales que 6 (x) # x y los puntos fijos de o, fix(c), como los

elementos x € X tales que o (x) = x.

Observamos que todo o € Sy particiona a X con {sop(0), fix(c)}.

El estudio general de los grupos Sx puede ser dificil ya que como se verd posteriormente
estos contienen una copia de cada grupo. En lugar de esto se va a particularizar nuestro
estudio considerando X = {1,...,n} donde n € N, es decir, los conjuntos formados por los
primeros n naturales empezando desde el 1. Es importante decir que incluso al hacer esto se
estan diciendo cosas de Sy para cualquier X finito pues posteriormente se dispondrd de la
herramienta para ver que cuando dos conjuntos son biyectables estos producen el mismo
grupo de permutaciones, luego, esto justificard la eleccién de los conjuntos tomados ya
que estos son los representantes canénicos para modelos de finitud. En este caso es comun
denotar S, := Sy .. ,). Mds aun, es un hecho conocido de la combinatoria que

|Sn| = n!

Continuando con las particularidades obtenidas de esta reduccién es importante discutir
la existencia de dos notaciones usadas para representar las permutaciones de S,,. La primera
de ellas es asociar una matriz M, (Z) a cada elemento de S,,. Esta se construye al poner
en el primer renglén cada uno de los elementos de {1,...,n} segin el orden usual y debajo
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de cada uno el valor que le corresponde para la permutacién considerada. Asi, si ¢ € S, la
matriz asociada tiene la forma:

Un ejemplo menos general se obtiene al considerar ¢ € S3 cuya regla de corresponden-
ciaeso(l) =1, 0(2) =3y o(3) =2, para la cual se escribe

s (1 23
132

Respecto a la segunda notacién hay que desarrollar teoria previa.

4.1. Notacion ciclica.

DEFINICION 4.2 (k-ciclo). © € S, es un k-ciclo si existen iy,...,ix € {1,...,n} distintos

tales que

o(i1) =iz,....; 0(ik-1) = ik, 0 (i) = iy
Mientras que fix(c) ={1,..,n}\ {i1,...,ix}. En tal caso se escribe ¢ = (ij....i¢).

Observe que por definicion los 1-ciclos son la permutacion identidad y esta se denota
por (1) aunque hay ocaciones que se suele escribir (k) para k € {1,...,n}. Por otro lado a
los 2-ciclos se les conoce como transposiciones, mientras que a los 3-ciclos como triciclos.

Nétese que el dltimo ejemplo de permutaciones discutido es una transposicion y esta se
escribe en notacién ciclica por (23). Un ejemplo més elaborado se obtiene al considerar

O € S¢ definido por
o— 1 23 456
\2 31 5 46

Es claro que esta permutacion no es un ciclo. Sin embargo esta estd formada por dos
ciclos: el triciclo (123) y la transposicién (45). Nétese entonces que & se puede ver como
la composicién de estos dos ciclos por lo que ¢ se puede escribir en la notacion ciclica
mediante:

o = (123)(45)
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Este es un ejemplo de cdmo escribir una permutacién usando la segunda notacién
a la que se le conoce como ciclica. Vale la pena comentar que por el ejercicio 43| dicha
descomposicién no depende del orden en el que se escriben los factores, para lo que es
necesario el siguiente concepto.

DEFINICION 4.3 (Permutaciones ajenas). Dos permutaciones G,T € Sy, son ajenas si

sop(1) C fix(c) y sop(c) C fix(7).

En estos momentos vamos a ver que toda permutacion posee una descomposicién como
producto de ciclos, que es la segunda forma de representar una permutacion.

PROPOSICION 4.2. Toda permutacion es producto de ciclos ajenos

DEMOSTRACION. La prueba se va a hacer por induccién generalizada sobre la cardi-

nalidad del soporte de las permutaciones. Sea ¢ € S, y escribamos k = [sop(0)].

Base: k = 0. En este caso 0 no mueve ningtn elemento, es decir ¢ es la permutacion

identidad que es un 1-ciclo.

Paso inductivo: Supéngase que el resultado vale para las permutaciones cuyo soporte
tiene cardinalidad menor a k > 0. Luego, sea i; € sop(c) y definimos i;, | := o' (i1) para
leN. Yaque {i; |/ € N} C{1,...,n}, sea r € N el minimo indice tal que iy € {i1,...,ir}.
Observe que por ser ¢ una biyeccion se tiene que o (i,) = ij. Si r = n entonces ¢ =
(i1...ir) por lo que & es un r-ciclo. En caso contrario note que se puede definir ¢’ € S,
que 6 = (i1...i;)0" y |sop(6”)| < k, por lo que la hipétesis inductiva implica que ¢’ tiene
descomposicién como producto de ciclos ajenos. Para concluir nétese que como (ij...i;) y

o’ son ajenas, la descomposicion es la buscada. (]

Para poder establecer el teorema de unicidad que se espera es necesario controlar las
factorizaciones por ciclos para que estas no sean artificiales.

DEFINICION 4.4 (Factorizacién completa). Una factorizacion completa de una permu-
tacion G € S, es una factorizacion como producto de ciclos ajenos que contiene un I-ciclo

(i) por cada i € fix(o).
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Nétese que la definicién anterior es la que logra hacer el trabajo buscado ya que no
pueden agregarse identidades arbitrarias y ademds cada elemento en {1,...,n} pertenece
exactamente a un ciclo. Ademads realmente la Gnica parte que falta probar es la unicidad de
la factorizacion ya que la existencia se deduce de la proposicion anterior.

PROPOSICION 4.3. La factorizacién completa de una permutacion ¢ € Sy, es inica

salvo el orden en el que ocurren los factores.

DEMOSTRACION. Supdngase que 6 = G-+ 0; = T; --- T, son factorizaciones com-
pletas de o, donde observe que podemos quitar los 1-ciclos presentes pues estos son
identidades y aparecen exactamente los mismos es cada una de las factorizaciones pues
estos son puntos fijos de 6. Ademds supongamos sin pérdida de generalidad que [ <'s.

Considere entonces i; € sop(0;) y observe que como 0; es ajeno con 0y, ..., 0j_1, entonces

k

para cualquier k € N, 6*(i;) = o/ (i1). Por otro lado observe que existe un tinico Tj() tal

que i € sop(rj(l)) y, dado que todas las permutaciones de la segunda factorizacién son
ajenas entre si, podemos suponer sin pérdida de generalidad que 7;(;) = 7, por el ejercicio

Observe que nuevamente para cualquier k € N se tiene que 6% (i) = ¥

A

(i1), lo que implica

que t¥(i1) = of(i1). Méds atin, como T, y 0} son ciclos, esto implica que 7, = 0 y por lo

tanto la igualdad o --- 0; = 71 - - - T, implica que 07 --- 0;_] = T - - - Ty—1. Observemos que
el argumento anterior puede repetirse hasta obtener la igualdad (1) = ;- - - 7,_;, de donde
es claro que s = [ pues en otro caso al aplicar nuevamente el ejercicio 43| se tendria que
T =...= T,_; = (1), lo cual es imposible pues inicialmente se habian eliminado todos los

1-ciclos. Esto concluye la prueba. U

Para concluir la seccién vamos a ver que S3 tiene como subgrupo al grupo de simetrias
de un tridngulo equildtero lo cual ademds de mostrar la importancia de los grupos de
permutaciones, nos permitird dar un poco de préctica a la notacién ciclica. Observemos
que uno de tales tridngulos tiene dos tipos de simetrias: rotaciones por mdltiplos de 120° y
reflexiones respecto a las medianas del tridngulo. Estas transformaciones pueden codificarse
mediante elementos de S3 pues si se numeran los vértices del tridngulo, cada una de
estas transformaciones se puede codificar con una permutacion de los vértices (ver figura
. Por ejemplo, si r es la rotacién por 120°, esta estd codificada por el triciclo (123)
pues esta dice que el primer vértice va al segundo, el segundo al tercero y el tercero al
primero. Luego observe que la rotacién por 240° corresponde a r*> = (123)(123) = (132)
y la rotacién por 360° es la identidad pues r* = (1). Por otro lado la reflexién respecto
a la mediatriz M1 estd codificada por la transposicién s; = (23), respecto a la mediatriz
M2 por s, = (12) y respecto a M3 por s3 = (13). De manera geométrica nétese que el
hacer una rotacién de 120° y después una reflexion respecto a M2 esto da como resultado la
reflexion respecto a la mediatriz M1 (ver figura[2)). Esto se obtiene de manera algebraica pues
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Lo M [ r [P [si]s][s
(1) (1) r r2 §1 82 S3
r r r2 (1) 52 53 S1
Pl r sy s | s
S1 s1 | s3 | s | (D) r
s2 || s2 | st | oS3 r| ()| r
53 53 52 S r2 r (1)
TABLA 1.

sor = (12)(123) = (23). Las operaciones restantes se muestran en la tabla 1. Adaptando

esta idea uno puede considerar el grupo de simetrias de un n-gono regular como subgrupo
de S,,.

3
M1 -
3 1
- TE] .
FIGURA 1.
) 2 ) 1 IJ

rotacion por 120° reflexion respecto a M2

N

, W
L%

FIGURA 2.

4.2. El signo de una permutacion. Continuando con la teorfa general existe una
asignacién que se le puede hacer a cualquier permutacion. Para definirla se requieren de
algunos conceptos previos.
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DEFINICION 4.5. Para n € N se define el polinomio de Vandermonde, el que se denota

por V(x1,...,xy) € Z[x1,...,x), como:

VX1, .oosXn) = H (xj—x;)
1<i<j<n

Ademds, dada o € S, se define el polinomio V°(xy,...,x,) € Z|x1,...,x,] mediante

Vo(x17"'7xn) = V(xa(l)a~-~7x6(n))

EJEMPLO 4.1. Considere 6 € S4 dado por 6 = (123). De la definicion se tiene que

Vc(xl,...,)m) = H (xg(j)_xa(i))
1<i<j<4

= (X5(2) = Xo(1)) (Xo(3) = X5(1)) (Xo(4) = Xs(1) Xo(3) = ¥o(2)) (Ko (4) — Xo(2)) (Xo(4) — X (3))
= (x3 —x2) (x1 —x2) (x4 — x2) (X1 —x3) (x4 —x3) (x4 — x1)

:V(xl,...,x4)

Observe que V°(xy,...,x,) siempre es un multiplo del polinomio de Vandermonde
cuyos unicos coeficientes posibles son 1 6 -1 pues por ser o € S, biyectiva, cada término
xj — x; del polinomio de Vandermonde tiene su correspondiente en V(xy,...,x,) con a lo
mads un cambio de signo para lo cual hay que analizar casos pues dados 1 <i < j<nse
tiene:

Cl) i,j € fix(0): la afirmacidn es obvia.

C2) i€ fix(o)y j€sop(o): existe k € {1,...,n} tal que o (k) = j. Observe que k # 1, j.
Entonces se tienen posibilidades i > k 0 i < k. En el primer caso se tiene el término
Xj—Xxjen VO(xi,...,x,) y en el segundo caso x; — x;; en cualquier caso se tiene el
resultado.

C3) j€ fix(o) y i € sop(o): Es andlogo al anterior.

C4) i,jesop(o): existenk,l € {1,...,n} tales que o (k) =iy o(!) = j. Entonces k # [
y como esto implica que k < [ 6 k > [, este caso se concluye como antes.

Con lo anterior en mente se da el siguiente concepto.

DEFINICION 4.6. Dado o € S, se define el signo de dicha permutacion, el que se

denota por sgn(c), mediante:

VO (X1, tn)

sgn(o) = V(X1 Xn)
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Por la observacion previa a la definicién se observa que esto da lugar a una funcién
sgn:S, —{-1,1}

Notese que esta funcidn es suprayectiva cuando n > 2. Por lo tanto, esto permite dar una
particién de S,,. A las permutaciones con signo 1 se les llama pares y a las permutaciones
con signo -1 se les llama impares.

EJEMPLO 4.2. Para (1) € S, es claro que sgn(1) = 1. Ademds, para cualquier T € S,
transposicion se tiene que sgn(t) = —1. También observe que del iltimo ejemplo, para

(123) € Sy se tiene que sgn(123) = 1.

Vale la pena comentar que el tratamiento de la funcién signo dado no es canénico. La
mayoria de las definiciones candnicas tienen que ver con un estudio mds profundo de la
estructura ciclica de una permutacion, a saber, después de probar que toda permutacién
se descompone como producto de ciclos, el siguiente paso es descomponer todo ciclo
como producto de transposiciones y entonces definir el signo usando la paridad del nimero
de transposiciones que conforman una permutacién. Por supuesto que esto requiere mas
trabajo pues hay que probar la independencia de la paridad en las descomposiciones de una
permutacién, lo que puede ser un poco trabajoso. Ademads, la siguiente proposicion también
cuesta algo de trabajo de demostrar en dicho contexto pues hay que hacer algunos pasos
previos, sin embargo, con la definicion presentada todo se vuelve muy sencillo.

PROPOSICION 4.4. Para cualesquiera 6,7 € S,, se cumple que
sgn(ot) = sgn(o)sgn(T)

DEMOSTRACION. Claramente se tienen las siguientes igualdades,

VO (X1, Xn)  VOI(XL, o Xn) V(21,00 Xp)
V(X1yeeeXn) VT(x1yeeyXn) V(X1y0eeyXn)

sgn(ot) =

Es claro que el segundo cociente es por definicién sgn(7). En lo que respecta al primer
cociente observe que este es igual a sgn(o) ya que estos polinomios se pueden considerar
en el anillo Z[xf(l ) ...,xr(n)] por lo que al hacer el cambio de variable obvio se obtiene el

resultado. O

Un corolario directo de esta proposicion es que el signo de una permutacién es el
mismo que el de su inversa. Un hecho mucho mds importante es el siguiente.

PROPOSICION 4.5. Defina A, :={c €S, | sgn(c) =1} C S,. Entonces A, < S.
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DEMOSTRACION. Vamos a ver que A, satisface las propiedades que definen a los

subgrupos.
SG1) Anteriormente se dijo que sgn(1) = 1 por lo que (1) € A,.

SG2) Sean 0,7 € A,,. Entonces se tiene que,

sgn(ot ™) = sgn(o)sgn(t™ ) = sgn(t) =1,

lo que concluye la prueba. ]

DEFINICION 4.7. Al subgrupo A, < S, se le conoce como el grupo alternante en n

letras.

Como tltimo resultado tedrico de la seccion lo que se quiere calcular el orden de
A,. Quitando los casos triviales que es n = 0, 1, supéngase que n > 2. Asi, considere la
transposicién (12) € S,. Luego, defina la funcién:

A, — S \A,
c— (12)c

Dado que la funcién signo es multiplicativa nétese que esta funcién estd bien definida.
Ademis es claramente inyectiva y suprayectiva pues (12)? = (1). Asf, esto dice que la
cardinalidad de las permutaciones pares e impares es la misma. Entonces, dado que S, =
A, U (S, \A,), entonces 2|A,| = |S,|. Por lo tanto se ha demostrado que

PROPOSICION 4.6. Para cualquier n > 2, |A,| = "7'

Para terminar con esta seccidn se va a dar una interpretacion a la funcién signo que
dado que fue definida de forma abstracta, puede ser que no se tenga tan claro lo que “mide
esta funcién”. Para esto recordemos que toda o € S, tiene una factorizacién completa
que es unica. Luego, quitando los 1-ciclos que corresponden a los puntos fijos de dicha
permutacion, dicha permutacién se puede expresar como un producto de ciclos. La forma
genérica de un r-ciclo (r > 2) es (i;...i,). El siguiente paso es observar que cualquiera de
estos ciclos se escribe como un producto de transposiciones ya que quitando el caso obvio
de r =2 se deduce que:

(iy.eedy) = (iiy) -+~ (iriz) (iri2)

Esto nos dice que toda permutacién se puede ver como un producto de transposiciones.
Dicho de forma mas elaborada observe que este resultado dice que el subgrupo generado por
todas las transposiciones es S,. Esta observacion es lo que permite darle una interpretacién
a los elementos de A, y por lo tanto a la definicién signo.
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PROPOSICION 4.7. Sea ¢ € S,,. Entonces 6 € A, (G es par) si y sélo si ¢ se descom-

pone como el producto de una cantidad par de transposiciones.

DEMOSTRACION. =) Por contrapositiva: Si ¢ = Tj -+ Ty,4] para algunan € Ny
T1,...Tany 1 transposiciones, entonces sgn(c) = sgn(ty)---sgn(to,1) = (=11 = —1,

luego © ¢ A,,.

<)Sioc =1 Ty, paraalgunan € Ny 7y,..., T, transposiciones, entonces sgn(c) =

(—1)?" =1, de lo que se tiene el resultado. O

5. Teorema de Lagrange

DEFINICION 5.1. Sean G un grupo y H < G. Definimos la relacion en G dada por:

g~mnh, sigh™" € H para toda g,h € G.

PROPOSICION 5.1. Sean G un grupo y H < G. Entonces ~y es una relacion de

equivalencia.

DEMOSTRACION. = Sea g € G. Entonces gg~'

=e € H.Porlotanto g ~y g.

= Sean g,/ € G tales que g ~y h. Entonces gh~' € H. De aqui hg~! = (gh™!)~ =¢
H. Porlo tanto h ~y g.

» Sean g,h,k € G tales que g ~y h'y h ~y k. Entonces gh~',hk~! € H. Se sigue
que gk~! = gh~'hk~' € H. Por lo tanto g ~p k.

O

DEFINICION 5.2. Sean G un grupo, § € Gy H < G. Ponemos gH :={gh€ G| h€ H}
yHg:={hg€ G|he€ H}. AgH se le llama una clase izquierda de G y Hg se le llama una

clase derecha.

Notamos que en general ni gH ni Hg tienen estructura excepto cuando g = ey gH =
Hg=e.

También vemos que no necesariamente gH = Hg. Por ejemplo G = S3, H = {1,(12)}
y g = (13). Tenemos que gH = {(13),(123)} y Hg = {(13),(132)}. Por lo que gH # Hg.
Es importante observar que si el grupo es abeliano, siempre se tiene que gH = Hg.

EJEMPLO 5.1. Sea G =Z y H = nZ. Notamos que Z, = Z/n’Z, puesto que la relacion
a b mddn quiere decir que n | b— a. Pero esto es lo mismo que decir b—a € nZ. De

nuevo esto es b ~,7 a en la nueva notacion. Un caso punual de clases es cuando n =2, por

que tenemos que 7 tiene dos clases, los pares 27 y los impares 27+ 1.
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PROPOSICION 5.2. Sean G un grupo, g € Gy H < G. Entonces [g]~,, = Hg.

DEMOSTRACION. C) Sea k € [g]~,,. Entonces k ~y g. De aqui kg~! € H. Por lo que
k= (kg~')g € Hg. Porlo tanto k € Hg.

D) Sea k € Hg. Entonces existe & € H tal que k = hg. Se tiene que kg~' = h € H. Por
lo que k ~p g. Por lo tanto k € [g]~,,. O

De forma analoga se puede definir la relacién gy ~ hsi g~ 'h € H paratoda g,h € H.
Esta relacion de nuevo serfa de equivalencia. Y tendremos la proposicién analoga.

PROPOSICION 5.3. Sean G un grupo, g € Gy H < G. Entonces [g],;~ = gH.

COROLARIO 5.1. Sean G un grupo, g,h € Gy H < G. Entonces Hg = Hh si y sélo
gh™' € H.

COROLARIO 5.2. Sean G un grupo, g,h € Gy H < G. Entonces gH = hH si y sélo
g 'heH.

COROLARIO 5.3. Sean G un grupo y H < G. Entonces dos clases izquierdas (derechas)

son identicas o disjuntas.

Notacionalmente vamos a denotar a G/ ~ por G/H. Esto puede sonar un poco
arbitrario por que la notacién G/H ya no hace referencia al lado de las clases. En general no
habra confusién como se verd en la siguiente seccién. Independientemente para la siguiente
proposicién necesitaremos hacer la distincién.

PROPOSICION 5.4. Sean G un grupoy H < G. Entonces |G /g ~ | = |G/ ~u |.

DEMOSTRACION. Definimos ¢: G/ ~— G/ ~p como ¢(gH) = Hg™! para toda
gH € G/y ~. Antes que nada tenemos que ver que esta bien definida, puesto que esta
definida en los representantes. Si gH = hH, entonces g~ 'h € H.Deaqui i~ 'g= (g7 'h)~' €
H, porlo que ¢ (hH) = Hh™' = Hg~! = ¢(gH) y por lo tanto ¢ esta bien definida.

De forma analoga podemos definir y: G/ ~g— G/ ~ como y(Hg) = g~ 'H para
toda Hg € G/ ~y. Igualmente esta bien definida, ahora

O(y(Hg))=¢(g 'H)=H(g ') ' =Hg

paratoda Hg € G/ ~p,y

v(o(gH)) =w(Hg ") =(¢"") 'H=3gH

para toda Hg € G/ ~. Por lo que ¢ y y son inversas. (]
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Notamos que lo primero que se nos ocurre es definir ¢ (¢H) = Hg pero de esta forma
no se puede demostrar que esta bien definida.

DEFINICION 5.3. Sean G un grupo 'y H < G. Definimos el indice de G en H, |G : H],

es el niimero de clases laterales |G /H|.

Observamos que por la proposicion anterior el indice no depende si se toman clases
izquierdas o derechas.

El siguiente teorema es inspirado en el trabajo de Lagrange (1770), aunque lo mas
probable es que fuese demostrado por Galois.

PROPOSICION 5.5 (Teorema de Lagrange). Sea G un grupo finito y H < G. Entonces
|H| | |G|. Mds avin, |G| = |G : H]|H|.

DEMOSTRACION. Como G es finito, entonces G/H es finito. De hecho podemos elegir
k=[G : H] representantes g1,...,8 € G tales que G/H = {g1H,...,gtH}. Sabemos G/H

es una particion, por lo que:
k
G=||sH
i=1

De aqui que:
k

k
Gl =] |&H|=Y. |sH]|
i=1 i=1
Solo basta ver que |g;H| = |gjH| parai,j=1,...,k. Asi que sin perdida de generalidad

podemos suponer que g; = e y ver que |H| = |gH|. Definimos ¢ : H — gH dado por
¢ (h) = gh para toda h € H. Veamos que es inyectiva, sean h,i’ € H tales que ¢ (h) = ¢ (h').
Entonces gh = gh'. Por lo que h = H' y ¢ es inyectiva. Por otro lado, para gh € gH con
h € H, tenemos que ¢ (h) = gh por lo que la funcién es suprayectiva y por lo tanto biyectiva.
Asf todas las clases tiene el mismo nimero de elementos. Regresenado a la ecuacién antes
mencionada:

k k
Gl =Y |g:iH| =Y |H| =kH| =[G H]|H|
i=1 i=1

COROLARIO 5.4. Sea G un grupo finito 'y g € G. Entonces o(g) | |G|.
COROLARIO 5.5. Sea p un primo y G un grupo de orden p. Entonces G es ciclico.

DEMOSTRACION. Por el teorema de Lagrange, G tiene subgrupos de orden 1 o de
orden p. En ambos casos es Unico. Y se aplica la proposicidon que dice que si tiene a lo més

un subgrupo de orden d para cada divisor del orden n, entonces el grupo es ciclico. (]
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COROLARIO 5.6 (Pequefio Teorema de Fermat). Si p es un primo y a € Z. Entonces

a>=aP mod p

DEMOSTRACION. Sea G = Zj. Notemos que |G| = p— 1. Entonces [a” '] = [a]” = [1].

Multiplicando por a, tenemos que [a?] = [a]. Por lo tanto a = a” méd p. O
6. Subgrupos Normales y Grupo Cociente

Antes de dar la definicion bdsica de la seccidn se va a probar un resultado previo que se
obtiene al usar una generalizacién de las clases laterales. Sean S,7 C G. Entonces se define
el conjunto ST como {st € G | s € S,1 € T'}. Es importante observar que incluso en el caso en
que se consideren H,K < G, el conjunto HK no tiene porque tener estructura de grupo pues
si se considera G = S3, H = ((12)) y K = ((13)), entonces HK = {(1), (12), (13),(132)},
que no e subgrupo pues (13)(12) = (123) ¢ HK (ver ejercicio[58).

PROPOSICION 6.1. Sean H,K < G finitos. Entonces |HK||H N K| = |H||K]|.

DEMOSTRACION. Considérese la funcién f: H x K — HK dada por f(h,k) = hk.
Se busca demostrar que para toda x € HK, |f~!(x)| = |H NK|. Esto por que el conjunto
de las imédgenes inversas forman una particién del dominio y asi se tendria que como
H x K = Uyenx f~ 1 (x), si se toman las cardinalidades de ambos lados, entonces se tiene

[H|[K| = Xrenx |[HNK| = |[HK||HNK]|.

Para esto, dado x € HK observe que existen h € H y k € K tales que hk = x. Por lo que
se demostrard que £~ (x) = {(hc,c k) € H xK | c € HNK}.

Sea (a,b) € f~(x). Entonces ab = x = hk, por lo que h~'a = kb~!. Defina ¢ = kb~!
y observe que la tltima igualdad implica que ¢ € H N K. Ademds, a = h(kb™') = hc y
como ¢! = (h~'a)~! = a~'h, entonces b = (a~'h)k = ¢~ k. Esto prueba la contencién de

izquierda a derecha.

Para la contencién de derecha a izquierda sea (hc,c~'k) con ¢ € H N K. Entonces

f(he,c™'k) = hk = x, lo que muestra la otra contencién.

Para concluir note que la igualdad buscada se sigue de ver que la funcién g: HNK —
f~!(x) dada por g(c) = (hc,c™'k) es claramente inyectiva por cancelacién y suprayectiva

por la descripcién de f~!(x) dada anteriormente. (]

Después de dicho resultado preliminar se presenta la definicion bésica de la seccidn.
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DEFINICION 6.1. Sea H < G. Se dice que H es un subgrupo normal de G, lo que se

denota por H <G, siparatodohc Hy g € G, ghg™! € H.

El teorema bésico de caracterizacién se presenta a continuacion.

PROPOSICION 6.2. Sea H < G. Son equivalentes:

1. HG.

2. Paratodo g € G, gHg™' C H.
3. Paratodo g€ G, gHg ' = H.
4. Paratodo g € G, gH =Hg.

DEMOSTRACION. 1 =-2) Es claro de la definicién. De hecho observe que las afirma-

ciones son equivalentes de forma directa.

2 = 3) Sea g € G. Por un lado la hipétesis implica que gHg~' C H. Por otro lado, al
aplicar la hipétesis a g~ € G se tiene que g~ Hg C H. Observe que esta contencién implica
que H C gHg™ ! pues para h € H se tiene que g~ 'hg € H por lo que h = g(g~'hg)g™' €
gHg™!. Por lo tanto se concluye que gHg ™' = H.

3 = 4) Dado x € gH, existe h € H tal que x = gh. Luego, x = (ghg~')g y como
ghg™' € H por hipétesis, entonces x € Hg, lo que prueba que gH C Hg. Ademds, como la

prueba de la otra contencién es andloga esta se va a omitir.

4= 1) Sean g € Gy x € H. Dado que por hipétesis gx € Hg, existe y € H tal que

1

gx =yg, de donde se observa que gxg~" =y € H. Como los elementos tomados fueron

arbitrarios esto concluye la prueba. (]

Vale la pena mencionar el siguiente resultado que estd asociado a los conjuntos que
permiten dar distintas caracterizaciones del concepto de normalidad.

PROPOSICION 6.3. Sean H < Gy g € G. Entonces gHg™! < G.

DEMOSTRACION. Vamos a ver que se cumplen las dos propiedades de la definicién.

SG1) Dado que e € H, entonces e = geg~! € gHg™\.
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SG2) Sean x,y € gHg™!. Luego, existen h,k € H tales que x = ghg~' yy = gkg~ . En-
tonces observe que xy~ ' = (ghg~')(gk~'g~') = ghk~'g~!. Dado que hk~! € H, entonces
xy~! € gHg™!, lo que concluye la prueba. O

EJEMPLO 6.1. Dado G grupo, {¢} <Gy G <G.

EJEMPLO 6.2. Paratodone N, A,, <5,

EJEMPLO 6.3. Para cualquiern> 1, SO(n) < O(n), donde O(n) = {A € M,(R) | AA* =
L,} ySO(n) ={A € O(n) | det(A) =1}.

EJEMPLO 6.4. Todo subgrupo de un grupo abeliano es normal. Sin embargo esto no
caracteriza a los grupos abelianos pues los cuaternios es un ejemplo de un grupo donde

todos sus subgrupos son normales pero este no es abeliano (Ejercicio[57).

Para el siguiente ejemplo se requiere plantear una definicién de caracter general.

DEFINICION 6.2 (Conmutadores). Para g,h € G, se define el conmutador de estos

elementos, el que se denota por [g,h], como el elemento en G

lg.h] = ghg 'h™!

El conjunto formado por todos los conmutadores no es necesariamente un grupo (ver
ejercicio[68). Esto nos lleva a plantear el siguiente concepto:

DEFINICION 6.3. Dado un grupo G, al subgrupo generado por todos los conmutadores
de G se le llama como el subgrupo conmutador o subgrupo derivado de G. Este se denotard

por G' aunque otra notacion usual es [G,G|.

Notemos que si G es abeliano si y s6lo si G' = {e}. Por otro lado, conectando con la
teoria que hasta el momento se ha estudiado, se tiene lo siguiente.

EJEMPLO 6.5. Dado un grupo G, G' < G.
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Como en la seccién anterior denote por G/H al conjunto de clases laterales izquierdas
{gH | g € G}. Este conjunto no tiene necesariamente estructura de grupo pues si se considera
H = {(12)) < 3, entonces

(123)H(132)H = {(1),(23),(12), (132)}

Por lo tanto este conjunto no puede ser una clase lateral izquierda pues estas tienen
cardinalidad 2. En particular la estructura de grupo que se nos puede ocurrir dar en general
no funciona, esto es, el producto que se obtiene al hacer el producto de los representantes
en cuestion, donde el problema radica en el hecho de que el producto depende se los
representantes elegidos ya que los axiomas de grupo se cumplen de manera inmediata. La
nocién de subgrupo normal es importante pues con esta se puede dar la estructura de grupo
mencionada a G/H.

PROPOSICION 6.4. Si N < G, entonces el producto candnico da estructura de grupo a

G/N. Ademds este grupo tiene cardinalidad |G : N|.

DEMOSTRACION. Observemos que el producto es una funcién para lo que supénga
que gN = ¢'N y kN = k'N. Lo que se quiere probar es que (gN)(kN) = (¢'N)(K'N), es
decir, gkN = g'k’N. Mis atin, observe que esto es equivalente a ver que (gk) !¢k’ € N. En
efecto, (gk)~'g'k' =k g7 ¢k = (k-'g'g'k)(k~'k), donde dado que N <1 G se deduce
que k~'g~ !¢’k € N pues k= 'k’ € N por hipétesis, mientras que k~'k’ € N por hipétesis,

luego, el resultado se sigue del hecho de que N es un subgrupo.

Verificar que se cumplen los axiomas de grupo es obvio por la definicién del producto
dada, donde el neutro es eN = Ny (gN) ! = g~ N. Ademds, por definicién |G/N| =[G :
NJ. O

De aqui en adelante siempre que se hable del grupo cociente nos estaremos refiriendo a
la estructura de la proposicidn anterior a no ser que se diga lo contrario.

EJEMPLO 6.6. El ejemplo candnico de grupo cociente se obtiene al considerar H <
(Z,+). Por uno de los ejercicios existe n € N tal que H = nZ. En este caso Z/H =7 /nZ

que es por definicion Z,,.

EJEMPLO 6.7. Para los subgrupos normales triviales de un grupo G, los grupos G/G

y G/{e} son como conjuntos G/G ={G}y G/{e} = {g{e} | g € G}.
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EJEMPLO 6.8. Como se vio anteriormente para n > 2 se tiene que A, < S, por lo
que S, /A, es un grupo. Ademds, de acuerdo a la proposicion anterior y por el teorema
de Lagrange se tiene que |S, /A,| = 2. Luego, se observa que para (12) € S,, se tiene que

(12)A, # Ay, porlo que S, /A, = {An, (12)A,} = ((12)A4,).

EJEMPLO 6.9. De manera andloga al ejemplo anterior para n > 2 se tiene que SO(n) <
O(n). Luego, dado A € O(n) \ SO(n) se tiene que O(n)/SO(n) = {SO(n), A-SO(n)}. En
particular observe que [O(n) : SO(n)] = 2.

EJEMPLO 6.10. Un ejemplo tedrico muy importante se obtiene al considerar el grupo
cociente G/G'. A este ejemplo se le conoce como la abelianizacion del grupo G. Esta se va

a denotar por Ggp,.

Para concluir esta seccién vamos a hacer algunos comentarios al respecto de cudndo
G/N es abeliano, pues resulta que esto se puede caracterizar con una propiedad que tiene
que ver con el subgrupo derivado. La idea en el fondo de esta proposicion es el prototipo de
una serie de teoremas que permiten establecer una correspondencia entre propiedades del
grupo cociente y ciertos subgrupos que contienen al denominador del cociente, enunciado
que es la base de lo que se conoce como el teorema de la correspondencia biyectiva y que
serd estudiado hasta el siguiente capitulo.

PROPOSICION 6.5. Sea N < G. Entonces G/N es abeliano si'y sélo si G CN.

DEMOSTRACION. =) Basta ver que N contiene todos los conmutadores de elementos

de G. Asi, sean g,h € G. Por ser G/N abeliano (g~ 'N)(h~'N) = (h"'N)(g~'N), igualdad

que es equivalentea g~ 'h~ !N =h"'g~!N.Peroesto sucede siy sélosi (h 'g~")"1(g7'h ) e

N, es decir, [g,h] € N.

<) Dados g,h € G, se tiene que [g~!,h7!] € N, es decir, g7'h~'gh € N. Esto es

equivalente a decir que ghN = hgN, de lo que se deduce el resultado. ([

Observe que por ejemplo, como aplicacién del resultado anterior y uno de los ejemplos
previos, al ser S, /A, abeliano, se deduce que (S,)’ C A,. Resulta ser que esta contencién
es de hecho una igualdad, sin embargo, en este momento la prueba de ello no esta a
nuestro alcance pues se requieren algunos resultados de estructura ciclica los cuales se verdn
posteriormente. Luego, observe que suponiendo este resultado S, /A, es la abelializacién de
Sn.
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Esta dltima observacion muestra que podemos realmente dar pocos ejemplos explicitos
de subgrupos conmutadores y abelianizaciones pues nos falta desarrollar herramienta. Otros
ejemplos se discutirdn al avanzar en los temas, aunque a este nivel se puede realizar el

ejercicio

Para concluir esta seccion vale la pena mencionar que existe el concepto de subgrupo
normal generado por un conjunto. Las ideas en torno a este son esencialmente las mismas
de la definicién de subgrupo generado pues dicho subgrupo es por definicién el C-minimo
subgrupo normal que contiene al conjunto en cuestiéon. La construccion de este se realiza
al notar que la propiedad de normalidad es preservada bajo intersecciones de subgrupos
normales. Ademads este tiene una caracterizacién en término de palabras (Para algunos
detalles al respecto se recomienda el ejercicio [61). Por otro lado se puede construir el
maximo subgrupo de G en el que un subgrupo H es normal, a este grupo se le conoce
como el normalizador. SIn embargo, este no se tratara aqui pues resultard ser mas util en el
capitulo 3 y por lo tanto su estudio se va a posponer.

7. Reticula de Subgrupos

DEFINICION 7.1. Sea G un grupo. Denotamos por por . (G) el conjunto de subgrupos
de G. Notamos que . (G) C Z(G). Por lo que la contencion le hereda la estructura de

conjunto parcialmente ordenado.

Como la interseccién de subgrupos es un subgrupo, entonces los infimos de Z(G)
resultan ser los de .7 (G).

PROPOSICION 7.1. Sea G un grupo. Entonces . (G) es una reticula completa
PROPOSICION 7.2. Sea G un grupo y {H;}ic; C .7 (G). Entonces \/;c; H; = (Ui Hi)-
PROPOSICION 7.3. Sean G un grupo, H,K < G con K normal. Entonces HK < G.

DEMOSTRACION. Primero e = ee € HK.

Sean hiky,hyk, € HK con hy,h, € H'y k,k; € K. Entonces:

(hiki)(hoka) ™" = hikiky 'hy!
= hy(hy "ha)kiksy 'y !

=hihy 'ks € HK

Donde h3 := hzklkglhgl € K, por ser K normal. O

PROPOSICION 7.4. Sean G un grupo, H,K < G con K normal. Entonces HV K = HK.
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DEMOSTRACION. Notamos que H < HK y K < HK.
Sea L < G tal que H,K < L. Entonces paratoda h € H y k € K, tenemos que A,k € L.
De donde hk € L, por lo que HK < L. Por lo tanto HV K = HK. O

PROPOSICION 7.5. Sea G un grupo, H,K,L < G con H < L. Entonces HKNL =
H(KNL).

DEMOSTRACION. =) Seax € HKNL. Entonces x € Ly existen h € H y k € K tales
x = hk. Como k =h"'xyh € H <L, se sigue que tenemos k € L. Por lo que k € K N L. Por
lo tanto x = hk € H(KNL).

<) Seax € H(KNL). Entonces x = hk with h € H and k € KNL < K. Por lo que
x € HK. Porotroladohe H <Lyke LNK <L, de lo cual tenemos que x = hk € L- Por
lo tanto x € HK N L. (]

Esta dltima igualdad es como subconjuntos, esto ultimos no tienen por que tener
estructura de subgrupos.

DEFINICION 7.2. Sea G un grupo. Denotamos por A la clase de subgrupos normales
de G.

COROLARIO 7.1. Sea G un grupo. Entonces N (G) es una reticula modular.

COROLARIO 7.2. Sea G un grupo abeliano. Entonces ¥ (G) es una reticula modular.
8. Ejercicios

En todos los ejercicios G denota un grupo arbitrario y e su elemento neutro.

EJERCICIO 1. Se define la funcion + : [0,1) x [0,1) — [0,1) mediante la regla de

correspondencia:

R x+y, Six+y<l1.
X+y =
x+y—1, Sil<x+y

¢ Qué axiomas de grupo satisface ([0,1),4)?

EJERCICIO 2. Sea S un conjunto y x una operacion en S que satisface las siguientes

dos propiedades:
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1. Para cualesquiera a,b € S, axb =bxa.

2. Para cualesquiera a,b € S, a* (axb) =b.

Sea o € S un elemento fijo y se define una nueva operacion en S mediante la regla

a+b=ox(axb).

= Demuestre que + es conmutativa y que tiene un elemento neutro.

= Demuestre que para a,b € S la ecuacion x+ a = b tiene una tinica solucion en S.

» Demuestre que + es asociativa si y sélo si para todo a,b,c € S, cx (0 (axb)) =
ax(ox(bxc)).

» Concluya que (S,+) es un grupo si'y sélo si para todo a,b,c € S, cx(ox (axb)) =
ax(ox(bxc)). De un ejemplo de un conjunto S con una operacion x que satisfaga

1y 2, pero tal que (S,+) no tenga estructura de grupo.

EJERCICIO 3. Sea G un conjunto no vacio con una funcion x : G x G — G tal que:
G1’) Para cualesquiera g,h,k € G, g(hk) = (gh)k
G2’) Existe e € G tal que para cualquier g € G, ge =g
G3’) Para cualquier g € G existe h € G tal que gh = e,

donde gh .= x(g,h).

Demuestre lo siguiente:
1. Si g€ Gestal que gg = g, entonces g =e
2. Sig,h € G son tales que gh = e, entonces hg = e
3. Para cualquier g € G, eg =g
Concluir que un conjunto con una operacion que cumple G1’ a G3’ es un grupo 'y

viceversa.

EJERCICIO 4. El grupo de Hamilton o grupo de cuaternios , H, consta de un conjunto
con 8 elementos H = {+1, +i,+j, +k} satisfaciendo las reglas que se muestran en la tabla

de multiplicacion (tabla 1)

Demuestre que el grupo de Hamilton es en efecto un grupo y que este es no abeliano.

Ademds, determine cada uno de los ordenes de los elementos que forman a dicho grupo.
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k|| k| k| j|—j|—=i| i |-1]1

—k|| k| k |—=j| j | i |—i|1/|-1
TABLA 2.

EJERCICIO 5. Demuestre que el conjunto de unidades de un anillo es un grupo

multiplicativo.

EJERCICIO 6.

1. Hallar un ejemplo de un grupo infinito en el cual existe exactamente un elemento
de orden 2.
2. Dar un ejemplo de un grupo infinito en el cual todo elemento, salvo el neutro, tiene

orden 2.

EJERCICIO 7. Sean g,h,k € G. Demuestre que si gh = gk o hg = kg, entonces h = k.

EJERCICIO 8. Demuestre que para g € G, la funcion Ly : G — G, llamada la trasla-
cion izquierda por g, dada por Ly(x) = gx, es una biyeccion. Ademds, pruebe que para

cualesquiera g,h € G, LgLy, = L,

EJERCICIO 9. Demuestre que para todo g € G y cualesquiera n,m € 7. se tiene que:

n+m

]' gngm — g — gmgn.
2. ()" =g"=(g")"
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EJERCICIO 10. Demuestre las siguientes afirmaciones:
1. Sig € G, entonces (g7 =g.

2. Sigi,....gn € G entonces (gy-...-g,) ' =g, ... ~g1_1. Deduzca que para todo

neZ (g =g "=gm"

EJERCICIO 11. Sean g,h € G tales que gh = hg. Demuestre que para todo n € Z,
(gh)" = "

EJERCICIO 12. Sea G un grupo tal que para todo g € G, g* = e. Demuestre que G es

abeliano.

EJERCICIO 13. Sea G un grupo, g € Gy n,m € Z primos relativos. Demuestre que si

g™ = e entonces existe un h € G tal que g = h".

EJERCICIO 14. Decir si la siguiente afirmacion es verdadera 6 falsa, dando una
demostracion ¢ un contraejemplo segiin sea el caso: Si g,h € G son tales que existen

n,m € N* con la propiedad de que g" = h'™ = e, entonces existe k € N* tal que (gh)* = e.

EJERCICIO 15. Sean g,h € G tales que gh = hg, g" = e y " = e. Demuestre que
(gh)m =e.

EJERCICIO 16.

1. Supdngase que G ={e,ay,...,a, } un grupo de orden n+ 1 donde el vinico elemento
tal que 2 =cese Calculeay - ...-ay.

2. Concluya del inciso anterior que si p € N es primo entonces (p—1)! =—1 méd p.

EJERCICIO 17. Sea H un subconjunto de G. Demuestre que H es un subgrupo siy

solo si H # 0 y para cualesquiera g,h € H, gh~' € H.
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EJERCICIO 18. Demuestre que H es un subgrupo de (7,+) siy sélo si H = nZ para

un unico n € N.

2rik
EJERCICIO 19. Sea n € Nt. Demuestre que el conjunto {e% | k € N} es un grupo

multiplicativo y calcule su orden.

EJERCICIO 20. Demuestre que K4 C Sy definido por Ky ={(1),(12)(34),(13)(24),(14)(23)}

es un grupo abeliano. A este grupo se le conoce como el grupo de Klein.ﬂ

EJERCICIO 21. Sean H,K subgrupos de G.

1. Pruebe con un ejemplo que en general H UK no es subgrupo de G.

2. Demuestre que HUK < G siysolosiH C KoK CH.

EJERCICIO 22. Sea G un grupo y H un subgrupo propio de G. Demuestre que (G\H) =

EJERCICIO 23. Sean S,T C G. Demuestre que (SNT) C (S)N(T). Muestre con un

ejemplo que la igualdad no se tiene necesariamente.

EJERCICIO 24. Pruebe que si H y K son subgrupos de G, entonces HK = {hk | h €
H, k € K} es un subgrupo de G si'y sélo si HK = KH.

EJERCICIO 25. Definamos los conjuntos U(n) = {A € M,(C) | AA* =1,} y SU(n) =
{A €U(n) | det(A) = 1}. Demuestre lo siguiente:
1. SU(n) <U(n) < GL,(C)
2. 8U(n) < SL,(C) < GL,(C)

3Una notacién alternativa para el grupo de Klein es V, la cual proviene del alemdn “Vierergruppe” que

significa grupo de cuatro elementos.
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A los grupos U(n) se les conoce como el grupo unitario y a SU(n) como el grupo
especial unitario. Sus versiones andlogas con coeficientes reales se denotan por O(n) y

SO(n) y se conocen como los grupos ortogonales y especial ortogonal respectivamente.

EJERCICIO 26. Sea G un grupoy sea D, = {({r,s | o(r) =n, o(s) =2, srs ' =r}) <G
conn e NT,

1. Demuestre que existen x,y € G tales que D, = ({x,y | o(x) = n, o(y) =2, (xy)? =
et)

2. Demuestre que |D,| = 2n.E|

3. Pruebe que el grupo de Klein se puede escribir como Dy con G = Sy

4. Considere las matrices:

cos 2Bk _gjp 27k
n n
ry =
sin 2k cos 27K
n n
cos % sin %
Sk =
sin 22k _cog 2Tk
n n

Pruebe que usando estas matrices se puede construir un modelo para D,,

donde G=0(2)

EJERCICIO 27. Sea G un grupo y defina Qi1 = ({x,y | 0o(x) =2", x> =y, xyx=
<G
1. Calcule el orden de Qyn+1
2. Construir un modelo de Qg con G = SL,(C).

EJERCICIO 28. Si G es un grupo finito de orden par, demostrar que el nimero de
elementos de orden 2 es impar. ; Qué sucede con esta afirmacion si el grupo tiene orden

impar?

4Usualmente hay dos notaciones para este tipo de grupos pues es ademds de la presentada en comuin escribir

D, en lugar de D, indicado que este grupo tiene 2n elementos.
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EJERCICIO 29. Sea G un grupo de orden impar. Demostrar que para cada x € G existe
y € G tal que y* = x. /Es dicho elemento es iinico?. ;Qué sucede con la afirmacion si el

orden de G es par?

EJERCICIO 30. Sea G un grupo finito y H un subconjunto de G. Demuestre que H es
un subgrupo de G si'y solo si e € H y para cualesquiera g,h € H, gh € H. ;Qué sucede con

esta afirmacion si se quita la hipotesis de que G sea finito?

EJERCICIO 31. Demuestre que si G es un grupo finito y con un niimero par de

elementos, entonces existe un elemento g € G, con g # e, tal que g* = e.

EJERCICIO 32. Demuestre lo siguiente:

1. Si G tiene ordenny g € G, entonces g" = e.

2. Dado g € G el 0(g) es el minimo natural positivo tal que g”(g) =e.

EJERCICIO 33. Sea g € G. Demuestre que para todo h € G el orden de g coincide con
el orden de hgh™".

EJERCICIO 34. Demuestre que si g € G tiene ordenny n = mk con m,k € N, entonces

g* tiene orden m.

EJERCICIO 35. Supongase que G es un grupo ciclico generado por g con orden n.

Demuestre que g€ genera G si y sélo si (k,n) = 1.

EJERCICIO 36. Sean p,k € N primos relativos. Demuestre que k) =1 méd p.

EJERCICIO 37. Si G es un grupo ciclico de ordenny H,K < G. Demuestre que H < K
siy solo el orden de H divide al orden de K. ; Qué sucede con esta afirmacion si G no es

ciclico?.
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EJERCICIO 38. Demuestre que un grupo ciclico con exactamente un generador puede

tener a lo mds dos elementos.

EJERCICIO 39. Demuestre que si G es un grupo ciclico infinito, entonces todo subgrupo

de G diferente al subgrupo neutro tiene orden infinito.

EJERCICIO 40. Demuestre que 7 X Z no es ciclico.

EJERCICIO 41. Demuestre que Zy, X Ly, es ciclico de orden nm si y sélo si (n,m) = 1.

DEFINICION 8.1. Un grupo G # {e} es simple si sus vinicos subgrupos normales son
{etyG.

EJERCICIO 42.
1. Sea n € N con descomposicion en factores primos n = p'll1 e pzk, donde todos los
factores son positivos. Demuestre que el niimero de subgrupos de Z.,, es HI;‘:1 (nj+

1).

2. Demuestre que Z,, es simple siy solo sin es primo.

EJERCICIO 43.

1. Demuestre que si 0,T € S, son ajenos, entonces 6T = TO.

2. Demuestre que si 6,7 € S, son ajenosy 6T = (1), entonces 6 =7 = (1).

3. Demuestre que el orden de un r-ciclo es precisamente r.

4. Sea o €S, tal que 6 = 11...T, donde Ty, ..., T € S, son ciclos ajenos. Demuestre

que el orden de o coincide con el minimo comiin miiltiplo de los ordenes de todos

los T;.

EJERCICIO 44. Seann € NT y H < S,,. Se define la relacion ~C {1,...,n}*> mediante:
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J~k, siexiste 6 € H tal que o(j) =k.

1. Demuestre que ~ es una relacion de equivalencia en {1,...,n}.

2. Describir el conjunto cociente cuando H = (1) y cuando H = S,,.

EJERCICIO 45. Considérese 6 = (12)(123) y © = (143) en Ss. JEs cierto que Ss =

(o,1)?.

EJERCICIO 46. Considérese 6 € Sg definido por

1 23 45 6 7 89
378 9 45 216

O =

Calcule 6391,

EJERCICIO 47. Demuestre que S, es ciclico siy sélo sin € {0,1,2}.

EJERCICIO 48. Demuestre lo siguiente:
1. ParanZ <Z conn €N, las clases laterales de nZ estdn dadas por r +nZ para
0<r<n.

2. Para R < C, las clases de R estdn dadas por bi+R con b € R.

EJERCICIO 49. Sea G un grupo finito y K < H < G. Demuestre que [G : K| =[G :
H|[H : K].

EJERCICIO 50. Sean H,K < Gy para a € G se define el conjunto HaK = {hak | h €
H,keK}.
1. Demuestre que el conjunto {HaK | a € G} es una particion de G.
2. Demuestre que si G es finitoy G = J'_; Ha;K, entonces [G: K| =Y! [[H:HN
aiKa;").

3. Con la igualdad del inciso anterior pruebe al teorema de Lagrange.
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EJERCICIO 51. Supdngase que existen Hy,...,H, clases laterales derechas (izquierdas)
de subgrupos de G tales que G = H{ U ... UH,,. Demuestre que G se puede cubrir con una

union de clases laterales derechas (izquierdas) H; de subgrupos de indice finito en G.

EJERCICIO 52. Demuestre que si H es un subgrupo de G con indice 2, entonces para

todoa € G, a® € H.

EJERCICIO 53. Sea G un grupoy H < G tal que |G : H| = 2. Demuestre que H < G.

EJERCICIO 54.
1. Supdngase que G es un grupo finito y que H,K < G. Demuestre que si |H|,|K| >
/|G|, entonces |HNK| > 1.
2. Sean p,q € N primos distintos con p > q 'y supéngase que |G| = pq. Demuestre

que G tiene a lo mds un subgrupo de orden p.

EJERCICIO 55. Sea G un grupoy H,K < G con orden finito tales que (|H|,|K|) = 1.
Demostrar que HNK = {e}.

EJERCICIO 56. Demuestre que para todo campo K y para todo n € N*, SL,(K) <

GL,(K).

EJERCICIO 57. Demuestre que todo subgrupo del grupo de cuaternios es normal.

EJERCICIO 58. Demuestre que si H,K < G, entonces HK < G.

EJERCICIO 59. Sea H < G tal que si Hg # Hk entonces gH # kH. Demuestre H < G.

EJERCICIO 60. Sea G un grupoy H < G. Demuestre que H < G si y solo si para

cualesquiera g.h € G, gh € H siy solo si hg € H.
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EJERCICIO 61.

1. Demuestre que la interseccion de cualquier familia no vacia de subgrupos norma-
les es un subgrupo normal.

2. Demuestre que dado cualquier conjunto, el subgrupo normal generado por dicho
conjunto existe y es tnico.

3. Si el subgrupo normal generado por S C G se denota por N®(S), ;Existe alguna
relacion entre NO(S) y (S)?

4. Demuestre que para cualquier S C G, NO(S) es el conjunto de palabras en el

conjunto {gsg~' | g € G, s € S}.

EJERCICIO 62. Supdngase que G es un grupo finito y que H < G tal que (|H|,[G :

H)) = 1. Demuestre que H el tinico subgrupo con esta propiedad.

EJERCICIO 63. Sea G un grupo finito para el que existe n € N con n > 1 tal que
para todo g, h € G, (gh)" = g"h". Se definen Gn]| ={g€G | g"=¢e} yG'={g" | g € G}.
Demuestre que G[n],G" < G y que |G"| =[G : G[n]).

EJERCICIO 64. Supongase que H < G con indice ny x € G tal que x™ = e con

(n,m) = 1. Demuestre que x € H.

EJERCICIO 65. Sean H < K < G con K un grupo ciclico finito. Demuestre que H < G.

EJERCICIO 66. Sea G un grupoy & una particion de G. Supdngase que & es un grupo
bajo la operacion * : P x & — P que satisface que para todo a,b € G, |a] » * [b] » =
[xy] 2.

1. Demuestre que [e] » < G.

2. Demuestre que como subgrupos & = G/[e] ».
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EJERCICIO 67. Sea G un grupoy H < G un grupo con indice n. Demuestre que para
toda g € G, g" € H. De un ejemplo donde se vea que esto puede ser falso si se quita la

hipdtesis de normalidad.

EJERCICIO 68. Dar un ejemplo de un grupo tal que el conjunto de conmutadores no

es un subgrupo.

EJERCICIO 69. Discutir en cada una de las siguientes cadenas de subgrupos cudles
de los subgrupos en cuestion son normales, dando una demostracion en caso afirmativo ¢

un contraejemplo en caso negativo

R)

= SO(n) < 0(n) < GL,(
< GL,(R)

= SO(n) < SL,(R)

Sugerencia: Ver el ejercicio23|para las definiciones.

EJERCICIO 70. Sea k un campo con k # I, Fs. Demuestre que:
1. Paran> 2, (GL,(k))" = SLy(k)
2. Paran>3, (SO(n)) =SO(n)






Capitulo 2

Morfismos

“La esencia de las matemadticas yace en su libertad”

Georg Cantor.
1. Morfismos

La idea de esta seccion es definir el concepto de funcién entre grupos que preserva
la estructura. Este proceso puede considerarse el andlogo a lo que sucede en algebra
lineal, donde la idea de las transformaciones lineales es que estas funciones entre espacios
preservan dicha estructura. Esto es util desde el punto de vista ver como se comparan los
espacios y de manera mucho mds importante permite establecer un criterio de cudndo dos
de ellos pueden considerarse con el mismo. En nuestro caso, el concepto que permitird
hacer esto es:

DEFINICION 1.1. Sean G y H grupos. Una funcién f : G — H es un morfismo de

grupos si para cualesquiera x,y € G,

fxy) = () f(y)-

Es muy importante notar que en la definicién anterior se estan trabajando con dos
operaciones distintas ya que para los elementos x,y € G, el producto xy € G, mientras que
f(x)f(y) € H. Sin embargo, para no cargar la notacién y dado que en la practica quedard
clara la operacion entre los grupos considerados, se conservard esta forma de escribir las
operaciones ya que resulta engorroso enfatizar las operaciones, aunque en algunos ejemplos
puede ser que se indiquen al escribir los grupos en cuestiéon como parejas ordenadas. Otro
importante abuso de notacion que se usard frecuentemente es que al decir “f : G — H es un
morfismo” se tiene que sobreentender que G y H son grupos.

Antes de pasar a discutir ejemplos, se va a probar una proposicién que nos dice que
efectivamente el concepto de morfismo preserva la estructura de grupo. Esta observacion
tiene sentido pues la definicién esta formulada tinicamente usando las operaciones de los
grupos en cuestion, sin embargo, en la definicién de grupo intervienen otros elementos
como lo son el neutro y los inversos. Precisamente el resultado dice que estos se preservan.

PROPOSICION 1.1. Sea f: G — H un morfismo de grupos. Entonces,

1. fle)=e

49
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2. Para cualquier g € G, f(g~") = f(g)~".

2

DEMOSTRACION. Para la primera afirmacion se observa que como e~ = e, entonces
f(e)*> = f(e), lo que implica la afirmacién.
En lo que respecta a la segunda afirmacion, sea g € G. Dado que gg~' =e =g 'g, al

aplicar f y usar que esta es morfismo se tiene que f(g)f(g~') =e = f(g~')f(g), donde es

importante observar que para llegar a estas igualdades se ha usado la afirmacién 1.
Asf, por unicidad del inverso se deduce que f(g)~!' = f(g~!). O

Es importante observar que como corolario del resultado anterior mds un argumento
por induccién entera se deduce que para f : G — H un morfismo y cualquier g € G, se tiene
que para todo n € Z,

Por otro lado, es claro también de la definicién que la composicién de morfismos es un
morfismo.

A continuacién se presentan algunos ejemplos.

EJEMPLO 1.1. En el capitulo anterior se vio que la funcion signo es multiplicativa.

Observe que esto se puede traducir diciendo que para n > 1 la funcion signo,

sgn . (Sn,O) — ({_17 1}7')7

es un morfismo de grupos.

EJEMPLO 1.2. La funcion determinante da lugar a los tres siguientes morfismos de

grupos donde k es un campo.

det: GL, (k) — k\ {0}

det: O(n) — {-1,1}

det:U(n) - T
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EJEMPLO 1.3. Observe que (RT,-) < (R\ {0},-). Son morfismos de grupos las fun-

ciones logaritmo (natural) y exponencial:

In: (RT,.) = (R, +)

exp: (R,+) — (RT,)

EJEMPLO 1.4. Las funciones valor absoluto real y norma compleja son morfismos

|—| : (R\{O}v') - (R+>')

Il (C\{0},) = (R, )

EJEMPLO 1.5. Considere la funcion f : {—1,1} — Z, definida mediante: f(—1) =1

y f(1) = 0. Esta funcién es un morfismo de grupos.

Todos los ejemplos mostrados hasta ahora son con grupos concretos. Se continua la
lista con algunos ejemplos mds abstractos.

EJEMPLO 1.6. Para G un grupo y g € G, defina f : Z — G mediante la regla de

correspondencia f(n) = g". De las leyes de los exponentes se deduce que f es un morfismo.

EJEMPLO 1.7. Sea H < G.

1. La funcion inclusion 1 : H — G es un morfismo. Observe que en particular la
identidad 1 : G — G es un morfismo.

2. Si H Q G, entonces la funcién proyeccion candnica © : G — G/H es un morfismo.

Como el lector podra imaginarse, existen muchos ejemplos de morfismos, tantos que
podriamos escribir un libro inicamente con estos. Dejaremos esta tarea para avanzar con
la teoria. En esta direccidn el siguiente paso es definir algunos conjuntos distinguidos
asociados a un morfismo.

DEFINICION 1.2. Sea f : G — H un morfismo. Se definen:
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1. Elmniicleo de f, el que se denotard por nuc(f), como el conjunto {x € G | f(x) =e}.

2. Laimagen de f, la que se denotard por im(f), como f(G).

Los conjuntos anteriores en realidad tienen estructura como lo muestra el siguiente
resultado.

PROPOSICION 1.2. Sea f : G — H un morfismo. Entonces,

1. nuc(f) <G
2. im(f)<H

DEMOSTRACION. Para la primera afirmacién hay que demostrar dos cosas, la primera

que nuc(f) < Gy la segunda la normalidad de dicho subgrupo.

Para la primera afirmacién observe que obviamente e € nuc(f). Por otro lado, si
g,h € nuc(f), entonces f(gh™') = f(g)f(h)~! = ee™! =e, es decir, gh~! € nuc(f). Esto
demuestra que nuc(f) < G. Respecto a la normalidad, sean g € G y h € nuc(f). Luego,

Flghg™) = F(&)f(h)f()" = flg)ef ()" =e. Asi ghg™ € nuc(f) y esto prueba que
nuc(f) <G.

Para la segunda afirmacidn, observe que obviamente e € im(f) pues f(e) = e. Por
otro lado, dados hy,h, € im(f), existen g1,g2 € G tales que hy = f(g1) y ho = f(g2). Asi,
hihy' = f(g1)f(g2) "' = f(g18,"). Entonces i hy ' € im(f) y esto concluye la prueba. [

Hay varias observaciones que se pueden hacer respecto al resultado anterior. La primera
de ellas tiene que ver con que la imagen no necesariamente es un subgrupo normal del
codominio (Ejercicio [74). La segunda observacién es que el hecho de que el niicleo de
un morfismo sea un subgrupo normal nos da una forma de probar en muchos ejemplos
particulares la normalidad de ciertos subgrupos. Por ejemplo, consideremos el morfismo

sgn:S, —{-1,1}

Observe que por definicién nuc(sgn) = A,. Asi, el resultado anterior proporciona una
segunda demostracion de que para cualquier n > 1, A, <°S,,.

Otro ejemplo muy interesante es que los morfismos determinante del ejemplo [I.2]
implican que:

SLy(k) < GL (k)

§0(n) 20(n)
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SU(n) QU (n)

Un ejemplo interesante que es nuevo pues no se ha tratado antes se obtiene al considerar
paran € Nt Aff (R™) el conjunto de transformaciones afines, es decir,

Aff(R") = {T:R" > R" | 34 € GL,(R)3b € R"(T'(x) = Ax+b)}

Es muy sencillo ver que Af f(R") < Sgn y que la representacién de los elementos en
Aff(R") es tnica. Ademds, observe que se puede definir un morfismo

fAff(R") = GLy(R)
fAx+b)=A

Observemos que (Ax+ b) € nuc(f) siy sélo si A = I, es decir, nuc(f) = Tr(R"), el
conjunto de traslaciones. Luego, la afirmacidén anterior prueba que:

Tr(R") SAff(R").

Después de la gran variedad de ejemplos que se pueden obtener por este método, resulta
ser que se tiene una equivalencia de conceptos, es decir, el concepto de normalidad queda
determinado por la idea de niicleo. Para esto se recomienda ver el ejercicio[84]

1.1. Monos, epis e isos. En dlgebra lineal la introduccién de la idea de nicleo permite
dar la caracterizacion de ciertas transformaciones lineales. En nuestro caso se tiene un
resultado anélogo.

PROPOSICION 1.3. Sea f : G — H un morfismo. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

1. f esinyectiva.

2. nuc(f)={e}

3. f es cancelable por la izquierda respecto a morfismos de grupos.

DEMOSTRACION. 1 =-2) Dado que {e} C nuc(f), lo que se va a probar es la conten-
cién restante. Sea g € nuc(f), entonces f(g) = e. Dado que f(e) = e, entonces f(g) = f(e),

y como f es inyectiva, g = e, lo que termina la demostracion.

2 = 3) Sean hj,h; : K — G morfismos de grupos tales que foh; = fohy. Lo que
se quiere probar es que h; = hy, para lo que es suficiente con ver que estas funciones
tienen la misma regla de correspondencia por tener el mismo dominio y codominio. Para
esto sea k € K. Dado que foh; = fohy, entonces f(h(k)) = f(ha(k)), lo que implica
que f(hy(k)hy(k)~') = e. Esto dice que A (k)ha(k)~! € nuc(f), por lo que de la hipétesis
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se deduce que A (k)hy(k)~! = e, es decir, A (k) = hy(k). Como el elemento tomado fue

arbitrario, esto concluye la prueba.

3= 1) Lo que se va a probar es que si g1,g2 € G son tales que f(g1) = f(g2), entonces
g1 = g2. Asi, observe que se pueden definir morfismos £,k : Z — G dados por hy(n) = g
y ha(n) = g5. Luego, laigualdad f(g1) = f(g2) y un argumento de induccion entera implican
que fohy = fohy. Como f es cancelable por izquierda respecto a morfismos, esto implica

quehl th.ASf,g1 =h1(1):h2(1)=g2. |

En virtud de la proposicién anterior a los morfismos inyectivos se les conoce como
monomorfismos, o en breve monos, ya que la condicién 3 es precisamente la definicién
de este tipo de morfismos desde la perspectiva de la teoria de categorias. La afirmacion
correspondiente para los morfismos suprayectivos se presenta en el ejercicio[78] donde en
virtud a la afirmacién 2 se les llama epimorfismos o epis. En esta direccién es importante
mencionar que en el caso conjuntista la nocidn de inyectividad es también equivalente a la
existencia de una inversa izquierda y, la de suprayectividad a la existencia de una inversa
derecha, sin embargo, en el caso de la teorfa de grupos esto no sucede ni para el caso de
morfismos inyectivos (ejercicio[79) ni para los morfismos suprayectivos (ejercicio [80).

En este momento el siguiente paso es dar la definicién de aquellos morfismos que nos
permiten identificar dos grupos, es decir, considerarlos como el mismo. Desde el punto de
vista intuitivo es razonable pensar que esto sucede con los morfismos biyectivos pues estos
establecen una correspondencia biyectiva entre los elementos de los grupos en cuestién y al
sumar el hecho de ser morfismo esto dice que la operacion del dominio no solamente se
preserva, sino que estd representada exactamente en el codominio. Esta intuicién resulta ser
correcta y nuevamente la justificacién de este nombre proviene de la teoria de categorias.
Dicho resultado se presenta a continuacién.

PROPOSICION 1.4. Sea f : G — H un morfismo de grupos. Son equivalentes:

1. f es biyectiva.
2. Existe un morfismo de grupos g : H — G tal que fog=1pgygof=1g.
3. f tiene una inversa izquierda que es un morfismo de grupos y una inversa derecha

que es un morfismo de grupos.

DEMOSTRACION. 1 =-2) Supéngase que f es biyectiva. Luego, de la teoria de con-
juntos se sabe que existe la inversa de f, f~! : H — G, la cual satisface que fo f~' =1y y
f~lof=1g. Asf, lo que resta probar es que f~! : H — G es un morfismo. En efecto, sean
hi,hy € H. Al ser f biyectiva, existen dnicos g;,g» € G tales que f(g1) =h1y f(g2) = h».
Luego,
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F hy) = £ (f(1)f(g2)) = 1 (f(8182)) = 8182 = f ' (1) f " (h2)

Dado que los elementos tomados fueron arbitrarios, esto prueba que f~! es un morfis-

mo.
2 = 3) Obvio.

3 = 1) De las hipétesis se tiene que como todo morfismo es en particular una funcién,
entonces dado que f tiene una inversa izquierda resulta que f es inyectiva y de la afirmacién

correspondiente a la derecha se deduce que f es suprayectiva. Asi, f es biyectiva. ]

Dado la importancia del concepto mencionado vale la pena puntualizarlom

DEFINICION 1.3. Un morfismo f : G — H que cumple una de, y por lo tanto todas las
afirmaciones de la proposicion pasada, se conoce como un isomorfismo. Dados grupos G
y H, si existe un isomorfismo entre Gy H, se dird que dichos grupos son isomorfos y esto

se va a denotar por G = H.

Observe que es inmediato de la definicién ver que si f : G — H es un isomorfismo, en-
tonces f -1 H — Gloes. Por otro lado, la composicién de isomorfismos es un isomorfismo.
Estas observaciones se pueden resumir como sigue:

PROPOSICION 1.5. La relacion de “ser isomorfos” es de equivalencia en la clase de

todos los grupos.

Ahora vamos a discutir algunos ejemplos particulares.

EJEMPLO 1.8. Observe que del ejemplo se deduce que (R™,-) = (R, +) ya que

expoln = 1(R+") ylnoexp = 1(R,+)-

1En teorfa de categorias a los morfismos que cumplen la propiedad 3 de la proposicion anterior se les conoce
como isomorfismos y a los que cumplen 2 se les llama morfismos invertibles. Estos siempre coinciden y por lo
tanto no se introducen ambos términos pues dicha distincion es innecesaria. Por otro lado, en 1 estd oculto el
hecho de que estos morfismos son cancelables por izquierda y derecha respecto a otros morfismos de grupos.
Los morfismos que cumplen esta tltima propiedad se conocen como bimorfismos, sin embargo se reservard este

concepto hasta el capitulo 5, donde se presentard una pequefia introduccion a la teoria de categorias.
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EJEMPLO 1.9. Del ejemplo|[1.3]se deduce que ({—1,1},-) = (Zs,+).

EJEMPLO 1.10. Notese que hay un iinico grupo con un elemento, a este se le llama el

grupo neutro 'y se denotard por {e}. En particular para cualquier grupo G,

G/G={e}

EJEMPLO 1.11. Para cualquier grupo G, G/{e} = G.

Observe que se puede definir para cualquier n > 2 la funcién f: {—1,1} — S, /A, cuya
regla de correspondencia es

es un isomorfismo. Al combinar esto con el ejemplo[I.9]se deduce que para n > 2:

Sn/An =A{-1,1} =7,
Por un argumento similar se puede probar que
O(n)/S0(n) = Zs

Muchos de los ejemplos discutidos en la parte de morfismos inducen un isomorfismo,
resultado que se conoce como el primer teorema de isomorfismo y se verd en la siguiente
seccién. Uno de los ejemplos que se deducen de dicho teorema tiene que ver con estos
ultimos grupos mencionados ya que en el primer capitulo se dijo que S, /A, y O(n)/SO(n)
son ciclicos de orden 2 y como se vio ambos grupos son isomorfos a Z;. Dicha justificacién
de por medio serd vista en la siguiente seccion.

1.2. Automorfismos. Existen dos tipos especiales de morfismos que basicamente se
obtienen de tomar el dominio y codominio como el mismo grupo.

DEFINICION 1.4.

1. Un morfismo f : G — G se llama un endomorfismo del grupo G.
2. Un endomorfismo que ademds es un isomorfismo se conoce como automorfismo.

El conjunto de automorfismos se denota por Aut(G).
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Observe que para cualquier grupo G, Aut(G) C Sg. Més atin Aut (G) < Sg. Una pregunta
obvia en si Aut(G) tiene elementos no triviales (diferentes a la identidad) ya que estd claro
que Aut(G) C Sg. La afirmacién siguiente dice que siempre es posible construir elementos
en Aut(G) posiblemente no triviales.

PROPOSICION 1.6. Para G un grupo 'y g € G, la funcion 7, : G — G con regla de

correspondencia Y, (x) = gxg ™!

, es un automorfismo.
DEMOSTRACION. Seanxp,x, € G. Entonces ¥,(x1x2) = gxixg ! = (gx1g7 N (grg™ ") =

Ye(x1) ¥ (x2). Esto prueba que ¥, es un endomorfismo.

Para ver que ¥, es biyectiva se puede probar esto directamente o notar que (yg)’1 =

Yo (]

Los morfismos definidos juegan un papel muy importante en la teoria.

DEFINICION 1.5. Se dice que f € Aut(G) es interno si existe g € G tal que f = 7,.

Observe que 1 es un automorfismo interno pues 1 = .. Por otro lado, si f € Aut(G)
es interno, el elemento g € G tal que f = 7, no es en general tnico. Esto se deduce de
observar que si G es abeliano, entonces Vg € G, ¥, = 1, luego basta con tomar G abeliano
con | G |> 2 para dar un ejemplo que demuestre la tltima afirmacién.

Escribamos por Int(G) al conjunto de automorfismos internos. Observe que Int(G) C
Aut(G). Més atin,

PROPOSICION 1.7. Para cualquier grupo G, Int(G) <Aut(G).

DEMOSTRACION. Para demostrar la afirmacién primero veamos que Int(G) < Aut(G).

Para esto, como 1 € Int(G), sean f1, f> € Int(G). Entonces existen g1, g> € G tales que

fi =" ¥ f2 =Yg Asi, observe que fif, ' =%, 7, = Yoq, ! UCEO, Aty em(G)y

esto prueba la afirmacién.

Para concluir sea f € Aut(G) y 7, € Int(G). Dado x € G observe que,

S @) =fef (g ) =@ f(g™") = F(g)xf(e) ™! = vy (x).

Esto prueba que fy,f ! = Yf(g) ¥ POr lo tanto fy, f ~! ¢ Int(G), 1o que demuestra la

normalidad. O
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Esta afirmacién nos permite hacer dos cosas. La primera es ver que como en particular
Int(G) es un grupo, la funcién

1a: G — Int(G)
8=

es un epimorfismo. Observe que g € nuc(y) si 'y solo si ¥, = 1¢, es decir, si para todo
x € G, gxg~! = x, condicién que es equivalente a decir que para todo x € G, gx = xg. Esto
dice que el elemento g conmuta con todos los elementos del grupo.

Dado que nuc(yq) = {g € G : Vx € G(gx = xg)}, se deduce que dicho conjunto es un
subgrupo normal de G. Este grupo se conoce como el centro de G y se denota por Z(G).

Mais atin, como consecuencia del primer teorema de isomorfismo de la siguiente seccién
se verd que hay un isomorfismo

G/Z(G) = Int(G)

Por otro lado, una segunda pregunta obvia es qué sucede con el grupo Aut(G)/Int(G).
Para esta pregunta no se puede dar un resultado de caricter general pues dicho grupo
depende del grupo en cuestion. Este grupo se conoce como el grupo de automorfismos
externos de G. Algunos ejemplos de este se obtienen al observar que si G es abeliano,
Int(G) = {1¢}. Luego, Aut (G)/Int(G) = Aut(G). De forma concreta se sabe que Aut(Z) =2
Zy y Aut(Zn) =2 (U(Zy,),-) con U(Zy) el grupo de unidades del anillo Zn (Ver ejercicios

[[30]y [131).

2. Teoremas de Isomorfismo

LEMA 2.1. Sean f: G — H un morfismo, K <Gy K < nuc(f). Entonces fx: G/K —
H dada por fx(xK) = f(x) para toda xK € G/K esta bien definida y es un morfismo. Mds
aiin, fx es monomorfismo si 'y sélo si K = nuc(f). También tenemos que; f es un epimorfis-

mo siy solo si fx es un epimorfismo.

DEMOSTRACION. Sean g,/ € G tales que gK = hK. Entonces g~ 'h € K < nuc(f).
Por lo que f(g~'h) = e y se sigue que f(g) = f(h). Por lo tanto fx(gK) = fx(hK)y fx
esta bien definida.

Sean gK,hK € G/K. Entonces

fi(8KhK) = [ (ghK) = f(gh) = f(8)f(h) = fk(¢K)fk (hK)
Por lo que fx es un morfismo.
Si fx es un monomorfismo, entonces nuc(fx) = {K}. Sea g € nuc(f). Entonces
fx(gK) = f(g) = e. Por lo que gK € nuc(fx) y gK = K. De donde g € K. Por lo tan-
to nuc(f) =K.
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Si K =nuc(f)y gK € nuc(fx). Entonces f(g) = fx(gK) = e. Porlo que g € nuc(f) =
K. Asi gK = K. Por lo tanto nuc(fx) = {K} y fx es un monomorfismo.

=) Seay € H, entonces existen x € G tal que f(x) =y. Por lo que fx(xK) = f(x) =y.

<) Sea y € H entonces existe xK € G/K tal que fx(xK) = y. Por lo tanto f(x) =
Sk (xK) = y. O

COROLARIO 2.1 (Primer Teorema de Isomorfismo). Sea f: G — H un morfismo.

Entonces G/nuc(f) = im(f).

EJEMPLO 2.1. Sea n un natural y sgn: S, — {1, —1}. Notemos que nuc(sgn) = A, y

esto es la definicion de A,. Por lo que por el primer teorema de isomorfismo S, /A, = Zy.

EJEMPLO 2.2. Sea G es un grupo ciclico.

1. Si G es finito, entonces G =2 7, para algunan € N7,

2. Si G es infinito, entonces G = 7,

DEMOSTRACION. Dado que G es ciclico, existe g € G tal que G = (g). Luego, consi-
dere el morfismo f : Z — G definido mediante f(n) = g". Observe que este morfismo es un

epimorfismo, por lo que del primer teorema del isomorfismo se deduce que

Z/nuc(f) =G.

Observe que si G es finito, entonces sea n = |G|. Observe que o(g) = n. Asf, dado que
g" = e, entonces n € nuc(f), de lo que se deduce que nZ C nuc(f). Por otro lado observe
que si m € nuc(f), entonces g" =: f(m) = e. Luego, como o(g) = n, se tiene que n|m, es
decir, que m € nZ. Este argumento prueba que nuc(f) = nZ, de lo que se deduce al usar el

primer teorema de isomorfismo que Z, = G.

Por otro lado, al considerar G infinito, se tiene que nuc(f) = 0, pues en caso contrario
existe n € nuc(f) con n # 0, lo que implica que g" = e. Esto es una contradiccién pues
el orden de g es infinito. Por lo tanto, se deduce del primer teorema de isomorfismo que

7.=G. |
LEMA 2.2 (tarea). Sea G un grupo, K < Gy N <G. Si N < K entonces N <K.

PROPOSICION 2.1 (Segundo Teorema de Isomorfismo). Sean G un grupo, H < Gy

N <G. Entonces NH/N 2H/(NNH).
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DEMOSTRACION. Definimos una funcién ¢ : H — NH /N dada por ¢ (x) = xN para

toda x € H. Primero veamos que es un morfismo. Sean x,y € H. Entonces:
¢ (xy) = xyN = xNyN = ¢ (x)9(y)
Por otro lado, para xAN € NH /N conx € Ny h € H. Tenemos que
¢(h) = hN = Nh = Nxh = xhN

Por lo que ¢ es suprayectiva.

Afirmacién nuc(¢) = NNH.

C) Seax € nuc(¢). Entonces N = ¢(x) = xN. Por lo que x € N. Ya tenfamos que x € H
por ser parte del dominio. Por lo tantox € NN H.

D) Seax € NNH. Entonces ¢(x) =xN = N. Por lo tanto x € nuc(¢).

Aplicando el primer teorema de isomorfismo, obtenemos el segundo teorema de iso-
morfismo. ]

Notemos que anteriormente ya se habia demostrado que para H,K < G tenemos que
|HK||HNK| = |H||K|. En el caso de que H y K sean finitos, tendriamos que |HK|/|K| =
|H|/|H N K]|. Este hecho se puede interpretar como una versién débil del segundo teorema,
puesto que no se tiene un morfismo de grupos, si no una funcién biyectiva.

PROPOSICION 2.2 (Tercer Teorema de Isomorfismo). Sean G un grupo, K,N <G con

K < N. Entonces (G/K)/(N/K) = G/N.

DEMOSTRACION. Notemos primero que K <IN esto por que K < G. La siguiente
afirmacion es que N/K JG/K.

Sean gK € G/K y xK € N/K. Entonces gxg~' € N. Por lo que gkxK(gK)™' =
gxg~'K € N/K. Por lo tanto N/K <G /K.

Definimos ¢ : G/K — G/N dado por ¢(xK) = xN para toda xK € G/N. Notemos
que si 7: G — G/N es la proyeccion candnica y como K C N = nuc(w), entonces g = ¢.
Con esto vemos que ¢ esta bien definida y es un morfismo de grupos. También como 7 es
epimorfismo, tenemos que @ es un epimorfismo.

Afirmamos que nuc(¢) = N/K.

C) SeaxK € N/K tal que N = ¢(xK) = xN. De aqui x € N por lo que xK € N/K.

D) SeaxK € N/K, entonces ¢ (xK) = xN = N. Por lo que xK € nuc(¢).

Por lo que usando el primer teorema de isomorfismo llegamos al resultado. (]

DEFINICION 2.1. Sea G un grupo y H < G. Definimos %1 (G) :={K € /(G) | H <
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PROPOSICION 2.3 (Teorema de la correspondencia biyectiva). Sea G un grupoy H <G.
Entonces ¢ : 1y (G) — . (G/H) dada por ¢ (K) = K/H para K € /1 (G) es un funcion

mondotona biyectiva.

DEMOSTRACION. Daremos la inversa de ¢. Definimos y: . (G/H) — 5(G)
dada por y(L) = UL para L € .¥(G/H). Afirmamos que UL es un subgrupo de G.
Notamos que e € H C UL. Sean x,y € UL. Entonces existen g,s € G tales que x € gH

y y € hH. Por lo que usando la normalidad de H:
xy € (gH)(h 'H)=g(Hh " "YH = gh™'"HH = gh '"H C UL

Por lo tanto UL < G.

Sea K € .7x(G), entonces:

W(0(K)) = y(K/H) = UK/H = K

Por ser K/H una particién de K.
Sea L € . (G/H), entonces:

¢(w(L)) = ¢(UL) = (UL)/H

Afirmamos que (UL)/H = L.

C) Sea xH € (UL)/H con x € UL. Entonces x € gH para algin gH € L. Por lo que
existe h € H con x = gh. De aqui xH = ghH = gH. Por lo tanto xH € L.

D) Sea gH € L. Entonces g € gH C UL. Por lo tanto gH € (UL)/H.

Por lo que ¢(y (L)) =L. O

EJEMPLO 2.3. Sabemos que los subgrupos de 7. son de la forma nZ. Mds atin, nZ < mZ
siy solo si m | n. Como Z,, es 7/nZ entonces sus subgrupos son de la forma mZ/nZ con

m | n, es decir, son de la forma mZ, con m | n. Por ejemplo, los subgrupos de Z¢ son

0, 3Z6, 2Z6 y Z6.
3. Grupos Libres

Los grupos libres son aquellos que tienen una base. La definicién de estos estd inspirada
en la caracterizacién del concepto de base del dlgebra lineal, la cual se conoce como la pro-
piedad universal de las bases, que permite extender funciones de la base en transformaciones
lineales.
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DEFINICION 3.1. Sea F un grupo. Decimos que F es un grupo libre con base X si
existe X C F tal que para todo grupo G y toda funcion f : X — G, existe un tinico morfismo

f:F — Gtal que f |x= f, es decir, el siguiente diagrama conmuta:

l
X

F

N

G

La propiedad de extension de funciones a morfismos de grupos es un ejemplo de lo que
se conoce como una propiedad universal pues esta caracteriza (salvo isomorfismo) al objeto
que se esta definiendo, en este caso el grupo libre con base X. Antes de demostrar esto, y
con la notacién de la definicion, nétese que si se denota por GX al conjunto de funciones de
X en G y por Hom(F,G) al conjunto de morfismos de grupos de F en G, dicha propiedad
universal da lugar a una funcién

GX — Hom(F,G)
fef
Luego, la propiedad universal dice que esta funcién es una biyeccion.

Tal y como sucede en dlgebra lineal vale la pena enfantizar el hecho de que usando
funciones en sentido de conjuntos uno puede obtener morfismos entre F' 'y G, mds atn,
todos estos morfismos se pueden construir de esta forma. Observe que de hecho la inversa
de la funcién mencionada anteriormente se da por precomposicién por 1,

1" : Hom(F,G) — G*

Vamos a ver que dicha propiedad universal caracteriza al grupo libre.

PROPOSICION 3.1. Si el grupo libre con base en un conjunto existe, este es unico

(salvo isomorfismo).

DEMOSTRACION. Supéngase que F'y F’ son grupos libres con base un conjunto X.
De la propiedad universal de F aplicada a la funcién 1’ : X — F’, existe un tnico morfismo
f:F — Ftal que f|x = 1. Por otro lado, al usar la propiedad correspondiente para F’
respecto a 1, existe un tnico morfismo g : F' — F tal que g|x = 1. Lo que resta probar
esque fog= 1 y gof = 1p, para lo cual se va a probar la primera igualdad pues
la segunda se deduce de forma andloga. Para esto, como fog, 1 : F/ — F’, basta ver,

por la propiedad universal de F’ aplicada a t/, que (fog)|x =1/, lo cual es claro pues
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(fog)lx =(fog)ot' = fot = f|x =1'. De esto se deduce la igualdad y se concluye la
prueba. g

En virtud a la proposicién anterior, si un grupo es libre con base X, este se puede
denotar mediante F := F(X). Discutamos un par de ejemplos.

EJEMPLO 3.1. El grupo neutro {e} es libre con base 0.

EJEMPLO 3.2. Paran € N¥, el grupo (nZ,+) es un grupo libre. Observe que una base

de este es {n}, sin embargo, {—n} es otra base.

EJEMPLO 3.3. Ningiin grupo finito no trivial puede ser libre ya que los elementos de

una base tienen siempre orden infinito.

DEMOSTRACION. Sea F un grupo libre con base X. Defina la funcién f : X — Z como
la funcién constante con valor 1. Luego, al ser F libre, existe un tinico morfismo f F—7Z

tal que f|y = f. Sea x € X y supéngase que x" = e para algtin n € N. Entonces,

Esto prueba que la tnica potencia a la que x da el neutro es cero, entonces x debe tener

orden infinito. O

El tercer ejemplo muestra que no todo grupo es libre. En lo que respecta al segundo
ejemplo, su importancia es que nos permite ver que como es de esperarse la existencia de
una base para un grupo libre no es unica. Sin embargo, hay un invariante asociado a dichas
bases que es la cardinalidad de la base. La demostracion general de este hecho requiere
conocer algunos resultados de aritmética cardinal, y dado que el curso de teoria de conjuntos
no es obligatorio no podemos suponer que el lector los conozca. El mejor resultado que se
puede dar sin suponer esto es el siguiente:

PROPOSICION 3.2. Si X yY son bases de un grupo F y una de ellas es finita, entonces

la otra también lo es y ademds |X| = |Y|.
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DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que |X| < Xg. Obser-

ve que de la propiedad universal se deduce que se tienen las siguientes biyecciones

75 = Hom(F,7,) = 7}

Al tomar cardinales dicha biyeccién implica que

21X — ol¥]

Esto prueba que |Y| < X pues X es finito. Mds atin, esta igualdad de nimeros naturales

implica que |X| = |Y]|. O

Para el lector interesado es importante decir que la prueba en el caso infinito usa el
hecho de que si F es un grupo generado por X y X es infinito, entonces |F| = |X|, de donde
es obvio el resultado.

Como corolario de esta proposicién se deduce que:

COROLARIO 3.1. Sean X y Y conjuntos. Entonces, F(X) =2 F(Y) si y sélo si |X| =Y.

El resultado anterior dice que el cardinal de la base de un grupo es un invariante. Luego,
permite definir una asociacién que a cada grupo libre F le asocia un cardinal denotado por
rank(F), que se conoce como el rango de F, y estd definido como el cardinal de cualquier
base.

EJEMPLO 3.4.

1. rank({e}) =0
2. rank(Z) =1

Por el momento esta quedard como una pequefia curiosidad, sin embargo, en el tema
de grupos abelianos proyectivos esta se va a ver desde otra perspectiva.

Una vez que se ha visto el problema de la unicidad de grupos libres, podemos pasar al
problema de la existencia, es decir, ver que para cualquier conjunto X existe un grupo libre
con base dicho conjuntoE] Para esto se requiere realizar una construccién, que como en el
caso X = 0 el grupo libre con base en dicho conjunto es el grupo trivial, vamos a realizar
suponiendo que X # 0.

20bserve que esto dice que la funcién rango toma todos los cardinales. En particular la clase de todos los

grupos es propia.
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Sea X un conjunto y considere X! un conjunto que tiene un elemento por cada
elemento de X, donde se denota por x~! al elemento asociado a x € X. Observe que esto
dice que X y X! son biyectables. Ademds considere un conjunto con un tinico elemento
{e} y considere la unién ajena X LI {e} UX . Si x € X, denote por

DEFINICION 3.2. Una palabra en X es una sucesion w € (X U{e} UX" DN con
soporte finito, es decir, existe n € N tal que w; = e para todo i > n. En particular, la

sucesion constante con valor e se conoce como la palabra vacia y se denota por e.

Existe una notacién que permite empatar la definicién de palabra dada con la del caso
de grupos ya que toda palabra tiene una tnica representacion

— 1,k
W =X X, ~...ox{‘1",

conx; € X, ke {-1,0,1} yk, € {—1,1}.

Dado que las palabras son sucesiones, hay una nocién clara de igualdad entre ellas.
Ademads hay una nocién de longitud de palabras la cual es por definicién O para la palabra
vacia y en caso de que w = xlf‘ e -xﬁ", la longitud de w es n.

Inspirados nuevamente en lo que sucede para el caso de grupos, dada una palabra

w=x\1. ... Xk el inverso de esta palabra se define como w! = x;, % - ...x*1.

Observe que hasta este momento todas las definiciones anteriores estdn inspiradas en
sus andlogos de la teorfa de grupos. La siguiente serie de definiciones son especiales para el
concepto de palabra introducido en esta seccion.

DEFINICION 3.3.

1. Una palabra w en X es reducida si w es la palabra vacia 6 w = xllq <o xkn donde
ki€ {—1,1} yno existe i € {1,....n— 1} tal que (x¥')~! :xfrll.
2. Una subpalabra de una palabra w es una subsucesion de esta formada por términos

adyacentes dos a dos ¢ la palabra vacia.

Algunas observaciones que se deducen inmediatamente de las definiciones anteriores
se encuentran en el siguiente resultado.

PROPOSICION 3.3.

1. En la notacion introducida, si w = xlfl ...xﬁ" es una palabra, entonces las subpala-

k

s ; kj . .
bras de w son la palabra vacia 6 tienen la forma x;' ...xj" donde 1 <i<j<n.
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2. Siv es una subpalabra de w, existen subpalabras w' y w" tales que w = w'vw".

3. Una palabra no vacia w es reducida si y solo si no contiene subpalabras de la

forma x° 6 x7*x*.

El siguiente paso en la construccion de grupo libre es la definicién de un producto.

k ! .
Dadas palabras w = x7' - ... -xﬁ" yu=y'-...- yf;," estas se pueden concatenar para definir
una palabra
_ ki k11 /
WHU=X] X" V] e Y
Sin embargo, esta operacioén no define un producto en el conjunto de palabras reducidas
en X pues wx u puede no ser reducida.

EJEMPLO 3.5. Supdngase que X = {a,b}. Considere las palabras en X, w := aba y
u:=a"'b\. Observe que ambas palabras son reducidas y su concatenacion estd dada por

wxu=abaa ‘b,

Esta no es reducida pues contiene la subpalabra aa™".

Intuitivamente, en la concatenacién w* u a uno le gustarfa reducir aa~' pues en un
grupo aa~' = ey asi abaa"'b~" = abeb™' = abb™! = ae = a.

Para definir el producto que nos interesa hay que axiomatizar estds reducciones, lo
que nos llevard a definir el producto de yuxtaposicion. Esto se hace como sigue: Dadas
palabras reducidas w y u, existe una subpalabra de ambas (posiblemente vacia) tal que
w=w'vyu=v_u'. Enel ejemplo anterior note que w = a(ba) y u = (ba)~'. El hacer esto
no asegura que w' * ' sea reducida pues en el ejemplo anterior w = (ab)ay u = (a~ )b~ !,
pero abb~! no es reducida. Asi, se quiere que ademés de que w =w'vy u=v " lu=!, w'xu/
sea reducida. Asf, se define el producto de yuxtaposicién o de w con u por

wu=w*u

EJEMPLO 3.6. Para X = {a,b} y la palabraw = a(ba) yu=a 'b~! = (ba)~!,

wiu = a.

Por definicién el producto de yuxtaposicion es una operacion binaria en el conjunto de
palabras reducidas. Con esto se puede ahora probar la existencia de grupos libres. Ademas
es de esperarse por la discusién anterior que el candidato al grupo libre con base un conjunto
X es el conjunto de palabras reducidas en dicho conjunto. Sin embargo, al pensar en la
prueba de esta afirmacién la asociatividad del producto de yuxtaposicién es un proceso
muy engorroso ya que habria que analizar muchos casos. Entonces la prueba de este hecho
se va a hacer usando un “truco” que estd basado en un teorema que estudiaremos después
(Teorema de Cayley).
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PROPOSICION 3.4. Dado un conjunto X, existe el grupo libre con base X.

DEMOSTRACION. (Truco de van der Waerden) Como antes supongamos que X # 0
pues dicho caso es obvio. Sea F el conjunto de palabras reducidas en el conjunto X. Para
cada x € X defina funciones |x*| : F — F, donde k € {—1,1}, cuya regla de correspondencia

€S:

kK ky 2 (k=1 ki
Xt Si(x)™" #x

ki k k 1 no 1
() =

ka
X .xkn o eoc.

Observemos que |x*| o [x7¥| = |x7¥| o |x*| = 1F, lo que dice que estas funciones son
biyectivas y que [x*|~! = [x¥|, en particular {|x| : x € X} C Sr. Luego, considere G el
subgrupo generado por {|x| : x € X} C Sr. De la observacién anterior y la descripcién del
subgrupo generado por un conjunto en término de palabras, un elemento g € G se puede

escribir como:

g="lo..olxy],

conk; € {—1,1} y, en dicha descomposicién no existe i € {1,...,n— 1} tal que \xf"|_1 =

\xff: 11

|. Note que esta es claramente tnica pues Sy es un grupo. Lo que se afirma es que
G es grupo libre con base {|x| : x € X }. Para esto lo primero que hay que observar es que
se tiene una funcién de inclusién obvia t : {|x| : x € X} — G. Para ver que G cumple la
propiedad universal del grupo libre sea f : {|x| : x € X} — H una funcién con H un grupo.

Por la expresién tnica de los elementos en G se define f : G — H mediante

FU o olarl) = fUxi)f - £(Jxal)

Para ver que f es un morfismo sean w y u palabras reducidas en {|x| : x € X }. Asf,

"ou' con w’ ou' reducida, entonces dado que w' y v son reducidas

se deduce que f(w) = f(w')f(v) y, por el mismo argumento f(u) = f(v)~!f(u'). Asi,

siw=wovyu=v"

observe que por definicién wu = w’ ou’ y entonces f(wu) = f(w')f(u'). Por otro lado
FW)fu) = FW)FOWFO) 1 F (') = F(W)f(t'), lo que prueba la igualdad. Ademds es

claro que 7|{\x\:xex} = f y la unicidad de f es clara, lo que concluye la afirmacién.

Para concluir la prueba, observe que hay una biyeccién
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g:G—=F

(e ¥ 0 ooy s 2T ke

Luego, dado que G es un grupo libre, entonces F tiene una tnica estructura de grupo
que hace de la funcién anterior una biyeccion (ejercicio [00), de donde por la discusién
previa es claro que dicho producto en F' es el producto de yuxtaposicién y ademds que F es
un grupo libre con base g({|x| : x € X}) C F. Mas ain, observe que g induce una biyeccién

entre {|x| :x € X} y X, por lo que la base de F es X. O

Observe que pos construccion el grupo libre con base X es en particular generado por
X. Por otro lado, hay un resultado teérico muy interesante que se explotard en la siguiente
seccion y que tiene gran importancia.

PROPOSICION 3.5. Todo grupo es cociente de un grupo libre.

DEMOSTRACION. Sea G un grupo y considere X un conjunto con un elemento por
cada g € G, el cual se va a denotar por x,. Considere la funcién f : X — G definida mediante

f(xy) = g. Por la propiedad universal del grupo libre existe un tinico morfismo de grupos

fFX)—G
tal que flx = f.

Observe que f es un epimorfismo por construccién, asi, por el primer teorema de

isomorfismo se deduce que

F(X)/nuc(f) = G,

de lo que se deduce el resultado. (]

EJEMPLO 3.7. Se recuerda que para n > 2 se define D, = ({r,s | o(r) =n, o(s) =
2, srs = r~'}), para el cual se construyé un modelo en el ejercicio pam G=0(2).
Observe que dicho grupo se puede escribir de la forma D, = ({r,s | o(r) = n, o(s) =
2, (sr)2 =e}). Considere F el grupo libre con base X = {x,y} y el morfismo f : F(X) — D,
definido mediante f(x) =ry f(y) =s. Sean R = {x",y*,(yx)*} C F(X) y N el subgrupo
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normal generado por dicho conjunto R. Observe que N C nuc(f). Asi, al considerar la

proyeccion canonica

n:F(X)/N = (F(X)/N)/(nuc(f)/N),

esta es un epimorfismo. Por el tercer teorema de isomorfismo el codominio es isomorfo
a F(X)/nuc(f). Ademds, por el primer teorema de isomorfismo se tiene esto induce un

epimorfismo

%:F(X)/N — D,

Observe que |D,| = 2n 'y ademds, del ejercicio[26]se deduce que |F (X)/N| = 2n, por

lo que T es un isomorfismo.

En virtud del ejemplo anterior note que la importancia de este resultado es que da una
construccién formal a grupos como D, O,+1 'y de hecho esto vale para cualquier grupo.
Esto se va a discutir con mayor detalle en la siguiente seccién.

En lo que respecta al problema dual una pregunta obvia es: ;Qué sucede con los
subgrupos de grupo libre?. La respuesta es un teorema muy famoso:

PROPOSICION 3.6. (Nielsen - Schreir) Todo subgrupo de un grupo libre es libre.

La demostracion de este teorema estd fuera de nuestro alcance pues usa hechos no
triviales de cardcter conjuntista, a saber, que el subgrupo es bien ordenado y ademas se
usa un argumento de induccién transfinita para construir el conjunto que es base de dicho
subgrupo. El lector interesado puede consultar por ejemplo el libro “Axiom of Choice” de
Horst Herrlich. Por otro lado hay pruebas de caricter topolégico las cuales también salen de
nuestro alcance pues usan la idea de aplicacion cubriente. Para esta se puede consultar el
libro de Rotmann “Algebraic topology”.

Para concluir esta seccién vamos a comentar unas interpretacion topoldgico/geométrica
en torno a los grupos libres. Este tiene que ver con lo que se conocen como superficies
(combinatorias) y la reduccién de palabras tiene por lo tanto un significado geométrico que
permiten dar un teorema de clasificacion de superficies. Este trabajo se debe a J.Conway y
es el caso particular del problema de la palabra en dlgebra.

Considérese el disco de la figura [I|donde los ejes que forman la frontera tienen una
orientacién. Luego, a~! se interpreta como la trayectoria a recorrida en signo contrario.
Con esto, una palabra indica una forma de pegar las trayectorias. Asf, la palabra aa™!
corresponde a una esfera 2-dimensional. El caso de la palabra aa es un plano proyectivo
pues para obtener la superficie que dicha palabra representa hay que quitar el interior de
dicho disco.
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FIGURA 1.

Otro ejemplo se obtiene de considerar la ﬁgura donde la palabra aba~'b~! representa
un toro y aabb una botella de Klein. Observe que la primera palabra en el grupo libre
representa al conmutador [a, b].

2.png

FIGURA 2.

Con esto en mente observe que el hecho de que un producto de n-conmutadores
representa un n-toro y el hecho de un producto de conmutadores no sea un conmutador dice
que un n-toro no es equivalente a un toro. Usando estas ideas uno puede convencerse de la
correspondencia geométrica de las palabras en cuestion mostrada en la tabla|[I]
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Palabra en X = {a;,b; };en+ \ Superficie ‘
alaf] 52
ayjag RPI
aibia; b’ T = S! x S! (Toro)
ajarb1by Botella de Klein
a1, b1][az, b)) T? (2-toro)
ajajaraazas 3-crosscaps

TABLA 1. Correspondencia entre palabras y algunas superficies (combinatorias)

4. Generadores y Relaciones

DEFINICION 4.1. Sea G un grupo y S un subcojunto de G. Definimos la clausura normal
(clausura conjugada) de S en G como el subgrupo generado por {gsg~' | s € S,g € G}. Lo

denotamos por NY(S).
PROPOSICION 4.1. Sea G un grupo y S un subcojunto de G. Entonces N°(S) <G.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad suponemos que todos los inversos de
Sestan en S, esto es, S~' C S. Un elemento x de NY(S) es de la forma gis187 " ... gusngy |

paragi,...,gn € Gy sy,...,s, €S.Sea h € G, entonces:
hoh™' = hgis1gy " .. gnsngy 'h™" = (hg1)s1(hg1) ™" ... (hgn)su(hgn) ™"

Por lo que hxh~! € NG(S). O

PROPOSICION 4.2. Sea G un grupo. Entonces N°: .7 (G) — .7 (G) es un operador

cerradura, esto es, idempotente, inflatorio y monotono.
DEMOSTRACION. Tarea O
PROPOSICION 4.3. Sea G un grupo y S subconjunto de G. Entonces (S) < NY(S).
DEMOSTRACION. Tarea O

PROPOSICION 4.4. Sea G un grupo y {N;}ic; una familia de subgrupos normales de
G. Entonces ;e Ni <G.

DEMOSTRACION. Tarea O

PROPOSICION 4.5. Sea G un grupo y S un subconjunto de G. Entonces N(S) =
N{N<IG|SCNY.
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DEMOSTRACION. Tarea O

DEFINICION 4.2. Sea G un grupo. Una presentacion de G es una pareja (X | R) donde
X es un conjunto y R C F(X) tales que G = F(X)/NFX)(R). Al conjunto X lo llamamos
generadores y al conjunto R relaciones. En caso de que X = {x1,...,x,} YR={r1,...,tm}
sean finitos, escribiremos (x1,...,%, | r1,-..,rm) en vez de (X | R). Decimos que G es
finitamente generado si tiene una presentacion con X finito, decimos que es finitamente
relacionado si tiene una presentacion con R finito y decimos que es finitamente presentado

si tiene una presentacion con X y R finitos.
PROPOSICION 4.6. Todo grupo tiene una presentacion.

DEMOSTRACION. Sabemos que todo grupo es cociente de in grupo libre por lo que
existe X conjuntoy ¢ : F(X)— G epimorfismo. Por el primer teorema de isomorfismo

tenemos que G = F(X) /nuc(¢). Por lo tanto G tiene una representacion (X | nuc(¢)). O

EJEMPLO 4.1. Todo grupo libre F(X) tiene una presentacion (X | 0). Por lo que todo

grupo libre es finitamente relacionado.

EJEMPLO 4.2. Si G = Z, con n natural. Entonces G tiene una representacion (x | x*).
Vemos que podemos definir una funcion f: {x} — Z, dada por f(x) = [1]. Ahora por la
propiedad universal del grupo libre existe un vinico morfismo de grupos ¢ : 7. — 7, tal
que §|(xy = f. Aqui estamos usado el hecho de que F ({x}) = Z. Notamos que nuc(¢) =nZ
y por el primer teorema de isomorfismo tnemos el resultado. Vemos que la relacion x"
realmente significa que x" = e. Puntualmente F ({x}) es un grupo abeliano, asi que todos

sus subgrupos son abelianos. De este hecho tenemos que N*({x"}) = (x"). Ahora bien:
()" =2 (") = ()

Aqui radica parte de la belleza de los cocientes, por que me ayudan a poner o inducir
relaciones que busco. Veamos que yo quiero un grupo generado por un elemento y que ese
elemento elevado a la n sea el neutro. Como tal mi grupo no esta generado por x si no
por x(x"). Veamos que usando el cldsico x € H si 'y sélo si xH = H. Veamos que la ultima
parte equivale a decir en el grupo cociente que xH es el neutro de G/H. La condicion es
medio tramposa puesto que una vex que entendemos que para ser neutro, basta con que el
representante pertenezca al subgrupo, podemos ver inmediatamente que esta condicion es

trivial puesto que el elemento es un generador en este caso x* € (x").
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EJEMPLO 4.3 (Tarea). Si G = Zp, con py q primos relativos. Entonces G tiene una
representacion (x,y | xP,y4,[x,y]). Aqui tenemos dos generadores y tres relaciones. Este
ejempo es interesante por que la representacion de un grupo no es unica, puesto que
por el ejemplo anterior G también se puede representar como (x | xP9). Por otro lado
Lipg = Ly X Lg. Vesmos que las primeras dos relaciones reflejan las copias de Z, y Z,.

Analicemos la tercera, primero llamemos H = NC(xP,yP . [x,y]). Ahora veamos que:
H=[xyJH=xyx"'y 'H

Por lo que xyH = yxH. Entonces la relacion [x,y] realmente lo que quiere decir es xy = yx.
EJEMPLO 4.4. El grupo dihedrico D,, de orden 2n tiene representacion (r,R | ', R?, (rR)?).

EJEMPLO 4.5. El grupo dihedrico infinito D.. tiene representacion (r,R | R?, (rR)?).

1

EJEMPLO 4.6. El grupo GLy(Z) tiene representacion (x,y,z | xyxy 'x~1y=1 (xyx)*, 22, (zx)%, (zy)?).

El definir un grupo por una presentacion forma parte de la teoria de grupos combinatoria,
e historicamente es la motivacién de Whitehead de la teorfa simple de homotopia.

4.1. El problema de Burnside.

DEFINICION 4.3. Sea G un grupo. Decimos que G es periodico si todo elemento tiene

orden finito.

Originalmente el problema de Burnside decia que si un grupo periodico finitamente
generado esta obligado a ser finito. Este problema fue planteado por William Burnside en
1902 y en 1964 Golod y Safarevich dieron un contraejemplo. En este contragjemplo los
ordenes de los elementos no estaban acotados, es decir, el grupo no tenia exponente finito.
Por lo que se plante el problema de Burnside acotado. Que planta que todo grupo periodico
finitamente generado y con exponente finito tiene que ser finito.

DEFINICION 4.4. El grupo libre de Burnside de rango m y exponente n, de notado por

B(m,n) es el grupo con m generadores 'y todo elemento cumple que x"* = e.

El problema de Burnside acotado es equivalente a que todo B(m,n) sea finito. Notemos
que B(1,n) = Z,.

PROPOSICION 4.7 (tarea). Sea m un natural. Entonces B(m,2) =2 7.3

Sea sabe que para todo m natural, B(m,3),B(m,4) y B(m,4) son finitos. Hasta donde
sabemos B(2,5) es un problema abierto saber si es finito.

Sin embargo, este problema también tiene respuesta negativa, Vasilievich demostr6 en
1994 que param > 1y n > 2% par y divisible por 2° se tiene que B(m,n) es infinito.
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4.2. Producto Libre.

DEFINICION 4.5. Sean G y H grupos con representaciones (Xg | Rg) y (Xu | Fu),
respectivamente. Su producto libre, denotado por G x H, es el grupo cuya representacion es

(XG UXy | Rg LlRH).
PROPOSICION 4.8 (tarea). Sean X y Y conjuntos. Entonces F(X)«F(Y) 2 F(XUY).

PROPOSICION 4.9 (tarea). Sean Gy H grupos. Entonces GxH = H + G.

Consideramos que la composicién de morfismos canénicos ¢ : F(Xg) — F(Xg U
X)) — G * H. Afirmamos que nuc(¢) = NFX6)(Rg).
C) Seax € nuc(¢) C F(X¢). Entonces:

NFX ) (R URy) = ¢ (x) = xN" 56X (R iRy

Por lo que x € NFXcXun) (R LRy ) NF (Xg) = NFX6) (Rg).

D) Sea x € NF(X6)(Rg) € NF(X6"Xu) (R LIRy). Entonces x € nuc(¢).

Por lo que podemos definir i = @,,,(9) : G — G*H que es un monomorfismo. Analo-
gamente definimos iy : H— G+ H.

PROPOSICION 4.10. Sean Gy H grupos. Entonces G H = (im(ic) Uim(ip)).

DEMOSTRACION. Sea x € GxH. Entonces x =X ...x, con x; € Xg UXy. Por lo que

X=2X]...X; conX; € im(ig) Uim(ig). Por lo tanto G« H C {(im(ic) Uim(ig)) O

PROPOSICION 4.11. Sean G y H grupos. Entonces todo elemento e # x € G H tiene
una expresion tinica como iG(g1)ig(h1)...ig(gn)ig(hy) con g1,...8. € Gy hy,....h, € H

permitiendo solamente que g1 = ey h, = e.

DEMOSTRACION. Obsevamos que si x € X entonces existe g € G tal que ig(g) =Xy
si x € Xy entonces existe h € H iy (h) = X. Mds atin, estos elementos son tnicos. Por lo que
parax € G*H, se tiene que x = X7 ... X, para algunos x; € X UXy. SiX] ¢ X 0%, ¢ Xy,
entonces podemos escribir x = ig(e)x, x = xig(e) o x = ig(e)xiy (e) segiin sea el caso. Si
Xi,Xiy1 € Xg 0 x;,x;41 € Xy podemos sustituirlo por y; € Xg 0 y; € Xy segun sea el caso.
Esto sucede puesto que existe g;, g1 € G tales que ig(g;) =% y ic(gi+1) = Xit1. Por lo
que:

XiXir1 = i(8i)ic(8i+1) = ic(gigi+1)
Considerando el caso andlogo para H y por un argumento inductivo podemos deducir la
factorizacién propuesta.

La unicidad es tarea O
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PROPOSICION 4.12. Sean Gy H gruposy f¢: G— Ky fr : H— K morfismos de

grupo. Entonces existe un tinico morfismo de grupos f: GxH —K tal que fig = fgy

fin = fu.
DEMOSTRACION. Definimos

flic(g1)in(m)...ic(gn)in(hn)) = fc(g1)fu(h1) ... f6(gn) fr (hn)

para ig(g1)in(h)...ic(gn)in(hy) € G+ H. Esta funcién esta bien definida por la unicidad
de la factorizacion.

Que es morfismo, es tarea.

Notamos que fig = fg y fin = fu es por construccion.

Por dltimo como G+ H = (im(ig) Uim(ig)), el morfismo f es tinico. O
5. Producto directo

Sea {Ggq } gea una familia de grupos no vacia. A nivel de conjuntos se puede considerar
el producto cartesianos generalizado,

HGa{x:A% U Ga

aEA ocA

Vo e A(x(a) € Ga)}

Puede definirse una operacion binaria en este conjunto usando el hecho de que cada
elemento en la familia {Gg }gea €s un grupo pues para x,y € [[gea Ga, se define xy €
[Taea Ga como la funcién tal que para cada o € A, (xy)(a) := x(a)y(o).

Observe que esta operacion da una estructura de grupo a [[,ea Ga pues la asociatividad
se deduce de la asociatividad en cada grupo. El neutro en la funcién e : A = Jyep Gas
que encada a € A, e(a) = e € G, donde para no cargar la notacién no se distinguen los
neutros de cada uno de los elementos G. Para concluir, dado x € [],cp Go, Observe que
x~! estd dado para que en cada a € A, (x~!)(a) = x(ar) .

Esto muestra que [J,cp Go tiene una estructura de grupo. Ahora observe que para
B € A se puede considerar la funcién

EB :HOCEAGOC — Gﬂ
x—x(f)

Esta funcién es un ejemplo de morfismo de grupos. Ademads,

nuc(mg) = {xe I1 G | *(B) —e}.

acEA

Dado que 7g es claramente suprayectiva, por el primer teorema de isomorfismo se
concluye que
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( I1 Ga> /nuc(mg) = Gg

acA

En particular, para el caso A = {1,2} se deduce que G| x {e} <G| X G, {e} x
G, <G x Gy y (G X Gy)/({e} x Ga) = Gy. Dado que claramente G| X {e} =2 G, y
{e} x G2 2 G,, esto dice que G| X G, tiene una copia de G| y G como subgrupos normales.

Observe que de hecho [],ecp G tiene una copia de cada G4 como subgrupo normal
adaptando el argumento anterior.

EJEMPLO 5.1. Sin,m € NT son tales que (n,m) = 1, Zy X Zy, en ciclico de orden nm
por un ejercicio del capitulo 1 (ejercicio#l). Luego, por uno de los corolarios del primer

teorema de isomorfismo se concluye que Zy X Ly = Lpp-

En particular observe que se conocen tres grupos de orden 6: Zp X 73, Z¢ y S3. Asi, el
resultado dice que esencialmente hay 2 pues Z¢ = Zy X Z3. Ademds S3 % Z¢ pues S3 no es

abeliano y Zg si.

Hay algunas observaciones que vale la pena realizar antes de continuar con la teoria
general. La primera es que dado que de la teorfa de conjuntos el producto vacio es un
conjunto unitario, el producto vacio puede definirse como el grupo neutro, por lo que se
tiene la definicion del producto de cualquier familia de grupos { G } gea. Al tomar en cuenta
esto se puede dar propiedades de productos finitos analizando el caso binario y el producto
vacio. Con esta filosofia los siguientes resultados estdn escritos en el caso binario.

PROPOSICION 5.1. Si G es un grupoy H,K <G tales que HK = Gy HNK = {e},

entonces G=H x K.

DEMOSTRACION. Se define la funcién f : H x K — G que tiene por regla de corres-
pondencia f(h,k) = hk. Para ver que f es un isomorfismo se va a probar que f es un

morfismo biyectivo.

Afirmacién: f es morfismo. En efecto, dados (h1,k1), (ha, k) € H X K,

F((h1, k) (h2,k2)) = f(hiha,kika) = (o) (kika) = hy (kiky D hoky (hy ' ho ko =
F(hy k) Yhokyiy L f(has ko)
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Observe que estas igualdades prueban la afirmacién si k| Uhoky hy ! — ¢. Para esto obser-
ve que como H <G, kflhzkl € H, de donde (kflhzkl)hgl € H. Por otro lado hzklhgl €k
pues K IG y asi kl_1 (hzklhz_l) € K. Esto ultimo prueba que kl_lhzklhz_l € HNK = {e},

lo que prueba el resultado.

Para ver que f es inyectiva sea (h,k) € nuc(f), entonces hk = e. Asi, como h =k,
se deduce que 7 € HNK = {e}. Luego, h = e y ademés como k~! = ¢, k = e. Por lo
tanto (h,k) = (e,e). Esto prueba la contencién no trivial de la igualdad de conjuntos

nuc(f) = {(e,e)}, lo que muestra la inyectividad de f.

Para concluir observe que f es suprayectiva pues por hipétesis G = HK. (I

Es importante decir que en muchos textos la definicién de H x K como el producto
cartesiano con la estructura de grupo dada se le conoce como producto directo externo,
nombre que es claro de la construccién de este pues se recuerda que este tiene una copia
de H y K. Por otro lado el resultado anterior permite definir una version interna que se
define diciendo que G es producto directo internode Hy K si H, K <G, HNK = {e} y
HK = G. Asi, observe que esta distincion es superflua pues el resultado anterior dice que si
G es producto directo interno de H y K, entonces es producto directo externo. Mds atin, por
el ejercicio[I24]se deduce que si G es producto directo externo de un par de grupos, este se
puede ver como un producto directo interno. Por tal razén no se haran distinciones entre
estos.

Otra cosa que es importante decir es que la definicién de producto directo interno es el
andlogo a la definicién de suma directa de espacios, por lo que esta discusién no debe ser
rara para el lector. Se recomiendan los ejercicios [22]y [[23] para apoyar esta idea.

Regresando a asuntos generales se va a probar el siguiente resultado que caracteri-
za dicha construccidon. El trasfondo de esto es nuevamente un resultado de la teoria de
categorias.

PROPOSICION 5.2. (Propiedad universal del producto) Sea {Gy}uen una familia
de grupos. Dada una familia de morfismos {fo : H — Gg }aca, existe un sinico morfismo
f:H = Tloen Go tal que para cualquier o € A, Ty 0 f = fu. Es decir, el siguiente diagrama

conmuta
T

H(xeA Ga Ga

f

H

Ja
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DEMOSTRACION. Sea {fy : H — Gg}qea una familia de morfismos. Para definir f,

dado x € H, f(x)(a) := fa(x). Veamos que f es un morfismo. Para esto sean xj,x; € H.

Dado a € A,

fax)(a) = fa(xix2) = fa(xi)falx2) = fx)(a)f(x2)(0) = (f(x1)f(x2)) (@)

Como o € A fue arbitrario se deduce que f(x;x2) = f(x1)f(x2), lo que concluye la

prueba de la afirmacion.

Dado o € A, observe que como 7y o f, fo : H— Gg, para la igualdad que se quiere
probar basta ver que estas funciones tienen la misma regla de correspondencia. Sea x € H,

entonces (7 0 f)(x) = f(x)(a) := fo(x), lo que implica la igualdad.

Para la unicidad supéngase que g : H — []yea Go €s un morfismo tal que para cualquier
a €A\, myo0g = fu. Para ver que g = f basta ver que f y g tienen la misma regla de
correspondencia por lo que dado x € H, para cualquier @ € A, g(x)(a) = (mg0g)(x) =

fa(x) =: f(x)(a). Asi, como x € H fue arbitrario, se concluye que g = f. O

La propiedad anterior conceptualmente es obvia, sin embargo al pensar en abstracto
permite demostrar proposiciones sin hacer uso de la construccién explicita de [[4cp Ga
pues como sucedi6 en el caso del grupo libre esta propiedad caracteriza a este objeto. Por
ejemplo, de esta es claro que [[ocg Go = {e}. Otras propiedades que se pueden deducir es
que Gx (HxK)=(GxH)xK6bGxH=H xG. Este tipo de ideas debe irse madurando
y forman el nicleo bésico de la teoria de categorias. Uno de los objetivos de este curso es ir
desarrollando algunas ideas en turno a esta intuicién.

6. Ejercicios

EJERCICIO 71. Sea f: (Q,+) — (Z,+) un morfismo de grupos. Demuestre que f = 0.

DEFINICION 6.1. Para G y H grupos se define Hom(G,H) ={f:G — H | f es

morfismo de grupos}.

EJERCICIO 72.
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1. Demuestre que si f € Hom(Z,,Z,,) entonces existe r € Z tal que f(x) = rx donde
el orden de r en Z,, divide a (n,m).

2. Describir explicitamente el Hom(Zy1,77).

3. Describir explicitamente el Hom(Zy1,Z10).

4. Describir explicitamente el Hom(Zy1,712).

EJERCICIO 73. Sea f: G — H un morfismo de grupos. Demuestre lo siguiente:
1. Si K <G, entonces f(K) <H.
2. Si K < H, entonces f‘l(K) <G.

EJERCICIO 74. Dar un ejemplo de un morfismo de grupos tal que la imagen no sea un

subgrupo normal.

EJERCICIO 75. Sea f : G — H un morfismo de grupos. Demuestre que si K 1 G

entonces f(K) <im(f).

EJERCICIO 76. Sea G un grupo finito y supongase que existe n > 1 tal que la funcion

f:G— Gdada por f(x) =x" es un morfismo. Demuestre que im(f) < G.

EJERCICIO 77. Demuestre que G es un grupo abeliano siy sélo si la funcion f : G — G

definida mediante f(x) = x~" es un endomorfismo de grupos.

EJERCICIO 78. Sea f: G — H un morfismo. Demuestre que son equivalentes:

1. f es suprayectiva.

2. f es cancelable por la derecha respecto a morfismos de grupos.

EJERCICIO 79. Sea 1 :27Z — Z la inclusion candnica. Demuestre que ninguna inversa

izquierda de 1 es un morfismo de grupos.
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EJERCICIO 80. Sea w:7Z — Z, la proyeccion candnica. Demuestre que ninguna

inversa derecha de T es un morfismo de grupos.

EJERCICIO 81. Sea f: G — H un morfismo de grupos 'y g € G. Demuestre lo siguiente:
1. Si g tiene orden finito, entonces f(g) tiene orden finito y ademds o(f(g))|o(g).
2. Si f es un isomorfismo y g tiene orden infinito, entonces f(a) también tiene orden
infinito.
3. ;Qué sucede con la afirmacion anterior si se quita la hipotesis de que f sea un

isomorfismo?

EJERCICIO 82. Sean X, Y dos conjuntos equipotentes. Demuestre que Sx = Sy. Usar

este resultado para probar que si X es un conjunto finito, existe n € N tal que Sx = S,,.

EJERCICIO 83. Sea f : G — H un morfismo de grupos. Demuestre que f~'(f(g)) =

g-nuc(f) = nuc(f)-g.

EJERCICIO 84. Sea N < G. Demuestre que N < G si y solo si existe f : G — H un

morfismo tal que nuc(f) = N.

EJERCICIO 85. Demuestre las siguientes afirmaciones:

1. Si f: G — H es un morfismo de grupos con H abeliano, entonces existe un tinico
morfismo de grupos f : G, — H tal que fo %G, = f, donde g, es la proyeccion
de G en su abelianizacion.

2. Dado f : G — H un morfismo de grupos, este induce un morfismo de grupos

fab : Gab — Hah-

EJERCICIO 86. Sean f:G— Hy g:H — Lmorfismos de grupos con g un epimorfismo.
Demuestre que si nuc(g) C nuc(f), entonces existe un tinico morfismo de grupos h: L — H
tal que f = hog. Demuestre ademds que im(f) = im(h) y que nuc(h) = g(nuc(f)). ; Cudndo

es h inyectiva?
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EJERCICIO 87. Demuestre lo siguiente:

1. El grupo de Klein y 7, x 7 son isomorfos.

2. 7o X 7y y Z4 no son isomorfos.

EJERCICIO 88. Demuestre que:

1. Dy y el grupo de Klein son isomorfos.

2. D3y 83 son isomorfos.

EJERCICIO 89. Sea G un grupo finito. Demuestre que si existen g.h € G elementos de

orden 2, entonces (g,h) = D, para algiin n € N.

EJERCICIO 90. Sea f : G — X una funcion biyectiva con X un conjunto. Demuestre

que existe una tinica estructura de grupo en X que hace de f un isomorfismo.

EJERCICIO 91. Con las hipétesis y notacion del ejercicio sean 0,00 €Sy (S,+),
(S,+) los grupos asociados a dichos elementos, es decir, supdngase que + y +' con

asociativas. Demuestre que (S,+) = (S,+').

EJERCICIO 92. Sea f: G — H un morfismo de grupos, K I Gy L < H. Supongase
ademds que f(K) C L, demuestre lo siguiente:
1. f induce un morfismo de grupos f : G/K — H/L.

2. Si f es un isomorfismo y f(K) = L, entonces f es un isomorfismo.

EJERCICIO 93. Demuestre que si G = H entonces G y H tienen la misma cantidad de

elementos con orden d, donde d € N7,

EJERCICIO 94. Demuestre que dos grupos ciclicos son isomorfos si 'y solo si tienen el

mismo orden.
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EJERCICIO 95. Demuestre las siguientes afirmaciones:

1. Existe un grupo I tal que para todo grupo G existe un vinico morfismo de grupos
f I — G. Ademds, que dicho grupo I es unico (salvo isomorfismo) con esa
propiedad.

2. Existe un grupo F tal que para todo grupo G existe un tinico morfismo de grupos

g:G — F. Pruebe que F también es nico.

EJERCICIO 96.
1. Sea f: G — H un morfismo de grupos. Demuestre que existen g : G — K un
epimorfismo y h : K — H un monomorfismo tales que f = hog.

2. Supongase que se tiene un diagrama conmutativo de morfismos de grupos

G
f 8

K

H

L
m

donde e es epi y m es mono. Demuestre que existe un tinico morfismo h: H — K

tal que hoe=fymoh=g.

EJERCICIO 97. Sea f: G — H un morfismo de grupos con G # {e} y G simple.

Demuestre que f es mono.

EJERCICIO 98. Sea p € N primo y G un grupo abeliano de orden p*. Demuestre que
G=2,06G=12,x1L,f

EJERCICIO 99. Sea f: G — H un morfismo de grupos. Demuestre lo siguiente:
1. Lafuncion i : nuc(f) — G es un monomorfismo.
2. Sig: K — G es un amorfismo de grupos tal que im(g) C nuc(f), entonces existe

un vnico h: K — nuc(f) morfismo de grupos tal que 1oh = g.

3Més adelante se va a probar que todos los grupos de orden p? son abelianos por lo que esta hipétesis es

superflua, sin embargo se requiere para realizar el ejercicio.
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EJERCICIO 100. Sean f: G — Hy g: K — H morfismos de grupos. Demuestre que
existe un grupo P con morfismos p1 : P — Gy py : P — K tales que fop; =gops yconla
siguiente propiedad: Dado un grupo L con morfismos de grupos hy : L — Gy hy: L — K
tales que f ohy = gohy, existe un tinico morfismo de grupos h: L — P tal que pyoh=h; y

pzoh:hz.

EJERCICIO 101. Considere los conjuntos G,H C M,(R) definidos por

1 x
G:{ xeR}
0 1

coshx sinhx
H= xeR

sinhx coshx

Demuestre lo siguiente:
1. G,H C GLy(R). Mds aiin, G,H < GLy(R).
2. R+)=G=H

EJERCICIO 102. Demuestre los siguientes isomorfismos:
1. (R*a)/Z2 = (RJF, )
2. Para todo campo k, GL,(k)/SL,(k) = k\ {0}.

EJERCICIO 103. Demuestre que T =2 SO(2).

EJERCICIO 104. Considere el conjunto SU(1,1) = {

2 hap =1} <
w  Z
M>(C).
Demuestre lo siguiente:
1. SU(1,1) < GL,(C).
2. SL,(R) = SU(1,1).

EJERCICIO 105.
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1. Sea Isom(R") = {f : R" — R" | f es isometria suprayectiva}. Demuestre que
Isom(R") < Sgn.
2. Demuestre que Tr(R") < Isom(R") y que Isom(R")/Tr(R") 2 O(n).

EJERCICIO 106. Sea G = R! como grupo aditivo definiendo la operacion de manera
puntual. Demuestre que para todo a € [0,1] el conjunto N, = {f € G | f(a) =0} es un
subgrupo normal de G y ademds G/N, = (R, +).

EJERCICIO 107. Sea V un k-espacio vectorial. Defina

GL(V)=A{T :V — V| T es un automorfismo de espacios vectoriales}.

Demuestre lo siguiente:
1. GL(V) < Sy.
2. Sidimg(V) < X, entonces existe n € N tal que GL(V) = GL, (k).

EJERCICIO 108. Sea n € NT y k un campo. Defina el conjunto P(n,k) := {A €
M, (k) | 30 € Sy(A" = eq(;))}, donde A’ denota la i-ésima columna de la matriz A 'y

{e1,...,en} es la base candnica de k.

Demuestre lo siguiente:
1. P(n,k) < GLy(k).
2. P(n,k) =S,

EJERCICIO 109. Demuestre que Sy tiene un subgrupo isomorfo a Djy.

EJERCICIO 110. Demuestre que SLy(C) tiene un subgrupo isomorfo al grupo de
Hamilton H.

EJERCICIO 111. Demuestre que si G es un grupo no abeliano de orden 8 entonces

G =2 H 6 G = Dy, donde H es el grupo de Hamilton.



6. EJERCICIOS 85

EJERCICIO 112. Demuestre lo siguiente:
1. D, = (r?)
2. H={-1,1}27,

EJERCICIO 113. Sean H 4G y K,N € Sy (G). Demuestre las siguientes afirmaciones:
1. K<NsiysolosiK/H<N/H
2. SiK <N, entonces [N : K| = [N/H;K/H|
3. K<INsiysolosiK/H<IN/H

4. H es mdximo si 'y sélo si G/H es simple.ﬂ

EJERCICIO 114. Sean H,K < G y H*, K* subgrupos normales de H y K respectiva-
mente. Demuestre las siguientes afirmaciones.
1. H*(HNK*) <H*(HNK).
2. K*(H*NK) < K*(HNK).
3. H*(HNK)/H*(HNK*) 2 K*(HNK)/K*(H*NK) 2*HNK/(H*NK)(HNK*).

EJERCICIO 115. Sean N < H,K < G tales que N ] G. Demuestre lo siguiente:
1. (HAK)/N =(H/N)A(K/N).
2. (HVK)/N=(H/N)V (K/N).

EJERCICIO 116. Sea H < G. Demuestre lo siguiente:

1. H es un subgrupo mdximo respecto a ser normal si y sélo si G/H es simple.
2. Sea H < G un subgrupo mdximo de G, entonces el orden de G/H es finito y un

primo.

DEFINICION 6.2. Sean f:G — H y g: H— K morfismos de grupos. Se dice que la
pareja (f,g) es exacta en H si nuc(g) = im(f). Ademds, la pareja es una sucesion exacta

corta si las parejas ({e} — G, f), (f,8) y (g, K — {e}) son exactas.

4Ver definicién
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EJERCICIO 117. Sea p € N un primo. Se definen las funciones f : Zp, — Z,» mediante
f(x) =pxyg:Z, — 7L, mediante g(x) = x. Demuestre las siguientes afirmaciones.
1. fy g estdn bien definidas y son morfismos de grupos.
2. La pareja (f,g) es una sucesion exacta corta.
3. ¢Existe f': L, — L, morfismo tal que f'o f =17, 2.

4. ;Existe g : Ly — Z,» morfismo tal que g' o g = Iz, 7.

EJERCICIO 118. Sea G un grupoy H,K < G tales que |G : H] y |G : K] son finitos y

primos relativos. Demuestre que G = HK.

EJERCICIO 119. Demuestre que si n,m € N son tales que (n,m) = 1, entonces
Loy = Ly X L. Concluya que si n = plfl <. plm es la descomposicién en primos de n

entonces Ly =7 k; X ... XLty
Py Pm

EJERCICIO 120. Sea G es un grupoy H < G es un subgrupo simple con [G : H] = 2.
Demuestre que H es el tinico subgrupo normal no trivial de G 6 que existe K < G de orden

2 tal que la funcion f : K x H — G dada por f(k,h) = kh es un isomorfismo.

EJERCICIO 121. Sea G un grupo finito, H < G y K < G tales que |G| = |H||K|.
Demuestre que si HNK = {e} 0o HK = G, entonces G = H x K.

EJERCICIO 122. Sean H y K subgrupos de un grupo G y tales que para todo h € H
vk € K, hk = kh. Demuestre que si todo elemento de G tiene una tinica descomposicion

como producto de un elemento de H y uno de K entonces G = H x K.

EJERCICIO 123. Sean H,K 4 G. Demuestre que HK = Gy HNK = {e} si y sdlo si

para todo g € G, existen una tinica expresion g =hk conh € Hy k € K.

EJERCICIO 124. Sean Gy H grupos. Demuestre lo siguiente:
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1. (Gx{e}){e} xH)=GxH
2. (Gx{e})n({e} x H) = {(e,e)}

3. G x H es abeliano siy solo si Gy H son abelianos.

EJERCICIO 125. Se define la funcion A: G — G x G mediante A(a) = (a,a). Demuestre
las siguientes afirmaciones:
1. A es un monomorfismo.
2. A(G) QG x G siy sdlo si G es abeliano.

3. G es abeliano si y solo si el producto - : G x G — G es un morfismo.

EJERCICIO 126. Sean G y H grupos. Decir si las siguientes afirmaciones son verdade-
ras 0 falsas dando una demostracion o un contraejemplo segiin sea el caso:
1. Dados G <GyH' <H,G xH <GxH.
2. Todo subgrupo de G x H se obtiene como el producto de dos subgrupos, es decir,

si K < G x H, entonces existen G' < Gy H' < H tales que K=G' x H'.

EJERCICIO 127. Sean {Gg}qen una familia de grupos 'y para cada o € A, Ny < G

Demuestre que [[gca Na < [1gen Ga ¥ ademds

(HGa)/<HNa> =~ ] Ga/Na.

acA aEA acEA

EJERCICIO 128. Sean Gy H gruposy f : H — Aut(G) un morfismo de grupos. Se define
la funcién * : (G x H)* — G x H mediante la regla de correspondencia (g1,hy) * (g2,h2) =
(81f (M) (82),h1h2).

1. Demuestre que (G x H,x) es un grupo. Este grupo se va a denotar por G X s H.
2. Demuestre que existe G' A G x ¢ H tal que G = G'.

3. Demuestre que existe H' < G x s H tal que H =~ H'.

EJERCICIO 129. Sea K A Gy H < G tales que KH = Gy KNH = {e}. Demuestre

que existe f : H — Aut(K) un morfismo de grupos tal que G =K x s H.
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EJERCICIO 130. Demuestre que Aut(Z) = {1z,—13}.

EJERCICIO 131. Sea n € N*t. Demuestre que Aut(Zy) = (U(Zy),-), donde U(Z,) es

el grupo de unidades de 7.

EJERCICIO 132. Sea n > 3. Demuestre que Dy, = Z, Xy Zo para algiin f : Zy —
Aut(Zy).

EJERCICIO 133. Demuestre que Aut(Ky) = S3.

EJERCICIO 134. Demuestre que Aut(S3) = Ss.

EJERCICIO 135. Considerese el grupo aditivo Zj, conn € NT. Demuestre que el grupo
de automorfismos de Zj, coincide con el grupo de automorfismos de Z;, como ZL,- espacio

vectorial.

DEFINICION 6.3. Una estructura algebraica es rigida si el tinico automorfismo en

dicha estructura es la identidad.

EJERCICIO 136. Demuestre que si G es un grupo rigido entonces |G| < 2.

EJERCICIO 137. Con la notacion de ejerciciol@supo’ngase quen=p"-....phesla
descomposicion en primos de n. Demuestre que si Gy H son grupos abelianos de orden n

tales que para todo i € {1,...,r}, G[p!"| = H[p!"], entonces G = H.

EJERCICIO 138. Denotese por Cy al grupo ciclico de orden l. Seanny,...,n.,my,...,mg,p €
N* con p primo, ny > ... >n,, my > ... >myy Yi_nj = Y-y mj. Demuestre que Cy X

o X Cpr 2 Cymy X ... X Cyms 81y $6lo sir=syparatodaie {1,...,r}, Cpni = Cpmi.
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DEFINICION 6.4. H < G se llama caracteristico si para todo f € Aut(G), f(H) = H.

EJERCICIO 139.

1. Demuestre que H < G es caracteristico si'y solo si para todo f € Aut(G), f(H) C
H.
2. Demuestre que si H < G es caracteristico, entonces H < G.

3. De un ejemplo de un subgrupo normal que no sea caracteristico.

EJERCICIO 140. Demuestre que si M,N < G son subgrupos caracteristicos, entonces

MN < G es caracteristico.

EJERCICIO 141. Demuestre que si N I Gy M < N es un subgrupo caracteristico,

entonces M < G.

EJERCICIO 142. Sea PSL;(7Z) el grupo de transformaciones de Mobius con coeficientes
enteros y determinante 1y f : SLy(7) — PSLy(Z) la transformacion candnica que a cada

matriz le asocia su transformacion de Mobius.
1. Demuestre que f es un morfismo de grupos.
2. Demuestre que si I'y < SLy(Z), entonces nuc(f|r,) = {Id,—1d}.
3. Demuestre que no existe I'y < SLy(Z) tal que —1d ¢ Ty y f(I'1) = PSLy(Z).

a b
c d

EJERCICIO 143. Sea n € N* y dendtese por I'(n) = { a=1 médn,b=0

médn,c=0 médn,d=1 mbdn ;.
1. Demuestre que I'(n) < SLy(Z).
2. Demuestre que SLy(Z) /T (n) = SLy(Zy).

EJERCICIO 144. Usar la propiedad universal del grupo libre para demostrar que si

los conjuntos X y Y con biyectables, entonces F(X) = F(Y).
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EJERCICIO 145. Demuestre que PSL(2,7) = (a,b | a®> = b> = ¢)

EJERCICIO 146. Se recuerda que D.. = {(r,s | s* = e,srs = r~'). Demuestre que

DngZ*Z:f

EJERCICIO 147. Demuestre que B(m,2) = 7.3

EJERCICIO 148. Sean G,H,K grupos. Demuestre que:

1. GxH=Hx*G
2. Gx(H*K) >~ (GxH)*K

DEFINICION 6.5. Para una familia de grupos {Gg }aca donde cada Gy tiene una
presentacion (Xq|Ry), defina el producto libre de dicha familia, el que se va a denotar por

xqeAGao, como el grupo que tiene por presentacion (| |gep Xa|Ugea Ra)-

EJERCICIO 149. Sean X y Y conjuntos. Demuestre que:
1. FX)«F(Y)2XF(XUY)
2. Todo grupo libre se puede escribir como el producto libre de una familia de grupos

libres de rango 1.

EJERCICIO 150. Demuestre que el producto libre de una familia de grupos satisface
las siguientes propiedades, resultado que se conoce como la propiedad universal:
1. Existe una familia de monomorfismos {1g : Gg — *qeAGa}pea-
2. Dada cualquier familia de morfismos de grupos { fg : Gg — H}, existe un tinico

morfismo de grupos f : xqcaGo — H tal que para cualquier o € A, folyg = fq.



Capitulo 3

Grupos Simétricos

il

“Las matemadticas puras son, en su forma, la poesia de las ideas l6gicas.

Albert Einstein.

1. Conjugados

DEFINICION 1.1. Sea G un grupo y x,y € G. Se define la siguiente relacion x ~ 'y, si

existe g € G tal que x = gyg~". Se dice que x es conjugado de y en G

PROPOSICION 1.1. Sea G un grupo. La relacion ser conjugado es relacion de equiva-

lencia.

DEMOSTRACION. Sea x € G, entonces x = exe L. Por lo tanto x ~ x.

Sean x,y € G con x ~ y, entonces existe g € G tal que x = gyg~!. Por lo que y = g~ 'xg.
Por lo tanto y ~ x.

Sean x,y,z € G tales x ~ y y y ~ z. Entonces existen g, i € G tales que x = gyg ™' y

1

y = hzh~!. Sustituyendo tenemos que x = ghzh~'g~! = ghz(gh)~'. Porloque x ~z. [J

A la clase de equivalencia de x se le denotara x©.

PROPOSICION 1.2. Sea G un grupo, x,y € G. Entonces o(xy) = o(yx).
DEMOSTRACION. Notamos xy = x(yx)x~!. O

DEFINICION 1.2. Sea G un grupo. El centro de G, Z(G), es el subconjunto de elementos

de G que conmutan con todos los elementos de G.

PROPOSICION 1.3 (tarea). Sea G un grupo. Entonces Z(G) <G.

91
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PROPOSICION 1.4 (tarea). Sea G un grupo y x € G. Entonces x € Z(G) si y sdlo si

X% = {x}.

DEFINICION 1.3. Sean G un grupo y x € G. El centralizador de x en G, Cg(x), es el

subconjunto de elementos de G que conmutan con Xx.

PROPOSICION 1.5 (Tarea). Sean G un grupo y x € G. Entonces Cg(x) < G.

PROPOSICION 1.6. Sean G un grupo y x € G. Entonces |x°| = [G : Cg(x)]. Mds aiin,

si G es finito, |x°| es un divisor del orden de G.

DEMOSTRACION. Recordemos que [G : Cg(x)] = |G/Cs(x)| y G/Cg(x) aqui s6lo
denota las clases izquierdas, puesto que de primera instancia no sabemos que Cg(x) es un
subgrupo normal de G. Por lo que definimos ¢ : xX® — G/Cg(x) dada por ¢ (gxg™!) =
gCq(x) para gxg~! € x©. Primero hay que ver que ¢ esta bien definida. Si gxg~! = hxh~!
con g,h € G, entonces h~'gx = xh~!g. Por lo que h~'g € C(x). Por lo tanto hCg(x) =
gCs(x) y ¢ esta bien definida.

Sean gxg~ !, hixh~! € x% con gCg(x) = hCg(x). Por lo que h~'g € Cg(x). Entonces

U'= hxh~!. Por lo tanto ¢ es inyectiva.

h~'gx(h~'g)~! = x. Despejando gxg~
Para g € G, tenemos que ¢(gxg ') = gCq(x). Por lo tanto ¢ es suprayectiva. Por lo
tanto ¢ es una biyeccién. En el caso de que G sea finito, el resultado se sigue del teorema

de Lagrange. g

DEFINICION 1.4. Sean H < G y a € G. Entonces ponemos H* = aHa™'.El normaliza-

dorde H en G, Ng(H), es el conjunto de a € G tales H* = H.

PROPOSICION 1.7 (tarea). Sean H < G. Entonces H <Ng(H ). Mds aiin, Ng(H) es el

mdximo subgrupo de G donde H es normal.

De lo udltimo se sigue que H I G siy sélo si Ng(H) = G.

PROPOSICION 1.8 (tarea). Sea G un grupo. Entonces Ng es un operador clausura.
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PROPOSICION 1.9 (tarea). Sean H < G y a,b € G. Entonces H* = H? si y sélo si
b~'a € Ng(H).

PROPOSICION 1.10. Sean H < G. Entonces |HC| = [G : Ng(H)|. Mds aiin, si G es

finito, entonces |HG| divide al orden de G.

DEMOSTRACION. Recordemos que [G : Ng(H)] =|G/Ng(H)| y G/Ng(H) aqui sélo
denota las clases izquierdas, puesto que de primera instancia no sabemos que Ng(H) es un
subgrupo normal de G. Por lo que definimos ¢ : H® — G/Ng(H) dada por ¢ (gHg ') =
gNG(H) para gHg~! € HY. Primero hay que ver que ¢ esta bien definida. Si gHg™! =
hHh~! con g,h € G, entonces h~'gH = xh~'H. Por lo que h~'g € Ng(H). Por lo tanto
hNG(H) = gNg(H) y ¢ esta bien definida.

Sean gHg ' ,hHh~' € HY con gNG(H) = hNg(H). Por lo que h~'g € Ng(H ). Enton-
ces h™'gH(h™'g)~! = H. Despejando gHg~' = hHh~'. Por lo tanto ¢ es inyectiva.

Para g € G, tenemos que ¢ (gxg~') = gNg(H). Por lo tanto ¢ es suprayectiva. Por lo

tanto ¢ es una biyeccion. En el caso de que G sea finito, el resultado se sigue del teorema

de Lagrange. [

2. Estructuras ciclicas en los grupos simétricos

El objetivo de esta seccidn es caracterizar el cudndo dos permutaciones ¢, T € S, son
conjugadas en términos de la estructura ciclica de estas. Para esto es necesario puntualizar
lo siguiente:

DEFINICION 2.1. Sean 0,7 € S;,. Decimos que G y T tienen la misma estructura ciclica

si sus factorizaciones completas tienen el mismo niimero de r-ciclos para cada r € N.

EJEMPLO 2.1. Las permutaciones 0,7 € S¢ definidas mediante o = (123)(45) y

T = (145)(26) tienen la misma estructura ciclica.

El concepto dado anteriormente estd relacionado con el concepto de conjugacién
estudiado en la seccidn pasada. Para ver esto se requiere de un resultado previo.



94 3. GRUPOS SIMETRICOS

LEMA 2.1. Si o €S, es un r-ciclo, digamos ¢ = (i| - - -i,), entonces para cualquier
T €S, se tiene que ToT ' = (7(i1) - 1(iy)). En particular todo conjugado de un r-ciclo

es un r-ciclo.

DEMOSTRACION. Sea T € S,. La igualdad que se quiere probar es una igualdad de
funciones en S,, por lo que basta ver que estas tienen la misma regla de correspondencia.

Para esto sea j € {1,...,n}. Se tienen dos casos:

Caso 1. Si j = ©(i;) para algin / € {1,...,r}, entonces

ot \(j) = 10 (i) = t(iryy), Sile{l,..,r—1}

T(il) Sil=r

Luego es claro que T67 ! (j) = (t(iy) -~ ©(ir)) (j)-

Caso 2. Si j # 7(i;) para todo [ € {1,...,r}, entonces (t(i1)---7(i;))(j) = j. Por
otro lado, como la hipétesis dice que 7' (j) ¢ {i1,...,i,}, entonces 71 (j) € fix(o). Asi,

ot !(j) = 777" (j) = j, lo que prueba la igualdad. O

Retomando el ejemplo [2.1] se afirma que ¢ es conjugada con 7. Esto quiere decir que
existe y € S¢ tal que
oc=yry L.

Para determinar quién es Y se va a utilizar el resultado anterior, para lo que es necesario
conocer la estructura ciclica de 7. Observe que:

yoy ! =y(145)(26)y ! = y(145)y ' y(26)y~" = (v(1)y(4)7(5))(1(2)¥(6))

Asi, dado que se quiere que Y7y~ ! = o, entonces se tiene que cumplir que
(r()¥(4)¥(5)) = (123)
(7(2)7(6)) = (45)
Por lo que y(1) =1, y(4) =2, y(5) =3, y(2) =4 y y(6) = 5. Ademds observe que
¥(3) = 6 para que ¥ € S¢. En notacién ciclica
Y= (1)(24)(365) = (24)(365)

A manera de conclusion, la discusion anterior dice que las permutaciones del ejemplo
[2.1]son conjugadas. Este es un hecho general, es decir, no sélo es valido para las permuta-
ciones de dicho ejemplo y, de hecho el resultado caracteriza el cuando dos permutaciones
tienen la misma estructura ciclica. Esto se muestra a continuacion.

PROPOSICION 2.1. Sean 0,7 € S,. Son equivalentes:
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1. o esconjugadaart.

2. 0y T tienen la misma estructura ciclica.

DEMOSTRACION. 1 = 2) Por hipétesis existe ¥ € S, tal que o = yty~!. Sea 1 =
71 --- T la factorizacién completa de 7. Observe que como ¢ = (Y717 ')+ (ymy '), al

ser cada 7; un (i)-ciclo, se deduce del lema anterior que y7;y "

es un r(i)-ciclo. Ademas,
cada uno de dichos ciclos son ajenos entre si. Luego, por unicidad esta factorizacién es la
factorizacién completa de o, de lo que se deduce que o y 7 tienen el mismo nimero de

r-ciclos para cada r € N, lo que concluye la prueba en esta direccion.

2=1)Sean 0 =0y -0y y T = Ty - - - Ty, factorizaciones completas de ¢ y 7, donde
observe que en estas existen el mismo nimero de factores por la hipétesis y ademds puede
suponerse que para cada i € {1,...,k}, 7; y 0; son ciclos con la misma longitud. Luego, si
T = (j1--+jni)) ¥ Oi = (k1 -~ ky(;)), entonces se define ¥(j;) = k; paracadal € {1,...,ri}y
para cada i € {1,...,k}. De la definicién es claro que y € S, y que y17~! = ©. O

El resultado anterior permite dar una nueva caracterizacién del concepto de normalidad
para el caso de grupos simétricos.

PROPOSICION 2.2. Sea H < S,,. Entonces H <8, si y sélo si para cualquier ¢ € H,

todo T € S,, con la misma estructura ciclica que © satisface que T € H.

DEMOSTRACION. Es obvio del resultado anterior y la definicién de normalidad. [J

EJEMPLO 2.2. Considere el grupo de Klein Ky = {(1),(12)(34),(13)(24),(14)(23)}.
En los ejercicios del capitulo 1 se demostro que Ky < S4. Mds aiin, del resultado anterior
se deduce que K4 1S4 y ademds de esto uiltimo se deduce que K4 <Ay4. Considere G :=
((12)(34)) < K4. Dado que |G| = 2, entonces [K4 : G] =2y por lo tanto G < Ky. Esto dice

que se tiene una cadena de subgrupos normales
{(N}AGAK, A4Sy,

Sin embargo se observa que G €1 Sy pues (13)(12)(34)(13)~! = (14)(23) ¢ G. Esto

proporciona un ejemplo de que la normalidad de subgrupos no es transitiva.
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Para concluir esta seccién se van a realizar algunos resultados de cardcter combinatorio.
El primero de ellos tiene que ver con saber cudntos r-ciclos hay en S, para r € {1,...,n}.
Para esto observe que para definir un r-ciclo hay que dar una sucesién de r elementos
distintos del conjunto {1,...,n}, por lo que las formas de construir una de estas sucesiones
esn(n—1)...(n—r+1). Ademds recordemos que al tomar una de estas sucesiones, digamos
{i1,...,ir}, representan el mismo ciclo las funciones

(iyig--+iy) = (iniz -+ ipiy) = .. = (il - ip—1).
Asi, que se concluye que el niimero de r-ciclos en S, es:

ln(n—])(n_r_i_l):l n!

EJEMPLO 2.3. Como aplicacion de la formula anterior observe que el niimero de

triciclos en Sy es % t 4f’3), = 8. De hecho observe que en este caso estos son:

(123),(132), (234), (243), (314), (341), (412), (421).

Por supuesto que la importancia de la férmula obtenida radica en el hecho de que
para n “grande” esta proporciona una forma de saber cuantos r-ciclos hay sin necesidad
de escribirlos de forma explicita. Un resultado interesante en torno al conteo realizado se
presenta a continuacion.

PROPOSICION 2.3. El grupo A4 no tiene subgrupo de orden 6.

DEMOSTRACION. (T.L.Sheu) Argumentando por contradiccién supéngase que uno
de tales subgrupos existe y sea este G. Dado que |A4| = % = 12, entonces del teorema de
Lagrange se deduce que [A4 : G] = 2, por lo que G < A4 y para cualquier 6 € A4, 6> € G.
En particular, si 6 € A4 es un triciclo, entonces ¢ = 6* = (62)? € G, por lo que G debe
tener como elementos a todos los triciclos de Su, pero esto es una contradiccién pues |G| = 6

y hay 8 triciclos en Sy. O

Observe que la proposicion anterior da un ejemplo (de hecho el primero en nuestro
caso) de que el converso del teorema de Lagrange es falso ya que |A4| = 12, 6|12 pero no
existe G < A4 tal que |G| = 6. En el siguiente capitulo se verd que bajo ciertas condiciones
dicho reciproco es cierto; estos resultados se conocen como el teorema de Cauchy y los
teoremas de Sylow.

Por el momento, y para concluir la seccion, se va a ver cémo determinar las estructuras
que hay en Sy desde la perspectiva de sus estructuras ciclicas. Respecto a r-ciclos hay 4
estructuras ciclicas posibles, donde en cada una de ellas se puede calcular el nimero de
r-ciclos con la férmula obtenida anteriormente. Observe que las estructuras restantes son
necesariamente productos de transposiciones ajenas (ij)(kl). Es claro que de estas hay 3
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Representante de estructura ciclica \ Niimero de conjugados ‘

(1) -

(12) 22 —
(123) %(4?3)3 =38
(1234) img =
(12)(34) 3

TABLA 1. Conteo de estructuras ciclicas en Sy4.

Representante de estructura ciclica \ Numero de conjugados ‘

(1) 1

(12) %(55!2)! = %% =10
(123) %(55!3)! — %% =20

I 57

(1234) e =30
(12345) I =2
(12)(34) 25 %) =15
(123)(45) 23321 =20

TABLA 2. Conteo de estructuras ciclicas en Ss.

Representante de estructura ciclica \ Niimero de conjugados ‘

) 1
(123) 20
(12345) 24
(12)(34) 15

TABLA 3. Conteo de estructuras ciclicas en As.

distintas (los elementos no triviales del grupo de Klein). Una forma combinatoria de obtener
dicho conteo es al adaptar el conteo de r-ciclos realizados anteriormente pues para el factor
(ij) hay %2 elecciones y para (kl) hay 2! posibilidades. Ademds, como (ij)(kl) = (kI)(ij),
el nimero de estas permutaciones es:

1/4-3 2-1
2(2'2)—3~

Los resultados se encuentran en la tabla[T]y es importante notar que esto da un total de
24 elementos como es de esperarse.

Este tipo de conteos pueden realizarse para otros casos, por ejemplo, para el caso de Ss
se muestra en la tabla2]y, de este se deduce el correspondiente As en la tabla[3]
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3. Simplicidad de los grupos Alternantes

PROPOSICION 3.1. Sean H <G con indice primo p, x,y € Gy Cy(x) < Cg(x). Si x es

conjugado de y en G, entonces x es conjugado de y en H.

DEMOSTRACION. Primero notamos que Cy(x) = HNCg(x) y aplicamos el segundo

teorema de isomorfismo a H <G y a Cg(x). Por lo que tenemos:

Cs(x)H/H =2 Cs(x)/Cs(x)NH = Cg(x)/Cr(x)
Por hipotesis sabemos que C (x) < Cg(x). Por lo que 0 < |Cg(x)/Cr (x)| = [Co(x)H : H].
Por otro lado, [G : Cg(x)H][Cg(x)H : H] = [G : H] que es primo y por lo anterior solo queda
que [Ce(x)H : H] =[G : H]. Por lo tanto Cg(x)H = G.
Sea g € G tal que x = gyg~!. Entonces g = hacon h € Hy a € Cy(x).

x=gyg ' = hay(ha)fl = hyh™!

PROPOSICION 3.2. As es simple.

DEMOSTRACION. Primero veremos que todos los triciclos son conjugados en As. Esto
es cierto en Ss. Por lo cual usaremos la proposicién anterior. Sademos que [Ss : As] = 2, por
lo que As es un subgrupo normal de indice primo. Consideremos o = (123) y notemos que
(45) € Cs5(o) y (45) ¢ As , por lo que la contencion es propia, es decir, Cy () > Css(0t).
De aqui podemos concluir que a*s = 55, Lo importante de destacar, es que el conjugado
de un triciclo es un triciclo, pero acabamos de mostrar que obtenemos todos los triciclos al
conjugar solamente por elementos pares. Esta clase de conjugacién tiene 20 elementos.

Ahora queremos ver de nuevo que todos producto de dos transposiciones disjuntas son
conjugadas en As, consideremos 8 = (12)(34) y que (12) € Cs,(B) y (12) ¢ As. Usando la
proposicion tenemos que todos producto de dos transposiciones disjuntas son conjugadas
en As. Esta clase de conjugacion tiene 12 elementos.

Ahora consideremos y = (12345) que tiene 24 conjugados en S5 y 12 en As. Puesto
que los elementos de conmutan con Yy tienen que ser sus potencias por lo que |Cy4(y)| =

5 = |Cs5(y)|. Por lo que

75| = 1S5 : Cs; (7)] = IS51/|Cs5 (7)| = 60/5 = 12
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[7"5] = [As : Cag (7)] = 1As|/|Cas (7)| = 60/5 = 12
Por lo que concluimos que existen dos clases de conjugacion de 5-ciclos en As ambas con
12 elementos.

Recordemos que si H <G, entonces H = |,y x°. Por lo que si H </As es propopio
debe ser un divisor de 60 y tiene que tener un orden que sea la suma de 1 mas una
combinacién de 12,12,15 y 20. Es fécil ver que esta condicién no sé cumple. Por lo que no
exiten subgrupos no triviales.

O

PROPOSICION 3.3. Sea H <A, conn > 5. Si H tiene un triciclo, entonces H = A,,.

DEMOSTRACION. Queremos probar que todos los triciclos son conjugados. Asi si
tiene un triciclo, tendrd a todos por normalidad y H es generado por todo los triciclos.

Para ver que los triciclos son conjugados lo haremos tomando como referencia (123) e
(ijk). Si no disjuntos, entonces podemos decir que coinciden en k. Dejando fijos todos los
simbolos posiblemente excepto X = {1,2,3,4, j}. Por lo que podemos pensar sin pérdida de
generalidad que (123), (ijk) € Ax. Como Ax = As, entonces (123) y (ijk) son conjugados
en Ay y esto implica que también lo son en A,,.

Si (123) y (ijk) son disjuntos. Podemos usar el argumento anterior de la siguiente
forma, (123) y (3jk) son conjugados, y (3jk) y (ijk) son conjugados. Por lo tanto (123) y
(ijk) son conjugados. O

PROPOSICION 3.4. Ag es simple.

DEMOSTRACION. Sea e # H<A¢y 0 € H con 0 # 1. Si o fija algin i = 1,...6,
entonces definimos F; = {o& € Ag | a(i) = i}. Es fécil ver que F; = As y que 0 € HN F;. Por
el segundo teorema de isomorfismo tenemos que H N F; < F;, pero F; es simple, por lo que
la tinica opcién es que H N F; = F;. Por lo que F; < H. De aqui H contiene un triciclo y por
la proposicién anterior H = Ag.

Ahora si o no fija a algdn elemento, su estructura céilica debe ser (12)(3456) o
(123)(456). En el primer caso veemos que 6> € H'y 62 # 1, y fija dos elementos, por

lo que aplicamos el caso anterior. En el segundo caso, consideramos T = (234). Como
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o~! € Hy H es normal, tenemos que 7o't~ € H. En particular, 616~ 77! € H este

elemento no es 1y fija a 1, por lo que regresamos al caso original. g

PROPOSICION 3.5. A, es simple, paran > 5.

DEMOSTRACION. Sea H <A, con H # ey o € H con ¢ # 1. Entonces existe i =

l,...,ntalque o (i) = j #i. Si ¢ es un triciclo que fija i y mueve a j, entonces:

a(o(i) = a(j) #Jj

—1

De aqui (oo 'a~!) # 1. Veamos que o ~'a~! € H por que es H es normal, y que

1

o(ao'a~!) € H. Por otro lado, como « es un triciclo, tenemos que oG ~! es un triciclo

-1

y asi (cao~')a~! es un producto de triciclos. Por lo que cac~'a~! mueve a lo mas

6 simbolos, iy,...,is. Si F es el subgrupo de A, que fija a los demds elementos, tenemos
que cac 'a~! € FNH. Por el segundo teorema de isomorfismo F NH < F y es evidente
F = Ag. Como Ag es simple, y HNF # e, entonces HNF = F. De nuevo, H tiene que

contener un triciclo y por lo tanto H = A,,. (]

4. Teorema de Cayley

El teorema de Cayley (1878) es uno de los primeros y mas emblematicos teoremas
de representacion de grupos. De manera informal una representacién de un grupo G es
un morfismo de grupos con dominio G y codominio otro grupo que tenga una forma
“concreta” como lo pueden ser un grupo de permutaciones, un grupo matricial o un grupo
de endomorfismos de espacios vectoriales. La idea entonces es que dicho morfismo permite
interpretar a los elementos de G como elementos de dichos grupos concretos, aunque es
importante notar que el hecho de no pedir que dicho morfismo sea inyectivo hace que dicha
representacion pueda perder cierta informacién. Audn con este pequefio problema dichos
morfismos son muy ttiles y la idea de esta seccion es dar los fundamentos para estudiar
dichas representaciones en grupos de permutaciones.

Regresando al teorema de Cayley, este afirma que dado grupo G se puede ver como un
subgrupo de un grupo de permutaciones. Esto se puede interpretar diciendo que:

jel estudio de la teoria de grupos se puede llevar al estudio de los subgrupos de los grupos
de permutaciones!
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Entre otras cosas, con esta interpretacién se deduce que el estudio de grupos de permu-
taciones puede ser muy complejo. Vale la pena mencionar que segtin Peter Johstone, esta
interpretacion atrasé un poco el desarrollo de la teoria de grupos en su momento|'} por lo
que la forma mas sana de entender este resultado es mediante la interpretacion de que la
idea de grupo queda totalmente determinada por el “dlgebra de las sustituciones”.

PROPOSICION 4.1. (Cayley) Sea G un grupo. Entonces existe X un conjuntoy p : G —

Sx un monomorfismo. En particular si |G| = n, existe un monomorfismo G — S,,.

DEMOSTRACION. Tome X = G y defina p : G — S mediante la regla de corres-

pondencia p(g)(x) = gx. Nétese que p estd bien definido pues para cualquier g € G,

p(g)

I'=p(g~1). Veamos que p es un morfismo. Sean g, € G. Asf, para cualquier x € G,

p(gh)(x) := (gh)x = g(hx) =: p(g)(hx) =: p(8)(p (1) (x)) = p(g)p (h)(x).

Luego, como x € G fue arbitrario, esto prueba la afirmacién.

Para ver que p es mono, hay que ver que dicho morfismo es inyectivo, por lo que sea
g € nuc(p). Asi, p(g) = 1. Entonces al evaluar en el neutro, g = ge = p(g)(e) = e. Esto
prueba la contencién no trivial en la igualdad nuc(p) = {e}, de lo que se concluye la prueba

de la primera afirmacién.

Para concluir nétese que si |G| = n, Sg = S, de 1o que se obtiene el resultado buscado

al considerar la composicion:

G SG Sn

O

Hay varias cosas que decir respecto a la proposicién anterior. La primera tiene que
ver con el hecho de que dicha representacién p recibe un nombre especial pues resulta
ser que en el caso de G finito, los elementos en su imagen son un tipo muy especial de
permutaciones. Para esto se requiere introducir un nuevo concepto.

DEFINICION 4.1. Sea ¢ € S,,. Decimos que © es regular si 6 = (1) 6 G no tiene puntos

fijos y es producto de ciclos ajenos de la misma longitud.

1Ver Ia introduccién de su libro "Stone spaces"
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EJEMPLO 4.1. Sea 6 € Sy definido mediante 6 = (1234). Observe que son ejemplos

de permutaciones regulares:

(o3
o? = (13)(24)
o? = (1432)
ot =(1)

Nuevamente se insiste en que es muy importante definir el conjunto en el que una
permutacion es tomada ya que (13)(24) € Sy es regular, pero (12)(24) € S, paran > 5 no

es regular.

La importancia de este ejemplo radica en el hecho de que todas las permutaciones
regulares se obtienen de esta forma. Se recomienda ver el ejercicio Para nuestros fines
el resultado que nos importa se presenta a continuacion.

PROPOSICION 4.2. Para G finito, el morfismo p : G — S, del teorema de Cayley

satisface que para cualquier g € G, p(g) € S, es regular.

DEMOSTRACION. Supéngase que p(g) # (1) y sea p(g) = oy - - - 05 la factorizacién
completa de p(g). Lo que se va a ver es que cada o; es un ciclo con la misma longitud. Para
esto observe que j € sop(0;), se tiene que sop(o;) = {p(¢")(j) | k € N} = {p(g")(j) | k €
{0,...,0(g) — 1}}. Asi, |sop(0;)| = 0(g) y como este resultado no depende de i € {1,...,s}
se deduce que |sop(0;)| = o(g) para cualquier i € {1,...,s}, de lo que se deduce el resultado.

O

En virtud a la proposicién anterior, al morfismo p : G — S del teorema de Cayley se
le suele llamar representacion regular izquierda de G. De hecho se suele denotar p =: L
por la terminologia obvia del inglés. Por otro lado también hay una representacion regular
derecha que va a ser el morfismo p : G — S¢ definido por p(g)(x) = xg~!. Observe que
se multiplica por g~! a la derecha en lugar de g para asegurar que p sea morfismo. Se
recomienda ver el ejercicio

Vamos a discutir un par de ejemplos concretos donde se estudia el morfismo que define
el teorema de Cayley.

EJEMPLO 4.2. Considere el grupo abeliano (R",+). El teorema de Cayley afirma que

hay un monomorfismo p : (R",4) — Sgn. Observe que en este caso p(a)(x) =x+a = T,(x),
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es decir, p(a) es la traslacion por a en R". Asi, im(p) = Tr(R"), por lo que en este caso se

deduce que la representacion regular izquierda induce el isomorfismo

(R",+) = Tr(R").

EJEMPLO 4.3. Considere el morfismo dado por el teorema de Cayley p : Z, — Sz,,,
donde n > 2 para no trivializar las cosas. Observe que por definicion p([k])([I]) = [k+1].
Lo que se quiere ver es qué morfismo corresponde a p mediante el isomorfismo Sz, = S,,.
Para esto considere la biyeccion estindar Z, — {1,...,n} dada por [k] — k+ 1.EI Note
que trivialmente p([0]) = 1z,,. Por otro lado observe que p([1]) : Z, — Z, tiene por regla
de correspondencia p([1])([k]) = [k+ 1]. Al usar la biyeccion mencionada esto dice que la

regla de correspondencia de p[1] como elemento de S, es:

PN =2,p([1)(2) =3, .. p([1)(n=1) =n, p([1])(n) = 1.

Es decir,

p([1]) = (12---n).

Asi p[1] es un n-ciclo, que es un ejemplo de permutacion regular en S,. Ademds observe

que como P es morfismo, p([k]) = (12---n)k, luego im(p) = ((12---n)).

Esto dice que el encaje inducido por la representacion regular izquierda p : Z, — Sy,

es el que muestra el isomorfismo obvio de 7, = ((12---n)).

A pesar de lo interesantes que son los ejemplos anteriores observe que el teorema
de Cayley es en realidad un resultado teérico pues la representaciéon no es la mas fina.
Asi, como todo teorema de encaje, una vez que se tiene un resultado de existencia, nos
gustaria obtener representaciones mds finas. Vamos a darle sentido a esto: el teorema de
Cayley afirma que As se encaja como subgrupo de S §= Seo. Sin embargo observe que
As se encaja trivialmente en S5 pues de hecho, A5 <S5, de ahi que el encaje no es éptimo.
Desde esta perspectiva vamos a buscar otros teoremas de este estilo, aunque como se vera
estos perderdn la nocién de encaje para dar simplemente morfismos, aunque en la practica
estos pueden modificarse para obtener resultados de encajes. El primero de dichos resultado
permite refinar el teorema de Cayley.

20bserve que cada biyeccién de Z, con {1,...,n} induce un isomorfismo Sz, con S, por lo que este resultado

depende de la biyeccién que se estd eligiendo.
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PROPOSICION 4.3. Si H < G tal que |G : H] = n, entonces existe un morfismo p : G —

Sn con nuc(p) < H.

DEMOSTRACION. Considere el conjunto de clases laterales derechas, G/H. Ahora

defina p : G — Sy como sigue: p(g)(xH) = gxH. Observe que como p(g) es una funcién

1 1

pues si xH = yH, entonces y~'x € H, luego y~'x = y g~ gx = (gy) ' gx, lo que implica

que gxH = gyH y prueba la afirmacién. Ademds observe que p(g) € Sg/i pues es claro

quep(g)' =p(g™").

Para concluir hay que ver que p es un morfismo, por lo que dados g, € G; se observa
que p(gh)(xH) = (gh)xH = g(hx)H = p(g)(hxH) = p(g)(p(h)(xH)) = p(g)p (h)(xH).
Asi, p(gh) = p(g)p (h). Para concluir observemos que si g € nuc(p), entonces p(g) = lg/p-
Esto implica que gH = p(g)(H) = H y entonces g € H. Por lo tanto nuc(p) C H.

Para concluir observe que como |G/H| = n, entonces Sg/p = Sy, de lo que se deduce

el resultado. O

Observaciones:

1. Al morfismo p del teorema anterior se le conoce como representacion de G en
las clases laterales (izquierdas) de H por obvias razones.

2. Observe que si H = {e}, entonces el teorema anterior implica el teorema de Cayley
para el caso de G un grupo finito.

3. Este resultado mejora el encaje de As pues observe que As tiene un subgrupo
isomorfo a A4. Dado que [A5,A4] = 5, existe un morfismo p : A5 — S5 tal que
nuc(p) < A4. Dado que As es simple, esto implica que nuc(p) = {(1)}, luego p
es inyectivo y esto claramente mejora el encaje a lo que se espera.

Un resultado que se deduce del resultado anterior se presenta a continuacion.

COROLARIO 4.1. Un grupo infinito simple no tiene subgrupos propios de indice finito.

DEMOSTRACION. Si existe G grupo infinito simple con un subgrupo propio H < G
tal que [G : H| < X, entonces por la proposicién anterior existe p : G — S, morfismo,
donde n =[G : H] y nuc(p) C H. De la simplicidad y de la dltima contencién se deduce
que nuc(p) = {e}, asi, p es un morfismo inyectivo. Luego, |G| < |S,| = n!, lo que es una

contradiccion. O

Del resultado anterior se deduce médulo el ejercicio que A no tiene subgrupos
propios de indice finito. Esto muestra como los teorema de representacion sirven para
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obtener informacién matemadtica de grupos concretos. Se presentaran algunos ejercicios es
este estilo al final del capitulo.

Otro resultado que en una parte de su demostracién usa nuevamente una representacion
en clases laterales, y que tiene que ver con la clasificacién de los grupos con orden pequefio,
se muestra a continuacion.

PROPOSICION 4.4. Si G es un grupo de orden 6, entonces G =7y x 73 6 G = S3.

DEMOSTRACION. Dado que todo grupo de orden par tiene un elemento se orden 2,
sea g € G uno de dichos elementos. La prueba se va a dividir en dos casos respecto a la

conmutatividad de G.

Caso 1: G es abeliano. En tal caso, (g) <G. Por otro lado, dado que |G/{g)| = 3, existe
h € G con o(h) = 3. Nétese que nuevamente (h) <G y que ademds (g) (h) = G. Dado que G
es finito, entonces G es producto directo interno de los grupos (g) = Z, y (h) = Z3. Luego,

se deduce que G = Zy X Z3.

Caso 2: G no abeliano. Observe que en este caso (g) € G pues en caso contrario se
puede repetir el argumento del caso anterior y deducir que G = Z; X Z3, lo cual es una
contradiccion pues G no es abeliano. Asi, considere la representacion en las clases laterales
de (g), p : G — S3, donde nuc(p) C (g). Observe nuc(p) # (g) pues en caso contrario
(g) <G lo que es una contradiccion, luego, nuc(p) = {e}. Esto dice que p es un morfismo
inyectivo y dado que el dominio y codominio son finitos y tienen la misma cardinalidad,

entonces p es un isomorfismo. (]

Continuando con lo teoremas de representacion en grupos de permutaciones finitos se
tiene el siguientes resultado.

PROPOSICION 4.5. Sea H < G. Entonces existe un morfismo p : G — Sy con X un

conjunto y nuc(p) C Ng(H)

DEMOSTRACION. Sea X = {gHg ' | g € G}. Luego, se define p : G — Sy cuya
regla de correspondencia es p(g)(xHx~") = gxH (gx)~'. Observe que p(g) : X — X es una
funcién trivialmente y ademds es una biyeccién pues p(g) ™' = p(g~!). Ademds p es un

morfismo pues para g,h € G,
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p(gh)(xHx™") = (gh)xH ((gh)x)~" = g(hx)H (g(hx))~" = p(g) (hxH (hx)~!) =
p(8)(p(h)(xHx"")) = p(g)p (h) (xHx"").

Esto prueba que p es un morfismo. Para concluir, si g € nuc(p), entonces p(g) = 1.

Luego p(g)(eHe™ ') = eHe !, es decir gHg ™' = H. Esto dice que g € Ng(H). O

Como es de esperarse el morfismo p del resultado anterior se conoce como la repre-
sentacion de G en los conjugados de H.

Hasta el momento las representaciones estudiadas se han considerado sobre el grupo
de permutaciones, sin embargo, como se dijo en la introduccién estas pueden ser en otros
grupos. Por ejemplo, se deduce del teorema de Cayley:

PROPOSICION 4.6. Si G es un grupo con |G| =n 'y k es cualquier campo, entonces

existe un morfismo inyectivo p : G — GL, (k).

DEMOSTRACION. Por el teorema de Cayley existe un morfismo inyectivo p’ : G — S,,.
Del ejercicio[108]se deduce que S, = P(n, k), donde P(n,k) < GL,(k). Luego se tiene el
morfismo inyectivo buscado de la composicién

!

o~

G —— S —— P(n,k) —— GLy(k)

O

A un morfismo como el del resultado anterior se le conoce como una representacion
matricial del grupo G en el campo k de grado n. De la misma forma a lo que sucedié
anteriormente la representacion anterior puede no ser muy fina ya que observe que el grupo
de Hamilton, H, admite una representacién matricial de grado 8:

p:H— GLg(C)

Sin embargo, se puede dar otra representacion al considerar:

p:H — GL(C)

la cual es facil de ver cémo se extiende a H y de hecho esta representacion es inyectiva.
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Otro ejemplo se obtiene al observar que para el grupo de Klein el teorema da una
representacién p : Ky — GL4(k), sin embargo en el caso real hay una representacién
p : Ks — GLy(R) que se obtiene al extender la asignacién

pes) =y )
pse = (5 1)

El dltimo ejemplo a presentar se obtiene al considerar Z,,. El teorema anterior dice que
hay un morfismo p : Z, — GL,(k). Observe que si en k se toma { una raiz n-ésima de la
unidad, se puede definir p : Z, — GL; (k) = k* mediante p([k]) = ¢*.

La ultima proposicién mencionada, y los ejemplos considerados después de esta,
forman parte de un area de la matematica que se conoce como teoria de representaciones.
Vamos a platicar algunas ideas en torno a esta interesante area que ha tenido importantes
repercusiones en cuestiones geométricas y topoldgicas. Discutiremos brevemente el caso
mds simple: para grupos finitos.

Una representacion (lineal) de un grupo finito G en un espacio vectorial finito di-
mensional complejo V, es un morfismo p : G — GL(V), donde GL(V) es el grupo de
automorfismos de V. Si p es inyectivo, se dice que la representacion es fiel. Ademds a la
dimension de V' se le conoce como la dimensién de la representacion p.

Observe que toda representacién matricial p : G — GL, (k) da lugar a una representacién
lineal al usar el isomorfismo de grupos entre GL,(k) y GL(k"). Observe que con esta
identificacion la dimensién de las representaciones lineales y matriciales coinciden.

La teoria de representaciones es una teoria algebraica que combina ideas de teoria de
grupos y dlgebra lineal, por lo que hay muchas construcciones relativas a estas: el dual de
una representacion, el producto tensorial de representaciones, productos exteriores, pro-
ductos directos, etc. Hay una nocién de subrepresentacion, morfismos de representaciones,
isomorfismo de representaciones, etc. Muchas de las construcciones mencionadas tienen su
idea en el dlgebra lineal, pero con la teoria presentada se pueden motivar otras construc-
ciones. Por ejemplo, si X es un conjunto finito y p : G — Sx es una representacion, esto
da lugar a una representacion lineal pues si V = kX) | el espacio vectorial libre con base X,
entonces se puede definir p : G — GL(V) mediante la regla de correspondencia

p(e) ( Y Mx) =Y A0

xeX xeX

Esta representacion p se conoce como representacion regular pues esta corresponde al
producto por la derecha con elementos de G, tal y como se ve del teorema de Cayley. Esto
muestra que justamente hay otra forma de inspirar estas ideas que proviene de la teorfa de
grupos. Por desgracia la teoria de representaciones un toda un drea de la matemaética por lo
que su estudio requiere realizar un curso completo, sin embargo, siempre que sea posible se
platicarédn ideas en torno a esta y con el desarrollo de la presente seccidn se espera que el
lector haya notado el porque la idea de representar un grupo es interesante para la teoria de
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grupos misma y en la seccién 6 de este capitulo se espera que lector vea porque esta idea se
exporta mds alld de la teorfa de grupos.

5. G-conjuntos

DEFINICION 5.1. Sea G un grupo. Un G-conjunto X, es un conjunto X y una funcion
A: GxX — X. Notacionalmente escribiremos gx := A(g,x) = gxparatodag e Gyx € X.

Esta tiene que cumplir:

» ex =x paratoda x € X.

» (gh)x =g(hx) paratoda g,h€ GyxeX.

También se dice G actua sobre X, esto porque a A se le llama una accion de G sobre X. El

grado de un G-conjunto X es |X|.

EJEMPLO 5.1. Todo conjunto X es un Sx-conjunto con acciéon 6x := o (x) para o € Sx

yxeX.
EJEMPLO 5.2. Sea G un grupo, entonces G es un G-conjunto con la multiplicacion.

EJEMPLO 5.3. Sea G un grupo, entonces G es G-conjunto con accion A(g,a) = a8

donde a® := gag™" para toda a,g € G.
EJEMPLO 5.4. Sea G un grupo y X un G-conjunto. Entonces & (X) es un G-conjunto.
EJEMPLO 5.5. Sea G un grupo, entonces .¥(G) es un G-conjunto con la accion
H¢:=gHg 'paraH < GygecG.
La siguiente proposicién nos dice que toda accién induce un morfismo de grupo.

PROPOSICION 5.1. Sea G un grupo y X un G-conjunto. Definimos p: G — Sx dada

por p(g)(x) = gx para g € Gy x € X. Entonces p es un morfismo de grupos.

DEMOSTRACION. Para ver que esta bien definida, es decir, que p(g) € Sx, basta notar
que p(g)p(g") =1x =p(g )P (g).
Sean g,h € G. Entonces:

p(gh)(x) = (gh)x = g(hx) = p(g)(hx) = p(g)(p(h)(x)) = (p(g)p(h))(x)

para todo x € X. Por lo que p(gh) = p(g)p(h) y por lo tanto p es un morfismo de grupos.
O
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De hecho, todo morfismo de grupos p: G — Sx induce una accion.

PROPOSICION 5.2. Sea p: G — Sx un morfismo de grupos. Entonces la funcion

A: GxX — X dada por A(g,x) = p(g)(x) con g € Gyx €X es una accion.

DEMOSTRACION. Seane € Gy x € X, entonces ex = p(e)(x) = 1x(x) = x.
Sean g,h € Gy x € X, entonces:
(gh)x = p(gh)(x) = p(g)(p(h)(x)) = g(hx)
O

De hecho las dos construcciones son inversas una de la otra. [tarea]
El primer matemdtico en estudiar problemas de teoria de grupos fue Lagrange al

considerar un polinomio en multiples variables f(xi,...,x,) € K[x],...,x,] y su relacién
con el polinomio f(xs(1),---,Xg(n)) donde ¢ € S,. Puntualmente se pregunta cuantos
polinomios distintos se pueden formar. Si ponemos f°(x1,...,%u) == f(Xg(1)- > Xa(n))»

entonces la pregunta es cual es la cardinalidad de S, (f) := {f° | 0 € Sy }. Si S,,(f) tiene un
Unico elemento decimos que f es una funcién simétrico.

Todo polinomio p € K|[x] se puede ver como p(x) = a, [17~,(x —r;). Si p = Y1 aix!,
entonces cada a; es una funcién simétrica de 7y, ...,7,. El discrimintate de f, dy, es el el
nimero ([T;<;(ri — rj))*. Si D(x1,...,x,) = [Ti=;(x; — x;). Tenemos que para toda 6 € S,
D° = sgn(o)D. De hecho podemos cambiar el punto de vista S(f) = {c €S, | f° = f}.
Mis atn Fix(f) < S,. De hecho f es una funcién simétrica si y sélo si S(f) = S,,.

DEFINICION 5.2. Si X es un G-conjunto y x € X. Definimos la orbita de x, como

Gx:={gxeX|geG}

PROPOSICION 5.3 (tarea). Sea X un G-conjunto. La relacion x ~ 'y para x,y € X si

existe g € G tal que gx =y es una ralacion de equivalencia. Mds avn, [x] = Gx.

DEFINICION 5.3. Sea X un G-conjunto y x € X. El estabilizador de x, Gy, son los

elementos g € G tales que gx = x.

PROPOSICION 5.4. Sea X un G-conjunto y x € X. Entonces Gy < G.

Sea f € K|xy,...,x,]. Lagrange defini6 f* = [[5cs, X — f©. Lagrange definié el resol-
vente A(f) de f como el polinomio resultante de eliminar los factores redudantes de f*.
Entonces Lagrange propuso que dA(f) = n!/|S,(f)|. Esta formula es la razén por la que el
teorema de Lagrange se llama asi. La version del teorema de Lagrange para grupos finitos
muy probablemente fue demostrada por Galois.

EJEMPLO 5.6. Si consideramos G como G-conjunto con la accion como conjugacion.

Entonces tenemos que Gy = Cg(x).
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EJEMPLO 5.7. Si consideramos ¥ (G) como G-conjunto con la accién como conjuga-
cion. Entonces tenemos que Gy = Ng(H) para H < G.

De hecho el siguiente teorema generaliza las propsiciones que se vieron al principio
del capitulo que eran muy similares.

PROPOSICION 5.5 (Teorema de Orbita-Estabilizador). Seas X un G-conjuntoy x € X.
Entonces |Gx| = [G : Gy]

PROPOSICION 5.6. Recordemos que [G : G| = |G/Gy| y G/Gy aqui sélo denota las
clases izquierdas, puesto que de primera instancia no sabemos que G, es un subgrupo
normal de G. Por lo que definimos ¢ : Gx — G /Gy dada por ¢(gx) = gG, para gx € Gx.
Primero hay que ver que ¢ esta bien definida. Si gx = hx con g,h € G, entonces h™'gx = x.
Por lo que h™'g € G,. Por lo tanto hG, = gG, y ¢ esta bien definida.

Sean gx,hx € Gx con G, = hGy. Por lo que h™'g € G,. Entonces h™'gx = x. Despe-
jando gx = hx. Por lo tanto ¢ es inyectiva.

Para g € G, tenemos que ¢(gx) = gGy. Por lo tanto ¢ es suprayectiva. Por lo tanto ¢

es una biyeccion.

COROLARIO 5.1. Sea X un G-conjunto con G finito. Entonces |Gx| | |G| para toda

xeX.

EJEMPLO 5.8. Sean X un G-conjuntoy Y un conjunto. Entonces YX el conjunto de
funciones de X enY es un G-conjunto con accion (ga)(x) := o(gx) para toda o € YX y

xeX.

DEFINICION 5.4. Sea X un G-conjuntoy Y un subconjunto de X. Decimos que Y es
un G-subconjunto de X, si gy € Y para todoy € Y y g € G. Notemos que todo G-conjunto X

tiene dos G-subconjuntos O y X
EJEMPLO 5.9. Sea X un G-conjunto y x € X. Entonces Gx es un G-subconjunto de X.

DEFINICION 5.5. Sea X un G-conjunto. Decimos que la accion es transitiva si X es

simple. Es decir no tiene G-subconjuntos propios.
DEFINICION 5.6. Decimos que un G-conjunto X es finito, si G y X es finito.

PROPOSICION 5.7 (Lema de Burnside). Si X es un G-conjunto finito y N es el niimero

de orbitas de X. Entonces
1
N=—) |F(g)l
@ &

geG
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donde F(g) ={xe€ X | gx=x}.

DEMOSTRACION. Notamos que:
L IF(@)l = {(gx) € Gx X xgr=x}[= } |G|
geG xeX
Esto por que:
LI Fg) x {g} = [{(g,x) € Gx X xgx=x}| = | | Gux {x}
geG xeX
El teorema de Orbita-Estabilizador implica que |Gx| = |G|/|Gx|. Despejando |G| = |G| /|Gx|.

Sustituyendo:
|G|

Z|Gx‘22@ |Z|G|

xeX xeX xeX
Podemos separar a X en sus orbitas. Denotamos al conjunto de orbitas como X /G. Por lo

que tenemos que:

xeX AeX/GxeA AeX/G

Sustituyendo tenemos la igualdad deseada. O

PROPOSICION 5.8. Si X es un G-conjunto finito transitivo con |X| > 1, entonces existe

g€GceonF(g)=0.

DEMOSTRACION. Por el lema de Burnside y usando que la accién es transitiva tene-

mos que:

Z IF(

gEG

Notamos que |F(e)| = |X| > 1. Si todos los F(g) son no vacios, el lado derecho de la

igualdad sobrepasa uno. (]

6. Geometria

En esta seccidn se van a tocar diversos temas en torno al cardcter geométrico/topoldgico
de la teoria de grupos, con especial énfasis en la idea de accién de grupo. El objetivo de esto
es mostrar mediante ejemplos como la idea de grupo es importante fuera del dlgebra, por tal
razén se van a evitar tecnicismos innecesarios ya que ante todo la seccién tiene como fin ir
dejando ideas por sobre el desarrollo de estas, ya que esto tltimo requeriria herramientas
fuera del dlgebra que no pueden ser consideradas como requisitos del curso. La mentalidad
adecuada con la que hay que leer esta seccién se resume en una frase que Santiago Lépez
de Medrano suele repetir constantemente: “Hay que aprender a no entender”.
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6.1. Sobre espacios de érbitas. La idea de accidn tiene una fuerte interpretacion
geométrica pues con estas es posible construir espacios. Se va a estudiar esta afirmacién
mediante ejemplos.

Considérese la accién de Z en R? dada por
ZxR*—R?
n-(x,y) = (x+ny).

Lo que se quiere describir es el espacio de érbitas, R?/Z. Observe que (x,y") € Z(x,y)
si 'y s6lo si existe n € Z tal que x¥’ =x+nyy =y. Esto dice que la 6rbita de un elemento
estd descrita por

Z(x,y) ={(x+n,y) | n€Z}.

Al interpretar este resultado se obtiene que sobre el eje x dos puntos que difieran por
un entero se consideran el mismo y lo mismo sucede con cualquier recta paralela a dicho
eje. Luego observe que para obtener un conjunto de representantes basta con considerar la
regién [0, 1] x R donde ademads se cumple que para cualquier y € R, (0,y) ~ (1,y). Enla
geometria esto dice que R? /Z corresponde a un cilindro infinito con una generatriz paralela
al eje y (Ver figural[T)).

RNZJZ *

FIGURA 1. Espacio de 6rbitas R? /Z.

Otros ejemplos basicos que son relevantes se mencionan a continuacion, los cuales se
presentardn con menos detalles.
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EJEMPLO 6.1. Si ahora se considera la accion R x R?> — R? cuya regla de correspon-

dencia es r-(x,y) = (x+1,y), R?/R es el eje y.

EJEMPLO 6.2. Para la accion 7. X R — R cuya regla de correspondencia es n-x :=

x+n, se tiene que R/Z es S', la circunferencia unitaria.

EJEMPLO 6.3. Respecto a la accion 7% x R* — R? dada por (n,m) - (x,y) = (x+n,y+

m), se tiene que R? /7% es el toro.

EJEMPLO 6.4. Al considerar 7y = ({—1,1},), la accion Zy x S" — S" dada por
A -x:= Ax, se conoce como la accion antipoda y S" /7, es el plano proyectivo real de

dimension n, RP".

Los ejemplos anteriores muestran uno de los usos comunes de las acciones que es
la construccidn de espacios como espacios de 6rbitas. En esta direccién hay teorias muy
interesantes donde intervienen nociones de continuidad que llevan a un tratamiento topo-
l6gico de estos conjuntos (acciones propiamente discontinuas y aplicaciones cubrientes)
y al introducir nociones métricas pueden estudiarse ideas geométricas como curvatura,
geodésicas, etc. Esta es la razén por la que se usé el término espacio pues dependiendo de
lo que se quiera estudiar es la propiedad con la que se quiere equipar al conjunto de 6rbitas
en cuestion.

Un caso particularmente interesante sucede al considerar G-conjuntos cuya accién es
transitiva. Sea X uno de tales conjuntos. Si x € X, considere el estabilizador de x, Gy. En
general el estabilizador de un elemento no tiene por qué ser un subgrupo normal de grupo
en cuestion, por lo que el conjunto de clases laterales G/G, no tiene por qué ser un grupo.
Sin embargo, siempre puede considerarse en dicho conjunto la accién de G. Observe que
hay una asignacién

f:G/Gy—=X
gG—g-x
Esta asignacién es una funcién pues gG, = hG, si y sélo si, i~ g € G,. Esto es
equivalente a decir que (5~ 'g) - x = x, lo que es equivalente a decir que g-x = /- x. De

hecho observe que de este argumento se deduce también que f es una funcién inyectiva.
Ademais f es G-equivalente, es decir, respeta la accion pues:

f(h-(8Gy)) = f(hgGy) = (hg)-x =h-(g-x) = h- f(gGx)
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Para concluir, el hecho de que X tenga accion transitiva implica que f es suprayectiva,
luego, f es un isomorfismo de G conjuntos (ver ejercicio EI Esto dice que como
G-conjuntos X y G/G, se pueden identificar. Veamos algunos ejemplos concretos de esto.

Algunos ejemplos de G-conjuntos con accidn transitiva son:

EJEMPLO 6.5. Paran>2, 8" ! esun O(n)-conjunto con accion transitiva, donde la

accion esta dada por el producto.

En particular observe que A € O(H)e] siy solo si Ae; = ey, es decir, Aj1 =1y Ay =
... = A, = 0. Ademds, como A'e| = ey, entonces Aj; =1yAjp =...=Ay, =0. Observe

que esto permite definir un isomorfismo de grupos
O(n)e, 2 0(n—1).
Luego, el resultado demostrado implica que como O(n)-conjuntos se tiene el isomorfis-

mo,

"=~ 0@m)/0(n—-1).

EJEMPLO 6.6. Sea H" = {z € C | Im(z) = 0}, el semiplano superior. Hay una accién
SLy(R) x H" — H definida por
_AnztAnp
Anz+Axn’

Esta accion es transitiva y en este caso SLp(R); = SO(2). Por lo tanto, hay un isomorfismo

de SLy(R)-conjuntos,

H* 2 SL,(R)/SO(2).

EJEMPLO 6.7. Sea & el conjunto de matrices de n X n reales, simétricas y positivas

definidas. Existe una accion transitiva.
GL,(R)x & - &

A-P=APA

En este caso GL,(R) = O(n), por lo que hay un isomorfismo de GL,(R)-conjuntos

3De hecho s la accién es continua f en un isomorfismo de G-espacios
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P =~ GL,(R)/O(n).

EJEMPLO 6.8. SiV es R-espacio vectorial de dimension finita, una reticula geométrica
A, es un subgrupo de V de la forma A =Y}_, Zv;, donde {v,...,v,} CV es linealmente

independiente. Dicha reticula es completa si r = n.

Sean £ es el conjunto de reticulas geométricas completas en R* y £, C £ cuyos
elementos satisfacen que los generadores de la reticula forman un paralelogramo de drea
1 ﬁ] Observe que hay una accion transitiva candnica de GL,(R) en £y esta induce una

accion transitiva de SLy(R) en £,. En este caso hay isomorfismos de G-conjuntos:

Z 2 GLy(R)/GLy(Z), con G = GLp(R)

A = SLy(R) /SLa(Z), con G = SL(R).

EJEMPLO 6.9. Para k € {0,...,n} sea Gri(n) el conjunto de todos los subespacios
vectoriales k — dimensionales de R". Hay una accion GL,(R) x Gry(n) — Gry(n), donde
para A € GL,(R) y V € Gry(n), si V tiene por base B = {e,...,ex}, se define A-V =
(Aey,...Aey). Esta accion es transitiva. Mds ain, este se restringe a una accion O(n) x
Gri(n) — Gri(n) la cual es transitiva también pues por el teorema de Gram-Schmidt todo

espacio vectorial de dimension finita tiene una base ortonormal.

En este caso Gry(R") = GL,(R)/GLy -k = O(n)/(O(k) x O(n—k)), donde GLj.

A B
es el subgrupo de GL,(R) de matrices por bloques de la forma , donde A € Mi(R),
0 C

Be kanfk(R); CeM, ¢ (R)

Para concluir esta subseccion es importante decir que cuando se pide que X sea un
espacio y G un grupo con mayor estructura (de Lie), los G-conjuntos con accidn transitiva
se conocen como espacios homogéneos. Los ejemplos presentados pertenecen a dicha clase
de espacios. Otra clase importante de G-conjuntos con accién transitiva son aquellos que
tienen una accién libre. En el contexto de la geometria algebraica estos se conocen como
G-torsores.

4A estas reticulas se les conoce como unimodulares.
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6.2. Grupos de simetrias. En 1872 Felix Klein da una importante conferencia, que
se conoce como el Programa de Erlangen, en la que dice la famosa frase:

“La geometria es el estudio de los invariantes bajo un grupo de transformaciones”

La importancia de esta afirmacion radica en el hecho de que aparece la nocioén de grupo,
que fue introducida con fines algebraicos por Galois para tratar el conocido problema bésico
de la teorfa de Galois respecto a la solubilidad de ecuaciones por radicales; y segtin Klein el
estudio de la geometria debe realizarse usando este concepto. La idea de esta seccién es
vislumbrar un poco del sentido a esta frase.

Recordemos que en R” hay una forma de medir distancias que canénicamente se hace
con la métrica euclidiana. Tomando como motivacion el problema de Erlangen debe existir
un grupo de simetrias del espacio en si mismo, es decir, cuyos elementos preservan dicha
métrica. Dicho grupo se conoce como el grupo Euclidiano de dimensién n o el grupo
de isometrias de R”, donde las notaciones comunes para este son E(n) o Isom(R"). En
nuestro caso tomaremos la segunda de estas.

Segin Klein, el estudio de la geometria euclidiana debe corresponder al estudio de
dicho grupo. Esto es intuitivamente claro pues es bien sabido que O(n) < Isom(R") y en
O(n) estén las rotaciones y reflexiones que son dos de los tipos de transformaciones mds
relevantes en la geometria euclidiana.

Mais atn, el siguiente resultado es clave en el estudio de isometrias. Una prueba de la
existencia se puede consultar en el libro “Algebra Lineal” de Hugo Rincén, en las paginas
174-177. La unicidad es muy sencilla de demostrar.

PROPOSICION 6.1. Para toda T € Isom(R"), existen A € O(n) y b € R" tal que

T (x) = Ax+b. Mds aiin, dicha representacion es iinica.

Observe que este resultado se puede usar para probar que Isom(R") < Aff(R"), por
lo que esto dice que el estudio de la geometria afin contiene al estudio de la geometria
Euclidiana, en el sentido de que todos los resultados que sean validos en geometria afin lo
son en geometria euclidiana.

Por otro lado, vale la pena comentar que dicho resultado de factorizacién se puede
escribir de forma algebraica observando que hay una accién canénica GL,(R) x R” — R",

la cual se restringe a una accién de O(n). Al considerar p y p’ las representaciones en Sgn
inducidas, respectivamente, el resultado anterior dice que hay un isomorfismos de grupos:

Isom(R") Z R" x ;s O(n) =: R" x O(n).
Ademais por definicién

Aff(R") = R" X, GL,(R) =: R" x GL, (R).
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Esta observaciones muestran la validez, de una forma muy concreta del enunciado base
del problema de Erlangen que es relativo a R”. Pasemos a un estudio mas local estudiando
algunas ideas en torno a simetrias:

Sea £ C R” un politopo (envolvente convexa de un conjunto finito de puntos) con
centro de gravedad en el origen. Observe que del grupo Isom(R"), el subgrupo adecuado
para estudiar las simetrias del politopo X es mediante el grupo O(n), pues obviamente no va
a haber invariancia ante traslaciones. Esto nos sugiere que se puede definir:

F(X)={A€O0n)|A-Z=1X},
donde observe que se usa la accion de O(n) x R" > R"y A-X = {Ax | x € R"}.

Noétese que .7,(X) < O(n). Mds aidn, .%,(X) mide que tan simétrico es ¥ pues no
es dificil ver que si £ C R? es un triangulo equilétero, entonces .%>(Z) = S3. En el caso
en que X sea un tridngulo isésceles, % (X) = Z,. Ademds si X es un tridngulo escaleno
(%) = {e}. Hay un resultado de cardcter general que permitird relacionar ., (X) con el
grupo dihédrico, a saber:

PROPOSICION 6.2. Si X es un poligono regular de n vértices, entonces /(%) es un

grupo de orden 2n generado por elementos Ry S tales que R" =1, > =1y SRS =R

DEMOSTRACION. Por regularidad nétese que el origen es el centro de gravedad de ¥
y podemos suponer sin pérdida de generalidad que X tiene un vértice sobre el eje x. Observe
que .#>(X) claramente finito pues .7 (X) < S, al identificar los vértices del poligono
con los elementos {1,...,n}. Ademds observe que si V = {vy,...,v, } son los vértices de X,
entonces .# (X) actda en dicho conjunto de forma transitiva. Como el estabilizador de una

arista tiene orden 2, entonces

(7 (B)] = [#2(Z) : #32(2)y ] = 2n.

Si R es la rotacién por 2% y S la reflexi6n por el eje x, entonces como .#5(X) D (R, S),
y dado que R" =1, S = 1 y SRS = R~ !, se deduce que .#>(X) = (S,T) pues el subgrupo

tiene 2n elementos. u

La importancia del resultado anterior es que ahora se tiene un argumento formal para
interpretar a D,, como el grupo de simetrias de un poligono regular de n-lados. Ademads, al
grupo .%,(X) se le conoce como el grupo de simetrias del politopo .

Un segundo ejemplo se da al querer estudiar el grupo de simetrias del cubo. Observe
que este tiene que ser subgrupo de O(3). Para esto observe que basta con analizar qué sucede
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con SO(3) pues al componer un elemento de estos con —1I, se obtienen todas las reflexiones
que dejan invariantes al cubo. Para obtener dicho grupo note que dichas rotaciones mandan
diagonales en diagonales y por lo tanto de esta observacién no es dificil ver que entonces
S3(Cubo) =2 Sq X Zs.

Observe que si se quiere determinar el grupo correspondiente para el caso del octaedro,
este se deduce del caso calculado para el cubo por dualidad. Los grupos de simetria de todos
los s6lidos platénicosﬂ se muestran a continuacién. Vale la pena mencionar que grupo de

simetrias del icosaedro se deduce del dodecaedro nuevamente por dualidad (Ver figura 3).

A3 (Tetraedro) =S4
S3(Cubo) = .#3(Octaedro) = Sy X 7

A (Dodecaedro) = S3(Icosaedro) = As X Ly

Los cinco salidos Platonicos

A3 ]

Tetraedro Hexaedro(cubo) Octaedro Dodecaedro Icosaedro

FIGURA 2.

Esta discusion es un bonito ejemplo de cémo se usa la teoria de grupos en la practica
para resolver cuestiones geométricas pues observe que se involucran técnicas de las dreas
en cuestion.

Regresando a asuntos generales, si Pol(n) denota el conjunto de politopos en R” con
centro de gravedad en el origen, la asignacién “grupo de simétrias” define una funcién

Sy Pol(n) — Sub(O(n)).

Hay preguntas obvias que se pueden hacer respecto a funciones de este estilo, la primera
de ellas es si esta es inyectiva. Desde la discusion de los sélidos platénicos se sabe que no.
Otra respuesta posible es ver que:

SEstos son por definicién poliedros convexos cuyas caras son poligonos regulares iguales entre si, y en la
que todos los dngulos sélidos son iguales entre si. Un teorema famoso muestra que solamente hay cinco sélidos

platénicos, estos se muestran en la
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FIGURA 3. Dualidad en los sélidos platénicos

S (Rombo) = S (Rectangulo) = Ky,

donde para ambos casos esto sucede pues los elementos en cada grupo son la reflexion
respecto al eje x, la reflexién respecto al eje y y la rotacién por 180° (ver figura [d). Al
observar esto nétese que de la geometria se obtiene una observacioén obvia de la definicién
del grupo de Klein, pero que puede parecer no tan importante en un principio, esto es, que al
aplicar dos de los elementos no triviales de dicho grupo, esto siempre da el tercer elemento
no trivial. Observe que esto nos dice que el grupo de Klein tiene una presentacién

(x,y | 22,57, (x9)?)

De esta presentacion se deduce que Dy = Ky = (@({a,b}), ).

Regresando a la funcién ., respecto a la suprayectividad es importante observar que
dado que para politopos ., (L) es finito, dicha pregunta no tiene sentido en general, aunque
permite plantear la cuestion interesante de saber si se pueden clasificar los subgrupos finitos
de O(n), y una vez hecho esto se puede refinar la pregunta a buscar suprayectividad respecto
a los subgrupos finitos de O(n). Este es un problema complicado en general. Por dar algunos
ejemplos puede demostrarse que en el caso de O(2) dichos subgrupos son Dy, y Z,. En el
caso de O(3) son Dy, Zy, Aa, S4 6 As.

Dichos teoremas de clasificacion salen del alcance del curso, pero observe que esta
dltima discusién muestra como el querer resolver problemas geométricos muchas veces nos
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FIGURA 4.

lleva a plantear problemas algebraicos. Esta es una de las cuestiones fundamentales en dreas
como la topologia algebraica.

Para concluir esta seccién es importante decir que esta idea de simetria es fructifera
para definir grupos para estudiar espacios. Por ejemplo, el espacio de Minkowski es el
espacio R* con la métrica de Minkowski definida por

n((t1,x1,%2,%3), (12,51,¥2,3)) = —t1ta +X1y1 +x22 + X33

Luego, se define el grupo O(3, 1), que se conoce como el grupo de Lorentz, como el
conjunto de matrices M4 (R) que preserva dicha métrical’| Observe que esta definicion tiene
una clara analogia con lo que sucede en el caso de O(n) al recordar el teorema (k = R):

PROPOSICION 6.3. Sea T :V — V una transformacion lineal suprayectiva con'V un

k-espacio vectorial con producto interior. Son equivalentes:

1. T respeta el producto interior.

2. T respeta la norma.

3. T preserva conjuntos ortonormales.
4

. T esinvertibley T~! =T*.

Mas aiin, si dimV < R, entonces se agregan a las equivalencias anteriores:

5 Para cualquier B C 'V base ortonormal, [T*]g = ([T]g)_1
6 Para cualquier B CV base ortonormal, las columnas de [T]g Sforman una base
ortonormal.

7 Para cualquier B C'V base ortonormal, los renglones de [T]g Sforman una base

ortonormal.

6g] grupo de matrices M4 (R) que preservan la métrica usual de R* se conoce como el grupo simpléctico,

Sp(1).
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DEMOSTRACION. Ver el libro “Algebra Lineal” de Hugo Rincén. Teoremas 79 y 80

en pp 174-177. g

Como informacién adicional este grupo contiene las rotaciones espaciales de forma
obvia y mds aln contiene las transformaciones de Lorentz que mezclan el tiempo y las
coordenadas espaciales, es decir,

cosh¢p —sinh¢g 0 O
—sinh¢ cosh¢ 0 O
0 0 1 0

0 0 0 1

El grupo O(3,1) es importante en relatividad espacial. Mds atin, imitando las ideas
de grupo de isometrias de R" se puede definir el grupo de todos los (difeomorfismos) del
espacio de Minkowski que preservan intervalos espacio-temporales. Este es el importante
grupo de Poincaré muy usado tanto en relatividad especial como en fisica de particulas.

Es importante decir que la idea de simetria que encierra el concepto de grupo es muy
basta como lo muestran los ejemplos tratados. Hay una definicién de grupo que carga con
ambas nociones, conocida como grupo de Lie, los cuales reciben este nombre en honor al
matematico noruego Sophus Lie. Esta teoria sale de nuestro alcance pues requiere ideas de
geometria diferencial y hay que decir que a pesar de esto ya tenemos ejemplos de dichos
grupos como lo son T, Tr(R"), O(n), SO(n), U(n), SU(n), GL,(R), GL,(C), etc.

7. Ejercicios

En lo que sigue G es un grupo y X un conjunto no vacio arbitrario. Ademads, n,m € N.

EJERCICIO 151. Pruebe que si G/Z(G) es ciclico entonces G es abeliano. Discutir lo

que sucede con el reciproco de esta afirmacion argumentando su respuesta.

EJERCICIO 152. Demuestre que paran > 2, Z(U(n)) = Z(SU (n)) & Z,,.

EJERCICIO 153. Demuestre que:

Z(D,) = {(1)}, Sinesimpar

(r3),  Sinespar

Describir D,,/Z(D,,) en cada caso. Ademds, use esto para demostrar que para todo

n>2, Dy, =D, x7s.
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EJERCICIO 154. Demuestre que un grupo con un elemento de orden finito mayor a

uno y dos clases de conjugacion tiene orden dos.

EJERCICIO 155. Demuestre que si f : G — H es un epimorfismo entonces f(Z(G)) <
Z(H). Ademds pruebe que si f es un isomorfismo entonces f(Z(G)) =Z(H).

EJERCICIO 156. Sean H,K < G con indice finito. Demuestre que H N K tiene indice

finito.

EJERCICIO 157. Sea H < G de indice finito. Demuestre que la interseccion de todos

los conjugados de H es un subgrupo normal de indice finito.

EJERCICIO 158. Sean H,K < G con ([G: H|,[G : K]) = 1. Demuestre que [G: HNK| =
[G:H]|[G:K].

EJERCICIO 159. Sea g € G con G finito. Demuestre que si g" tiene m conjugadosy g

tiene k conjugados, entonces m|k.

EJERCICIO 160. Sea G un grupo finito y H < G tal que |G : H| = 2. Demuestre que
x| = [x9] 6 que x| = 31x°].

EJERCICIO 161. Demuestre que todo subgrupo normal de un grupo G es union de

clases de conjugacion una de las cuales es {e}.

EJERCICIO 162. Supongase que G es un grupo finito y H un subgrupo propio de G.

Demuestre que g 8H g~ es un subconjunto propio de G.

EJERCICIO 163. Sea G un grupo y x € G. Demuestre lo siguiente:

1. x € Z(G) si'y sélo si x° = {x}.
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2. G es abeliano si'y solo si todas sus clases de conjugacion tienen exactamente un
elemento.

3. CG()C) <G.

EJERCICIO 164. Se definen las relaciones ~,~,C Sub(G) x Sub(G) mediante:

H ~ K, si existe g € G tal que H = gKg™".

H ~4 K, si existe ¢ € Aut(G) tal que H = ¢(K).

1. Demuestre que ambas relaciones son de equivalencia y que ~Cr~.

2. Demuestre que en ambas relaciones cualesquiera dos elementos en la misma clase
de equivalencia tienen la misma cardinalidad.

3. Dar un ejemplo de un grupo tal que ~=r~.

4. Dar un ejemplo de un grupo tal que ~C~,.

EJERCICIO 165. Sea G un grupoy H,K < G. Demuestre lo siguiente:

1. Si G = HK, entonces para todo g € G existe k € K tal que H® = H*.
2. SiH,K <Gy G=HK, entonces Hy K no son conjugados.
3. Si H < G entonces para todo g € G, G # HHS.

EJERCICIO 166.

1. Sea G un grupo de orden p* con p € N primo. Demuestre que todo subgrupo de G
es normal. Sugerencia: Usar el ejercicio[I63)
2. Use el ejercicio[I63)y el inciso anterior para demostrar que todo grupo de orden

p?, con p € N primo, es abeliano.

EJERCICIO 167. Demuestre que A,B € GL,(R) son conjugados siy sélo si Ly = Lp,

donde Ly es la transformacion lineal asociada a la matriz A.
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EJERCICIO 168. Demuestre que SLy(R) y SU(1,1) son conjugados como subgrupos
de GLy(C)]]

EJERCICIO 169. Demuestre lo siguiente:

1. Para cualesquiera a,x € G, Cg(axa™') = aCg(x)a™".

2. SiH <GyxE€H, entonces Cy(x) = Cg(x) NH.

EJERCICIO 170. Supongase que H < G. Demuestre lo siguiente:
1. H<Ng(H). Mds aiin, Ng(H) es el mdximo subgrupo de G donde H es normal.

2. Ng es un operador clausura.

3. Sia,b € G, entonces H* = H” si y sélo si b~'a € Ng(H).

EJERCICIO 171. Demuestre lo siguiente:
1. Para cualesquiera a,x € G, Ng(axa~') = aNg(x)a™".

2. SiH < Gyx€ H, entonces Ny(x) = Ng(x) N H.

DEFINICION 7.1. Una matriz A € M,,(k) es una matriz permutacion generalizada si A
tiene un tinico elemento no cero en cada renglén y cada columna. Denote por GP(n, k) al

conjunto de matrices de permutacion generalizadas de n X n con coeficientes en k.

EJERCICIO 172. Demuestre lo siguiente:
1. GP(n,k) < GLy (k). Mds aiin, que P(n,k) < GP(n,k)f}]
2. 8i T < GL, (k) el subgrupo cuyos elementos son las matrices diagonales, entonces
Nor, (1) (T) = GP(n,k).
3. Nor,)(T)/T = Sp.

EJERCICIO 173. Sea H < G con H finito. Demuestre que Ng(H) = {a € G | aHa' <
H}. ;Qué sucede con esta afirmacion si H no es finito?

TVer ejercicio para recordar la definicién de SU(1,1).

8Ver ejercicio|108|para recordar la definicién de P(n, k).
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EJERCICIO 174. Sea H < G. Demuestre que |H®| =[G : Ng(H)]. Mds aiin, que cuando
el orden de |G| es finito, el orden de |H®| divide al orden de G.

EJERCICIO 175. Sea G un grupo infinito simple. Demuestre que six € Gy H < G con

x#eyH # {e}, entonces x° y H son infinitos.

EJERCICIO 176. Sea H A Gy K < H. Supdngase que Aut(H) = Int(H). Demuestre
que G = HNg(K).

EJERCICIO 177. Sea H < G. Demuestre que existe un grupo L'y morfismos f,g:G— L

tales que f|y # glu.

EJERCICIO 178. Sea G un grupo finito y H < G tal que |G| 1[G : H]\. Demuestre que
H tiene un subgrupo normal no trivial. Sugerencia: Usar una representacion de G en las

clases laterales de un subgrupo adecuado.

EJERCICIO 179. Sea G un grupo finito con H un subgrupo de indice p, donde p es
minimo divisor primo del orden de G. Demuestre que H < G. Sugerencia: Examinar la

prueba del teorema de representacion de G en las clases laterales de un subgrupo.

EJERCICIO 180. Sea G un grupo simple infinito. Demuestre que todo subgrupo propio
no trivial tiene una cantidad infinita de conjugados. Sugerencia: Usar el teorema de

representacion de un grupo en sus conjugados.

EJERCICIO 181.

1. Demuestre que para todo n € N el conjunto {c € S, | o(n) = n} es un subgrupo
de S, y que es isomorfo a S,_1.

2. Con la misma notacion de antes que se puede decir de {c € A, | 6(n) = n}

3. Decir cudl es el resultado que se deduce segiin los incisos anteriores respecto a S,

Y Sm, asi como para A, y A, cuando n < m.
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EJERCICIO 182. Sean X y Y conjuntos finitos.

1. Demuestre que Sx_y = Sx X Sy.
2. Use la propiedad del inciso anterior para probar que n'\m! divide a (n+m)! y de
esto tiltimo que el producto de n enteros consecutivos es divisible por n!. Concluya

que los coeficientes binomiales son enteros.

EJERCICIO 183. Sea k € N. Demuestre que un k-ciclo es par si y sélo si k es impar.

EJERCICIO 184. Sea 6 un r-cicloy 1 < k < r. Demuestre que 6* es un r-ciclo si y
sdlo si (r,k) = 1.

1

EJERCICIO 185. Demuestre que para © € S, se tiene que 'y 6~ son conjugados.

EJERCICIO 186. Demuestre que S, = ((12),(12---n)).

EJERCICIO 187. Sean 6,7 € Ss dados por o = (123) y T = (25314)
1. ;Es cierto que Ss = (0,T)?

2. ¢Escierto que As = (0, T)?

EJERCICIO 188. Demuestre que paran >3, Z(S,) = {(1)}.

EJERCICIO 189.

1. Determinar el niimero de morfismos de Zg en Ss que son inyectivos.

2. Determinar el niimero de morfismos de Z¢ en Ss con imagen de orden 3.

DEFINICION 7.2. Sea n € N*. Una particién de n es un conjunto {iy,...,i,} C NT tal

que paratodok € {1,....r— 1}, iy <igp1 yn=Yp_, i
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EJERCICIO 190. Demuestre que el niimero de clases de conjugacion de S,, es igual al

nimero de particiones de n.

EIJERCICIO 191. Sea k < n—2 un niimero impar. Demuestre que todos los k-ciclos

pertenecen a una misma clase de conjugacion.

EJERCICIO 192. Sea o € S,. Demuestre que © es regular si 'y sélo si existe T € Sn un

n-cicloy k € N tal que

EJERCICIO 193. Demuestre que si 6 € S, es un n-ciclo entonces Cs,(0) = (0).

EJERCICIO 194. Demuestre que S, no tiene subgrupos de indice t para2 <t < n.

EJERCICIO 195. Sean p € N un primo, ¢ € S), una transposicion'y T € S, un p-ciclo.

Demuestre que S, = (0, 7).

EJERCICIO 196. Sea G un grupo de orden 2¥m con m impar. Demuestre que si G tiene
un elemento de orden 2% entonces el conjunto de todos los elementos de orden impar es un

subgrupo normal.

EJERCICIO 197. Sea G < S, tal que:

1. Para todo par de enteros (k,m) existe 6 € G tal que ¢ (k) = m.
2. Existe T € S, una transposicion tal que T € G.

3. Existe o € S, un p-ciclo con p € N primo tal que p > 5y a € G.

Demuestre que G = S),.

EJERCICIO 198. Sea H < S,. Demuestre que si H tiene una permutacion impar

entonces el orden de H es par ¢ la mitad de sus elementos son pares.
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EJERCICIO 199. Sean >4y N <8, con N # {(1)}. Demuestre que A, C N.

EJERCICIO 200. Supongase que n > 3 y que © € S, que conmuta con todos los

elementos del conjunto {T6t~ | T € S, es una transposicion}. Demuestre que 6> = (1).
EJERCICIO 201. Demuestre que para n > 3. A, estd generado por los triciclos.

EJERCICIO 202.

1. Demuestre que A, = {{c* | 6 €S,})

2. Use el inciso anterior para demostrar que A, < Sy, es subgrupo caracteristico (Ver

definicion[6.4).

EJERCICIO 203. Demuestre lo siguiente:
1. Paran>3, (S,) =A,
2. Paran>5, (Ay) = A,
3. (A4) = Ku, con Ky el grupo de Klein.

4. (A3) ={(1)}

EJERCICIO 204. Demuestre lo siguiente:
1. (SLy(TF,)) = A;
2. (SLy(F3)) =H

Usa estos resultados para decir escribir quién es (SL(k)) y (GL,(k))' para cualquier

n > 2y k campo. (El ejercicio[70 completa la respuesta con los casos calculados en este

ejercicio)

EJERCICIO 205. Completar los detalles en la siguiente prueba de que A, simple para
n>>5.
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DEMOSTRACION. (Por contradiccién).
Supdngase que A, tiene un subgrupo normal no trivial, entonces existe un subgrupo normal
de A, maximo, dendtese a dicho grupo por M, y nétese que este grupo no es normal en S,
(;Por qué?). De esto se deduce que existe una transposicién 7 € S, tal que TM7~! #£ M ya

que

Ahora se define el conjunto X = {6 € S,, | oMo ™!

= M}, que es un subgrupo de S, y
contiene a A, (checar ambas afirmaciones). Ademds se tiene que X = S, 6 que X = A, pues
, y entonces se deduce que X = A, pues . Esto prueba que A, = Ns, (M) y asi

toda transposicion T € S, satisface que TM 1! # M.

Nétese que si 7,0 € S, son transposiciones, entonces cMo~! = tM1~! pues
Entonces sea T € S, una transposicion fijay oy,...,0; € S, transposiciones, donde / € N es

par. Asi se tiene la igualdad:

(D) Gl...GITM’L'_IGI...Gl = ”L'M‘L'_l,

pues . De esto se deduce que TM7~! <A, y de esta manera que M N (tM1~!) <

A, pero dicho subgrupo no es A, asi que A, no estd contenido en TM 1~ (;Por qué?).

Abhora si 0 € S, es una transposicion, se tiene que

(2) oMn(tMt Y)o ' =oMo 'notMt o7,

(Argumentar esta igualdad). Y de esta manera se tiene que:

(3) oMo 'notMt o' =Mt ' N M.

Como S, estd generado por las transposiciones, se deduce que M N (tM7~!) es un

subgrupo normal de S,,. Ademds se tiene que M N (tM7~!) = {(1)} pues

Por otro lado, MtTM7~! es un subgrupo normal de A, y MtM1~! contiene propia-
mente a M (checa ambas afirmaciones), entonces por ser M un subgrupo normal no trivial
méximo de A, se deduce que M(tM7~') = A,. Asi todo elemento de M conmuta con todo

elemento de TM 7! (checar esto).
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Lo anterior permite deducir que todo elemento g € M conmuta con TUT ! y esto es
vélido para toda transposicion T € S,. El ejercicio dice que esto obliga a que u? = (1)

y esta conclusion es vélida para toda u € M.

Entonces M es un 2-grupo y como conjugar preserva 6rdenes, entonces TM 7! también
es un 2-grupo. Ademads, como los elementos de M y de tM7t~' conmutan (;Por qué?),
entonces A, es un 2-grupo. Entonces todo elemento de A, tiene orden 2 y esto es una

contradiccion pues . (I

EJERCICIO 206. Demuestre que si n > 5 entonces no existe una sucesion Hy, ..., H, de
subgrupos de A,, tales que:
1. Hy<H <...4dH,.
2. Hy={(1)}, H, = A, y para todo k € {0,...,n— 1}, Hy # Hj41.
3. Para todo k € {0, ...,n— 1}, Hiy1/Hy es abeliano.

EJERCICIO 207. Sea A el subgrupo de Sy generado por los triciclosﬂDemuestre que

A es simple.

EJERCICIO 208. Demuestre que para n > 5 los inicos subgrupos normales de S, son

{(D}, Any Sn.

EJERCICIO 209. Demuestre que si n > 3 entonces A, es el tinico subgrupo de S, de

!
orden .

EJERCICIO 210. Demuestre que Ky es el vinico subgrupo normal propio no trivial de

Ay.

EJERCICIO 211. Demuestre que As no tiene un subgrupo de orden 30.

9En este contexto un triciclo ¢ € Sy es una funcicn tal que |sop(o)| = 3.
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EJERCICIO 212. Demuestre que A4 es el tinico subgrupo normal propio de Ss.

EJERCICIO 213.

1. Demuestre que S5 no tiene un subgrupo de orden 30.

2. Demuestre que Ss no tiene un subgrupo de orden 40.

EJERCICIO 214. Demuestre que todo grupo finito puede ser incluido en un grupo el

cual es generado por a lo mds 2 elementos.

EJERCICIO 215. Sea G un subgrupo de S, tal que contiene una permutacion impar.

Demuestre que GNA,, tiene indice dos en G.

EJERCICIO 216. Demuestre que si G es un grupo finito simple y H es un subgrupo de

G, entonces existe un morfismo inyectivo de grupos de G en el grupo simétrico Sy.

EJERCICIO 217. Dado (G,-) un grupo, se define el grupo opuesto de G, el que se

denota por G°P, como sigue: como conjunto G°P := G. La operacion
x: GP x G°P — GP
gxh:=hg

Demuestre lo siguiente:

1. (G°P ) es en efecto un grupo.
2. G es abeliano si 'y sélo si (G,-) = (G°P, ).

3. Existe un morfismo de grupos p : G°P — Sg.

EJERCICIO 218. Demuestre que R? tiene estructura de Z-conjunto con la funcion

: 7 x R? — R? definida por

ne(x,y) = (x+n,(=1)").

(Quién es R? 7.2
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DEFINICION 7.3. Un conjunto X tiene una accién de un grupo G por la derecha si
existe una funcion [ : X X G — X, donde xg := l(x, g), tal que:
1. Para cualquier x € X, xe = x.

2. Para cualesquierax € X y g,h € G, x(gh) = (xg)h

EJERCICIO 219. Sea X un conjunto no vacio.

1. Demuestre que hay una correspondencia biyectiva entre morfismos de grupos
p : G — Sx y acciones de grupo G x X — X.

2. Describir las acciones que corresponden segiins la biyeccion anterior a las repre-
sentaciones regulares izquierdas, en clases laterales de un subgrupo y en clases de
conjugacion de un subgrupo.

3. Demuestre que hay una correspondencia biyectiva entre G-conjuntos y conjuntos

con acciones derechas de G.

DEFINICION 7.4. Para un G-conjunto X se define el conjunto de puntos fijos, el que se

denota por Fixg(X), como {x € X | gx =x}.

EJERCICIO 220. Para Gy H grupos, defina M,.(G,H) como el conjunto de funciones
de G en H que preservan el neutro.
1. Definalafuncion -: G x My(G,H) — M.(G,H) mediante (g- f)(x) := f(xg)f(g)~".
Demuestre que esta funcion estd bien definida y es una accion de G en My, (G,H)

2. Describir Fixg(M.(G,H))

EJERCICIO 221. Para G y H grupos, describir las acciones de G x H en un conjunto

X en términos de acciones de G y H en dicho conjunto.

EJERCICIO 222. Sea X un (G x H)-conjunto. Demuestre lo siguiente:

1. Existe un accion de H en X y ademds que G actiia en el conjunto de puntos fijos
de dicha accion, Fixy (X).

2. Existe una accion de G en X y ademds H actiia en el conjunto de drbitas X /G.
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3. Hay una biyeccion Fixy(X)/G y Fixy(X/G).

EJERCICIO 223. Sea X un G-conjunto. Demuestre que la relacion x ~ 'y, si existe g € G

tal que gx =y es de equivalencia. Mds aiin, [x] = Gx.

EJERCICIO 224. Sea G considerado como G-conjunto con la multiplicacion por la

derecha. Demuestre que G tiene tinicamente una orbita.

EJERCICIO 225. Sean X un G-conjunto, x,y € X y g € G. Demuestre que si gx =,

entonces Gy = gGyg~'. Concluya que |Gy| = |G,

EJERCICIO 226. Sea X un G conjunto y G — Sx su morfismo de grupos asociado.

Demuestre que (\yex Gx = nuc(G — Sx).

DEFINICION 7.5. Sea X un G-conjunto y - : G x X — X la accion de G en X. Se
recuerda que dicha accion es:
1. transitiva si X no tiene G-subconjuntos triviales. En este caso se dice también que
el G-conjunto es transitivo.

2. libre de puntos fijos si para todo g € G\ {e} yx€X, g-x #x.

EJERCICIO 227. Demuestre lo siguiente:

1. Una accion es libre de puntos fijos si y sélo si para todo x € X, G, = {e}.
2. Para un G-conjunto X son equivalentes:

» La accion es transitiva.

» Para cualesquiera x,y € X existe g € G tal que y = g - x.

» Paratodo x € X, Gx =X.

EJERCICIO 228. Sea X un G-conjunto. Demuestre lo siguiente:

1. Para todo x € X, Gx es un G-conjunto transitivo.
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2. Si G es finito y la accion es libre de puntos fijos, entonces para cualquier x € X,

|Gx| = |G|.

EJERCICIO 229.

1. Sea G < Sx con X un conjunto tal que |X| = n. Demuestre que si G es abeliano y
actia transitivamente en X, entonces la accion es libre de puntos fijos. Deducir de
esto que [G : {e}] <n.

2. Para toda n € N exhibir un subgrupo de S3, con orden 3".

3. Demuestre que si G < S,, abeliano, entonces |G| < 33,

EJERCICIO 230. Demuestre que si H < G, entonces G actia transitivamente en el

conjunto de clases izquierdas de H y en el conjunto de conjugados de H.

EJERCICIO 231. Sea X un G-conjuntoy K =(\,cx Gx. Demuestre lo siguiente:

1. K4G.
2. X es un G/K-conjunto.

3. Si X es un G-conjunto transitivo, entonces X es un G/K-conjunto transitivo.

EJERCICIO 232. Sea X un G-conjunto finito y H < G. Demuestre que si H actiia

transitivamente en X entonces HG, = G para toda x € X.

DEFINICION 7.6. Para n € N se define S" = {x € R"*! | ||x|| = 1}, donde ||_|| es la

norma usual en R"t1,

EJERCICIO 233. Se define una funcion - : SO(n) x S"~' — §"~! mediante A -v = Av.
1. Demuestre que la funcion anterior estd bien definida y que hace de S"™' un
SO(n)-conjunto.

2. Demuestre que la accion definida es transitiva.
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EJERCICIO 234. Sean p € N un primo y el conjunto X = {(g1,...,8p) € G | g1- ...

gp = e}. Se define una funcion - : Z, x X — X mediante:

[O] . (gla"'agp> = (g17"'agp)a
ysike{l,..,p—1}

[k] : (gla "'7gp) = (gpf(k7])7gpf(k72)7"'7817"'agp7k)

1. Demuestre que la funcion anterior estd bien definida.

2. Demuestre que la funcion anterior hace de X un G-conjunto.

DEFINICION 7.7. Sean X yY G-conjuntos. Una funcion f : X — Y es un morfismo de

G-conjuntos si para cualesquierag € Gyx € X, f(g-x) =g f(x).

EJERCICIO 235. Sea f: X — Y un morfismo de G-conjuntos. Demuestre que son
equivalentes:
1. Existe g : Y — X morfismo de G-conjuntos tal que fog=1y ygo f=1x
2. f es biyectiva.

A un morfismo que cumple una de, y por lo tanto ambas de las condiciones en el

resultado anterior se le conoce como isomorfismo de G-conjuntos.

EJERCICIO 236.

1. Demuestre que todo grupo abeliano es un Z-conjunto.
2. Sea f: G — H un morfismo de grupos con Gy H grupos abelianos. Demuestre
que f es un morfismo de Z-conjuntos. ; Cudndo es dicho morfismo un isomorfismo

de Z-conjuntos?

EJERCICIO 237. Sean o : G — H y B : G — K morfismos de grupos. Considérese a H
y K como G-conjuntos con la accion inducida por dichos morfismos 'y sea f : H — K un

morfismo de grupos.
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1. ;Qué condicion debe satisfacer f para ser morfismo de G-conjuntos?
2. Probar que dicha condicion caracteriza en este caso a los morfismos de G-

conjuntos.

EJERCICIO 238. Sea x € X con X un G-conjunto. Demuestre que Gx es el C-minimo

G-subconjunto que tiene como elemento a x.

DEFINICION 7.8. Sea X un G-conjunto y & una particion de X. Se dice que la

particion & es estable por G si para todo A € & se tiene que gA = {ga |a € A} € L.

EJERCICIO 239.

1. Sea X ={1,2,3,4} y G = ((1234)). Demuestre que la particion {{1,3},{2,4}}
es estable por G.

2. Sea X ={1,2,3,4}. Demuestre la particion {{1,3},{2,4}} es estable por Ds.

3. Sea X un G-conjunto. Demuestre que las particiones {X } y {{x} }xex son estables
por G. A estas particiones se les conoce como particiones triviales.

4. Sea X un G-conjunto. Demuestre que S C X es G-subconjunto si'y solo si S es
union de orbitas. Use esta propiedad para demostrar que si H < G, entonces

H < G siysolo si H es union de clases de conjugacion.

DEFINICION 7.9. Sea X un G-conjunto. Se dice que G actiia primitivamente en X si

las vinicas particiones de X que son estables bajo G son las triviales.

EJERCICIO 240.

1. Demuestre que si G actiia en un conjunto X de manera primitiva entonces la
accion es transitiva o paratodox € X y g € G, g-x = x.

2. Sea X un G-conjunto transitivo con al menos dos elementos y G finito. Demuestre
que G no actiia de manera primitiva en X si 'y solo si existe A C X con |A| > 2 tal

que paratodo g € G, gA=A0gANA = @.[]EI

10y conjunto A que satisface esta condicion se le llama un bloque.
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3. Sea X un G-conjunto transitivo con al menos dos elementos, G finitoy A C X un
bloque. Demuestre que para todo x € A, Gy C G4 € G.

4. Sea X un G-conjunto transitivo con al menos dos elementos y G finito. Demuestre
que G actiia primitivamente en X si 'y solo si existe x € X tal que Gy es un subgrupo

mdximo de G.






Capitulo 4

Teorema de Cauchy y los Teoremas de Sylow

“No se pueden aplicar las matemadticas mientras las palabras oscurezcan la realidad..”

Hermann Weyl.

La idea de estes capitulo es presentar los teoremas de Cauchy y Sylow. Si consideramos
un grupo finito y los factores primos del orden del grupo, seria de esperarse que a menor
nimero de factores més sencillo sea describir un grupo con tal orden.

1. Teorema de Cauchy

El caso més sencillo es cuando sélo se tiene un factor primo.

PROPOSICION 1.1. Sean G un grupo abeliano finito y p un primo. Si p | |G|, entonces

G tiene un elemento de orden p

DEMOSTRACION. Si el orden de G es pm con m > 1. Procedemos a hacer induccion
sobre m. El caso base m = 1, es trivial. Por que dado el caso se tendria que el orden de G es
p y por lo tanto ciclio. M4s aun, todo elemento no neutro tiene orden p.

Para el paso inductivo, sea x € G con orden k > 1. Si p | k, entonces x% tiene orden p.
Por lo que supondremos que p no divide a k. Como G es abeliano entonces H := (x) es un
subgrupo normal de G. Por lo que podemos considerar la proyeccion canénica 7: G —
G/H. Notamos que el orden de G/H es pm/k. Como p no divide a k, entonces m/k es un
entero que cumple m/k < m. Aplicando la hipotesis de induccién a G/H cuyo orden es
p(m/k), tenemos que existe yH € G/H de orden p. Pero la proyeccién es suprayectiva, por
lo que existe z € G tal que 7n(z) = yH. De aqui el orden de z es un mdiltiplo p y esto nos

hace regresar al caso analogo que cuando p | k. (]

PROPOSICION 1.2 (Teorema de Cauchy, Cauchy 1845). Sean G un grupo finito y p un
primo. Si p | |G

, entonces G tiene un elemento de orden p

139
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DEMOSTRACION. Recordemos que para x € G, tenemos que |x¢| = [G : C5(x)]. No-
temo que si x no esta en el centro de G, x ¢ Z(G), entonces |x°| > 1. Por lo que se sigue
que |Co(x)| < |G-

Si p | |Cg(x)|, entonces podemos proceder por induccién fuerte sobre |G|. Pensemoslo
asi. Si G es abeliano, entonces existe un elemento de orden p por la proposicién pasada. En
el caso de que no sea abeliano, debe de existir un elemento que no este en el centro. Por lo
observado anterirormente |Cg(x)| < |G|. Si p | Cg(x) para algdn entonces por hipotesis de
induccién tenemos un elemento de orde p en Cg(x) y por lo tanto en G.

Sélo resta ver que pasa si p 1 Cg(x) para todo elemento que no este en el centro.
Ahora como |G| = [G : Cg(x)]|Cs(x)|, entonces p | [G : Cg(x)] por lema de euclides para
no elemento que no este en el centro.

Por otro lado consideremos que G = | g, xY donde R es una familia de represen-
tates de las clases de equivalencia y R(; es una familia de representates de las clases de
equivalencia de elementos no centrales. Entonces:

Gl= ) K =1Z(G)|+ ¥ [G:Cs)]
XERG XERE
Como |G| y [G : Cg(x)] son divisibles por p. Entonces p | |Z(G)|. Recordando que Z(G) es
un grupo abeliano, entonces por la proposicién anterior Z(G) tiene un elemento de orden p

y asi G tiene un elemento de orden p. (]

J. H. McKAY. Definimos:

X:={(g1,.-..8p) €G’ | g1...8p=¢}

Evidentemente la eleccién de los primeros p — 1 elementos determina el p-ésimo ele-
mento, obligando a que el dltimo sea el inverso del producto de los anteriores. Por lo
que |X| = |G|P~!. Notamos que X es un Z,-conjunto donde la accién n(gi,...,g,) =
(8n>---,8p»815---,8n—1). Notemos que la accion esta bien definida asociando correctamente
tenemos que si ab = e entonces ba = e.

Ahora cada orbita tiene cardinalidad un divisor de p, por lo que tiene un elemento o
p. Pero un elemento (g1,...,8,) cuya orbita tiene un tinico elemento es por que todas sus
entradas son iguales, es decir, g = g; paratodai = 1,..., p. Notamos que esto implica que

gP = e. Observamos que al menos hay un elemento con esta condicion (e, ..., e). Por otro
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lado usando la particién de la accién y suponiendo que solo este elemento cumple el tener

una rbita de un elemento, tenemos que:
GIP~! = |X| =1+kp

para algin natural k. Pero el orden de G es divisible por p, por lo que tendriamos que
p | 14+kp. Lo cual es es una contradiccion. Por lo cual debe existir otro elemento con orbita
de un sélo elemento y por lo tanto de orden p (I

Rotman menciona que A. Mann le observo sobre esta demostracién que en el caso de
que el orden de G no sea divisible por p, esta seria un demostracién del pequefio teorema
de Fermat.

DEFINICION 1.1. Sean G un grupo y p un primo. Entonces G es un p-grupo, si todo

sus elementos tienen orden una potencia de p.

PROPOSICION 1.3. Sean G un grupo finito y p un primo. Entonces G es un p-grupo si

v solo si el orden de G es una potencia de p.

DEMOSTRACION. =) Si el orden no fuera una potencia de p, entonces existiera otro
primo g que divide al orden del grupo. Por el teorema de Cauchy existe un elemento con
ese orden contradiciendo que es un p-grupo.

<) El teorema de Lagrange O

PROPOSICION 1.4. Sean G un grupo finito y p un primo. Si G es un p-grupo, entonces
Z(G) #e.
DEMOSTRACION. Consideremos la ecuacién de clase:
G| =1Z(G)|+ ¥ [G:Co(x)]
XERE
Si x ¢ Z(G), entonces Cg(x) < G. Como [G : Cg(x)] es un divisor del orden G, entonces

[G : Cg(x)] es una potencia de p. De la ecuacion de clase tenemos que p divide al orden

Z(G). Por lo tanto Z(G) # e. O

PROPOSICION 1.5. Sean G un grupo finito y p un primo. Si G tiene orden p?, entonces

G es abeliano.
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DEMOSTRACION. Si G no es abeliano, entonces Z(G) < G. Por la proposicién anterior
concluimos |Z(G)| = p. Podemos considerar el grupo G/Z(G) que tiene orden p por lo

tanto es ciclico. Esto es una contradiccién por que esto implica que G es abeliano. (]

PROPOSICION 1.6. Sean G un grupo finito y p un primo. Si G es un p-grupoy H < G,

entonces H < Ng(H)

DEMOSTRACION. Si H es normal en G, entonces H < G = Ng(H ). Supondremos que
H no es normal, por lo cual tiene mds de un congugado y si denotamos por X a su orbita
bajo la accién de conjugacién tenemos que |X| > 1. Mds atin |X| = [G : Ng(H)] = p* con
k > 1. Como G actia por conjugacién en X, también tenemos que lo hace H. Pero bajo
esta accion la orbita de H tiene un sélo elemento. Como X tiene cardinalidad una potencia
de p, entonces debe de existir almenos p — 1 G-conjugados de H con orbita tinica bajo H.
Con esto existe al menos uno, el caso p =2 es el menor. Esto es, que existe g € G tal que
H¢ +#H,y (H®)* = HE para todo a € H. Por lo que H¢ % = H y g~lag € Ng(H) para
toda a € H. Recordando que gHg~! # H, entonces existe a € H tal que gag~' ¢ H. Por lo
tanto H < Ng(H).
(]

PROPOSICION 1.7. Sean G un grupo finito y p un primo. Si G es un p-grupoy H < G

es mdximo, entonces HGy [G : H] = p.

DEMOSTRACION. Como H es méaximo, por la proposicién anterior Ng(H) = G. Por
lo tanto H < G. Ahora sabemos que el indice de todo subgrupo maximo normal es un primo,

en este caso por Lagrange debe ser p. (]

PROPOSICION 1.8. Sean G un p-grupo finito connp un primo. Si k es el niimero de

subgrupos de orden p, entonces k=1 maod p

DEMOSTRACION. Empezamos viendo que los elementos de Z(G) de orden p junto
con e forman un subgrupo que tiene orden una potencia de p. Si llamamos a este grupo
H, entonces tenemos que |H| — 1 = —lmodp. Si x es un elemento no central de orden p,

entonces x¥ tiene cardinalidad una potencia de p y sus elementos tienen orden p. De aqui se
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sigue que el nimero de elementos de orden p son congruentes con —1 médulo p. Realmente
los no centrales con congruentes con 0 y los centrales con —1. Por lo que podemos decir
que existen mp — 1 elementos de orden p. Como la interseccién de dos subgrupos distintos
de orden p es trivial, entonces el nimero de elementos de orden p es k(p — 1). De aqui
k(p—1)=mp—1yp|k(p—1)—(—1). Entonces k(—1) = —1modp. Por lo tanto k = 1
mod p. O

PROPOSICION 1.9. Sean G un p-grupo finito connp un primo. Si ks es el niimero de

subgrupos de orden p®, entonces ks =1 médd p

DEMOSTRACION. Sea H un subgrupo de orden p* y K1,..., K, los subgrupos de orden
p**! que lo contienen. Afirmamos que a = 1modp. Todo subgrupo que normaliza a H esta
contenido en N (H). En particular por dos proposiciones anteriores H es normal en K;, por
lo que K; < Ng(H). Por el teorema de la correspondencia biyectiva y la proposicién anterior
se tiene que a = 1lmodp.

Ahora sea K un subgrupo de orden p**!, y sean Hjy, ..., H), sus subgrupos de orden p*.
De nuevo por dos proposiciones anteriores H; < K. Por otro lado H;H, = K. Por la formula
del producto tenemos que |Hy NH,| = p*~! y por lo que [K : H; N H,] = p?. Usando el
segundo teorema de isomorfismo podemos considerar el grupo K/H; N H, que es abeliano
por tener orden p?. Como es generado por dos subgrupos Hy /H; NH, y H, /H; N H, entonces
no es ciclico. Mds aun , K/H, N H, & Z?,. Por lo que tiene p? — 1 elementos de orden p.
De hecho tiene p+ 1 = ’;2%11 subgrupos de orden p. Por el teorema de la correspondencia
biyectiva hay p + 1 subgrupos de K de orden p*® que contienen a H; N H,. Supongamos que
existe H; tal que Hy N H, no esta contenido en H;. Entonces para £; = H; N H; hay una
nueva lista de p + 1 subgrupos de orden p* que contienen a E;, uno de ellos H;. De hecho
H; = E;j(H| N H>) es el Gnico subgrupo de ambas listas. Por lo cual se estan agragando
realmente p elementos y hasta el momento se han contado 1 4 2p subgrupos. Si existe otro
que no este contenido, se puede repetir este procedimos hasta contar b = 1 + mp subgrupos.
Asi b= 1modp.

Ahora sean Hy,...,Hy, todos los subgrupos de orden p° y Kj,...,K ,, todos los
subgrupos de orden p**!. Para cada H; hay g; subgrupos d eorden p**! que lo contienen y

para cada K; hay b; subgrupos que orden p® que contiene. Tenemos que:

kg1

ks
ﬁai = Z bj
i=1 j=1
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por ambas sumas cuentan las multiplicidades. Como a; = 1modp y bj = 1lmod p. Entonces
Zf;l a; = ksmodp 'y ):];j 11 b; = ker1modp por lo que kg = kymodp. Como sabemos que
ks = 1mod p por recursién se sigue el resultado.

(]

2. Teoremas de Sylow

El teorema de Cauchy implica que si G es un grupo finito y p € N es un nimero primo
tal que p | |G|, G tiene un elemento de orden p y por lo tanto subgrupo de orden p. La
importancia de este radica en el hecho de que nos proporciona un reciproco del teorema de
Lagrange que como se vio en el capitulo anterior no es cierto en general pues A4 no tiene
un subgrupo de orden 6y 6 | |A4].

Continuando con este razonamiento, una segunda pregunta inmediata es qué sucede
con otras potencias de p, es decir, si |G| = p*n con (p,n) = 1, (Existird algin subgrupo
de G de orden p' paral € {2,...,k}? Vamos a analizar un ejemplo: Considere Sy y observe
que |S4| = 4! =23 -3. El teorema de Cauchy dice que existe un subgrupo de orden 3 de
S4, 1o cual es obvio pues basta tomar el generado de cualquier triciclo en Sy, por ejemplo,
((123)) < S4. De la misma manera, el teorema de Cauchy también implica que existe un
subgrupo de orden 2 y un ejemplo obvio es el generando de cualquier transposicién, de
forma concreta se puede considerar ((12)) < S4. Continuando con este andlisis 4 | |S4| y
aunque el teorema de Cauchy no dice nada en este caso, hay ejemplos obvios de subgrupos
de orden 4, a saber, el generando por cualquier 4-ciclo, por ejemplo, ((1234)) < S4. La
pregunta se vuelve mds interesante para 8 | |S4|, pues si este resultado es afirmativo, no se
deduce de simplemente tomar algin r-ciclo como en los casos anteriores. Sin embargo el
ejercicio[T09] afirma que uno de tales subgrupos existe y que es isomorfo a D4. De hecho
este se puede obtener mediante intuicion geométrica al recordar que Dy es el grupo de
simetrias de un cuadrado centrado en el origen el cual puede suponerse que tiene un vértice
sobre el eje x, al etiquetar los vértices de este con los elementos 1,2,3 y 4 (Ver figura[T).
Luego, cada transformacién que deje invariante al cuadrado, queda codificada con una
permutacién. De manera formal, si S = (24) € Sy, que representa la reflexién respecto al
eje x, y T = (1234) € S4, que representa la rotacién por 90°, se tiene que Dy =2 (S, T) < S4
y (S, )] =8.

El hecho de que para todas las potencias de 2 que dividen al orden de Sy exista un
subgrupo con dicho orden es un resultado vélido en general para cualquier primo que divida
al orden de un grupo finito. Esta es la esencia del primer teorema de Sylow.

Ademads de dicho primer teorema hay otros dos (todos publicados en 1872) los cuales
se discutirdn al dar las definiciones adecuadas, pero antes de presentar dichos teoremas se
requiere de un resultado previo que es el lema bdsico de esta seccion.

LEMA 2.1. Sean p € N un niimero primo y G un p-grupo finito. Si - : G X X — X una

accion finita, entonces
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w

-

-5

FIGURA 1.

X| = [Fixg(X)] méd p,

donde Fixg(X) ={x€X |Vge G(gx=x)}.

DEMOSTRACION. Considere uno de tales G-conjuntos X. Dado que las 6rbitas de la ac-
cién considerada son una particion de X, entonces X = ([gex/,19/=1 0) U (Uoex/c,j01>1 0)-

Al calcular la cardinalidad se tiene que
X|= ¥ lel+ X |6l
0€X/G,|0|=1 0€X/G,|0>1

Observe que el primer sumando es igual a |Fixg(X)|. Por otro lado, considere 6 € X /G
tal que |6] > 1. Del teorema 6rbita-estabilizador se deduce que |6| = [G : G,] para algin
x € 6. Como G es un p-grupo, entonces p | [G : Gy]. Esto muestra que en la segunda
suma, todos los términos son divisibles por p, luego, esta es congruente a 0 mdd p, lo que

demuestra el resultado. O

Como primera consecuencia del resultado anterior se tiene lo siguiente:

LEMA 2.2. Si G es un grupo finito y H es un p-subgrupo de G, entonces

[N¢(H) :H)=[G:H] médp
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DEMOSTRACION. Tarea O

Del resultado anterior se puede ahora deducir lo siguiente.

PROPOSICION 2.1. (Primer teorema de Sylow) Sean G un grupo finitoy p € N un
niimero primo tal que |G| = p*n con (p,n) = 1. Entonces todo subgrupo de G que tiene
orden p! estd contenido de manera normal en un subgrupo de orden p'*', donde | €

{0,...,k—1}. Por lo tanto G tiene un subgrupo de orden p' para cualquier | € {0, ...,k}.

DEMOSTRACION. La prueba es un argumento recursivo de como obtener de un grupo

de orden p' uno de orden p'*! con las propiedades deseadas.

Si l = 0, observe que el resultado se deduce el teorema de Cauchy. Asi, sea H < G con
|H| = p', donde I € {1,...,k—1}. Dado que H <Ng(H ), entonces Ng(H)/H es un grupo.
Mas atin, |[Ng(H)/H| = [Ng(H) : H] y como [G : H] = p*~'n, donde k — > 1, entonces
p | [G: H]. Del lema anterior se deduce que [Ng(H) : H] = [G : H] mdd p, entonces
p | [N6(H) : H]. Luego, al aplicar el teorema de Cauchy Ng(H)/H tiene un subgrupo de
orden p, que por el teorema de la correspondencia biyectiva es de la forma K /H con K <
Ng(H) y H < K. Observe que por el teorema de Lagrange |K| = [K : H]|H| = pp' = p'*,

por lo que K es el grupo buscado. (I

El resultado anterior inspira la siguiente definicién ya que observe que si |G| = Pheon
con (p,n) =1y p primo, del teorema anterior se deduce que un subgrupo H < G tal que
|H| = P¥, no puede estar contenido en otro p-subgrupo de G, es decir, es maximo.

DEFINICION 2.1. Sean G un grupo y p € N primo. Un p-subgrupo de Sylow, P < G,
es un p-subgrupo mdximo respecto al orden dado por la contencion en la familia de

p-subgrupos de G.

Observaciones:
1. Del primer teorema de Sylow se deduce que en todo grupo finito, cualquier p-

subgrupo estd contenido en un p-subgrupo de Sylow. En particular, si p | |G|, G
tiene un p-subgrupo de Sylow.

IRecuerde que para nosotros maximo es lo que la gente de habla hispana llama maximal (no hay un elemento
por arriba de dicho elemento). Mientras que llamamos el mayor elemento a lo que la gente conoce como maximo

(la minima cota superior de un conjunto que pertenece al conjunto).
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2. Si |G| = p*n con (p,n) = 1, entonces el orden de cualquier p-subgrupo de Sylow
debe ser pX.

EJEMPLO 2.1. En el caso de S4 nétese que un 2-grupo de Sylow es Dy, mientras que

un 3-grupo de Sylow es ((123)).

Es importante observar que la definicién de p-subgrupo de Sylow estd formulada para
grupos sin ninguna hipétesis de finitud. Asi, el primer teorema de Sylow solamente asegura
la existencia de tales subgrupos en el caso finito. Un resultado que vale la pena comentar
es que estos siempre existen cuando G tiene un p-subgrupo, independientemente de la
hipétesis de finitud sobre G. Esto se demuestra a continuacion.

PROPOSICION 2.2. Sea G un grupo. Todo p-subgrupo de G, estd contenido en un

p-subgrupo de Sylow.

DEMOSTRACION. Se usard el lema de Zorn: Sea H < G un p-subgrupo. Considere

& ={K <G| K es p-subgrupoy H C K}.

Observe que . # 0 pues H € .. Ademés observe que (., C) es un conjunto parcial-

mente ordenado.

Considere {Kq}aea C - una cadena no vacia y tome Jycp Ko € G. Nétese que
Uaea Ko < G pues trivialmente e € Uyep Ko ¥ Si 8,7 € Ugep Ka, entonces g € Kq,, y
h € Kq,, para algunos 0, oy € A. Como la familia es una cadena, podemos suponer sin
pérdida de generalidad que K¢, C K¢, y asi g,h € Ky, ; como Ko, < G, gh ! e Ko, y
ast gh™! € Ugen Ka- Ademds observe que H C Jgep Ko Y Ugen Ko €8 p-subgrupo. Esto
prueba que [Jgep Kq es cota superior de {Kq }gea. Luego, como la cadena fue arbitraria, el
lema de Zorn implica que existe P € . maximo y observe que dicho grupo es un p-grupo

de Sylow buscado. O

EJEMPLO 2.2. Considere el grupo T = {z € C| |z| = 1}. Para p € N primo, observe

2mik
que <{€ﬂ7 | k€ Z}) <T. Dicho grupo tiene orden p y de hecho es isomorfo a Z,,.

El teorema anterior implica que T tiene un p-grupo de Sylow. En este ejemplo dicho

2mik
" |neNT, keZ}

p-grupo de Sylow es {e
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Es importante decir que los teoremas cldsicos de Sylow usan como hipétesis la finitud,
por lo que aunque el resultado anterior es muy general, realmente nos vamos a concentrar
en el caso finito.

Denote por Syl,(G) al conjunto de p-grupos de Sylow de G. Observe que dicho
conjunto es cerrado bajo conjugacion, es decir, el conjugado de cualquier p-subgrupo de
Sylow es un p-subgrupo de Sylow (Ver Ejercicio [262). Ms atin, el segundo teorema de
Sylow dice que todos los grupos de Sylow de un grupo finito se obtienen de esta forma.

PROPOSICION 2.3. (Segundo teorema de Sylow) Sea G un grupo finito cuyo orden es
divisible por un niimero primo p € N. Entonces, todos los p-subgrupos de Sylow de G son
conjugados entre si. En particular, cualesquiera dos p-subgrupos de Sylow de un grupo

dado son isomorfismos.

DEMOSTRACION. Sean P,Q € Syl,(G). Considere la accién - : P x G/Q — G/Q in-
ducida por la restriccién a P de la representacion de G en las clases laterales de Q, es
decir, x- gQ := xgQ. Por el lema[2.1]se tiene que |G/Q| = |Fixp(G/Q)| méd p. Dado que
p1|G/Q|, entonces p 1 |Fixp(G/Q)| y en particular Fixp(G/Q) # 0.

Sea gQ € Fix,(G/Q), entonces para cualquier x € P, xgQ = gQ, es decir, para todo
x € P, g”'xg € Q. Esto dice que g~!Pg C Q. Como hay una correspondencia biyectiva
entre g~ 'Pg y P, asi como entre P y Q, al ser todos los conjuntos finitos se deduce que

g 'Pg = 0, 1o que demuestra la primera afirmacion.

Para concluir, si P,Q € Syl,(G), existe g € G tal que P = g0g~!. Al considerar el
morfismo de conjugacién por g, ¥, : G — G, se tiene que ()| : Q — G es trivialmente

1

inyectivo y como im((7,)|o) = g0g~' = P, este es un isomorfismo entre Py Q. O

Un resultado que se obtiene como coroalrio del resultado anterior caracteriza el hecho
de cuando un grupo de Sylow es normal y como se va a ver, la condicién es muy especial.

PROPOSICION 2.4. Un grupo finito G cuyo orden es divisible por un primo p € N tiene

un vnico p-subgrupo de Sylow P, siy solo si P 1G.

EJEMPLO 2.3. Sean p,q € N primos impares tales que g =1 mod p. Notese que el

orden de GLy(Zy,) es (> — 1)(¢* — q). Dado que g = p"m+1 con (p,m) = 1, |GL2(Z,)| =
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p?'m’ con m' = m*(p"m+1). Luego, el primer teorema de Sylow implica que todo p-grupo

de Sylow de GL,(Z,) tiene orden p*". Uno de tales p-subgrupos de Sylow es:

i1
ar 0
P= 1 a € Zy es generador de Z,; , i, j € 7
0 a/ I
Observe que las raices primitivas en Z, tienen orden q — 1. Esto implica que ala—1/p"
y todas sus potencias tienen orden una potencia de p. Asi los elementos de P tiene orden
una potencia p y |P| = p*". El argumento anterior muestra que P es un p-grupo de Sylow y
ademds trivialmente es abeliano. Por el segundo teorema de Sylow todos los p-grupos de

Sylow en GLy(Z,) son conjugados a Py asi, todos son abelianos.

Observe que para el caso de Sy el resultado anterior nos dice algo que ya conociamos, a
saber, que todos las triciclos son conjugados entre si pues sus generados son los 3-subgrupos
de Sylow de S4. Nuevamente el ejemplo interesante viene al considerar D4 pues en estos
momentos no sabemos otros ejemplos de 2-grupos de Sylow en S4 ademads de este. El dltimo
teorema de Sylow permite hacer un conteo de los p-subgrupos de Sylow de un grupo dado.

PROPOSICION 2.5. (Tercer teorema de Sylow) Sea G un grupo finito cuyo orden es

divisible por un primo p € N. Si n, = |Syl,(G)|, entonces ny, | |G| yn, =1 méd p.

DEMOSTRACION. Sea X = Syl,(G). Observe que por el segundo teorema de Sylow
X es el conjunto de conjugados de Py € X fijo. Luego considere la representacién de G en
las clases de conjugacién de Py € X, p’: G — Sy, y sea p = p'|p, : By — Sx su restriccién
a Py. Para la accién inducida, el lema 2.1]implica que |X| = |Fixp, (X)| méd p. Observe
que trivialmente Py € Fixp,(X). Por otro lado, dado Q € Fixp (X ), para cualquier g € P,
gQg~' = Q, de donde se deduce que Py C Ng(Q). Esto implica que Py,Q < Ng(Q) y
obviamente ambos son p-subgrupos de Sylow de Ng(Q). Luego, por el segundo teorema
de Sylow existe g € Ng(Q) tal que Py = g0g ' = Q. Esto muestra que |Fixp (X)| = 1. Al

sustituir esto en la expresion del lema[QLf] se deduce que np, =1 mdd p.

Para concluir observe que al considerar la accién de G en X, dado que por el segundo
teorema de Sylow X es la drbita de Py, al aplicar el teorema 6rbita-estabilizador se deduce
que n, = |X| =[G : Gp,] = [G : Ng(R)], de donde el teorema de Lagrange implica que
n, | |G| O

Observaciones:
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1. Como escolio de la proposicion anterior se obtiene que |Syl,(G)| = [G : Ng(P)]
para cualquier P € Syl,(G).

2. El hecho de que |Syl,(G)| | |G|y |Syl,(G)| =1 méd p, implica que si |G| = p*n,
entonces |Syl,(G)| | n.

Las dos observaciones anteriores muestran una forma en la que es comtin encontrar el

tercer teorema de Sylow en la literatura, a saber,

PROPOSICION 2.6. (Tercer teorema de Sylow -refinado-) Si |G| = p*n con (p,n) =1y
np = [Sylp(G)

, entonces:
= np|n
= n,=1 médp

» Para cualquier P € Syl,(G), n, = [G : Ng(P)]

A continuacién se van a discutir algunos ejemplos. El primero tiene que ver con la
pregunta que se plated respecto a los 2-subgrupos de Sylow de Sj.

EJEMPLO 2.4. En S4, sea np = |Syla(S4)|. Por el tercer teorema de Sylow se tiene que
na|3yny =1 mod?2. Asi, ny € {1,3}. Observe que como Dy ﬂ S4, pues Dy no puede tener
todas las estructuras ciclicas de sus elementos pues hay 6 transposiciones y 6 4-ciclos, lo

que dan un total de 12 elementos y D4 solo tiene 8. Asi, ny = 3.

A pesar de que no conocemos los otros subgrupos, el segundo teorema nos permite

obtenerlos pues basta con conjugar a D4 con los elementos de Sy.

El siguiente ejemplo muestra que el tercer teorema de Sylow tiene como consecuencia
el teorema de Wilson de teoria de nimeros.

EJEMPLO 2.5. (Teorema de Wilson) Sea p € N primo. Considere S, y observe que hay

ISy, (Sp)| = (%’) p%l pues hay %! p-ciclos en S, y cada ciclo y sus potencias pertenecen a

exactamente un p-grupo de Sylow, de ahi el factor p%l Por tercer teorema de Sylow:
(p—2)!'=1 médp
Entonces,
(p=D(p=2)'=(p—1) mbdp

(p—1!'=—-1 médp
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El dltimo ejemplo a tratar tiene que ver con un teorema de clasificacién, a saber, el de
grupos de orden 15.

EJEMPLO 2.6. Sea G grupo con |G| = 15. Sea n3 = |Syl3(G)|. Por el tercer teorema
de Sylow n3|5yn3 =1 méd 3. La primera condicion implica que n3 € {1,5} pero5 =2

moéd 3, luego n3 = 1. Entonces debe existir un iinico subgrupo de orden 3, el que tiene que

ser normal. De manera andloga si ns = |Syls(G)|, el tercer teorema dice que en este caso
ns|3 yns =1 mdd 5. La primer condicion implica que ns € {1,3}, de lo que se deduce
que ns =1, luego el uinico 5-subgrupo de Sylow es normal. Si P € Syl3(G) y Q € Syls(G),
como (3,5) =1, PNQ ={e} yluego G= P x Q = 73 x Zs = Zys. Esto dice que hay tinico

salvo isomorfismo grupo de orden 15.

A manera de comentario se muestra uno de los andlogos de los teoremas de Sylow en
el caso infinito. Otras generalizaciones requieren algunas ideas topolégicas como se puede
ver por ejemplo en el libro de Serre “Topics in Galois theory”, donde se estudia el andlogo
para grupos profinitos.

PROPOSICION 2.7. Si P < G es un p-subgrupo de Sylow tal que {gPg~' | g € G} es
finito, entonces todos p-subgrupo de Sylow es conjugado a Py ademds |{gPg™" | g € G}| =
1 mdd p.

3. Grupos de orden pequeiio

El objetivo de esta seccién es presentar una lista de todos los grupos de orden menor o
igual a 15 salvo isomorfismo. Vale la pena comentar que ya se conocen algunos resultados
al respecto pues como ejemplo de la aplicacion del teorema de representacion de un grupo
en las clases laterales de un subgrupo se demostré que todo grupo de orden 6 es isomorfo a
S3 6 Zy x 73 (Proposicién @.4).

Por otro lado, como ejemplo del uso de los teoremas de Sylow se demostrd que si G es
un grupo de orden 15, entonces G == Z3 x Zs = Z;5 (Ejemplo[2.6).

Para obtener el resultado de clasificacién mencionado se van a realizar varios pasos
que seran divididos en subsecciones, cada una de las cuales tiene un resultado general que
permitird obtener la clasificacién buscada.
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3.1. Grupos de orden primo. El primer paso no trivial en la clasificacién buscada se
obtiene al considerar dichos grupos. Para este caso no hay que desarrollar més herramienta
de la considerada anteriormente por lo que el siguiente resultado da la clasificacién buscada.

PROPOSICION 3.1. Si G es un grupo de orden p € N, con p primo, entonces G es

ciclico. Por lo tanto G = Z,,.

DEMOSTRACION. Sea x € G tal que x # e. Por el teorema de Lagrange o(x) = p,
luego, (x) = G. Esto demuestra la primera afirmacién y la segunda se deduce del teorema

de clasificacion de grupos ciclicos (Ejemplo [2.2). O

Observe que una prueba alterna del resultado anterior se obtiene al usar el teorema
de Cauchy. Se ha elegido la prueba anterior por su simplicidad ya que esta se podia haber
hecho simplemente con el material de los primeros dos capitulos.

En torno a la clasificacién buscada, esto dice que hay un tnicos grupos salvo isomorfis-
mo de orden 2,3,5,7,11 y 13, a saber: Z,, Z3, Zs, Z7, Z11 Y Z13.

3.2. Grupos con orden el cuadrado de un primo. Para este paso el resultado se
apoya en un famoso resultado que se presentd en la seccién 1 de esté capitulo, a saber, que
todo grupo de orden p? es abeliano. Recuerde que la prueba de este hecho se realizé usando
la ecuacién de clase; vale la pena mencionar que los ejercicios [[65]y[I66 dan una prueba
artesanal de dicho resultado.

El resultado de clasificacién buscado se presenta a continuacion.

PROPOSICION 3.2. Si G es un grupo de orden p?, entonces G = Ly 6 G=1Lp X Lp.

DEMOSTRACION. Sea x € G con x # e. Por el teorema de Lagrange o(x) € {p,p°}.

Se van a estudiar ambos casos:
Caso 1: o(x) = p?. Entonces G = (x) y por lo tanto G = L.

Caso 2: o(x) = p. Dado que por un resultado anterior G es abeliano, entonces (x) <G
y ademds |G/(x)| = p. Esto implica que G/(x) es ciclico y entonces G/{x) = (y + (x)).

Observe que o(y) € {p,p?}. Si o(y) = p?, entonces G = (y) = Z ,. En caso contrario

pZ.
observe que por construccion (x) N (y) = {e}. Como G es finito, G == (x) x (y) = Z, x

Z,. O
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Observe que la prueba anterior no usa material mas alld del capitulo 2, salvo el hecho
de que todo grupo de orden p? es abeliano. De ahi que este haya aparecido como ejercicio
de dicho capitulo (Ejercicio D8).

Es importante notar que para que el resultado anterior muestre que en efecto tinicamente
hay dos representantes para las clases de isomorfismo para grupos de orden p?, se tiene que
ver que Z 2 y Z X Zp no son isomorfos. Esto es claro pues el primero de estos grupos es
ciclico mientras que el segundo no lo es. Otra prueba de este hecho se puede hacer notando
que Z 2 tiene un elemento de orden p? (la clase del 1), mientras que todos los elementos no
triviales de Z, x Z/, tienen orden p.

Regresando a la clasificacién que se busca esto da la lista de los grupos salvo isomorfis-
mo para 6rdenes 4 y 9, a saber, en orden 4 se tiene a Z, X Z, y Z4. En el caso de orden 9 se
tienen Z3 X Z3 'y Zo.

3.3. Grupos con orden el producto de dos primos distintos. El siguiente paso es
clasificar los grupos con orden de la forma pg con p,g € N primos 'y p > q.

PROPOSICION 3.3. Si G es un grupo tal que |G| = pq con p > q y p,q € N primos,
entonces G =2 Z,, 6 G tiene una presentacion de la forma (g,h|g",h9,hgh~'g™™) con

mi=1 médpym=1 méd p. Ademds si g1 p— 1, el segundo caso no ocurre.

DEMOSTRACION. Por el teorema de Cauchy existe g € G con o(g) = p. Observe que
qg=1[G:(g)] =[G :Ns((g))][Nc({g)) : {(g)], de donde se deduce que alguno de los indices
en el producto debe ser 1. Observe que como (g) es un p-grupo, entonces [Ng((g)) : (g)] =
[G:(g)] méd p=¢q mdd p. Dado que [Ng({g)) : (g)] < g < p, la congruencia implica
que [Ng((g)) : {(g)] = g, de donde se deduce que [G : Ng((g))] = 1, por lo que Ng({g)) = G.
Esto prueba que (g) <G.

Por otro lado, usando nuevamente el teorema de Cauchy existe & € G con o(h) = q.
Observe que (k) < G es un g-subgrupo de Sylow y si n, = |Syl,(G)|, entonces el tercer
teorema de Sylow implica que ny|p y ny, =1 mdd g. Dado que la primera relacién implica

que ng € {1, p}, la prueba se va a dividir es esos dos casos:

Caso 1: ng = 1. En tal caso (h) <G. Como (p,q) = 1, entonces (g) N (h) = {e} y asi
por finitud de G, G = (g) x (h) = Z, X Ly = Lpq.

Caso 2: ny = p. Entonces ¢g|p—1 y ademds (h) ¢ G. Dado que (g) <G, entonces
hgh™' = g" para algin m € {0,...,p — 1}. Ademds m # 1 méd p pues en caso contrario g

y h conmutan y se regresa al caso abeliano, lo cual no puede suceder pues esto implicaria
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que (h) < G. Para concluir observe que por induccién se tiene que para cualquier n € N*,

W'gh™™ = g"". En particular m9 = 1 méd p.

Ademds observe que si ¢ { p — 1, entonces n, # p, por lo que n, = 1y asf, el segundo

caso no sucede. O

El resultado anterior dice que bajo las hipétesis mencionadas existen a lo mas dos
clases de isomorfismo para grupos de orden pq. Para ver que los representantes dados son
distintos, observe que cuando se tengan los dos casos que menciona el teorema los grupos
en cuestion no son isomorfos pues Z,, es ciclico y la presentacién (g, h|g”, h9, hgh~'g™™)
define un grupo no abeliano y por lo tanto no ciclico.

A continuacién se va a aplicar el resultado anterior para continuar con la clasificacién
buscada. Aunque el caso de orden 6 se conoce, se va a ver como se deduce este del resultado
anterior.

EJEMPLO 3.1. Si G es un grupo con |G| =6 =3-2, entonces p =3y g =2. El resultado
anterior implica que G = Zg 6 G tiene presentacion (g3,h>,hgh™'¢™™) conm # 1 méd 3
pero m* =1 méd 3. Estas congruencias implican que m = 2. Asi, la relacién hgh™'g™™"

es equivalente a hgh = g* = g™, es decir, G = D;.

Es importante decir que en la proposicion4.4|se probo que en el segundo caso G = S;.
No hay ninguna contradiccion en el resultado obtenido pues D3 == S3 por ser estos grupos

no abelianos de orden 6.

EJEMPLO 3.2. Si G es un grupo con |G| =10 =52, se tiene que G = Zo J G tiene
presentacion (g°,h*,hgh~'g™™) conm# 1 méd5ym?> =1 méd 5. La solucion a este

sistema de congruencias implica que m = 4. Luego, G = D5 en el segundo caso.

Notese que los ejemplos anteriores son similares pues el orden de G es producto de 2
por un primo impar. De hecho el argumento de clasificacién se puede englobar en un sélo
resultado general, el cual se encuentra en el ejercicio

El dltimo ejemplo a tratar ya se habia hecho antes. El punto es ver como se usa el
resultado anterior para obtenerlo pues ademads, usa la hipétesis que elimina el segundo caso.

EJEMPLO 3.3. Si G es un grupo con |G| = 15 =53, entonces nétese que 314, por lo
que G = Zs.
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3.4. Casos especiales. Hasta el momento faltan dos casos para concluir con la clasi-
ficacion, a saber, el de orden 8 y el de orden 12. Se tratard el de orden 8 y se dejard como
ejercicio el de orden 12 (Ejercicios [288]y 289). Ambas pruebas se dividen en dos casos
que provienen del hecho de si G es o no abeliano.

PROPOSICION 3.4. Si G es un grupo abeliano con |G| = 8, entonces G = 73, G =

Ty X lig 6 G= 7 X Ly X L.

DEMOSTRACION. Por el teorema de Lagrange los elementos no triviales de G deben
tener 6rdenes 2,4 y 8. Si G tiene un elemento de orden 8, entonces G == Zg. Asi, suponga

que G no tiene elementos de orden 8. La prueba se va a hacer por casos:

Caso 1: Existe g € G con o(g) = 4. Observe que tiene que existir # € G\ (g) con
o(h) = 2 pues en caso contrario G tendria un elemento de orden 2, a saber g2, asi como 6
elementos de orden 4, lo cual es imposible. Por construccién (g) N (h) = {e}. Como G es

finito y abeliano, esto implica que G =2 (g) X (h) = Z4 X Z,.

Caso 2: Todos los elementos no triviales de G tienen orden 2. En este caso existe una
accion de Z; en G, que hace de G un Z,-espacio vectorial. Dado que dicho espacio vectorial
debe tener dimension finita pues G es finito, entonces G = (Z,)" para alguna n € N, donde
este isomorfismo se da como Z,-espacios vectoriales y en particular como grupos. Al tomar
la cardinalidad de ambos lados se deduce que n = 3, por lo que se concluye que como

grupos G =2 Zo X Zo X Zy. O

Vale la pena mencionar que el resultado anterior se puede obtener como corolario de un
teorema mds general que se conoce como el Teorema Fundamental del los Grupos Abelianos
Finitos. Dicho teorema se discutird en el siguiente capitulo y por lo tanto la prueba del
resultado anterior puede considerarse como un argumento artesanal. Sin embargo, encierra
muchas ideas algebraicas interesantes por si mismas, lo que hace que la prueba tenga su
valor y tenga sentido exponerla.

Ademads observe que los grupos Zg, Z4 X Zo y Zy X Zo X Zy no son isomorfos pues
el primero es ciclico y los otros dos no. Respecto a los tltimos dos, estos no pueden ser
isomorfos pues todo elemento no trivial en Z, X Z, X Z, tiene orden 2, mientras que Z4 X Z;
tiene elementos de orden 4, por ejemplo (1,0).

PROPOSICION 3.5. Si G es un grupo no abeliano de orden 8, entonces G = H ¢

G=Dy.
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DEMOSTRACION. Observe que G no tiene elementos de orden 8 por ser no abeliano
y ademds no todos los elementos tienen orden 2 pues en un grupo en el que todos los
elementos tienen orden 2 es abeliano. Asi, existe g € G de orden 4. Dado que [G : (g)] =2,
entonces (g) <G y de hecho G/(g) = Z,. Luego, si h € G\ (g), entonces h* € (g), lo
que implica que h? € {e,g,g%,g°}. Si h* = g 6 h* = g, entonces o(h) = 8, lo que es una

contradiccién, por lo que las tinicas posibilidades restantes son h*> = e 6 h> = g°.

Por otro lado, como (g) <G, hgh™' € (g) y asi, hgh™' € {e,g,g% ¢’ }. Dado que
o(hgh™") = o(g), entonces hgh~! = g 6 hgh~! = g3. No puede suceder que hgh~' = g pues
como esto es equivalente a que hg = gh'y G = (g, h), entonces G seria abeliano, lo que es

una contradiccién.
Las observaciones hachas en los parrafos anteriores dan lugar a un par de casos.

Caso 1: h? = g2 y hgh_1 = g3. Observe que esto es una presentacion de Qg y Qs = H,

con isomorfismo f : Qs — H que se obtiene al extender f(g) =iy f(h) = j.

Caso 2: h> = e 'y hgh™! = g3. Observe que como o(g) = 4, la segunda ecuacién es

igual a hgh = g~ ', lo que da presentacién de Dy y por lo tanto G = Dy, (]

Es importante sefialar que esta proposicion se demuestra con material del capitulo 2, es
por ello que se incluyé como un ejercicio (Ejercicio [LT0).

Para concluir con esta seccion se va a presentar una tabla (tabla [I) donde aparecen
todos los resultados obtenidos. Vale la pena mencionar que T denota al grupo (g, | g® =
1,h? = g* = (gh)?). Por otro lado, observe que hay algunos datos curiosos que se pueden
extraer de esta. Por ejemplo, que el grupo no ciclico con menor orden es Z, X Z,. Ademads,
que el grupo no abeliano con menor orden es Dj3.

4. Grupos Solubles

DEFINICION 4.1. Una serie normal de un grupo G es una sucesion de subgrupos de
G,
e=G6Go<G <---<G, =G
tales que G; I Giy1 parai=0,...,n— 1. Llamamos a n la longitud de la serie normal. A

Gi1+1/G; los llamamos los grupos factor de la serie.

EJERCICIO 241. La serie normal e < A, < S,,.
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’ Orden \ Representantes de las clases de isomorfismo ‘
{e}
Zy
L3
Z4, Zz X Zz
Ls
Zo X 713, D3
L
Zg, Ty X Loy, Ty X Ly X Ly, H,Dy
Zg, Z3 X Z3
Ly, Ds
L)
Lz, L X Lo, A4, Dg, T
Zy3
Zy4, D7
Lys
TABLA 1. Grupos de orden pequefio.

| | |
IR 2| 3] e] o 2o v K| w |~

—_
~

—
9}

DEFINICION 4.2. Una serie normal se llama soluble si todos sus grupos factor son

abelianos. Un grupo es soluble si tiene una serie soluble.
EJERCICIO 242. Todo grupo abeliano es soluble.
EJERCICIO 243. S, es no soluble para n > 5.
PROPOSICION 4.1. Sea G un grupo soluble. Entonces todo subgrupo de G es soluble.

DEMOSTRACION. SeaH < Gye=Gy <G| <--- <G, =G una serie soluble de G.
Consideramos la serie
e=G)NH<GNHL---<G,NH=GNH=H
Aplicando el segundo teorema de isomorfismo a H N G;+1 < Git1 y G; I Gjy tenemos que
HNG;=(HNGi4+1)NG;<HNG4. Por lo que la tenemos una serie normal. También por
el segundo teorema de isomorfismo tenenmos que:
(HNGi+1)/(HNG;) 2 Gi(HNGi41)/Gi < Git1/Gi

Por lo que (HNGiy1)/(HNG;) es un subgrupo de un grupo abeliano. Por lo que es abeliano

y asi la serie es soluble. Por lo tanto H es soluble. O

PROPOSICION 4.2. Sea G un grupo soluble. Entonces todo grupo cociente de G es

soluble.
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DEMOSTRACION. Sea H < G, m: G — G/H la proyeccién candnica y ¢ = Gy <

G| < --- < G, = G una serie soluble de G. Consideramos la serie
€= ”(GO) < 7T(G1) << n(Gn) = G/H

Sea 7(x) € 7(G;) con x € G; y n(y) € n(Giy1) con y € Gi; 1. Entonces yxy~! € G; por
lo que 7(y)z(x)7(y)~! € 7(G;). Por lo que la serie es normal. Consideramos los epi-
morfismos G; — 7(Git1) y #(Git1) — w(Giy1)/7(G;) y su composicién ¢: Gir1 —
(Git1)/m(G;). Como G; < nuc(¢), entonces se induce un epimorfismo y: G;y/G; —>
(Git1)/m(G;). Por lo que ©(Giy1)/7(G;) es el cociente de un grupo abeliano y asi es un

grupo abeliano. Por lo tanto la sucesién es soluble y asi G/H es soluble. ]

PROPOSICION 4.3. Sea G un grupo y H un subgrupo normal de G tal que H y G/H es

soluble. Entonces G es soluble.

DEMOSTRACION. Sea e =Gy < G;/H < --- < G,/H = G/H una serie soluble de

G/Hye=Hy<H <---<H, =H una serie soluble de H. La serie
e:HOSng"'SHmSGOSGI SGn:G

es soluble. (]
COROLARIO 4.1. Si Gy H son grupos solubles. Entonces G X H es un grupo soluble.
PROPOSICION 4.4. Sea p un primo. Entonces todo p-grupo finito es soluble.

DEMOSTRACION. Sea G un p-grupo finito. La prueba se hace sobre induccién sobre
el orden de los p grupos finitos. Notemos que Z(G) # e por lo que G/Z(G) es un p-grupo
con orden estrictamente menor que G. Por hipotesis de induccién G/Z(G) es soluble y

Z(G) es soluble por ser abeliano. Por lo tanto G es soluble. O

DEFINICION 4.3. Sea G un grupo. Definimos los conmutadores altos de forma re-
cursiva de la siguiente manera: G° = G y G"+1) = (G("))'. La serie derivada de G

es.

e<..6P <6V <G

Recordemos que el conmutador G’ de un grupo es el minimo subgrupo normal de G
tal que el cociente G/G’ es abeliano. Por lo que en el caso de que exista un natural tal que
G = ¢ entonces la serie derivada seria normal. M4s atn, la serie seria soluble.
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DEFINICION 4.4. Sea G un grupo. Decimos que G es nilpotente si existe un natural n

tal que G = e.
PROPOSICION 4.5. Sea G un grupo. Entonces G es nilpotente si y sélo si G es soluble.

DEMOSTRACION. La ida ya se explico por lo que solo falta el regreso. Si e = Gy <
G| < --- <G, = G es una serie solvable. Afirmamos que G < Gjparai=0,...,n. Lo
demostraremos por induccién sobre i. Si i = 0, entonces Gy = G = G, Como G; /Gi—1
es abeliano, por la minimalidad del conmutador tenemos que G; < G;_;. Por hipotesis de
induccién G~ < G;, de aqui G~ (—1) < G, < Gij_1.

Por lo que concluimos que G < Gy = e. Por lo tanto G es soluble. (]

5. Ejercicios

En esta parte de la tarea p,q € N denotan niimeros primos.

EJERCICIO 244. Sea G un p-grupo finito y H < G no trivial. Demuestre que H N

Z(G) # {e}.

EJERCICIO 245. Sea G un p-grupo finito y H < G de orden p. Demuestre que H <
Z(G).

EJERCICIO 246. Demuestre que si G es un grupo no abeliano de orden p*, entonces el

orden del centro es py G/Z(G) = Z,, X Zp,.

EJERCICIO 247. Sea G un p-grupo finito. Demuestre que el niimero de subgrupos

normales de orden p* es congruente a 1 médulo p.

EJERCICIO 248. Demuestre que si G es un grupo con |G| = pm con 1 <m < p,

entonces G no es simple.
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EJERCICIO 249. Sea G un p-grupo finito y X un G-conjunto finito tal que (|X|,p) = 1.

Demuestre que existe x € X tal que para todo g € G, g-x = x.

EJERCICIO 250. Sea V un Z,-espacio vectorial de dimension n, n > 0. Demuestre
que si G < GL,(Zp) con |G| = p", entonces existe v €V, v # 0, tal que para todo g € G,

g-v=mw

EJERCICIO 251. Demuestre que en el ejercicio[I37|la proposicion reciproca también

es cierta.

EJERCICIO 252. Complete los detalles en la siguiente prueba de que un grupo de

orden p* es abeliano.

DEMOSTRACION. Como |Z(G)| > 1 (;Por qué?) entonces Z(G) tiene un subgrupo de
orden p (;Por qué?) y sea dicho subgrupo H. Si a € G\ H, entonces o(a) = p (;Por qué?)
y de esto se deduce que Cg(a) = G ;Por qué?. Asi, se deduce que a € Z(G), de lo que se

concluye que Z(G) = G (Por qué?. Esto prueba que G es abeliano. O

EJERCICIO 253. Sea G un p-grupo finito. Demuestre que G es ciclico siy sélo si G

tiene un tinico subgrupo de indice p.

EJERCICIO 254. Sea G un p-grupo no abeliano de orden p>. Demuestre que G contiene

exactamente p + 1 subgrupos mdximos.

EJERCICIO 255. Si G es un grupo finito y H es un p-subgrupo de G, demuestre que

[N¢(H) :H)=[G:H] médp

EJERCICIO 256. Sea H < G tal que H y G/H es un p-grupo. Demuestre que G es un

p-grupo.
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EJERCICIO 257. Sea Q* el grupo de unidades de Q y Z* = 7\ {0}. Describir algin
p-grupo de Sylow de Q™ /Z*.

EJERCICIO 258. Dar explicitamente un p-grupo de Sylow de GL,(Z,).

EJERCICIO 259.

1. Sean G un grupo finito y P < G un p-subgrupo de Sylow de G. Demuestre que
para cualquier H < G, existe g € G tal que HNgPg~' < H es un p-subgrupo de
Sylow.

2. Usa el ejercicio 258y el inciso anterior para demostrar que en un grupo finito,
todo p-subgrupo se encuentra contenido en un p-subgrupo de Sylow.

3. Usar el ejercicio[258)y el inciso 1 para demostrar que cualesquiera dos p-grupos

de Sylow de un grupo son conjugados.

EJERCICIO 260. Sea G un grupo con orden 2" p™ conn € {1,2,3}, m € N* y p impar.

Demuestre que G es simple.
EJERCICIO 261. Demuestre que todo grupo simple de orden 60 es isomorfo a A5E|

EJERCICIO 262. Sea G un grupo finito cuyo orden es un miiltiplo de p 'y P € Syl,(G).
Demuestre que para todo g € G, gPg™! € Syl, (G).

EJERCICIO 263.

1. Demuestre que si G = H, entonces Syl,(G) = Syl,(H).

2. (Es cierto el converso de la afirmacion anterior?

EJERCICIO 264. Sea G un grupo abeliano finito. Demuestre lo siguiente:

2Esto tiene como consecuencia que el grupo no ciclico simple con menor orden es As.
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1. Para cada niimero primo p € N tal que p | |G

, existe exactamente un p-subgrupo
de Sylow.
2. En G se satisface el reciproco del teorema de Lagrange, es decir, para todo m € N

tal que m | |G|, existe H < G tal que |H| = m.

EJERCICIO 265. Sea H < Gy P € Syl,(G). Demuestre que si Ng(P) < H entonces
Ng(H)=H.

EJERCICIO 266. Sea H I Gy P € Syl,,(G). Demuestre que HNP € Syl,,(H) y HP/H €
Syl,(G/H).

EJERCICIO 267. Sean G un grupo finito y Q < G un p-grupo. Demuestre que para
todo P € Syl,(G), Q < P.

EJERCICIO 268. Sean p,q € N primos con p < q. Demuestre que:

1. Todo grupo de orden pq tiene un unico subgrupo de orden q. Mds ain dicho
subgrupo es normal.

2. Si g no es congruente con 1 médd p entonces G es ciclico.
EJERCICIO 269. Demuestre que no existe ningtin subgrupo simple de orden 63.

EJERCICIO 270. Sea G un grupo de orden 50 con un tinico subgrupo de orden 2.

Demuestre que G es abeliano.

EJERCICIO 271. Sea G un grupo tal que |G| = pq con 3 < p, p<qy q el primo

consecutivo a p. Demuestre que G es abeliano. ; Qué sucede con esta afirmacion si 3 % p?

30bserve que este ejercicio dice que en los grupos abelianos finitos se cumple el reciproco del teorema de

Lagrange.
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EJERCICIO 272. Sea G un grupo tal que |G| = p>q con 3 < p, p < qy q el primo

consecutivo a p. Demuestre que G es abeliano. ; Qué sucede con esta afirmacion si 3 % p?

EJERCICIO 273. Sea G un grupo tal que |G| = (pq)* con 5 < p, p < qy q el primo

consecutivo a p. Demuestre que G es abeliano. ;Qué sucede con esta afirmacion si 5 % p?

EJERCICIO 274. Sea G un grupo finito, H < G y P € Syl,(G). Demuestre que si
Ng(P) C H, entonces Ng(H) = H. Pruebe también que Ng(Ng(P)) = Ng(P).

EJERCICIO 275. Sea G un grupo de orden 28. Demuestre que si G tienen un subgrupo

normal de orden 4 entonces G es abeliano.

EJERCICIO 276. Sea G un p-grupo finito y H 4 G con H # {e}. Demuestre que
HNZ(G) # {e}.

EJERCICIO 277. Sea G un p-grupo finito. Demuestre que todo subgrupo normal de

orden p estd contenido en Z(G).

EJERCICIO 278. Sea G un grupo de orden pq con p > qy P < G con orden p.

Demuestre que P 1 G.

EJERCICIO 279. Sea G un grupo de orden p" y H < G. Demuestre que existe x € G\ H
tal que H* = H.

EJERCICIO 280. Sea G un grupo de orden p*q con p y q primos. Demuestre que G no

es simple.

EJERCICIO 281. Sea G un grupo finito, P € Syl,(G) tal que P C Z(G). Demuestre que
existe N < G tal que PNN = {e} y PN =G.
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EJERCICIO 282. Sea G un grupo finito, P € Syl,(G) y H 4 G. Demuestre que si P < H

entonces P < G.

EJERCICIO 283. Demuestre que si G es un grupo no abeliano de orden p> entonces

Z(G) = [G,G).

EJERCICIO 284. Sea G un p-grupo finito y H < G tal que [G : H] = p*. Demuestre

que H 1 G 6 que H tiene p conjugados.

EJERCICIO 285. Sea G un p-grupo finito. Demuestre que G es ciclico si 'y solo si

G/[G : G] es ciclico.

EJERCICIO 286. Demuestre que si |G| =2p con p primo, entonces G = 7, 6 G = D,

EJERCICIO 287. Sea G un grupo de orden 12 con G 2 A4. Demuestre lo siguiente:

1. G tiene un elemento de orden 6.
2. G tiene un 3-subgrupo normal de Sylow.

3. G tiene exactamente 2 elementos de orden 3.

EJERCICIO 288. Demuestre que si G es un grupo abeliano de orden 12, entonces

G=7176G=Zg X 7y.

EJERCICIO 289. Demuestre que si G es un grupo no abeliano de orden 12, entonces

G = A4, G= D¢ 6 G=T. Sugerencia: Usar el ejercicio 287]

EJERCICIO 290. Demuestre que todo grupo abeliano es soluble.

EJERCICIO 291. Demuestre que S,, es no soluble para n > 5.
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EJERCICIO 292. Demuestre que si todo subgrupo de Sylow de un grupo finito es ciclico,

entonces dicho grupo es soluble.






Capitulo 5

Grupos Abelianos

il

“Las matemadticas no permiten hipocresia ni vagueza.’

Stendahl.
1. Ideas basicas de categorias

La idea de esta seccion es introducir la nocién de categoria y los conceptos mds basicos
en torno a esta teorfa, haciendo énfasis en el caso de grupos y grupos abelianos, con el
objetivo de generar el lenguaje basico sobre el que se va a trabajar en el presente capitulo.
La forma mads sana de leer esta seccidn es notar que muchos de los conceptos presentados
se han desarrollado anteriormente en el curso, luego, lo que se estd haciendo es extraer las
ideas basicas que comparten estas y otras estructuras matemdticas usando como nocién
primitiva la idea de “morfismo o flecha”.

1.1. Definiciones basicas.

DEFINICION 1.1. Una categoria ¢ consta de una coleccion de objetos, denotada por
Obj(€), y una coleccion de morfismos o flechas, denotada por Mor(€), asi como de un
par de funciones d,c : Mor(€) — Obj(€), que se conocen como el dominio y codominio
del morfismo en cuestion; donde todo f € Mor(%) con dominio A 'y codominio B se denota

por f:A—B.

Si la clase de morfismos entre dos objetos A'y B se denota por Homy (A, B), se cumple

que:

1. Para cada A € Obj(%) existe 14 € Homy (A,A).
2. Dados A,B,C € Obj(€), existe una funcion o : Homg(B,C) x Homy(A,B) —

Homy(A,C), (g,f) — go f, ala que se le conoce como composicion.

Ademds, los datos anteriores satisfacen los siguientes axiomas:

Al) Paracada f € Homg(A,B), lgo f = f= fola.

167
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A2) Para cualesquiera f € Homy(A,B), g € Homy(B,C) y h € Homg(C,D), ho(go
f)=(hog)of.

NOTACION 1.1.

» Se escribird A € € para abreviar A € Obj(€). De hecho, en la gran mayoria de
los casos se va a omitir la notacion Obj para los objetos de una categoria, a no
ser que por alguna razon sea necesario usarla.

» La composicion de dos morfismos f,g se denotard gf en lugar de go f en la gran
mayoria de ocasiones. El que se pida que la composicion de esto sea asociativa

implica que la composicion no requiere paréntesis, como se vio al inicio del curso.

Al adaptar la prueba que se hizo al inicio del curso donde se demostré que el neutro en
un grupo es Unico, se deduce que el morfismo 14 es tnico respecto a la propiedad Al. A
este se le conoce como el morfismo identidad en el objeto A.

Vale la pena decir que hay una discusién enorme en torno a los fundamentos de la
definicién de categoria. Esta discusién se va a omitir no porque no sea importante, si no
porque en estos momentos se quiere aprender esta herramienta y por lo tanto el objetivo
es concentrarse en eso En esta direccidn, la tinica observacion que se va a hacer es que
las categorias pueden ser colecciones que no son conjuntosﬂ y por lo tanto se tienen dos
definiciones que capturan la idea de “pequefiez”.

DEFINICION 1.2. Una categoria € se llama localmente pequeria si para cualesquiera
A,B € €, Homy(A,B) es un conjunto. Dicha categoria es pequeiia si Obj(%€) es un

conjunto.

A continuacién se van a discutir algunos ejemplos de categorias.

IDe hecho nuestra idea es atin mas modesta pues queremos usar estos conceptos en el caso de grupos
abelianos. Por otro lado, incluso en un primer curso de teorfa de categorias esta discusion se suele postergar por el
sencillo hecho de que hay que conocer la teoria para realmente entender dénde se encuentran los conceptos e ideas

delicadas.

Lo cual sigue siendo delicado pues depende de elegir una axiomadtica de la teoria de conjuntos, pero que
en los ejemplos a tratar no serd dificil de ver cuando una coleccion es un conjunto, incluso para alguien que sélo

conozca los axiomas de ZFC.

3La definicién de categoria pequefia dada en estas notas es la misma que da Borceaux en su “Handbook of

categorical algebra” Vol 1.
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EJEMPLO 1.1. La categoria vacia que tiene por objetos al conjunto vacio y por

morfismos al conjunto vacio. Esta categoria es pequeiia y localmente pequeria.

EJEMPLO 1.2. La categoria de conjuntos, Set, con objetos los conjuntos y morfismos
las funciones entre ellos. La composicion es la composicion usual de funciones al igual que

las identidades. Esta categoria es localmente pequeiia pero no pequeiia.

EJEMPLO 1.3. La categoria de grupos, Grp, cuyos objetos son la clase de todos los
grupos y con morfismos los morfismos de grupos. Observe que dado que la composicion de
morfismos de grupos es un morfismo de grupos y la identidad es un morfismo de grupos,
entonces la composicion es la composicion usal de funciones. Nuevamente esta categoria

es localmente pequeria pero no pequeria.

EJEMPLO 1.4. La categoria de grupos abelianos, Ab, cuyos objetos son los grupos
abelianos y morfismos lo morfismos entre ellos. Esta categoria es localmente pequeria pero

no pequena.

EJEMPLO 1.5. La categoria de espacios vectoriales sobre un campo k, k-Vec, con las

transformaciones lineales como morfismos y la composicion usual de funciones.

EJEMPLO 1.6. La categoria de conjuntos parcialmente ordenados, POSet, con las

funciones que preservan el orden.

Notese que en los ejemplos anteriores los objetos son siempre conjuntos con alguna
estructura extra y los morfismos funciones que preservan dicha estructura. El siguiente
ejemplo muestra que un morfismo no tiene porque ser una funcion.

EJEMPLO 1.7. Sea G un grupo. Asociado a G se puede construir una categoria, que
se denota por BG, que tiene un unico objeto, el cual se puede denotar por *, y cuyo iinica
familia de morfismos Homgg(*,*) = G. El producto del grupo es la composicion de esta
categoria y por lo tanto su neutro es la unica identidad. Notese que estas categorias son

pequeiias y localmente pequerias.
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Otro ejemplo que tiene el mismo formato que el anterior en el sentido de que asocia a
una estructura algebraica una categoria, se presenta a continuacion.

EJEMPLO 1.8. Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado. A este conjunto se le
puede asignar una categoria, que se denotard por P, cuyos objetos son los elementos de P,

y para x,y € P,
{fxy} Six<y

0 e.o.c.

Homp(x,y) =

En esta definicion, los simbolos {fy,} cumplen las propiedades fy,f,; = fr; (que
expresa la transitividad del orden parcial) y fix = 1, (que expresa la simetria de dicho

orden ).E]

Esta categoria es pequeiia y localmente pequeria.

Como se puede notar la idea de categoria parece ser subyacente en las estructuras
algebraicas. Mas atin, se pueden definir estructuras de categorias basicamente en cualquier
estructura matematica, por supuesto que dichos ejemplos requieren saber de algunas otras
cosas fuera del dlgebra, cosa que no puede suponerse como requisito del curso y se aleja de
los objetivos de este, por lo tanto no se tratardn. Sin embargo es importante estar consciente
de la existencia de estos ejemplos que hacen ver un poco del gran alcance de la teoria de
categorias como un lenguaje para axiomatizar estructuras matemadticas. De los ejemplos
discutidos anteriormente basicamente nos quedaremos con tres que son los que se trataran
para dar ejemplos y en los que el lector siempre tiene que pensar cuando se da una definicién,
a saber, el caso de Set, Grp y Ab. Por supuesto que esto se hace para los fines del curso
pues muchos de los ejemplos presentados anteriormente guardan ideas matemadticas muy
interesantes , pero que sin embargo no da tiempo discutir pues no entran en los fines de este
curso, pero que indudablemente se discuten en un curso de teoria de categorias.

A toda categoria %, se le puede asociar otra categoria que se le conoce como su
categoria opuesta, la que se va a denotar por 6°7, que se define de la siguiente manera:

Obj(€°") = Obj(%)
Para A,B € €, Homyop (A, B) := Homy (B,A)

Las defniciones anteriores fuerzan a como definir la composicién pues si f € Honigop (A, B)

y & € Homyop(B,C), entonces f € Homy(B,A) y g € Homy(C,B), por lo que fg €
Homy(C,A), y asi, fg € Homgop(A,C). Por lo tanto, se define

o . HO}’I’kgop (B,C) X HOm(gop (A,B) — HOm(gap (A,C)
(8, f) — f8

“4De hecho observe que esto muestra que en realidad dicha categoria puede definirse a partir de un preorden.
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La idea de 1a categoria opuesta puede parecer artificial en estos momentos, sin embargo,
la siguiente discusion pretende mostrar una de las razones por las cuales es ttil introducirla.
Para esto recuerde que como se observé en el capitulo 2, en el caso de morfismos de grupos
se tienen ciertas clases especiales de ellos. Estas definiciones provienen de la teoria de
categorias y se presentan a continuacion.

DEFINICION 1.3. Sea € una categoria. f € Homy (A,B) es un:

1. mono(morfismo) si cumple la propiedad de cancelacion por la izquierda respecto
a morfismos en € que se puedan componer con f, es decir, para cualesquiera
g,h € Homy (C,A) tales que fg = fh, se tiene que g = h.

2. epi(morfismo) si cumple la propiedad de cancelacion por derecha respecto a
morfismos en € que se puedan componer con f, es decir, para cualesquiera
g,h € Homy (B,C) tales que gf = hf, se tiene que g = h.

3. bimorfismo si es mono y epi.

4. mono(morfismo) que escinde si tiene una inversa izquierda, es decir, existe g €
Homy (B,A) tal que gf = 14.

5. epi(morfismo) que escinde si tiene una inversa derecha, es decir, existe g €
Homg (B,A) tal que fg = 1p.

6. isomorfismo si es mono que escinde y epi que escinde.

Observaciones:

= En una categoria no vacia, cualquier clase de los morfismos definidos anteriormente
es no vacia ya que la identidad en cualquier objeto pertenece a todas las clases
anteriores.

= Si f:A — Besun mono, es usual escribir f:A —— B

= Si f:A— Besepi,esusual escribir f:A —» B

Lo que se quiere hacer en el resto de la seccién es ver las relaciones entre los tipos
especiales de morfismos de la definicion anterior, asi como algunas de las propiedades
principales de estos. En el resto de esta seccion € es una categoria.

PROPOSICION 1.1. Sea f: A — B un morfismo en €. f es un isomorfismo siy sélo si

es invertible, es decir, existe g: B— A en € tal que fg=1py gf = 14.

DEMOSTRACION. El regreso es obvio. Para la ida, dado que f es un isomorfismo,
existen g,h € Homy(B,A) tales que gf = 14 y fh = 1. Observe que si se prueba que

g = h, el resultado queda demostrado. En efecto, observe que se tienen las igualdades
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g=glp=g(fh) = (gf)h=1ah=h
0

Para las siguientes propiedades conviene hacer una observacién fundamental, que es
una de las razones por las que se introdujo la categoria opuesta.

PROPOSICION 1.2. Sea f € Homy (A, B).
1. f esmono siy sélo si f € Homgop(B,A) es epi.

2. f es mono que escinde si'y sélo si f € Homgop(B,A) es epi que escinde.

DEMOSTRACION. Respecto alaida de la primera afirmacién, sean g, h € Homgop (A, C)
tales que gf = hf. Por definicion de la categoria opuesta, esto implica que en % se cumple
que fg = fh. Como f es mono, entonces es cancelable por la izquierda, lo que implica que

g = h. Observe que el regreso de esta afirmacion es similar.

La segunda afirmacién es obvia. (I

La importancia del resultado anterior radica en una interpretacién muy potente a la
hora de demostrar teoremas, pues esta dice que si un teorema es valido para monos, lo serd
para epis y viceversa. Lo mismo sucede con los conceptos de mono que escinde y epi que
escinde. Este tipo de propiedades forman parte de uno de los metateoremas de la teorfa de
categorias que se conoce como principio de dualidad. Un ejemplo de esto se presenta en el
siguiente resultado.

PROPOSICION 1.3.

1. Todo mono que escinde es mono.
2. Todo epi que escinde es epi.

3. Todo isomorfismo es bimorfismo.

DEMOSTRACION. Se va a probar simplemente la primera afirmacion pues la prueba
de la segunda es dual a esta y la tercera es un corolario claro de las anteriores. Sea f €
Homy (A, B) mono que escide, asi como g,h € Hom4(C,A) tales que fg = fh. Dado que

existe r € Homyg (B, A) tal que rf = 14, se deduce que

g=1lag=(rf)g=r(fg) =r(fh)=(rf)h=1sh=h
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El resultado anterior muestra la comparacién entre los conceptos dados, pero las
afirmaciones reciprocas no son ciertas en general. Para esto se van a discutir algunos
ejemplos.

EJEMPLO 1.9. En Set los monos, monos que escinden y las funciones inyectivas
coinciden. Lo mismo sucede con los epis, epis que escinden y funciones suprayectivas, asi

como con los bimorfismos, isomorfismos y funciones inyectivas.

EJEMPLO 1.10. En Grp y Ab los monomorfismos son los morfismos inyectivos de
grupos, los epimorfismos son los morfismos suprayectivos de grupos y los bimorfismos
son los isomorfismos, que a su vez son los morfismos biyectivos. Sin embargo, la inclusion
1:27 — 7Z es un mono que no es un mono que escinde y la proyeccion  : 7. — Z./27 es un

epimorfismo que no es epi que escinde.E]

Vale la pena mencionar que en muchas categorias que vienen del dlgebra sucede algo
parecido al ejemplo anterior, es decir, aunque los monos que escinden y monos, asi como
los epis que escinden y los epis no coinciden, los bimorfismos y epimorfismos lo hacen.
Esto sucede por el hecho de que en estas categorias la estructura “reconoce inversas”, cosa
que no sucede en generalﬁ

La siguiente proposicion da una forma muy comin de encontrar isomorfismos en la
préctica.

PROPOSICION 1.4.

1. Todo mono que es epi que escinde es isomorfismo.

2. Todo epi que es mono que escinde es isomorfismo.

DEMOSTRACION. Si f € Homy(A,B) es mono y epi que escinde, existe s € Hom (B,A)
tal que fs = 1. Nétese que f(sf) = (fs)f = lgf = f = f1a. Al usar que f es cancelable

por izquierda se deduce que sf = 14. La prueba de la segunda afirmacion es dual. (I

SVer ejercicios y

Un ejemplo candnico se tiene en la categoria de espacios topoldgicos con su estructura usual, pues los
isomorfismos son los homeomorfismos y los bimorfismos son las funciones continuas biyectivas. Con esta
caracterizacion es una discusion usual de un curso de topologia bdsico el dar ejemplos de funciones continuas y
biyectivas que no son homeomorfismos, por ejemplo, la identidad de un conjunto (con al menos dos elementos)

dotado con la topologia discreta en el dominio y la topologia indiscreta en el codominio.
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Para concluir con esta seccidn, se va discutir una dltima de las propiedades bdsicas mas
utiles de los morfismos definidos respecto a la composicién.

PROPOSICION 1.5. Cualquiera de las familias de morfismos definidas es cerrada bajo

composicion.

DEMOSTRACION. Por dualidad y de la definicién, basta con probar los casos de mono
y mono que escinde. Para el primer caso sean f € Homy (A,B) y g € Homy(B,C) monos y
h,k € Homy(D,A) tales que (gf)h = (gf)k. Entonces, g(fh) = g(fk) y como g es mono,

entonces fh = fk. Al usar que f es mono se deduce que & = k, lo que prueba el resultado.

Para el caso restante sean f € Homy(A,B) y g € Homg(B,C) monos que escinden.
Entonces existen h € Homy (B,A) y k € Homy(C,B) tales que hf = 14 y kg = 1. Observe
que gf € Homg(A,C) y hk € Homy (C,A). Ademds,

(hk)(gf) = h(kg)f = hf =14,

esto prueba la afirmacion. O

1.2. Productos y coproductos. En esta seccion se van a introducir dos de las cons-
trucciones mds famosas de la teorfa de categorias.

DEFINICION 1.4. Sea {Aq}qen una coleccion de objetos en una categoria €. El
producto de dicha familia consta de un objeto, P, y una coleccion de morfismos, {7y :
P — Ag}aen, con la propiedad de que dada cualquier otra familia de morfismos en €,
{fa : B— Aq}acn, existe un unico morfismo f : B — P tal que para cualquier o, € A,

o f = fa. Es decir, el siguiente diagrama conmuta para cada o € A:

T
P Ag
f
/
B

A esta ultima se le conoce como la propiedad universal del producto.

El coproducto de la familia dada es el producto en la categoria opuesta cuando este

exista.
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En la definicién anterior se usan los articulos “el” para el producto y coproducto, lo
cual sucede por el hecho de que si estos existen deben ser tinicos (salvo isomorfismo).

PROPOSICION 1.6. Si el producto (coproducto) de una familia de objetos existe, este

es unico.

DEMOSTRACION. Canénica. O

En virtud de la proposicién anterior, dada una familia de objetos en €, {Ag }aca, s€
tiene que:

1. Siel producto existe, al objeto producto se le denota por [Tocp Aq ¥ @ los morfismos
Tty se les conoce como proyecciones candnicas del producto. Si A = {1,....n}, el
producto se suele denotar por Ay X - -+ X Ay,.

2. Dualmente, si el coproducto de dicha familia existe, a este se le denota por [ [cpA«
y a los morfismos 14 : Aq — [I4epAa se les conoce como inclusiones candnicas.
Ademas se tiene la notacion correspondiente para cuando A es finito.

3. Hay que tener cuidado con el hecho de que los morfismos canénicos en un producto
y coproducto pueden no ser epis y monos respectivamente. En el caso de la
categoria de grupos si se cumple esta dicha propiedad.

Observacién: En el caso A = 0, la propiedad universal del producto dice simplemente
que el objeto producto satisface que dado cualquier otro objeto de la categoria, existe
un tnico morfismo f: A — [[ycpAq- En este caso a [[4cpAq se le conoce como objeto
terminal y se suele denotar por 1. Dualmente el coproducto vacio se conoce como objeto
inicial y se denota por 0.

EJEMPLO 1.11. En Set el producto es el producto usual y el coproducto es la union

ajena. El objeto inicial es 0 y el terminal {x}.

EJEMPLO 1.12. En Grp el producto es el producto directo y el coproducto es el

producto libre. En este caso el objeto inicial y terminal coinciden y son es grupo trivial.[Z]

EJEMPLO 1.13. En Ab el producto es nuevamente el producto directo. El objeto inicial

y terminal coinciden nuevamente y estos son el grupo trivial.

TCuando el objeto inicial y terminal coinciden, a este objeto se le conoce como objeto cero. Esta definicién

estd justificada del ejemplo presente.
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El caso del coproducto en la categoria de grupos abelianos no se deduce del de la
categoria de grupos ya que el producto libre no es abeliano en general, incluso cuando se
tomen grupos abelianos. Asi, que queda abierta la pregunta de si existe el coproducto en la
categoria de grupos abelianos. La respuesta es afirmativa y para su construccién considere
{Gu}aca una familia de grupos abelianos no vacia. Considere [Jycp G y defina para
X € [Taea Ga el soporte de dicho elemento, sop(x), como el conjunto {a& € A | xo # 0}.
Defina

Q@Ga:{xe[lca

acA aEA

sop()] < xo}.

Observe que @ gep Go < [Tuca Go pues sop(x 1) = sop(x) y sop(x+x') C sop(x) U
sop(x'). En particular @, Go €s un grupo abeliano y a este se le conoce como la suma
directa de la familia {G¢ } gep. Observe que si A es finito, entonces @yep G = [1gen Ga-

Por otro lado, dado & € A, existe una funcién canénica 1y : Go — @ yep G definida
mediante

MQMZ{L Sip=a

0, En otro caso
Observe que trivialmente 1, es un morfismo de grupos. Mds atin, se cumple lo siguiente:
PROPOSICION 1.7. Con las hipdtesis y definiciones anteriores, sea { fo, : Go — H }qea

una familia de morfismos con H abeliano. Entonces existe un tinico f : @ycp Go — H tal

que para cualquier @ € A, foly = fo. Es decir, el siguiente diagrama conmuta para cada

acA:
lo
GOC @O(EA GOC
f
fa_
H

DEMOSTRACION. Dada la familia de las hipétesis, defina f(x) := Y qcp fu(¥). Ob-
serve que esta funcién estd bien definida pues |sop(x)| < Xo. Ademds trivialmente esta

funcién es un morfismo de grupos y més atn, foily = fy.

Supdngase que g : Pyep Go — H es un morfismo tal que para cualquier o € A, goly =
fo- Para ver que f'y g son iguales, basta ver que tienen la misma regla de correspondencia.

Para esto observe que dado x € @yep Gas s tiene que x = Y g L (X ). Entonces,
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8(x) =8( Y 1a(ra)) = ) 8(talxa)) = Y falva) = f(x),

aEA aeA aEA
lo que concluye la prueba. O

Observe que el resultado anterior dice que la suma directa de la familia {Gg }gea
satisface la propiedad universal del coproducto en la categoria de grupos abelianos. Observe
que para esta construccién no se usa la notacion estandar que viene de la teoria de categorias;
esto es un detalle histérico que nosotros también asumiremos.

1.3. Funtores. La idea de funtor es muy importante en la teoria de categorias y en
la matematica en general. Estos objetos pretenden axiomatizar la idea de morfismo entre
categorias, lo que ademds muestra como las ideas de la teoria de categorias pueden usarse
en las categorias en si.

DEFINICION 1.5. Un funtor F entre las categorias € y 9, que notacionalmente se
escribird F : € — 9, consta de una asignacion a nivel de objetos F : Obj(€) — Obj(2)
y una asignacion en morfismos, donde para f : A — B en €, se tiene F(f) : F(A) — F(B)
es un morfismo en 9, sujeto a los siguientes axiomas:

» Para cualquier A € ¢, F(14) = lp(4).
» Sif:A— Byg:B— C sonmorfismos en €, entonces F(gf) = F(g)F (f).

Observacion:

= Algunos autores llaman a estos funtores covariantes y dan una definicién para
funtores contravariantes que en la asignacioén en morfismos, giran el dominio y
codominio, y por ende el axioma de la composicién debe cambiarse de orden.
Esta notacién no se usard en estas notas pues con la categoria opuesta, un funtor
contravariante de la categoria % en &, es simplemente un funtor de €°7 en & de
acuerdo a la definicién anterior.

EJEMPLO 1.14. Para cualquier categoria €, se puede definir el funtor identidad

lg : € — €, que en objetos y morfismos se comporta como la identidad.

EJEMPLO 1.15. Dado un objeto A € €, el funtor constante con valor A, Cy : € — €,
se define como aquel que a cualquier objeto le asigna el objeto A y, a cualquier morfismo el

morfismo identidad en A.
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EJEMPLO 1.16. Existe un funtor (_)up : Grp — Ab conocido como el funtor de abelia-

nizacion. Los detalles de este se pueden consultar en el ejercicio[83]

Existen ejemplos muy generales de funtores que juegan un papel fundamental en la
teoria de categorias. Para definirlos se requiere hacer una discusién: Sean % una categoria
localmente pequefia y A € €. Se definen las asignaciones

/’ZA 16— Set,

que a nivel de objetos tiene por regla de correspondencia /4 (B) = Homy (A,B) y, a un
morfismo f : B — C, le asigna la funcién ks (f) : Homy (A,B) — Homg (A, C), cuya regla
de correspondencia es ks (f)(g) = fg.

Asi como
WA €°P — Set,

que a nivel de objetos tiene por regla de correspondencia 44 (B) = Hom (B,A), y a un
morfismo f : B — C le asigna la funcién h* (f) : Homy (C,A) — Homy (B,A), cuya regla
de correspondencia es 74 (f)(g) = gf.

PROPOSICION 1.8. Con las hipdtesis de la discusion previa, las asignaciones definidas

son funtores.

DEMOSTRACION. Se va a realizar la prueba para el caso de #* pues la prueba para /4
es andloga. Asf, considérese 15 : B— By nétese que 7 (1p) : Homy (B,A) — Homy(B,A).
Ademis, para f € Homy (B,A), se tiene que 1 (13)(f) = f1p = f. Por lo tanto, h*(15) =

1H0m%»(B,A) .

Por otro lado, si f € Homy(B,C), g € Homg(C,D) y h € Homg(D,A), entonces
W (8f)(h) = h(gf) = (hg) f = W (f)(hg) = W (f)I (g)(h). O

NOTACION 1.2. Los funtores anteriores se conocen como los funtores “hom” cova-
riante y contravariante en el objeto A respectivamente. También suelen llamarse funtores

representables en el objeto A.

Un ejemplo particularmente importante para nuestros fines se obtiene al considerar
¢ = Ab. En este caso, el funtor “hom” covariante y contravariante se vuelven mas especiales.
Para esto se requieren hacer algunas observaciones previas.
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PROPOSICION 1.9. Si A,B € Ab, entonces Homuy (A, B) es un grupo abeliano.ﬁ
DEMOSTRACION. Dados f,g € Homap(A,B), defina f + g € Homap (A, B) mediante

(f+g)(a) = f(a)+g(a). Observe que dicha operacidn esté bien definida pues B es abeliano,

ya que dados a,d’ € A, se tiene que

(f+g)a+d)=fla+d)+gla+d)
= (f(a)+f(d)) + (g(a) +8(d"))
= (f(a) +g(a) + (f(d') +5(d"))
= (f+8)(a)+(f+g)(d)

Es sencillo ver que dicha operacién satisface los axiomas de grupo. (]

Dado A € Ab, el funtor “hom” contravariante, #* : Ab°” — Set, asigna a un morfismo
de grupos f € Homap(B,C) una funcién #*(f) : Homap(C,A) — Homap(B,A) definida
por W (f)(g) = gf. Més atin, dados g,k € Homyy,(C,A), se tiene que

WA(f)(g+k) = (g+k)f =gf +kf = (f)(g) + 1 (f)(k)

Esto dice que con la estructura de grupo abeliano de la proposicién anterior, 74 (f) es
un morfismo de grupos. Esto prueba la parte no trivial del siguiente resultado (para el caso
contravariante).

PROPOSICION 1.10. Los funtores “hom” covariantes y contravariantes inducen para

cada A € Ab, funtores:

ha : Ab — Ab

W AbP — Ab

80bserve que la misma conclusién se obtiene si se pide solamente que B sea abeliano, donde en este caso la

conclusién es respecto Homgp (A, B).
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2. Grupos Abelianos

Durante todo este los grupos serdn abelianos por lo que pasaremos a la notacién aditiva.
En vez de expresar la operacién con el producto se expresara por la suma. Para S,7 C G con
G grupo, se escribird S+ T en vez de ST. El neutro se denotara por 0. Las clases son de la
forma g + H. Notamos que en el caso de una familia de subgrupos {H,}ic; de G, podemos
definir la suma ) ;.; H; como el subgrupo de sumas finitas ZT:I xj conx; € H;; para algin
ijel

PROPOSICION 2.1 (tarea). Sea G un grupo y {H;}icr una familia de subgrupos de
G. Entonces la funcion n: @;c;H; — Y icr Hi dada por n(¢) = Yc; ¢ (i) para toda ¢ €

B;c; H; es un epimorfismo.

DEFINICION 2.1. Sea G un grupo y H < G. Decimos que H es un sumando directo si
existe K< Gtalque H+K=GyHNK =0.

PROPOSICION 2.2. [tarea] Sea G un grupo y H < G. Son equivalentes:

1. H es sumando directo de G

2. Existes K < G tal que todo g € G tiene una uinica expresion como g = h+k con
heHykeKk.

3. Existe un morfismo s: G/H — G tal que s = lg/p donde w: G — G/H es la
proyeccion candnica.

4. Existe un morfismo p: G — H tal que pi = 1y donde i: H — G es la inclusion

canonica.

DEMOSTRACION. 1) =-2) Como G = H + K entonces todo g € G tiene una expresion
g=h+kconhecHyke K. Veamos la unicidad, suponemos que existe una segunda
expresion g=h'+k' con ' € H y k' € K. Entonces h+k = i’ +k, de donde se sigue que
h—h =k —keHNK=0.Porloqueh=~Hyk=Fk.Porlo tanto la expresion es tnica.

2) = 3) Definimos s(g + H) = k donde h + k es la expresién de G. Veamos que esto
no depende de la factorizacion. Sig=h+ky g =h +k conh,i' € Hy k, k' € K tal que
g+H = g+ H. Entonces

k+H=h+k+H=g+H=g¢g +H=W+K+H=K+H

Por lo que k — k' € H y de aqui k — K’HNK = 0. Se sigue que k =k’ Y la funcidn esta bien
definida. Calculando n(s(g+H)) = n(k) =k+H = g+ H paratoda g+ H € G/H. Por lo

tanto s = lg/p -



2. GRUPOS ABELIANOS 181
3) = 4) Considermos ¢ = sw: G —> G. Notemos que:
2_ e —
q =qq=STST=sT=q

De aqui tenemos que si e: im(q) —> G es la inclusién candnica, entonces ge = Lim(q)-
Observemos que:
(1-¢)=1-2q+¢=1-2¢+q=1-¢
Por lo que analogamente si 1 : im(1 —¢g) — G es la inclusién candnica, entonces (1 —
N = Lim(1—q)-
Basta ver que im(1 — g) = H. Antes observemos que nuc(q) = im(1 — q) [tarea]

Para h € H, tenemos que:
q(h)=sn(h)=s(h+H)=s(H)=0
Por lo que el H C nuc(q). Ahora sea g € nuc(q), entonces:
0=4q(g) =sm(g) =s(¢+H)

Como s es monomorfismo, tenemos que g+ H = 0. Lo que quiere decir que g € H. Por lo

tanto nuc(q) = H. O

PROPOSICION 2.3 (tarea). Sea G un grupo y {H;}icj una familia de subgrupos de G
con G =Y ;c; H;. Son equivalentes:
1. w: @jc;Hi — Yic; Hi es monomorfismo.
2. w: @PicrHi — Yy Hi es isomorfismo.
3. Todo elemento x € G no cero tiene una tinica expresion 27‘: 1Xj conxj € Hy; para
alginijelconx; #0para j=1,...m.

4. Paratodoi€l, HiNY, ;. H;=0.

PROPOSICION 2.4 (tarea). Sea K un campo y'V un K-espacio vectorial. Entonces V es

isomorfo como grupo a K (%) para algtin conjunto X.

oo

DEFINICION 2.2. Una sucesion de morfismo {fi: Gi — Giy1}7 _, es una sucesion
exacta si im(f;) = nuc(fi+1) para todo i € Z. Una sucesion exacta corta es una sucesion
exacta donde la lo mds tres grupos son no triviales, por lo que se puede representar de la
siguiente manera:

0—G65L6%56 —0

Observamos que f es mono y G es epi.
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DEFINICION 2.3. Una sucesion exacta corta 0 —s G' 25 G % G — 0 decimos que

se escinde si existe un morfismo h: G — G’ tal que hf = 1g.

PROPOSICION 2.5 (tarea). Sea 0 — G’ 1, G 2 G" — 0 un sucesién exacta corta.

Entonces la sucesion se escinde si 'y solo si existe un morfismo 1: G" — G tal que gl = 1g»

DEFINICION 2.4. Notacionalmente decir que las sucesiones 0 — G’ i) GyG 5,
G" — 0 son exactas nos referimos realemnte a las sucesiones exactas 0 — G’ i> G5

G/imf—>0y0—>nuc(g)i>G5>G”—>O

EJEMPLO 2.1.

0—pZ5257,—0

EJEMPLO 2.2.

0—2,52,52,—0

DEFINICION 2.5. Sea G un grupo y xi,...,x, € G distinto de cero. Decimos que
X1,...,X, Son linealmente independientes si };_ mix; = 0 con m; € Z, entonces mjx; =0
parai=1,...n. Sea X subconjunto de G. Decimos que X es linealmente independiente si

todo subconjunto finito de X es linealmente independiente.

PROPOSICION 2.6. Sea G un grupo y X un subconjunto de G que contiene al cero.

Entonces X es linealmente independiente si'y s6lo si (X) = @ ,cx (x).

DEMOSTRACION. =) Notemos que siempre pasa que (X) =Y cx(x). .Seaxp € X
Y ¥ € (x0) N Yyty, (-x). Por lo que tenemos que y = moxo y y = Y;—; m;x; para algunas
xi€X\{x}ymi €Zconi=0,...,n. Deaqu’

moxo — Z mix; =0
i=1

Por la indepencia lineal, los m;x; = 0 para i =0, ...,n. En particular, y = mgxy = 0. Por lo
que <X()> n Zx;éxo <x> =0.

<) Sean x1,...,x, € X con y,_; m;x; = 0. Entonces

mixj = —Zmixi € (x;)N Z (x)=0
i#j XFX

Por lo que mjx; =0 paratoda j =1,...,n. [
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DEFINICION 2.6. Sea G un grupo. Definimos la parte de torsion de G, t(G), como
el conjunto de los elementos orden finito. Los elementos de t(G) se llaman elementos de

torsion de G.
PROPOSICION 2.7. Para todo grupo G, tG es un subgrupo de G.

DEMOSTRACION. El orden de O es finito. Si a,b € t(G) con o(a) =ny o(b) =m,
entonces (m+n)(a+b) = 0. Porlo que o(a+b) < n+m. Sia € G, entonces o(a) = o(—a).
Por lo que si a € t(G), entonces —a € ¢(G). Por lo tanto 1(G) < G. O

Observamos que si f: G — H es un morfismo, entonces f(¢(G)) C ¢t(H).

PROPOSICION 2.8 (tarea). La asignacion t de grupos abelianos en grupos abelianos

es un functor.

DEFINICION 2.7. Sea G un grupo. Decimos que G es un grupo de torsion si t(G) = G.

Decimos que G es libre de torsion si t(G) = 0.
PROPOSICION 2.9. Sea G un grupo. Entonces G/t(G) es un grupo libre de torsion.

DEMOSTRACION. Sea x+1(G) € t(G/t(G)). Entonces existe un natural n tal que
n(x+1t(G)) = 0. Por lo que nx € tG De aqui existe un natural m tal que nmx = 0. Por lo
tanto x € 1(G) y t(G/t(G)) = 0. O

Una pregunta natural es si el subgrupo de torsién siempre es un sumando directo, pero
esto es falso. Para esto ocuparemos la siguiente definicion.

DEFINICION 2.8. Sea G un grupo, x € G y n un entero distinto de cero. Decimos que x

es divisible por n, si existe g € G tal que ng = x.

PROPOSICION 2.10. Sea P el conjunto de primos y G = [],cp Zy. Entonces t(G) no

es sumando directo de G.

DEMOSTRACION. Primero vemos que si G = H &¢(G), entonces H = G/t(G). Ahora
notamos que parag € Py ¢ € G. Si ¢ € G es divisible por g, entonces existe Y € G tal que
qy = ¢. En particular ¢(q) = qy(q) = 0. De aqui que si ¢ es divisible por todo primo, se
sigue que ¢ = 0.

Procedemos a ver que G/t(G) tiene un elemento no cero que es divisible por todo
primo, y asf se tendria que H no puede ser isomorfo a G/¢(G). Consideramos ¢ € G dado

por ¢(g) = 1 para todo g € P. En particular, ¢ tiene orden infinito, puesto que si n¢ =0
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tendriamos que n¢(g) = nl = 0 para todo g € P. Por lo que n = 0. Por lo que ¢ ¢ ¢(G)
y ¢ +t(G) # 0. Si g es un primo, entonces 1 es divisible por g en Z,, para p # q. Por lo
que existe g, € Z,, tal que gg, = 1 para toda p # q. Si ponemos a g, = 0, podemos definir
Y, € G como y,(p) = g para toda p € P. De esta forma ¢ — gy € 1(G), puesto que en

todas las entradas es cero excepto en g. Ahora:

a(Y+1(G)) = gy, +1(G) = ¢ +1(G)

Por lo que ¢ +¢(G) es divisible para toda g € P. O

DEFINICION 2.9. Sea p un primo y G un grupo. Definimos T,(G) como el conjunto de
elementos g de G tal que que existe un natural n con p"g = 0. A este conjunto lo llamamos

la parte de p-torsion. También se le llama la componente p-primaria de G.

PROPOSICION 2.11. La asignacion T, define un functor de la categoria de grupos en

la categoria de grupos.

PROPOSICION 2.12 (Descomposicion primaria). Sea G un grupo finito. Entonces G es

suma directa se sus componentes p-primarias

DEMOSTRACION. Como G es finito, entonces G tiene exponente n. Sea n = pI]‘I ... plm
la descomposicién en primos de n. Definimos n; = n/p*i y notamos que (ny,...,n,) = 1,
es decir, estos nimeros son primos relativos. Por lo que existen enteros si,...,s, € Z
tales que Y12 | s;n; = 1. Por lo que se sigue que para x € G, x = Y./ | s;n;g. Notamos que
Prinisix = nsix = 5,0 = 0. Por lo que n;s;x € T,(G). Por lo tanto G = ¥ | T,,,(G).

Sea x € T),,(G) VY ;4 Tp;(G). Por un lado existe k; tal que piix =0y por otro lado
existen x; € Tj,, (G) con j # i tales que x =} ;2; x;. Para cada x; existe un natural r; tal que
p;j x;j =0 para j # i. Si ponemos r =[], p;j , entonces (m, p;') = 1. Por lo que existen
sy t enteros tales que ms+ p.'t = 1. Por lo que x = msx+ p.'tx = 040 = 0. Por lo tanto

Ty, (G) MLz Tp;(G) =0. O
PROPOSICION 2.13. Sea G un grupo de torsion. Entonces G = @ ,cp Tj(G).

DEMOSTRACION. Sea x € G. Como G es un grupo de torsién, entonces existe un
natural n tal que nx =0. Sean = plf‘ e p’;;" la descomposicién en primos de n. Definimos
n; = n/pki y notamos que (ny,...,n,) = 1, es decir, estos nimeros son primos relativos.

Por lo que existen enteros sy, ...,s, € Z tales que Y./ | s;n; = 1. Por lo que se sigue que
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parax € G,x =Y | s;n;g. Notamos que p¥in;s;x = ns;x = 5,0 = 0. Por lo que n;s;x € 7,(G).
Porlo tanto G = Y. ,cp T (G).

Sea x € T,,,(G) MY j+; Ty, (G). Por un lado existe k; tal que p;'x = 0y por otro lado
existen x; € T}, (G) con j # i tales que x = ). j+ixj. Para cada x; existe un natural r; tal que
p;jxj = 0 para j # i. Si ponemos r = ]_[#ip;j, entonces (m, p;') = 1. Por lo que existen
sy t enteros tales que ms+ p;'t = 1. Por lo que x = msx + p;'tx = 0+ 0 = 0. Por lo tanto

Ty (G)NYjxiTp,(G) =0. 0

PROPOSICION 2.14. Sean G y H grupos de torsion. Entonces G = H si y solo si

T,(G) = T,(H) para toda p € P.

DEMOSTRACION. =) Sea f: G — H un isomorfismo. Como 7}, es un funtor manda
isomorfismos en isomorfismos.

<) Sea {fp: T,(G) — T,(H)} pep una familia isomorfismos con la familia de sus in-
versa respectivas {g,: Tp(H) — T,(G)}pep. Como G =D ,cpT,(G) y H = @ ,cp Tp(H).
Definimos f como el morfimos inducido por la propiedad universal del coproducto de la
familia {7/ £, } pcp y analogamente a g como el inducido por {igg,,} pep. Se tiene que estos

cumplen que fi§ =i f, y giff = i§g,. Notemos que

feilf = fisg, = ifl fogp = in 17, m)

811y = 8ip fp = in8pfp =15 17,G)
Por la unicidad de la propiedad universal tenemos que fg = 1y y gf = 1. Por lo tanto

G=~H. O
3. Grupos abelianos libres y proyectivos

En esta seccidn se van a analizar los conceptos de grupo abeliano libre asi como el de
grupo abeliano proyectivo, para los cuales se encontrard su relacién. Asimismo se usard el
material de esta seccion para demostrar lo que se conoce como el Teorema Fundamental de
los Grupos Abelianos Finitamente Generados.

3.1. Grupos abelianos libres. Como es de esperarse el concepto de grupo abeliano
libre axiomatiza la idea de los grupos abelianos que tienen base. Este estd relacionado con
el concepto de grupo libre, sin embargo, en general dichos conceptos son diferentes. En
esta subseccidn se va a ver esta relacion, asi como algunos resultados que comparten ambos
conceptos. Es importante mencionar que en el caso de los grupos abelianos libres, muchos
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de los teoremas de grupos libres que son dificiles de demostrar tienen una prueba mas
sencilla para estos. Dichas pruebas se discutirdn en esta subseccion.

DEFINICION 3.1. Un grupo abeliano F es abeliano libre si existe X C F formado
por elementos de orden infinito tal que F = @,cx (x). A uno de tales subconjuntos X se le

conoce como una base de F.

Observaciones:

1. La definicién anterior se suele parafrasear diciendo que los grupos abelianos libres
son aquellos que son sumas directas de una familia de grupos ciclicos infinitos.
Trivialmente, para cualquier conjunto X, el grupo ZX) es abeliano libre. Ademés
se suele considerar F' = 0 como el grupo abeliano libre con base X = (/)ﬂ

2. Es muy importante mantener el nombre completo “grupo abeliano libre” para no
confundir con los grupos libres estudiados en el capitulo 2, ya que estos tienen
diferencias sustanciales y no son por lo general el mismo concepto. Esto se discutird
con mds precision posteriormente.

3. Si X C F es base del grupo abeliano libre F, entonces por un resultado anterior
todo elemento g € F se puede escribir de manera tnica como g =), cy M,X, con
my € Z, que son todos cero salvo una cantidad finita de estos.

4. Los puntos 1y 3 dicen que siempre es posible construir el grupo abeliano libre con
base cualquier conjunto y que ademds este se puede identificar con el conjunto de
combinaciones Z-lineales (finitas) de elementos de X.

Tal y como sucedi6 con el concepto de grupo libre, el grupo abeliano libre tiene una
propiedad categdrica que lo determina salvo isomorfismo. Esta se presenta a continuacion.

PROPOSICION 3.1. El grupo abeliano libre con base X, F, satisface la siguiente
propiedad universal: Para todo grupo abeliano G y toda funcion f : X — G, existe un uinico

morfismo f : F — G tal que f |x= f, es decir, el siguiente diagrama conmuta:

X

F

A\

G

DEMOSTRACION. Quitando el caso obvio que ocurre cuando X = 0, dado un grupo
abeliano G y una funcién f : X — G, defina f : F — G mediante la regla de correspondencia
F(Xrex mux) := Yrex mof(x). Por las observaciones anteriores f es una funcién, estd bien

definida y ademds claramente es un morfismo. Note que trivialmente se cumple que f|x = f.

IRecuerde que esto tltimo es una cuestion que viene de la teoria de categorias.
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Respecto a la unicidad, sea g : F — G otro morfismo tal que g|x = f. Para ver que g coincide
con f basta con ver que estos morfismos tienen la misma regla de correspondencia, para lo

que observe que:

g(z myx) = Z myg(x) = Z myf(x) =: ?(Z Myx).

xeX xeX xeX xeX

Retomando la observacion realizada previamente a la proposicidn anterior, la propiedad
universal anterior permite comenzar la comparacién entre los conceptos de grupo libre
y grupo abeliano libre, ya que esta muestra que si ' es un grupo abeliano y es libre,
entonces F es un grupo abeliano libre. Sin embargo, el regreso de la afirmacién no es
necesariamente cierto pues observe que la propiedad de extensién que da la propiedad
universal correspondiente tiene una diferencia fundamental; mientras en el caso de grupos
libres la extension se hace respecto a cualquier funcién con codominio un grupo cualquiera,
en el caso de los grupos abelianos libres se hace inicamente con funciones que tienen por
codominio un grupo abeliano. Por otro lado, los grupos abelianos libres son sumas directas
de grupos ciclicos infinitos, es decir, coproductos en la categoria de grupos abelianos de
grupos ciclicos infinitos. Ademas, segin el ejercicio|149] un grupo libre es producto libre
de grupos ciclicos infinitos, es decir, un coproducto en la categoria de grupos. Esta dltima
observacion da la intuicién de porqué estos conceptos no coinciden, ya que el coproducto en
la categoria de grupos y en la categoria de grupos abelianos son distintos. En esta direccion,
se tiene el siguiente resultado:

PROPOSICION 3.2. Sea {Gg}qen es una familia de grupos, entonces

(*acAGa)ab = D (Ga)av

acA

DEMOSTRACION. Lo que se va a ver es que (xqecpAGg)qp cumple la propiedad univer-
sal de @ yep(Ga)ap- Para esto, observe que si {1g : Gg — *qeAGa taca €s la familia de
morfismos de inclusién de cada factor en el coproducto, entonces se tienen morfismos in-
ducidos {(te)ap : (Ga)ap — (*aecaGa)ab }acn- Para ver que ((*qeaGa)aps (Lo )ap) cumplen
la propiedad universal mencionada, sea {fo : (Gg)ap — H }qea una familia de morfismos
con H abeliano. Si 7y : G — (Gg)ap €s el morfismo candnico de cada uno de los grupos
de la familia en su abelianizacion, observe que fu 7Ty : Go — H, entonces por a propiedad
universal del producto libre, existe un tinico morfismo de grupos f* : x4caGo — H tal que
para cualquier @ € A, f'1q = foTly. Ademds, si T : xqeAGa — (x0eaGo)ap €8 €l morfis-
mo candnico a la abelianizacién, existe un tnico morfismo f : (¥gepGa )apr — H tal que

fr=7.
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Observe que por construccion f(1g)apTe = fRly = f'la = fuTtg, COMO Ty €s epi,

entonces f(1g)ap = fa-

Para la unicidad, si g : (*qeaGa)ap — H es tal que para cualquier o € A, g(1g)ap = fas
entonces f(1g)apT = g1 )apT, 10 que implica que f71, = gmiy. Por la propiedad universal

del producto libre, entonces f7 = g7, y como 7 es epi, entonces f = g. (Il

Esta discusion permite concluir lo siguiente:

PROPOSICION 3.3. Un grupo abeliano libre es libre si y sdlo si es ciclico.

Regresando a las analogias que existen entre los grupos libres y los grupos abelianos
libres, lo que se quiere hacer es ver que la cardinalidad de la base de un grupo abeliano libre
es un invariante de esta.

PROPOSICION 3.4. Sean F y F’ grupos abelianos libres con bases X y Y respectiva-

mente. Entonces, F = F' siy sélo si |X| = |Y]|.

DEMOSTRACION. Elregreso de la afirmacién es exactamente igual que en el caso libre,
es decir, usando la propiedad universal, por lo que este se va a omitir. Para la ida supdngase
que F = F' y considere los grupos abelianos V = F/2F y W = F’ /2F’. Observe que en
estos grupos abelianos hay una accién de Z, que los dota con estructura de Z,-espacio
vectorial. Considere los conjuntos f = {x+2F |x€e X} CVyy={y+2F' |ycY} CW.
Se afirma que estos son bases del espacio correspondiente. Para la prueba se va a tratar el
caso de 3 pues para ¥ es andlogo. En efecto, claramente 3 genera a V. Para la independencia
lineal suponga que Yi_; A(xx +2F) = 0+2F, donde {xi,...,x,} CX y A1,...,A, son
representantes de elementos en Z,. Dicha igualdad implica que Y} Axx; € 2F, de donde
existen x/,...,.x; € X tales que Y}_; Lxy = 22:1 2myx),, donde my,...,m; € Z. Por ser X
base de F, se deduce que [ = n y que sin pérdida de generalidad puede suponerse que
xg = x},. Esto implica que para cualquier k € {1,...,n}, A = 2my, lo que prueba que la clase

de Ay es cero en Z;, que es lo que se queria probar.

Para concluir, observe que dimz,(V) = |{x+2F | x € X}| = |X| y andlogamente
dimz, (W) = |[Y|. Ademds observe que el isomorfismo de F y F’ da lugar a un isomorfismo

de Z,-espacios vectoriales entre V 'y W, luego, |X| = dimz, (V) =dimz, (W) =|Y|. O
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COROLARIO 3.1. Cualesquiera dos bases de un grupo abeliano libre son equipotentes.

La consecuencia directa del corolario anterior es que se puede definir el rango de un
grupo abeliano libre F, el que se va a denotar por rankz(F), como el cardinal de cualquier
base, el cual esté bien definido por la proposicién anterior. Observe ademés que si F'y F’
son grupos abelianos libres, entonces F & F’ es un grupo abeliano libre con base la unién
ajena de una base de F y una base de F’. Esto dice que,

rankz(F & F') = rankz(F) + rankz (F').

Es importante notar que la ecuacién anterior es un claro andlogo de la propiedad
correspondiente para la dimensioén de un espacio vectorial.

Ademds, observe que ranky(Z X )) = |X|. Esto dice que la asignacién rango de un grupo
abeliano libre es suprayectiva al considerar como codominio la clase de todos los cardinales.
En particular, la clase de grupos abelianos libres es propia.

Para concluir con la discusién del rango, se va a obtener una relacién con el rango de
un grupo libre. Esto se hace mediante el ejercicio[324] pues de este se deduce que

rank(F) = ranky (Fyp).

Un argumento abstracto que muestra esta Ultima afirmacién se obtiene al usar el
ejercicio[149] ya que si F es libre con base X, entonces F = sycx (x) = ycxZ. Asi,

Fop = (+xexZ)ap = P Zap = P2 = 2.

aeX xeX

Observe que de la relacién anterior se puede demostrar que si F'y F’ son grupos libres,
entonces

rank(F xF') = rankz((F*F Vab)
= rankz,(Fy, ® F)p)
= rankz,(Fy) +rcmkz( b)
= rank(F ) + rank(F")

Para concluir esta subseccion vale la pena decir que como sucede en el caso libre,
los grupos abelianos libres son importantes pues todo grupo abeliano se puede obtener
como cociente de uno de estos. La prueba es basicamente igual que en el caso libre pues
simplemente se usa la propiedad universal y tiene las mismas consecuencias, a saber,
uno puede desarrollar una teoria de generadores y relaciones en el contexto abeliano. Sin
embargo, para nuestros fines no es necesario desarrollar esta teoria.
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3.2. Grupos abelianos proyectivos. El siguiente concepto que se va a trabajar en
esta seccion, se va a presentar con gran generalidad y se va a particularizar para el caso que
nos interesa.

DEFINICION 3.2. Sea ¢ una categoria. Decimos que P € € es proyectivo si para
cualesquiera morfismose: G — HYy f: P — H, con e epi, existe un morfismo g : P — G tal
que eg = f. Es decir, el siguiente diagrama conmuta

P

f

Observacion:

= El morfismo g de la definicién no tiene porque ser tnico. Este tipo de propiedades
donde no se tiene unicidad se suelen llamar propiedades universales débiles y
observe que el no tener unicidad nos dice que estas no caracterizan a ningtin objeto
en especial, sino que son propiedades especiales que puede o no cumplir un objeto
en una categoria.

De la definicién anterior se deduce que un grupo abeliano es proyectivo si es un objeto
proyectivo en la categoria de grupos abelianos. Asi, el objetivo de esta seccién es caracterizar
dichos grupos. El primer paso en esta direccién, y que de hecho conecta la teoria con la
subseccion pasada, da los primeros ejemplos de objetos proyectivos.

PROPOSICION 3.5. Si F es un grupo abeliano libre, entonces F es proyectivo.

DEMOSTRACION. Observe que F = 0 cumple trivialmente la propiedad, por lo que
suponga que F es no trivial. Considere morfismos e: G — Hy f : F — H con e epimorfismo.
Sea X C F una base y observe que para cada x € F, existe g, € G tal que e(g,) = f(x), ya
que en la categoria de grupos abelianos los epimorfismos son precisamente los morfismos
suprayectivos. Dado que dicho elemento g, no es necesariamente tnico, para cada x € X
elija un tnico g, € G con la propiedad mencionada. Observe que al definir la funcién
h: X — G dada por h(x) = g, la propiedad universal del grupo abeliano libre implica
que existe un dnico morfismo / : F — G tal que h|x = h. Trivialmente se cumple que por

construccién eh = f, lo que concluye la prueba. (]

Es importante notar varias cosas de la proposicién anterior. La primera es que en la
prueba de esta se ve que el morfismo g no es Unico, pues si bien este es Unico cuando se fija
una base, este depende de la base que se tome de F'. Por otro lado, para la construccién de &
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fue necesario usar el axioma de eleccién. Ademds observe que es sencillo adaptar la prueba
anterior para ver que los grupos libres son objetos proyectivos en la categoria de grupos.

Anteriormente se menciond que en una categoria un morfismo epi no tiene porque ser
un epi que escinde. El siguiente resultado da una condicidn que tiene que ver con objetos
proyectivos bajo la cual es védlida dicha implicacién.

PROPOSICION 3.6. Sie: G — P es un epimorfismo con P € € proyectivo, entonces e

es un epimorfismo que escinde.

DEMOSTRACION. Seae: G — P epimorfismo con P € € proyectivo. Al usar la propie-
dad que define a P para e como epimorfismo y 1p : P — P, se deduce que existe g: P — G

tal que eg = 1p, lo que prueba la afirmacion. (I

El siguiente resultado, que se deduce de los dltimos dos, jugard un papel muy importante
posteriormente, por lo que vale la pena enunciarlo.

COROLARIO 3.2. Sea H < G tal que G/H es abeliano libre. Entonces, G~ H ® G/H.

DEMOSTRACION. Considere la proyeccién canénica  : G — G/H, la cual es un
epimorfismo. Como G/H es abeliano libre, entonces es proyectivo y asi, = es un epi-
morfismo que escinde. Esto implica por un resultado anterior que G = nuc(x) @ im(w) =

H&G/H. O

Uno de los resultados mas importantes en los que se usa el corolario anterior, es un
andlogo al teorema de Nielsen-Schreir, pero para el caso de grupos abelianos libres. Este
hace uso del teorema del buen orden y se presenta a continuacidn.

PROPOSICION 3.7. Si F es un grupo abeliano libre y G < F, entonces G es abeliano

libre y ademds rankz(G) < rankyz(F).

DEMOSTRACION. Considere {x; | k € A} C F una base, donde puede suponerse por el
teorema del buen orden que A es bien ordenado. Defina para cada k € A, F = ({x; | j <k}),
Fio = ({x; | j < k}) = F/® (x). Asimismo G} = GNF/ y Gy = GN F;. Observe que
F = Urea Fx ¥ G = Uiea Gi- Dado que G}, = GNF] = G N F/, entonces por el segundo

teorema de isomorfismo y el teorema de la correspondencia biyectiva se tiene que:

Gi/G,, =G/ (GiNF)) = (Gy+F)/F.<F/F =27
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Esto dice que Gi/G) = 0 6 Gi/G, es ciclico infinito, lo que implica que Gy = G, 6
Gy = G @ (g) por el corolario Lo que se afirma es que G tiene por base {g;}, donde
observe que si se prueba esto, por la observacién anterior se tiene que rankz(G) < |A| =

rankz(F), por lo que basta probar dicha afirmacién.

Observe que dado que para cada g € G existe k € A tal que g € Fy, al usar el hecho
de que A es bien ordenado se puede definir ((g) = min{k € A | g € F;}. Considere G* =
({gk | k € A}) < G, donde en caso de que Gy = G, defina g = 0. Si G* < G, entonces sea
A =min{u(g) | g€ G\G*}yconsidere g € G\ G* tal que p1(g) = A. Entonces g € GNF),
asi que g =a+mg, paraa € G) y m € Z. Entonces a € G\ G* y t(a) < A, lo que seria

una contradiccién. Por lo tanto, G = G*.

Para concluir la prueba, por un lema anterior basta con ver que las combinaciones de

elementos en G son tinicas, para lo cual basta con ver que si }.j_ m;8, =0conky < --- <k,
. / z

entonces cada m; = 0. En efecto, si m,, # 0, entonces m, g, € (gx,) N Gy, =0, 1o que seria

una contradiccion. Asi, G es abeliano libre. |

Todos los resultado anteriores permiten caracterizar a los grupos abelianos proyectivos.

PROPOSICION 3.8. Los objetos proyectivos en la categoria de grupos abelianos son

precisamente los grupos abelianos libres.

DEMOSTRACION. De la proposicién [3.5|se deduce que basta con demostrar que todo
grupo abeliano proyectivo es abeliano libre. En efecto, sea P uno de tales grupos. Observe
que la funcién identidad, 1p : P — P, da lugar a un morfismo de grupos f : zP) - p que
es claramente un epimorfismo. Como P es proyectivo, entonces f es un epimorfismo que
escinde, lo que dice que hay un morfismo s : P — Z(") tal que fs = 1p. Dado que s es mono,
entonces P = f(P)y f(P) < ZP). Dado que todo subgrupo de un grupo abeliano libre es

abeliano libre, esto prueba que P es abeliano libre. O

Por lo tanto, la proposicién anterior dice que aunque los grupos abelianos proyectivos
y los grupos abelianos libres tienen definiciones que aparentan ser distintas, estos son el
mismo concepto. Ademds nétese que la prueba anterior se puede adaptar al caso no abeliano,
lo que demuestra que en la categoria de grupos, los grupos proyectivos son precisamente
los grupos libres.

Para concluir esta subseccién se quiere discutir una caracterizacién mds del concepto
de proyectivo que tiene que ver solamente con la teoria de grupos abelianos y que es una
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caracterizacién con lenguaje categdrico pues usa funtores representables, y que es una de
las primeras ideas de dlgebra homoldgica que se van a ver en el curso. Para esto se requiere
del siguiente resultado:

LEMA 3.1. Sea

0-—GLHESK 0

una sucesion exacta corta de grupos abelianos y A € Ab. Entonces, las siguientes sucesiones

son exactas.

ha(g)

0 — ha(G) Y (1) P8, 1, (k)

0 — w (&) 228, () L0, ()

DEMOSTRACION. Simplemente se va a demostrar que la primera sucesion es exacta
pues para el segundo ejemplo la demostracién es andloga. En efecto, la exactitud h4(G) es
equivalente a probar que /14 (f) es mono, lo que es equivalente a ver que el niicleo es cero. Sea
o € nuc(ha(f)). Entonces, foo = ha(f)(ct) =0, lo que implica que im(ot) C nuc(f) = {0},

luego, oe = 0 y esto prueba la contencién no trivial en la igualdad nuc(ha(f)) = {0}.

Para la exactitud en /14 (H), observe que es claro que 4 (g)ha (f) = ha(gf) =ha(0) =0,
luego, im(ha(f)) C nuc(ha(g)). En lo que respecta a la contencion restante, sea @ €
nuc(ha(g)), es decir, g = 0. Esto implica que im(a) C nuc(g) = im(f), donde la igualdad
se da por exactitud de la sucesién de la hipGtesis. Asi, observe que dado x € A, a(x) = f(gx)
para algtn g, € G. Ademds, como f es mono, dicho elemento g, es tunico. Entonces esto
permite definir una funcién 8 : A — G con la regla de correspondencia f (x) = g, si &t(x) =
f(gx). Notese que al ser ¢ y f morfismos, se tiene que f lo es. Ademds, por construccién

o= fB=nha(f)(B), lo que prueba que a € im(hs(f)), y concluye la prueba. O

A manera de comentario vale la pena decir que un funtor que cumple la propiedades del
lema anterior, se conoce como funtor exacto izquierdo en el contexto del dlgebra homoldgica.
Si manda sucesiones exactas cortas a sucesiones exactas cortas a la derecha, se llamaria
exacto derecho. Si dicho funtor mandara sucesiones exactas cortas en sucesiones exactas
cortas, se llamarfa exacto. Dejando de un lado esta terminologia que tiene como propdsito ir
presentando conceptos muy importantes que aparecen en la teorfa para irse familiarizando
con ellos, el teorema buscado es:
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PROPOSICION 3.9. Sea G un grupo abeliano. Las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:

1. G es abeliano libre.
2. G es proyectivo.
3. hg : Ab — Ab manda epimorfismos en epimorfismos

4. hg : Ab — Ab manda sucesiones exactas cortas en sucesiones exactas cortas.

DEMOSTRACION. Se ha demostrado que 1y 2 son equivalentes. Observe que 1y 3 son

equivalentes por definicién. Para concluir 3 y 4 son equivalentes por el lema anterior. [

3.3. Un teorema fundamental. En esta seccion se va a probar uno de los teoremas
de estructura mds importantes respecto a grupos abelianos finitamente generados. Su im-
portancia es tal que se le conoce como el Teorema Fundamental de los Grupos Abelianos
Finitamente Generados.

Para obtener este teorema se necesitan analizar algunos resultados respecto a grupos
abelianos libres, asi como un teorema de estructura para grupos finitos. Respecto a grupos
abelianos libres ya no hay mucho que hacer pues ya se ha dedicado toda una subseccién a
ellos. Lo tnico que se necesita es un resultado que de entrada proporciona una fuente de
ejemplos de grupos abelianos libres, el cual se presenta a continuacion.

PROPOSICION 3.10. Todo grupo abeliano libre de torsion y finitamente generado, es

abeliano libre.

DEMOSTRACION. La demostracion es por induccidn sobre el nimero de generadores

de los grupos finitamente generados. Sea G = (g1, ...,g,) un grupo libre de torsion.

Base: n = 1. En este caso G es ciclico y como G es libre de torsidn, entonces G = Z, lo

que concluye el resultado.

Paso inductivo: Supdngase que el resultado es valido para los grupos finitamente
generados con menos de n generadores. Defina H = {g € G | 3m € N (mg € (gn))}.
Observe que H < Gy ademds G/H es libre de torsién ya que si g+ H € t(G/H), entonces
existe k € NT tal que k(g+ H) = 0+ H, lo que implica que existe m € N* tal que m(kg) €
(gn). Esto implica que (mk)g € (g,) y entonces g € H, lo que implicaque g+H =0+H y

prueba la afirmacién.
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Por otro lado G/H es finitamente generado y ademds tiene menos que n generadores,

por lo que la hipétesis de induccién implica que G/H es abeliano libre, lo que implica que
G=H& (G/H)

Para concluir con la prueba, basta con ver que H es abeliano libre. Para esto observe
que como H = G/(G/H), entonces H es finitamente generado. Por otro lado, observe que
se puede definir una funcién f : H — Q, donde dado g € H, se tiene que existen m € N* y
k € Z tales que mg = kg,. En tal caso se define f(g) = % Hay varias afirmaciones en torno

a esta asignacion.

Afirmacién 1: f es funcién. Supéngase que g € H es tal que mg = kg, y m'g = k'g,
param,m’ € NT y k,k’ € Z. Entonces se tiene que mm'g = mk'g, y m'mg = m'kg,, de donde

mk'g, =m'kg, y asi (mk' —m'k)g, = 0. Dado que G libre de torsién, entonces mk' —m'k =0,
K k

/
7 = —

lo que implica que -7 = ...

Afirmacién 2: f es morfismo. Si g,k € H son tales que mg = kg, y m'h = k'g, para
m,m’ € Nty k k' € Z, entonces m'm(g+h) = (m'k+mk')g,. Asi,
mk+mk' kK
h = — = — _— = h
flgth)=—7 —=—+_=[(g)+f(h)
Afirmacién 3: f es monomorfismo. Si g € nuc(f), entonces f(g) = 0. Esto dice que
mg = 0 para m € N*. Dado que G es libre de torsién, esto implica que g = 0 y concluye la

prueba.

Lo anterior prueba que H es isomorfo a un subgrupo finitamente generado de Q. Ha-

ap

ciendo la identificacién de H con dicho subgrupo, supéngase que H = TR

5-). Entonces
]

defina la asignacién i : H — 7Z tal que h(x) = ([T'_, b:)x. Es claro que & es un morfismo de
grupos inyectivo y asi H se puede identificar con un subgrupo de Z, el cual es abeliano libre

y concluye la prueba. (]

El resultado buscado es:
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PROPOSICION 3.11. (Teorema Fundamental de los Grupos Abelianos Finitamente
Generados) Todo grupo abeliano finitamente generado es suma directa de grupos primarios
y grupos ciclicos infinitos. El niimero de sumandos de cada uno de los grupos en cuestion,

solamente depende del grupo en cuestion.

DEMOSTRACION. Sea G un grupo abeliano finitamente generado. Dado que G/tG es
libre de torsién y finitamente generado, entonces G/tG es abeliano libre. Ademas, por el

corolario[3.2] se deduce que

=1G® (G/1G)

Para concluir observe que dado que tG = G/(G/tG), entonces tG es finitamente
generado. Ademads, como los elementos en #G tienen orden finito, entonces ¢G es finito. Por

lo tanto, ¢G es suma directa de grupos primarios. O

Es importante decir que puede refinarse el resultado anterior para conocer mejor la
parte finita de dicha descomposicién, que es la que proviene de las componentes primarias.
Para esto se requiere de un resultado previo.

LEMA 3.2. Si G < F con F abeliano libre de rango n'y [F : G] < Ry, existen bases

{x1,...,x,} bases de F 'y {g1,...,gn} de G tales que para cada i € {1,...,n}, g; € (x;).

DEMOSTRACION. Tarea

El teorema de estructura buscado se muestra a continuacion.

COROLARIO 3.3. (Teorema de la base) Todo grupo abeliano finito es suma directa de

grupos ciclicos finitos.

DEMOSTRACION. Sea G un grupo abeliano finito y nétese que G = F /R con F un
grupo abeliano libre finitamente generado y R < F que trivialmente satisface que [F : R] <
Y. Al usar el lema anterior se deduce que existen bases {x1,....,x,} CFy {y1,...,yn} CR

tales que y; = k;x; para algtin k; € N*. Entonces,

n n n n

G = (D) /(D)) = (D tai))/ (D kitxi) = D i) ki (i) = €D Z.
i=1 i=1

i=1 i=1 i=1 i=1
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EJEMPLO 3.1. El teorema de la base se puede usar para determinar los grupos
abelianos de orden finito. Como ejemplo supongase que se quieren determinar los posibles
grupos abelianos de orden 12. El teorema anterior afirma que dado que 12 =223, entonces
al ser G productos de grupos ciclicos, las posibilidades que se tienen de la factorizacion

son:

VAP
ZsDL3
Lo ® ZLe

Lo®ZLry®Ls

Dado que Z4 B 7z =ZL12y Lo B Ly B 73 = 7y & L, entonces las clases posibles son:

Ziny Zo @ Ze

Este resultado empata con el ejercicio E'

Con los resultados anteriores se tiene todos los elementos para demostrar el teorema
buscado.

De las observaciones anteriores se deduce que todo grupo finitamente generado se
puede escribir de la forma

G%ZrGBZdI @“'@de,

donde r = rankz(G/tG) y |tG| = [IX, d;.

1055 comtin usar el simbolo de suma directa en lugar del de producto directo en el contexto abeliano cuando
se tiene un producto finito. Esto se justifica en el hecho de que en la categoria de grupos abelianos los productos

finitos y coproductos finitos coinciden.



198 5. GRUPOS ABELIANOS
4. Grupos Divisibles e Inyectivos
DEFINICION 4.1. Sea G un grupo. Decimos que G es divisible si para todo natural
positivony x € G, existe g € G tal que ng = x.
EJEMPLO 4.1. Los grupos Q,R y C son divisibles.

EJEMPLO 4.2. El grupo de los enteros 7 no es divisible.

EJEMPLO 4.3 (tarea). Para todo natural n, Z,, no es divisible.

De primera instancia parece complicado tener un grupo divisible de torsién. Pero estos
existen aunque es un poco complicado de describirlos, como sea, estos tienen propiedades
muy amigables que los hacen muy deseables.

DEFINICION 4.2 (Grupo de Prufer). Sea p un primo. Definimos Z,~ como el grupo

=

abeliano que tiene conjunto de generadores {x;}7 , y relaciones {x; — pxi 1} U{pxo}.
PROPOSICION 4.1 (tarea). Sea p un primo. Entonces Z,» es un grupo de torsion.
PROPOSICION 4.2. Sea p un primo. Entonces Z,= es divisble.

DEMOSTRACION. Sea x € Zp= y k un natural positivo. Ponemos x = Y/ m;x; note-
mos que por las relaciones podemos suponer que 0 < m; < p.
Primer caso (k,p) = 1. Entonces existen s,7 € Z tales que sk + pt = 1. Por lo que

ksm, = m, — ptm, y de aqui
ksmpx,, = muX, — pX,tm, = mpX, — X,_1tm,

Si ponemos g, = sm;,x,, entonces procedemos a encontrar de forma andloga g, € Zp~ tal
que kgn—1 = my_1X,_1 — Xp—1tm,. Notemos que esto lo podemos hacer usando la ecuacién
sk+ pt =1y en cada paso agregamos un término a la ecucién de indice menor inmediato.
Hasta que se llega al término O donde el multiplicar por p anula el término extra y sim-
plemente la ecuacién queda resulta. Y tenemos que poniendo g = Y1, g; se cumple que

kg = x. O
PROPOSICION 4.3. Sea D un grupo divisible y H < D. Entonces D/H es divisible.

DEMOSTRACION. Sea n un natural positivo y x+H € D/H. Entonces existe g € D tal

que ng = x. Por lo que n(g+ H) = x+ H. Por lo tanto D/H es divisible. O
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PROPOSICION 4.4. Sea {D;}ic; una familia de grupos divisible. Entonces [];c; D; es

un grupo divisible.

DEMOSTRACION. Sean ¢ € [];c;D; y n un natural. Como cada D; es divisible, enton-
ces existe g; € D; tal que ng; = ¢ (i). Si definimos y € [];c; D; como y(i) = g; para toda

i € 1. Entonces ny = ¢. Por lo tanto [];c; D; es divisible. (]

PROPOSICION 4.5 (tarea). Sea {D;}ic; una familia de grupos divisible. Entonces

P;c; Di es un grupo divisible.

PROPOSICION 4.6 (tarea). Sea {D;}icr una familia de grupos. Si @;c; D; o [1ic; Di es

un grupo divisible, entonces D; es divisible para toda i € I.

DEFINICION 4.3. Sean G y H grupos. Decimos que G es H-inyectivo si para todo
monomorfismo ¢&: K — H y todo morfismo f: K — G existe un morfismo g: H — G

con gaw = f. Decimos que G es inyecto si es H-inyectivo para todo grupo H.

PROPOSICION 4.7. Sea D un grupo. Son equivalentes:
D es un grupo divisible.

D = nD para todo natural positivo n.

D = pD para todo primo p.

D es inyectivo.

D es Z-inyectivo.

El funtor Hom(_, D) es exacto.

N S A b~

D es sumando directo de todo grupo del que es subgrupo.

DEMOSTRACION. | <= 2) Es la definicién de divisible en lenguaje de conjuntos.

2 = 3) Es un caso particular

3 = 2) Usamos la descomposicion de todo natural en primos.

4 = 2) Sean x € D y n natural positivo, y buscamos y € D con ny = x. Consideramos
H = Zx el subgrupo de D generado por x, y la inclusién canénica i: H — D. Procedemos
por casos, si H es infinito o finito.

Primer caso, H es infinito. Consideramos el morfismo f: H — Z inducido por f(x) =
n, usando que H es libre de rango uno. Este morfismo f es monomorfismo. Como D es

inyectivo, entonces existe un morfismo 4: Z — D tal que hf = i. Ahora,

nh(1) = h(n) = h(f(x)) = i(x) = x
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Poniendo y = h(1), tenemos que ny = x.

Segundo caso, H es finito. Si |H| = k, entonces consideramos K = Z,; y el morfis-
mo canénico f: H — K dado por f(x) = n. Tenemos que f esta bien definido y f es
monomorfismo. Y de aqui la demostracién es andloga al caso anterior.

5= 4) Sean G un grupo , H un subgrupo de Gy f: H — D un morfismo. Consi-
deramos la familia . = {(K,h) | H < K < G,h: K — D,h|y = f}. Podemos asignarle
un orden parcial a .% dado por (S,h) < (S§',h') si S C Sy h'|sg = h. [Tarea ver qu es orden
parcial].

Consideramos una cadena ascendente {(S;,/;)}, en . y ponemos § = (72, S; y
h = ;2 hi. Notamos que h esta bien definida puesto que esta familia {(S;,/;)}2, es
compatible, y cumple que (S,/) € .7. Ahora, en la familia .7 toda cadena ascendente es
acotada, por lo que existe un méximo (L, g). Queremos ver que L = G.

Suponemos que L < G. Entonces existe z € G tal que z ¢ L, y ponemos L' = L+ Zz.
Procedemos por casos.

Si LNZz =0, entonces L' = L @ Zz por lo que podemos considera el morfismo g @0
dado por la propiedad universal. Notamos que (L',g®0) € .y (L,g) < (L',g®0) lo cual
es una contradiccién a que (L, g) es maximo.

Si LNZz # 0. Entonces tomamos 7 el menor natural positivo tal que nz € L. Consi-
deramos el morfismo g|;z; el cual por hipotesis se extiende a uno a: Zz — D. De aqui
h+a: L' — D esta bien definida, y regresando al caso anterior tenemos una contradiccién
aque (L,g) es maximo. La contradiccidon viene de suponer que L < G. Por lo tanto L = G
y D es inyectivo.

1 = 5) Sea n un natural positivo (el caso n = 0 es trivial), i: nZ — Z la inclusién
canénicay f: nZ — D. Como de D es divisible, entonces existe y € D tal que ny = f(n).
Por lo que si ponemos g(1) =y, tenemos un morfismo g: Z — D tal que gi = f.

4= 6)Sea a: G’ — G un monomorfismo. Queremos ver que Hom(a,D): Hom(G,D) —
Hom(G',D) es un epimorfismo. Sea f € Hom(G',D) entonces existe g € Hom(G,D) tal
que goo = f. Pero Hom(ot)(g) = go = f.

6=7) Sea a: D — G un monomorfismo, como Hom(a,D): Hom(G,D) — Hom(D,D)
es un epimorfismo. Entonces existe g: G — D tal que ga = 1p.

7) = 4) [tarea] O
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DEFINICION 4.4. Sea G un grupo. Definimos la parte divisible de G como d(G) :=
Y{im(f)| f: D— G,D divisible }. Notamos que d(G) es divisible y en particular suman-
do directo de G. Llamamos a G reducido si d(G) = 0.

PROPOSICION 4.8. Sea G un grupo. Entonces d(G/d(G)) = 0.

DEMOSTRACION. Como G = d(G) @ G/d(G). Entonces todo morfismo f: D —
G/d(G) con D divisible induce uno f*: D — G. Por lo que im(f) C GNG/d(G) = 0. Por
loque f =0y d(G/d(G)) =0. O

DEFINICION 4.5. Sea n un natural. Definimos Gn] = {g € G | ng =0}.
PROPOSICION 4.9 (tarea). Sea n un natural. Entonces la asignacion _[n| es un funtor.

PROPOSICION 4.10. Sea G y H grupos de p torsion (p-primarios) divisibles. Entonces
G 2 H siy sélo si G[p] = H[p].

DEMOSTRACION. =-) Se sigue de la funtorialidad de _[p].

<) Sea f: G[p] — H[p] un isomorfismo y su extensién en un monomorfismo
f*: G[p] — H. Entonces existe ¢ : G — H tal que ¢|g(,] = [

Para la inyectividad, consideramos x € G y queremos ver que ¢(x) = 0 implica x = 0.
Procedemos por induccidn n sobre el exponente del orden de x. Si n = 1, entonces x € G[p].
Por lo que 0 = ¢(x) = f(x) y asi x = 0. Suponemos que x tiene orden p"*!y ¢(x) = 0.
Entonces px tiene orden p". Por lo que ¢ (px) = p¢(x) = p0 = 0. Por hipotesis de induccién
px = 0. Esto contradice que el orden de x sea p"*!. Por lo que x = 0 y ¢ es inyectivo.

Para la suprayectividad, procedemos por induccion sobre n sobre la afirmacion. Siy € H
y tiene orden p", entonces y € im¢. Sin = 1, entonces y € H|p], entonces y € im(f) Cim(¢).
Si y € H tiene orden p"*!, entonces p"y tiene orden p. Por lo que p"y € H[p]. Entonces
existe x € G tal que ¢ (x) = p"y. De aqui existe g € G tal que p"g = x. Asi p"(y—¢(g)) =0
y por hipotesis de induccién existe z € G tal que ¢(z) =y — ¢(g). Despejando ¢ (z+g) =
y. (I

PROPOSICION 4.11 (tarea). Si D es divisible y libre de torsion. Entonces D es un Q

espacio vectorial.

PROPOSICION 4.12 (tarea). Si D es divisible. Entonces t(D) es divisible.
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PROPOSICION 4.13 (tarea). Si D es divisible. Entonces T,(D) es divisible para todo

primo p.

PROPOSICION 4.14. Todo grupo divisible D es suma directa de copias de Q 'y de Z -

corriendo por diferentes primos.

DEMOSTRACION. Como #(D) es divisible. Entonces D = (D) @ D/t(D). De aqui,
D/t(D) es divisible y libre de torsién por lo que es una suma directa de copias de Q.

Por otro lado para todo primo p, Tenemos que 7,(D)[p] es un Z-espacio vectorial.
Digamos de dimensién A. Notemos que G, = Zﬁm cumple que G,[p] es un Z-espacio
vectorial de dimension A. Por lo que G, = T,(D)[p]. Asi T,(D) = G,,. Recordamos que

todo grupo de torsién es suma directa de sus partes de p-torsion. U
PROPOSICION 4.15. Todo grupo es un subgrupo de un grupo divisible.

DEMOSTRACION. Sea G un grupo. Entonces G = F /R con F libre. Como F es libre

entonces F = ZX) para algtn X conjunto. Entonces F = ZX) < QX). De aqui

G=F/R=72%/R<QYM/R

5. Producto tensorial

Una de las formas de introducir el producto tensorial es exactamente la misma que en
el caso del dlgebra lineal: una forma de transformar funciones “bilineales” en morfismos.
Para esto lo primero que se tiene que definir es el concepto de bilineal.

DEFINICION 5.1. Una funcion f : G x H — K es Z-bilineal (o Z-biaditiva) si:

1. Para cualquier g € G, la funcion f(g,_) : H— K es un morfismo de grupos.

2. Para cualquier h € H, la funcion f(_,h) : G — K es un morfismo de grupos.

Observacién: Como es comtin sefialar, en esta construccién hay que tener cuidado con
el concepto de Z-bilineal respecto al de ser morfismo, ya que observe que tiene todo el
sentido del mundo preguntarse si una funcién f : G x H — K es morfismo de grupos, ya
que G x H tiene una estructura candnica de grupo. El detalle es que ambas definiciones no
tienen nada que ver una con la otra en general.

EJEMPLO 5.1. La funcion f : Z x Z — Z cuya regla de correspondencia es f(x,y) = xy,

es Z-bilineal.
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EJEMPLO 5.2. De forma mds general recuerde que todo grupo abeliano tiene una
accion de 7. Esta accion permite definir una funcion f : Z x G — G con regla de corres-

pondencia f(n,x) = nx, la cual es Z-bilineal.

DEFINICION 5.2. Sean G y H grupos abelianos. Un producto tensorial de G y H
consta de un grupo abeliano, T, y una funcion Z-bilineal, T : G x H — T, que cumplen la
siguiente propiedad universal: Para cualquier funcion Z-bilineal, f : G x H — K, existe

un tinico morfismo de grupos f : T — K tal que ft = f. Es decir, el siguiente diagrama

conmuta:
T
GxH T
7
\ Y
K

Como es de esperarse, se tiene el siguiente resultado.

PROPOSICION 5.1. Si el producto tensorial de dos grupos existe, este es tinico.

Mas atn, el producto tensorial siempre existe.

PROPOSICION 5.2. Dados G y H grupos abelianos, su producto tensorial existe.

(GxH) :

DEMOSTRACION. Considere el grupo abeliano libre con base G x H, Z , asi

como K = <{(g+g/7h) —(g,h)— (g/7h)7 (g,h—i—h/) —(g,h)— (gvh/)}gyg/GG h-,h'€H>' SeaT =
Z\G*H) /K y ©: G x H — T el morfismo T = 71, donde 1 : G x H — Z{S*H) 1a inclusién

(GxH)

canénicay 7 : Z — T la proyeccion candnica.

Es claro de la construccion que T es Z-bilineal. Para la propiedad universal sea f :
G x H — K una funcién Z-bilineal. Observe que por la propiedad universal del grupo

abeliano libre, existe un tnico morfismo f : Z(GH) _y K tal que fi = f. Se afirma que

K C nuc(f). Para probar esto, basta ver que cada uno de los generadores de K pertenecen a

nuc(f). Sean g,g' € Gy h € H, entonces
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(g+g/vh) —?(ng) _f(g/vh)

?((g—'_g/vh) - (gah) - (g/ah)) ?
f(g+gl7h) 7f(g7h) 7f(gl7h)
0

Ademads, observe que la prueba para los generadores restantes es andloga. Luego, por

el lema previo al primer teorema de isomorfismo, existe un morfismo f : T — K tal que
Jr=rf.

Para concluir observe que por construccién £ = f. Por otro lado, si existe un morfismo
g:T — K tal que g7 = £, entonces (gn)t = (f7)1. De la propiedad universal del grupo
abeliano libre, estas igualdades implican que gm = f7, y por ser 7 un epimorfismo se

deduce que g = f. [

En virtud de los ultimos dos resultados, el producto tensorial de G y H se denota por
G ®z H, mientras que ® := Ty g®h:= ®(g, k). Para simplificar la notacidn, a lo largo de
estas notas se va a escribir GO H := GQyz H.

Observacion: De acuerdo a las construcciones, nétese que si x € G ® H, entonces
x=Y",8i ®h; para algunos gi,...,8, € Gy hy,....,h, € H. No es cierto en general que
x € G®H implique que existen g € Gy h € H tales que x = g h.

Algunos ejemplos concretos de productos tensoriales usuales se presentan a continua-
cion.

EJEMPLO 5.3.

1. Para cualquier grupo abeliano G, Z® G = G.
2. Para cualquier grupo abeliano G yn € N1, Z, @ G = G /nG.
3. Paran,m € N, Zy @ Ly = Ly, .-

Existen dos formas consideradas candnicas para demostrar los isomorfismos anteriores,
a saber: viendo que el objeto que se quiere ver es isomorfo al producto tensorial en cuestion
satisface la propiedad universal de dicho producto tensorial, o dando el isomorfismo directo.
Para ejemplificarlas se van a ver ambos argumentos para el primer ejemplo.

DEMOSTRACION. (G satisface la propiedad universal de Z ® G) Lo que se quiere ver
es que G cumple la propiedad universal de Z ® G, para lo que primero se tiene que dar una
funcién Z-bilineal, 7 : Z X G — G, la cual es por supuesto la dada por la accién candnica

de Z en G. Ahora veamos que (G, T) cumple la propiedad universal que se quiere, para lo
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que hay que considerar g : Z x G — H una funci6n Z-bilineal. Defina f : G — H mediante
la regla de correspondencia f(x) = g(1,x). Observe que f es claramente un morfismo de
grupos. Por otro lado, 7, f : Z x G — G, por lo que para la igualdad buscada, basta con ver
que estas funciones tienen la misma regla de correspondencia. En efecto, para (n,x) € Z X G,

se tienen las igualdades

fr(n,x) = f(nx) == g(1,nx) = g(n,x).
Para ver que £ es el inico morfismo con la propiedad anterior, suponga que /i : Z X G —
H es otro morfismo tal que AT = g. Nuevamente basta con ver que & y f tienen la misma

regla de correspondencia, para lo que se tienen las igualdades:

h(x) = ht(1,x) = g(1,x) =: f(x).

Asi, la unicidad salvo isomorfismo del producto tensorial implicaque Z®@ G = G. [

DEMOSTRACION. (Dando el isomorfismo explicito) Sea f : Z x G — G la funcién
definida por la accién canénica de Z en G, la cual es Z-bilineal. Por la propiedad universal
del producto tensorial, existe un inico morfismo de grupos f: Z® G — G tal que f®@ = f.
Lo que se afirma es que f es un isomorfismo, para lo que usando la caracterizacién de
los isomorfismos en la categoria de grupos abelianos, probar esto es equivalente a ver que
f es una funcién biyectiva. En efecto, observe que como f es obviamente suprayectiva
y f® = f, entonces f es suprayectiva. Para la inyectividad, sea x € nuc( f) Entonces,
existen ny,...,ny € Z 'y x1,...,x; € G tales que x = Zle n; ® x; y ademas, f(x) = (0. Dado
que ® es Z-bilineal, entonces x = Y*_| 1 @ nix; = 1 @ YX_| mx;. Por otro lado, 0 = f(x) =
f (I® Z;‘:] nix;) = Z{-‘:l n;x;. Al sustituir esta dltima igualdad en la dltima expresion obtenida

para x, se tiene que x = 1 ® 0 = 0, donde la tltima igualdad se da pues ® es Z-bilineal.

Observe que esto muestra que nuc(f) = {0} y por lo tanto, f es inyectiva, lo que
concluye la prueba. [
El producto tensorial da lugar a un par de funtores asociados a cualquier grupo abeliano

el

11Dado que G® H = H ® G, en realidad ambos funtores son el mismo, sin embargo, se requeriria hablar de

categorias de funtores para realmente poder justificar esta observacion, cosa que no haremos.
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G®_:Ab— Ab

_®G:Ab— Ab

La asignacion a nivel de objetos es obvia en cada caso. Para la asignacion a nivel
de morfismos se va a hacer una construccién un poco mas generalE] Sean f: G — H
y g : G’ — H' morfismos entre grupos abelianos. Observe que se tiene una funcién h :
G x G' — H® H' con regla de correspondencia /(x,y) = f(x) ® g(y), la cual es Z-bilineal.
Al usar la propiedad universal del producto tensorial, existe un tnico morfismo, el que se va
adenotar por fRg:GRG — H®H', tal que (f ® g)® = h, es decir, para cualquier x € G
yyeG. (fog)(x®y) = f(x)®8(y).

Con esta construccioén es facil ver que las asignaciones:

(G )(f)=1caf

L®G)(f)=rels
completan la definicién de dichos funtores y, satisfacen los axiomas correspondientes.

Antes de pasar a la definicién que se busca, es muy importante mencionar que el
producto tensorial satisface una propiedad extra que en el caso de la teoria de conjuntos
satisface el producto de dos objetos y que se parafrasea diciendo que “el producto transforma
funciones de dos variables en una funcién de una variable con codominio un conjunto de
funciones”. Este importante principio es un ejemplo de uno de los conceptos mds importantes
de la teoria de categorias pues proporciona un ejemplo de lo que es una adjuncién. Este se
menciona a continuacion.

PROPOSICION 5.3. Sean G,H,K grupos abelianos. Entonces existe un isomorfismo de

grupos,

HomAb(G®ZH,K) gHomAb(G,HomAb(H,K».

DEMOSTRACION. Tarea O

A continuacion se da la definicién fundamental de esta seccion.

DEFINICION 5.3. Sea G un grupo abeliano. Decimos que G es plano si el funtor

G®_ :Ab — Ab manda sucesiones exactas cortas en sucesiones exactas cortas.

12De hecho esta construccién permite definir un funtor de dos variables, sin embargo, dado que no se

coment6 nada acerca de producto de categorias, no podemos dicho funtor.
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Usando la misma filosofia que se usé en el caso de grupos proyectivos, los ejercicios
y[384] permiten demostrar lo siguiente:

PROPOSICION 5.4. Sea G un grupo abeliano. Son equivalentes:

1. G es plano.

2. El funtor G _: Ab — Ab manda monos en monos.

3. Elfuntor _® G : Ab — Ab manda sucesiones exactas cortas en sucesiones exactas
cortas.

4. El funtor _® G : Ab — Ab manda monos en monos.

EJEMPLO 5.4. Todo grupo abeliano proyectivo es plano.

DEMOSTRACION. Dado que todo grupo abeliano proyectivo es libre, entonces observe
que dado f : H — K un mono, se tiene que como G = Z<X), entonces lg®R f:GRH —
G ® K corresponde mediante los isomorfismos G @ H = HX) y G® K = KX) al morfismo

DiexfH X) - KX el cual es claramente inyectivo. ]

Es importante decir que QQ es un grupo abeliano plano que no es proyectivo. Por
otro lado, como sucedi6 respecto a los grupos proeyctivos e inyectivos, que tienen una
caracterizacion usando un funtor exacto, los grupos planos también caracterizan un tipo
especial de grupos, los cuales han estudiado ya y que se presentan en el siguiente resultado.

PROPOSICION 5.5. Un grupo abeliano finitamente generado es plano si y sélo si es

libre de torsion.

DEMOSTRACION. =) Sea G un grupo plano y considere el morfismo de inclusién
1:Z — Q. Entonces, el morfismo 14 ®1: GRZ — GRQ es mono. Esto diceque G=ZZRG
es isomorfo a un subgrupo de Q@G =2 Q ® G/t(G), y como Q® G/t(G) es libre de torsién,

entonces G lo es.

<) Al usar el teorema fundamental de los grupos abelianos finitamente generados y el
hecho de que G es libre de torsidn, se tiene que G = Z". El resultado se deduce del ejemplo

anterior pues este isomorfismo dice que G es proyectivo. O
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Es importante decir que la hipétesis de generacién finita no se requiere, es decir, el
resultado vale en general. De hecho observe que en la ida no se usé dicha hipétesis. En
lo que respecta al regreso, se puede ver que la afirmacién general se puede reducir a la
demostrada viendo que todo grupo abeliano es colimite (de hecho limite directo) de la
familia de sus subgrupos finitamente generados. Dado que en el curso no se han veran
colimites, dicha prueba no se puede completar, por lo que simplemente se enuncia el caso
finitamente generado.

6. Ejercicios

Se recuerda que en esta parte de la tarea todos los grupos serdn abelianos, por lo que se
usa notacién aditiva. Ademds, ¥ denota una categoria arbitraria.

EJERCICIO 293. Dar un ejemplo de una categoria donde todo morfismo es un isomo-

fismo

EJERCICIO 294. Demuestre que si A,B € € y existe un isomorfismo entre A 'y B,

entonces hay una correspondencia biyectiva entre los isomorfismos entre A’y B y los

automorfismos de A.FEI

EJERCICIO 295. Sean f € Homy(A,B) y g € Homg(B,C). Demuestre lo siguiente:
1. Si gf es mono, entonces f es mono.
2. Si gf es mono que escinde, entonces f es mono que escinde.
3. Sigf es epi, entonces g es epi.

4. Si gf es epi que escinde, entonces g es epi que escinde.

EJERCICIO 296. Sea G un grupo abeliano. Demuestre que se tienen los siguientes

isomorfismos de grupos:
1. HUmAb(ZvG) =G
2. Homup(Zy,G) = Gln]

13Un automorfismo en una categoria es un isomorfismo con el mismo dominio y codominio.
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DEFINICION 6.1. Decimos que A € € es un generador si siempre que existen dos
morfismos g,h € Homy (B,C) tales que g # h, entonces existe f € Homy(A,B) tal que
gf # hf. Dualmente decimos que A € € es un cogenerador si A es un generador en la

categoria opuesta.

EJERCICIO 297.

1. Usar la definicion de la categoria opuesta para escribir una definicion explicita
de lo que es un cogenerador en una categoria explicando lo mds detalladamente
posible tu respuesta.

2. Demuestre que la categoria de grupos abelianos tiene un generador.

3. Demuestre que la categoria de grupos abelianos tiene un cogenerador.

EJERCICIO 298. Sean Gy H grupos abelianos. Demuestre que GOH = H & G.

EJERCICIO 299. Sean G,H y K grupos abelianos. Demuestre que G (H ® K) =
(GOH)®K.

EJERCICIO 300. Sean G,H,K grupos abelianos.

1. Supdngase que en una categoria € existen el producto y coproducto de cualesquie-
ra dos objetos. Usar la propiedad universal del coproducto y del producto para
demostrar que existe un morfismo de grupos f: (Gx H)[[(GxK) — G x (H]IK).

2. Usar el inciso anterior asi como las definiciones del producto y coproducto de la
categoria de grupos abelianos para obtener una regla de correspondencia explicita
para dicho morfismo f. Argumenta tu respuestas.

3. Una categoria es distributiva si para cualesquiera tres objetos el morfismo cons-
truido en 1 es un isomorfismo. ;Es la categoria de grupos abelianos una categoria

distributiva?

EJERCICIO 301. Sea {Gg }aea una familia de grupos abelianos con A un conjunto. De-

muestre que hay un isomorfismo en la categoria de grupos abelianos, Homap(G,[Toep Go) =

[Taea Homap (Gv Goc)~
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EJERCICIO 302. Sea {Gy }aeca una familia de grupos abeliano con A un conjunto. De-
muestre que hay un isomorfismo en la categoria de grupos abelianos Homap (@D gep Ga, G) =

[Maea Homap(G,Gg).

EJERCICIO 303. Sea {Ggy }aca una familia de grupos abelianos con A un conjunto y

f G = Tlgen Go un morfismo de grupos. Demuestre que nuc(f) = \gep nuc(Ta f).

EJERCICIO 304. Sea {Gy}oeca una familia de grupos con A un conjunto y f :

Daca Ga — G un morfismo de grupos. Demuestre que im(f) =Y. qenim(fia)

DEFINICION 6.2. Sea f : G — H un morfismo entre grupos abelianos. Un coniicleo de
f es una pareja (C, p) con C un grupo abeliano 'y p : H — C un morfismo de grupos tales
que po f = 0. Ademds este satisface la siguiente propiedad universal: Para todo morfismo

entre grupos abelianos g : H — K tal que go f = 0, existe un tinico morfismo g : C — K tal

que gop =g.

EJERCICIO 305.

1. Demuestre que si existe un coniicleo de f, entonces este es tinico (salvo isomorfis-
mo).

2. Demuestre que el coniicleo de un morfismo entre grupos abelianos siempre existe.E]

3. Demuestre que [ : G — H un morfismo de grupos es suprayectivo si y solo si

conuc(f) =0.

EJERCICIO 306. Sean f: G — H y g : G — K morfismos entre grupos abelianos.
Demuestre que existe un grupo abeliano P con morfismos iy : H — Py iy : K — P tales
que ij o f =iyogy con la siguiente propiedad: Dado un grupo abeliano L con morfismos
de grupos hy : H — Ly hy : K — L tales que hy o f = hy o g, existe un tinico morfismo de

grupos h: P — Ltal que hoiy =hy y hoiy = ho.

14por los dos incisos de este ejercicio el condcleo de f se denotaré por conuc(f).
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EJERCICIO 307. Sea F : € — 2 un funtory f € Homy(G,H). Demuestre que si f
es un isomorfismo, entonces F(f) € Homg(F(G),F(H)) es un isomorfismo. ;Es cierto el

reciproco de esta afirmacion?

EJERCICIO 308. Sea G un grupo abeliano y {H; }ic; una familia de subgrupos de G.
Demuestre que la funcion n: @;c;Hi — Yic;Hi dada por m(¢) = Y10 (i) para toda

¢ € P, Hi, es un epimorfismo.

EJERCICIO 309. Sea G un grupo abeliano y {H;}icj una familia de subgrupos de G
con G =Y ey H;. Demuestre que son equivalentes:
1. w: B, Hi — Yic; Hi es monomorfismo.
2. w: @i Hi — Yy H; es isomorfismo.
3. Todo elemento x € G no cero tiene una vinica expresion 27‘:1 xjconxj € H;; para
algiinijclconx;#0para j=1,...m.

4. Paratodoi €I, HiﬂZ#iHj =0.

EJERCICIO 310. Sea 0 — G' L3 G % G — 0 un sucesion exacta corta. Demuestre
que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. Existe un morfismor: G — G' tal que rf = 1

2. Existe un morfismo l: G" — G tal que gl = 1gn

EJERCICIO 311. Demuestre que la asignacion t : Ab — Ab que a cada grupo abeliano

le asigna su subgrupo de torsion, es un funtor.

EJERCICIO 312. Sea G un grupo abeliano y H < G. Demuestre lo siguiente:

1. Si existe un morfismo s: G/H — G tal que ms = lg/g donde w: G — G/H es
la proyeccion candnica, y se define q = s7, entonces nuc(q) = im(1 — q).
2. Siexiste un morfismo p: G — H tal que pi = 1g donde i: H — G es la inclusion

candnica, entonces H es sumando directo de G.
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EJERCICIO 313. Demuestre que para una sucesion exacta corta de grupos abelianos

00— %6l " —o0

son equivalentes:

1. B es epi que escinde.

2. «a es mono que escinde.

3. im() es sumando directo de G.
4.

nuc(PB) es sumando directo de G.

EJERCICIO 314. Sea la sucesion exacta de grupos abelianos

G—->H—>K-=>L

Demuestre que H = im(a.) @ nuc(y).

EJERCICIO 315. Considérese una coleccion de subgrupos H <H <Gy K' <K <G.

Demuestre que hay una sucesion exacta corta de la forma

0— (HNK)/(HNK') — H/H' ®K/K' — (H+K)/(H'+K') — 0

EJERCICIO 316. Supongase que en la siguiente diagrama en la categoria de grupos
abelianos donde las sucesiones horizontales son exactas cortas y las flechas f,g,h hacen

conmutar los cuadrados.

0 G H K 0
/ /| /
0 G H’ K’ 0

Demuestre que:

1. Si f'y h son monomorfismos entonces g es monomorfismo.

2. Si f'y h son epimorfismos entonces g es epimorfismo.
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3. Si fy h son isomorfismos entonces g es isomorfismo.

EJERCICIO 317. Sea el siguiente diagrama en la categoria de grupos abelianos, donde

las sucesiones horizontales son exactas y los cuadrados conmutan.

o
G H K 0
S 8 k h
0 G H' K’

Demuestre que existe una sucesion exacta

nuc(f) — nuc(g) — nuc(h) — conuc(f) — conuc(g) — conuc(h)

Pruebe también que si o es mono, entonces la primera flecha en la sucesion es mono y

que si B es epi la iiltima flecha de la sucesion es epi.

EJERCICIO 318. Demuestre que t(G) es un grupo de torsion y G/t(G) es un grupo

libre de torsion.

EIJERCICIO 319. Demuestre que a asignacion que manda a cada grupo G en su

componente p-primaria, da lugar a un funtor T, : Ab — Ab.

EJERCICIO 320. Sea {Gq}qen una familia de grupos con A un conjunto. Demuestre

que t(@aeA Go) = @aeAt(G(X)-

EJERCICIO 321. Demuestre que Z, no es abeliano libre para todo n > 1.

EJERCICIO 322. Demuestre que (Q,+) no es abeliano libre.

EJERCICIO 323. (Baer-Specker) ;Es G =[]—oZ = ZN un grupo abeliano libre?
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EJERCICIO 324. Sea F un grupo libre con base X. Demuestre que Fy, es un grupo
abeliano libre con base {x[F,F] | x € X }.

EJERCICIO 325. Demuestre que en la categoria de conjuntos, todo elemento es pro-
yectivo.lE Usar esta afirmacion para demostrar que en la categoria de conjuntos los

epimorfismos y epimorfismos que escinden coinciden.

DEFINICION 6.3. Un grupo abeliano G es un grupo de Whitehead si para cualesquiera
grupo abeliano H y morfismos suprayectivos de grupos f: H — G, existe g: G — H

morfismo tal que fog=1g.

EJERCICIO 326. Demuestre que todo grupo abeliano libre es un grupo de Whitehead.

¢ Es cierta la proposicion reciproca?

EJERCICIO 327. Sea H < F. Demuestre que si H y F /H son libres, entonces F es

libre. De un contraejemplo para probar que el reciproco de esta proposicion es falso.

EJERCICIO 328. Sea n € N y una sucesion exacta de grupos abelianos libres de

rango finito

0 —F, —F_ 11— —F—0

Demuestre que Y, (—1)'rankz(F;) = 0.

EJERCICIO 329. Sea G un grupo abeliano libre finitamente generado y H < G tal que

G/H es libre de torsion. Demuestre que rankz(G) = rankz(H).

5vale 1a pena decir que en la prueba de esta afirmacion se usa el axioma de eleccién. De hecho, se puede

probar que el axioma de eleccién es equivalente a que todo conjunto sea proyectivo.
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EJERCICIO 330. Demuestre que si G es libre de torsion y tiene un subgrupo libre de

indice finito, entonces G es libre.

EJERCICIO 331.

1. Sea f € Homy (A, P) un mono que escinde con P proyectivo. Demuestre que A es
proyectivo.
2. Sea {Py}uea una familia de objetos proyectivos en una categoria € tal que el

coproducto de dicha familia existe. Demuestre que [ [ycpPu es proyectivo.

EJERCICIO 332. Para Gy H grupos abelianos, demuestre que si G @ H es proyectivo
entonces G es proyectivo. Concluya que si para una familia de grupos {P;}icj se tiene que

D,c; P es proyectivo entonces para todo i € I se tiene que P; es proyectivo.

EJERCICIO 333. Demuestre que si G es un grupo proyectivo entonces existe un grupo

libre F tal que GO F = F.

EJERCICIO 334. Sea

0-—GLHESK 50

una sucesion exacta corta de grupos abelianos y A € Ab. Demuestre que esta induce una
sucesion exacta de la forma
HA(f)

0 — WAK) 28, i (hry 20, g

EJERCICIO 335. Demuestre que la sucesion siguiente es exacta

¢LG %6 —0

si y solo si para todo grupo abeliano A se tiene que la siguiente sucesion es exacta

A A
0 — (6" 28 1A 6 Y 1 6
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EJERCICIO 336. Paran € Nt considérese la sucesion exacta corta

0—z%2%7,—0

donde p(x) =nxy m(x) = [x]. Por el ejercicio anterior esta induce una sucesion exacta

0 — Homup(Zn,Z) = Homap(Z,7) * Homap(Z.,Z)

¢ Quién es conuc(u*)?

DEFINICION 6.4. Se dice que un conjunto {x\,...,x,} de elementos no cero en G es
independiente si siempre que Y1 m;x; =0, con m; € Z, se tiene que para todo i € {1,...,n},

m;x; = 0.

EJERCICIO 337. Demuestre las siguientes afirmaciones:

1. Si G es libre de torsion todo conjunto independiente es linealmente independiente
(en el sentido usual, es decir, con escalares cero).

2. Si existe p € N primo tal que pG = 0, entonces la nocion de linealmente indepen-
diente en el sentido de grupos abelianos y linealmente independiente coinciden al
pensar a G como Zy-espacio vectorial.

3. Si{x1,...,xs} C G es linealmente independiente con G un grupo p-primario y se
define {yi,...,yn}, donde x; = py;, entonces {y|,...,yn} es linealmente indepen-
diente.

4. Si{x1,...,x,} C G es linealmente independiente con G un grupo p-primario, en-
tonces para todo ky ..., k, € Z\ {0} tales que kix; # 0, se tiene que {kix,...,knx,}

es linealmente independiente.
EJERCICIO 338. Demuestre que Q y Z,~ no son finitamente generados.

EJERCICIO 339. Sea H < G. Demuestre que G es finitamente generado si'y solo si H

y G/H son finitamente generados.
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EJERCICIO 340. Sean Gy H finitamente generados. Demuestre que G == H si'y solo si

GOG=HODH.

EJERCICIO 341. Demuestre lo siguiente: Si G < F con F abeliano libre de rango n 'y
[F : G] < Ry, existen bases {x1,...,x,} bases de F y {g1,...,gn} de G tales que para cada

ie{l,..,n}, g € (x;).

EJERCICIO 342. Sean G, H y K finitamente generados. Demuestre que G X H = G X K

siy solosi H=K.
EJERCICIO 343. Demuestre que un grupo proyectivo finitamente generado es libre.

EJERCICIO 344. Demuestre que si G es un grupo abeliano finito y |G| es libre de

cuadrados, entonces G es ciclico.
EJERCICIO 345. (Es cierto que Q= Zg, ® ... Zq, ®Z" parady, ...,dy € N*yneN?.

EJERCICIO 346. Sea G un grupo abeliano finito no trivial. Demuestre que existen

dy,....,d, € NT mayores a uno, tales que para cada i € {1,....n— 1}, di|d;11, y

G2y @ ® Ly,

Concluir que todo grupos abeliano finitamente generado se puede escribir de la forma
GCEL ®Lg & &Ly, parad,,...,d, € NT mayores a uno tales que d;|d;y1 para cada
ie{l,..,n—1}.

EJERCICIO 347. Dmuestre que todo grupo abeliano finito no trivial, G, se puede
escribir de la forma G = Zpkl @-“@Zpk,,, donde ky,....k, € NT y py,...,pn € N primos
1 n

no necesariamente distintos entre si.
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EJERCICIO 348. Usar el Teorema Fundamental de los Grupos abelianos Finitamente

Generados para demostrar que todo grupo abeliano de orden 30 es isomorfo a Z3.

DEFINICION 6.5. Un grupo G es indescomponible si no existen H,K < G no triviales
tales que G = H x K.

EJERCICIO 349. Demuestre que todo grupo abeliano finito es indescomponible si y

solo si es ciclico de orden p, con p € N un primo.

EJERCICIO 350. Demuestre que el funtor W/ AP — Ab satisface lo siguiente.
1. f es mono siy sélo si K% (f) es epi.
2. fesepisiy solo si WY%(f) es mono.

EJERCICIO 351. Pruebe que todo subgrupo propio de Z,- es finito y ciclico.

EJERCICIO 352. Sea p un primo. Demuestre que Z,~ es un grupo de torsion y divisible.

EJERCICIO 353. Demuestre que R/Z =T =[],cpZp> =C*=ROQ/Z, donde PC N

es el conjunto de primos positivos.

EJERCICIO 354. Pruebe que un grupo de torsion no tiene sumandos directos si y solo

si es isomorfo a un subgrupo de Zy- para algiin p € N primo.

EJERCICIO 355. Demuestre que si a G se le encaja Zyn para toda n > 1y ningiin

subgrupo propio de G tiene esta propiedad, entonces G = Z .

EJERCICIO 356. Demuestre que todo grupo divisible libre de torsion tiene estructura

de Q-espacio vectorial.
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EJERCICIO 357. Demuestre que todo grupo abeliano libre de torsion es una extension

de una suma directa de grupos ciclicos de un grupo divisible.

EJERCICIO 358. Demuestre que para {G;}icj una familia de grupos abelianos se tiene
que d(Bic; Gi) = Dic;d(Gi).

EJERCICIO 359. Demuestre que si f: E — D es un epimorfismo con E divisible,
entonces D es divisible. Use esta afirmacion para probar que todo cociente de un grupo

divisible es divisible.

EJERCICIO 360. Demuestre que si G@ H es inyectivo entonces G es inyectivo.

EJERCICIO 361. Demuestre que [|;c; E; es inyectivo si'y sélo si para toda i € I, E; es

inyectivo.

EJERCICIO 362. Sea {D;}ic una familia de grupos divisibles. Demuestre que @;c; D;

es un grupo divisible.

EJERCICIO 363. Sea {D;}icr una familia de grupos. Si @;c; D; o [1;c; Di es un grupo

divisible, entonces D; es divisible para toda i € 1.

EJERCICIO 364. Demuestre que la asignacion d : Ab — Ab que a nivela de objetos

asocia a cada grupo abeliano G, su parte divisible d(G), es un funtor.

EJERCICIO 365. Demuestre que d(d(G)) = d(G) y que d(G/d(G)) = 0.

EJERCICIO 366. Demuestre que si G es un grupo abeliano libre entonces G no es

divisible.
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EJERCICIO 367. Demuestre que si D < G con D divisible entonces existe H < G tal

que G=DOH.

EJERCICIO 368. Demuestre que dos grupos divisibles D y E son isomorfos si'y solo
si dimg(D/t(D)) = dimg(E/t(E)) y dimgz, (G[p]|) = dimz,,(E[p]) para todos los p € N

primos.

EJERCICIO 369. Sea p € N un primo. Demuestre que un grupo G p-primario es

divisible si y solo si pG = G.

EJERCICIO 370. Demuestre que G = H si'y sélo sid(G) 2d(H)yG/d(G)=H/d(H).

EJERCICIO 371. Demuestre que son equivalentes para un grupo G:

1. G es divisible.
2. Todo cociente no cero de G es infinito.

3. G no tiene subgrupos mdximos.

EJERCICIO 372. Demuestre que si D'y E son grupos divisibles tales que DOD = EDE

entonces D = E.

EJERCICIO 373. Demuestre lo siguiente:

1. Todo grupo libre de torsion se puede encajar en un Q—espacio vectorial.
2. Siun conjunto mdximo independiente de un grupo libre de torsion tiene n elementos,

entonces G se encaja en un Q—espacio vectorial de dimension n.

EJERCICIO 374. Sea n un natural. Demuestre que la asignacion (_)[n] : Grp — Grp

que a nivel de objetos asocia a G el grupo Gn|, es un funtor.

EJERCICIO 375. Demuestre que si D es divisible, entonces t(D) es divisible.
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EJERCICIO 376. Demuestre que si D es divisible, entonces T,(D) es divisible para

todo primo p.

EJERCICIO 377. Demuestre que se tienen los siguientes isomorfismos donde G es un
grupo abeliano cualquiera y n,m € N*.
1. G®Z,=G/nG.
2. Zn®Lim = Ly ).

EJERCICIO 378. Sean Gy H grupos. Demuestre que GRH = H®G.

EJERCICIO 379. Sean G,H y K grupos. Demuestre que GQ (H®K) = (GRH) ®K.

EJERCICIO 380. Demuestre que para {G;}icy una familia de grupos abelianos se tiene

que G® (P Gi) = Pic; GRG;

EJERCICIO 381. Sean G,H,K grupos abelianos. Demuestre que existe un isomorfismo

de grupos,

Homup(G®z H,K) = Homap(G,Homap(H,K)).

EJERCICIO 382. Demuestre las siguientes afirmaciones:

1. El grupo abeliano G ®y,Q tiene estructura de Q-espacio vectorial y ademds, existe
un morfismo de grupos 1; : G — G 7 Q.

2. Existe un isomorfismo de grupos G @7 Q = G/t(G) ®z Q. ;Es dicho isomorfismo
un isomorfismo de Q-espacios vectoriales?

3. Con la notacion del ejercicio 1, dado cualquier morfismo de grupos g : A — B con
B un Q-espacio vectorial, existe una tinica transformacion lineal § : G Q7 Q — B

tal que g11 = g.
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EJERCICIO 383. Usar el ejercicio anterior para demostrar que existe un funtor (_)g :

Ab — Q — Vec. A este funtor se le conoce como funtor de racionalizacion.

EJERCICIO 384. Demuestre que si la sucesion siguiente es exacta

¢La 56 —o
entonces para todo grupo abeliano H se tiene que la siguiente sucesion es exacta

GoH M G on M 6o H —0

EJERCICIO 385. Demuestre que toda imagen isomorfa de un grupo plano es un grupo

plano.

EJERCICIO 386. Sea {G;}ics es una familia de grupos abelianos con I un conjunto y
supongase que G = @,c; G;. Demuestre que G es plano si 'y solo si para todo i € I se tiene

que G;j es plano.

DEFINICION 6.6. Para un grupo abeliano G se define el subgrupo de Frattini de G

como F(G) = "{M < G | M es mdximo}.

EJERCICIO 387. Demuestre que F(G) = ,ep pG, donde P C N es el conjunto de

Pprimos positivos.

EJERCICIO 388. Sea {G;}icy una familia de grupos con I un conjunto. Demuestre que
F(®ic1Gi) = Dies F(Gi).

EJERCICIO 389. Sea G un grupo abeliano. Demuestre que para todo p € N primo se
tiene que pG ={H <G| [G: H] = p}.
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EJERCICIO 390. Demuestre que G es divisible si 'y solo si F(G) =G.

DEFINICION 6.7. Un grupo abeliano G se llama acotado si existe n > 1 tal que nG = 0.

EJERCICIO 391. Sea G =[];¢; Gi con cada G; un subgrupo de torsion. Demuestre que

si G es de torsion entonces G es acotado ¢ 1 es finito.

DEFINICION 6.8. Se dice que H < G es puro si para todo n € N se tiene que HN\nG =
nH.

EJERCICIO 392. Demuestre que t(G) es un subgrupo puro de G.

EJERCICIO 393. Demuestre que para G un grupo libre de torsion, H < G es puro siy

s6lo si G/H es libre de torsion.

DEFINICION 6.9. Un grupo abeliano se llama simple-puro si no tiene subgrupos puros

propios.

EJERCICIO 394. Demuestre que si G es un grupo simple-puro entonces G se encaja en

Q 6 en Zp= para algiin p € N primo.

EJERCICIO 395. Demuestre que si G es abeliano de exponente acotado entonces G se

descompone como suma directa de grupos ciclicos.

EJERCICIO 396. Sea H < G. Demuestre que H es puro si 'y solo para todo K grupo,
HRK<G®K.

DEFINICION 6.10. Un grupo G es fielmente plano si es fiel y para todo H grupo

abeliano tal que G H = 0 se tiene que H = 0.
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EJERCICIO 397. Dar un ejemplo de un grupo plano que no sea fielmente plano.

EJERCICIO 398. Demuestre que las siguientes condiciones son equivalentes para un
grupo G:
1. G es fielmente plano.

2. La sucesion siguiente es exacta

HL H S H”

si 'y solo si la sucesion siguiente es exacta

GoH % Gon 1995 G H”

3. Ges plano y dado f : H— H' morfismo tal que 16Q f: GRQH — G H' es el

morfismo cero, se tiene que f = 0.

EJERCICIO 399. Un grupo abeliano G es fielmente plano si 'y solo si G es libre de

torsion y para todo p € N primo se tiene que pG # G.

EJERCICIO 400. Demuestre que si G es un grupo plano y H un grupo fielmente plano

entonces G ® H es fielmente plano.

EJERCICIO 401. Sea la sucesion exacta corta

0—wG—G —G —0

donde G y G" son grupos reducidos. Demuestre que G' es reducido.

EJERCICIO 402. Supongase que existen H,K < G y morfismos de grupos f : H — Ly
g:K — Liales que f|unk = g|nnk. Demuestre que existe un tinico morfismo h: H+K — L

que extiende a f y g.



Capitulo 6

Introduccion a la Cohomologia de Grupos

“Las matematicas son la musica de la razén.”

James Joseph Sylvester.

1. Producto semidirecto

DEFINICION 1.1. Sean G y H grupos. Decimos que H es un G-mddulo si existe un

morfismo de grupos ¢ : G — Aut(H).

Sean N un Q-médulo con morfismo de estructura ¢ : Q — Aut(N). Considere el
producto N x Q 'y defina una operacién binaria en dicho conjunto, *, como sigue:

(8,%) * (h,y) = (gp(x)(h),xy)

Como se vio en el ejercicio[128] (N x Q,*) es un grupo cuyo neutro es el elemento
(ee)y (%) = (e(x~)(g7") a7 ).

Dicho grupo se conoce como el producto semidirecto de N y O, el cual se va a denotar
por N X Q. Otra notacién usual es N X o Q' y en algunos casos se suele omitir el morfismo
de estructura y simplemente se escribe N x Q. En nuestro caso, para simplificar la notacién
no se usard el simbolo * para el producto en N x¢ Q.

En el mismo ejercicio se piede ver que N Xy Q tiene un subgrupo isomorfo a N,
que como conjunto es N x {e}, el cual es normal. Ademads, este grupo tiene un subgrupo

isomorfo a Q que como conjunto es {e} x Q, el cual no es necesariamente normal. Ademds,
como la proyeccién en la segunda coordenada

Mm:NxpQ— Q0
es un epimorfismo, entonces del primer teorema de isomorfismo se deduce que
(NxpQ)/N=Q

Por otro lado, observe que N x4 Q es el producto N x Q si y s6lo si ¢ es trivial, es
decir, es el morfismo constante con valor la identidad en N.

225
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EJEMPLO 1.1. Observe que hay una iinica estructura no trivial de Z,-modulo para 73,
¢ : Zo — Aut(Z3), donde ¢(1) = a* con Z3 = (a). Dado que Z3 Xy Zy tiene orden 6 y es

claramente no abeliano, entonces 73 X o Zo = S3.

EJEMPLO 1.2. Considere 73 = (a) y Z4 = (x). Sea ¢ : Zs — Aut(Z3) el morfismo
definido mediante @(x)(a) = a, donde se estd usando el isomorfismo Aut(Z3) = U (Z3) =

Zy.

Observe que Z3 X o Ly tiene orden 12. Ademds, al considerar s := (a*,x*) y t = (1,x),

6

entonces se puede ver que s = eyt =s> = (st)z. Esto implica que 73 X Z4 = T.

EJEMPLO 1.3. Paran > 3, D, = Zy, X ¢ Ly, donde ¢ : Zy — Aut(Zy) es el morfismo
@(—1)[x] = [x], donde se usa que Z = ({—1,1},-). (Ver ejercicio[I32)

EJEMPLO 1.4. Como se mencioné anteriormente, si p : GL,(R) — Aut(R") es el
morfismo inducido por la accién de GL,(R) en R" y p’ su restriccion a O(n), entonces se

tienen los isomorfismos:

Isom(R") = Tr(R") x, O(n)

Aff(R") = Tr(R") xp GL,(R)

En estos ejemplos se estd usando el isomorfismo R" = Tr(R").

EJEMPLO 1.5. (Ejercicio) Para k cualquier campo, se tiene que GL,(k) =2 k* %o SLy (k).

Los ejemplos anteriores muestran la gran variedad de grupos que se pueden construir
como productos semidirectos (sin contar los que son productos binarios, que son un caso
especial de producto semidirecto). Hasta este momento, para ver que un grupo es producto
semidirecto de un par de grupos, hay que encontrar el morfismo estructural que permita
construir el producto semidirecto adecuado, lo cual puede ser no trivial. Uno de los objetivos
de esta seccién es dar una caracterizacion interna del producto semidirecto. Para esto hay
que dar una discusién previa.
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DEFINICION 1.2. Un subgrupo H < G tiene un pseudocomplemento si existe K < G

tal que HNK = {e} y HK = G.

Observaciones:

1. Puede haber subgrupos que no necesariamente tengan un pseudocomplemento. Un
ejemplo muy sencillo se obtiene al considerar para p € N primo, G = Z . Dado
que existe H < G con orden p, entonces H no puede tener un pseudocomplemento
pues en caso contrario, dicho pseudocomplemento K implicaria que G = H X K =
Zy x Zp, lo cual sabemos es imposible.

2. En caso de que un grupo tenga un pseudocomplemento, este puede no ser ﬁnicoﬂ
Como ejemplo, observe que en G = S,,, todo subgrupo de orden 2, los cuales son
generados por transposiciones, es complemento de A,,.

3. Si N <G con un pseudocomplemento, entonces este es tinico salvo isomorfismo
como una consecuencia del segundo teorema de isomorfismo, ya que si Q es un
pseudocomplemento, entonces

G/N=NQ/N=Q/(NNQ)=Q
Esto dice que todo pseudocomplemento es isomorfo a G/N.

Retomando el objetivo de esta seccion, se requiere del siguiente resultado previo.
Observe que este es un claro andlogo de la proposicién

LEMA 1.1. Sea N < G. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. N tiene un pseudocomplemento en G.
2. Existe Q < G tal que para cualquier g € G, existe una linica expresion g = hx para
tinicoshe Nyx € Q.
3. Existe un morfismo s : G/N — G tal que ms = lg/k (T es un epimorfismo que
escinde).

4. Existe un morfismo r : G — G con nuc(r) = N y para cualquier x € im(r), r(x) = x.

DEMOSTRACION. Se obtiene de adaptar la prueba de la proposicién O

A continuacién se van a discutir los resultados principales de la presente seccion.

PROPOSICION 1.1. Sea ¢ : Q — Aut(N) un morfismo. Si G = N X Q, entonces N

tiene un pseudocomplemento.

IDe esta observacién se justifica el hecho de que la definicion hable de un pseudocomplemento y no de un

complemento



228 6. INTRODUCCION A LA COHOMOLOGIA DE GRUPOS

DEMOSTRACION. Es claro que NN Q = {(e,e)}. Por otro lado, observe que dado
(g,x) € G, se tiene que (g,¢) + (e,x) = (gp(e)(e),ex) = (g,x), lo que muestra la contencién
no trivial en la igualdad NQ = G. (]

El siguiente resultado dice que se satisface una especie de reciproco del resultado
anterior.

PROPOSICION 1.2. Sea N < G. Si existe un pseudocomplemento de N, Q, entonces

G = N X Q para algiin morfismo ¢ : Q — Aut(N).

DEMOSTRACION. Sea Q un pseudocomplemento de N. Defina ¢ : Q — Aut(N), me-

! es decir, ¢ = (7,)|n- De esta tdltima observacién se deduce que ¢

diante @(g)(x) = gxg~
es morfismo y estd bien definido por ser N normal. Asi, se afirma que G = N x4 Q. Para
ver esto, defina f : N xy Q — G mediante f(g,x) = gx. Lo que se quiere ver es que f es un

isomorfismo, para lo que se va a probar que este es un morfismo de grupos biyectivo.

En efecto, observe que por el lema[I.T]|se deduce que todo g € G se escribe de forma
tnica como g = hx con h € N y x € Q. Esta observacion permite concluir que f es una

funcién suprayectiva. Ahora veamos que f es un morfismo pues

f((8,x)(h,y)) = f(gp(x)(h),xy)
= 8@ (x)(h)xy
= glohx™ ") (xy)
= (gx)(hy)
= f(8,x)f(h,y)

Para concluir, basta ver que f es un morfismo inyectivo, para lo que observe que dado
(8,x) € nuc(f), se tiene que gx = f(g,x) = e, lo que implica por el lema[l.]jque g =x =,
de lo que se deduce la contencidn no trivial en la igualdad nuc(f) = {(e,e)}, lo que implica

que f es inyectiva. (]

Observe que de la proposicion anterior se puede justificar el por qué hay una notacién
para el producto semidirecto en el cual no se hace mencién al morfismo estructural.
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EJEMPLO 1.6. De acuerdo a la observacion dada en el ejercicio|405| se deduce de la

proposicion anterior que paran > 3, S, = A, X Z,.

2. Cociclos

DEFINICION 2.1. Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Una transversal (derecha)
es un subconjunto T de G tal que {Ht},c7 es una particion es de G, es decir, T contiene un

tinico representante de las clases derechas de H en G.

Notemos que por inducir una particién tenemos que todo g € G tiene una descomposi-
cibntnicag=htconhce HyteT

EJEMPLO 2.1. Para G =7 y H = 27, tenemos como ejemplos de transversales a
{0,1} y {28,35}.

Si G es el producto semidirecto de H y K. Entonces K es una transversal de H en G.

DEFINICION 2.2. Sea n: G — K un epimorfismo. Una funcion l: K — G es un
levantamiento si tl = 1. Esta funcion no tiene por que ser un morfismo. Notemos que la

T = im(l) es una transversal.

PROPOSICION 2.1. Sea G una extension de K por Q y l: Q — G un levantamiento. Si
K es un grupo abeliano, entonces la funcion 6 : Q — Aut(K) dada por 6,(a) = (x)al (x)~!
es un morfismo de grupos. Mds aiin, sil,: Q — G es otra tranversal, entonces 1(x)al(x) =

L.(x)al,(x)~' paraa € K ya € Q.

DEMOSTRACION. Si consideramos ¥,: G — G dado por Y,(x) = gxg~! para toda
x € G, entonces %(K) = K. Esto tltimo por el hecho de que K < G. Por lo que podemos
restirngir y corestringir ¥, a K y llamamos este morfismo )é( , y observamos que 7{5 € Aut(K).
Por lo cual podemos definir 11 G — Aut(K) dado por pi(g) = ¥X. Como K es abeliano,
entonces K < nuc(u). Por lo que se induce un morfismo g : G/K — Aut(K). Por el
primer teorema de isomorfismo tenemos que G/K = Q, lo cual nos da el isomorfismo
explicito A: Q — G/K. Sil: Q — G es una transversal, entonces A (x) = K/(x). Si [, es
otra transversal, entonces /(x),(x) ! € K. Por lo cual A no depende de la transversal /. Si

ponemos 6 = UgA. Entonces para x € Q, tenemos que:

6, = A (x) = 1k (K1(2)) = (1))
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Paraa € K,

De lo anterior podemos concluir que K es un Q-conjunto.

DEFINICION 2.3. Decimos que una tripleta (Q,K,0) es un dato si K es un grupo
abeliano, Q es un grupo 'y 0: Q — Aut(K) es un morfismo. Decimos que un grupo G
realiza el dato (Q,K, 0) si G es una extension de K por Q y cada transversal . Q — Q
cumple que:

xa = I(x)al (x) !

parax€ QyackK.

La proposicion pasada nos dice que cada gupo G que sea una extensién de K por O
forma un dato que realiza G. El problema de la extension es el siguiente, dado un dato
(Q,K, 6) buscamos encontrar todos los grupos que realicen lel dato.

DEFINICION 2.4. Sea m: G —> Q un epimorfismo con nucleo K y I: Q — G una
transversal con [(e) = e. Una funcion f: Q x Q — K que cumple:
Fry) = 1)) xy) ™!

es llamada un cociclo. El cociclo depende de la transversal .

EJEMPLO 2.2. En el caso en que G sea el producto semidirecto K x g Q, entonces G

consiste en las parejas (a,x) € K x Q'y producto dado por:

(a,x)(b,y) = (ab",xy)

Sil: Q — G es la transversal dada por 1(x) = (0,x), entonces l es un morfismo l(x)l(y) =
1(xy). En este caso su cociclo tiene que ser f(x,y) = e. Se puede pensar a un cociclo como
una medida de G de que tanto se aleja de ser un producto semidirecto. Por lo que el también

mide la obstruccion de la transversal [ de ser un morfismo.

PROPOSICION 2.2. Sean n: G — Q un epimorfismo con nucleo K, I: Q — G una

transversal tal que l(e) = e, y f: QO X Q — K su cociclo. Entonces:

1. f(e,y) =e=f(x,e) parax,y € Q.
Identidad de cociclo f(x,y)f(xy,z) = xf(y,z)f(x,yz) para x,y,z € Q.
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DEMOSTRACION. 1. Calculando

fle,y)=1(e)i)l(ey) ' =el(y)i(y) ' =e

flx,e) =1(x)l(e)l(xe) ' =1(x)el(x) ' =e

parax,y € Q.
2. Calculando

(LE)I)(z) = (f (e, )1 (x3)) 1 (2) = f (x,3) f (x,2) 1 (xy2)

y
() (I()1(2) = 1x)(f(1,2)1(v2))
= 1(0) (7, 2)1(x) ™" f oy, 2)1 (xy2)
=xf(y,2)f (xy,2)l(xyz)
para x,y,z € Q.

O

PROPOSICION 2.3. Dado un dato (Q,K, 0), una funcion f: Q x Q — K es un cociclo
siy solo
xf (32 f (e, yx) " ey fxy) T =

y f(x,e) = e = f(e,y) para todo x,y € K. Mds auin, existe G que realiza el dato y una

transversal : Q — G que corresponde al cociclo f.

DEMOSTRACION. Sea G = K x Q como conjunto y lo dotamos con la operacién:

(avx)(bvy) = (a(Xb)f(x7y)7xy)

para (a,x),(b,y) € K x Q.
Que G sea asociativa se sigue de la identidad de cociclo (tarea). El neutro es (0,e). El

inverso esta dado por:

(a,x)" = (') T ) T

Definimos 7: G — Q como 7(a,x) = x. Tenemos que 7 es un epimorfismo con nucleo
K x e. Obviamente K es isomorfo a K X e. Por lo que K es normal en G y G es una extension

de K por Q. Falte ver que efectivamente G realiza el dato. Queremos ver que para cualquier
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1

transversal /: Q — K tenemos que ax = [(x)al(x) " conx € Qy a € K. Para x € Q tenemos

que [(x) = (b,x) para algin b € K. Asi:
[(x)al(x) " = (b,x)(a,e) (b,x) !

= (b(ax),x)((x o) (e ) A

= (b(xa)(x(x™'b) " (x flaea ) T flex ) o)
Como K es abeliano entonces el dltimo término se simplifica a (xa, e). Podemos identificar
cualquier elemento xa con (xa,e) por lo cual G realiza el dato.

Si definimos la transversal /: Q — K como I(x) = (e,x) para x € Q. Entonces el

cociclo F satisface F(x,y) = I(x)I(y)I(xy)~!. Pero haciendo célculos concluimos que

F(x,y) = (f(x,y),e). Por lo que f es un cociclo.
O

Denotamos al grupo construido en la proposici6 anterior como Gy. Este realiza el dato
(Q,K, 0) y tiene como cociclo f resultante de la transversal [(x) = (e,x).

DEFINICION 2.5. Sea (Q,K,8) un dato. Entonces Z*(Q, K, 8) es conjunto de cociclos.
PROPOSICION 2.4. Sea (Q,K,0) un dato. Entonces Z*(Q,K,0) es un grupo abeliano.

DEMOSTRACION. La suma esta dada por (f+g)(x,y) = f(x,y) +g(x,y) para f,g €
7*(0,K, 0). El neutro es el cociclo correspondiente al producto semidirecto. U
Este grupo es relativamente muy grande. Dos transversales distintas dan a lugar cociclos

distintos, pero a la misa extension.

PROPOSICION 2.5. Sea G un grupo que realiza a Z*(Q,K,0) y sean [, 1, transversales
con l(e) = e = l(e) con cociclos fy f.. Entonces existe una funcion h: Q — K con

h(e) = e tal que f.(x,y) f(x,y) " = xh(y)h(xy) " h(x).
Esta & es la que nos relaciona dos cociclos que realizan la misma extension.
DEFINICION 2.6. Sea (Q,K, 0) un dato. Una cofrontera es una funcion g: Qx Q — K

tal que existe una funcién h: Q — K con h(e) = e tal que g(x,y) = xh(y)h(xy)~'h(x). El

conjunto de todas las cofronteras lo denotamos por B>(Q,K,9).

PROPOSICION 2.6. Sea (Q,K,0) un dato. Entonces B*(Q,K,0) es un subgrupo de
Z*(0.K. ).
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DEFINICION 2.7. Sea (Q,K,0) un dato. Definimos
H*(Q.K.0) :=Z°(Q,K,6)/B*(Q.,K.6)

A este grupo lo llamamos el segundo grupo de cohomologia.
3. Derivadas y el primer grupo de cohomologia

En toda esta seccidon N es un grupo abeliano con estructura de Q-médulo dada por el
morfismo @ : Q — Aut(N). En el lenguaje de la seccién pasada, decir esto es equivalente a
decir que se tiene un dato (Q, N, ¢). Se usard la notacién xg := ¢(x)(g). Ademds, por ser
N un grupo abeliano, se usard notacién aditiva para su operacién, mientras que para Q se
usard notacién multiplicativa a no ser que se diga que Q es abeliano.

DEFINICION 3.1. Una derivacion o morfismo cruzado es una funcion d : Q — N tal

que para cualesquiera x,y € Q,

EJEMPLO 3.1. Dado g € N, se define la funcion dgy : Q — N mediante la regla de

correspondencia dy(x) = g — xg. Esta funcion es una derivacion ya que para x,y € Q,

dg(xy) = g — (xy)g = x(g —yg) + (g —xg) = xdy(y) +dg(x).

A las derivaciones de la forma d, se les conoce como derivaciones principales. Obser-

ve que en particular dy = 0, es la derivacion cero.

Considere Der(Q, N, @) el conjunto de derivaciones d : Q — N, asi como PDer(Q,N, ¢)
el conjunto de derivaciones principales. La siguiente proposicion dice que estos conjuntos
tienen estructura de grupos abelianos.

PROPOSICION 3.1. El conjunto Der(Q,N, @) tiene estructura de grupo abeliano defi-

niendo las operaciones de forma puntual. Ademds, con dicha estructura PDer(Q,N, @) <

Der(Q,N, ¢).

DEMOSTRACION. Parad,d’ € Der(Q,N, @), definir d +d’ : Q — N mediante la regla
de correspondencia (d +d’)(x) = d(x) +d'(x). Lo que se afirma es que (Der(Q,N, @), +)
tiene estructura de grupo abeliano, para lo que primero se tiene que ver que + estd bien

definida. En efecto, sean d,d’ € Der(Q,N, @). Parax,y € Q,
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(d+d")(xy) :=d(xy) +d'(xy)
=xd(y)+d(x)+xd'(y) +d (x)
=x(d(y)+d'(y) + (d(x) +d'(x))
=x(d+d")(y)+(d+d)(x)
Observe que la estructura de grupo abeliano de N se hereda a Der(Q,N, @) pues en
este ultimo conjunto la operacién se definié6 de manera puntual, simplemente hay que

observar que la derivacion cero es el neutro en Der(Q,N, ¢) y que dada d € Der(Q,N, ¢),

—d € Der(Q,N, @), lo cual es claro.

Para ver que PDer(Q,N, @) < Der(Q,N, @), observe que la derivacién cero es clara-

mente principal. Por otro lado, si dg,d;, € PDer(Q,N, @), entonces observe que

(dg —dp)(x) = (g —xg) — (h—xh) = (g —h) —x(g —h) = dg_p(x)
Esto prueba que d, — dj, € PDer(Q,N, @) y concluye la prueba de la afirmacién. O

La proposicién anterior permite dar la siguiente definicién.

DEFINICION 3.2. Dado N un Q-mddulo con N abeliano, se define el primer grupo de

cohomologia del dato (Q,N, )

H'(Q,N,¢) =Der(Q,N,¢)/PDer(Q,N,¢).

De la definicién anterior no queda claro lo qué es el primer grupo de cohomologia
intuitivamente. Por supuesto que desde el punto de vista algebraico este mide qué tanto de
aleja el grupo de derivaciones de ser el grupo de derivaciones principales. Con el propésito
de ver la informacién que puede encerrar este grupo, se van a dar algunos resultados que
permitan hacer algunos célculos.

PROPOSICION 3.2. Suponga que N € Ab tiene estructura de Q-mddulo trivial. Enton-

ces, H (Q,N, @) = Homgy (Q,N).
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DEMOSTRACION. Observe que en tal caso, para g € N, dg(x) =g —xg=g—g=0.

Esto dice que PDer(Q,N, @) = {0}.

Por otro lado, observe que si d € Der(Q,N, @), entonces para cualquier x,y € Q,
d(xy) = xd(y) +d(x) = d(y) + d(x), por lo que esto dice que d € Homgp(Q,N). De

hecho observe que trivialmente se tiene la contencién en la otra direccién y por lo tanto,

Der(Q,N, @) = Homgyp(Q,N).

Esto permite concluir que:

H'(Q,N,9) = Der(Q,N, @) = Homgyp(Q,N)
O

Del resultado anterior y el ejercicio[72]se deducen los siguientes ejemplos particulares.

EJEMPLO 3.2. Considere la accion trivial que hace de 710 un Zo1-modulo. Observe

que Homgy,(Zo1,Z10) = {0}. Por lo tanto, en este caso:

H'(Z21,710,9) = {0}.

EJEMPLO 3.3. Considere la accion trivial que hace de 7.1 un Zy1-mddulo. Observe
que Homgy (Zo1,Z12) = {f =0, f = 4-_}. Al considerar la estructura de grupo en este

conjunto, se tiene que obviamente este es isomorfo a Z;. Por lo tanto, en este caso:

HY(Z21,Z12,9) = 7,

EJEMPLO 3.4. Cuando se considera la estructura trivial de Z7 como Zy-modulo,
en este caso puede probarse que Homgp(Zy1,Z7) consta de todas las funciones que son
producto con un representante de 7.;. Esto dice que dicho grupo es ciclico con orden 7 y

por lo tanto,

HY(721,77,¢) = 74
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Como se vio en la primera seccién del presente capitulo, las estructuras de médulos
para un par de grupos permiten construir el producto semidirecto de estos. La siguiente
meta serd la obtener algunos resultados que den herramientas para el calculo del primer
grupo de cohomologia respecto su producto semidirecto.

Primero considere G =N X Q. Siy: G — G es un morfismo de estabilizacion, entonces
observe que para cada (g,x) € G,

(g:x) = (g +d(x),x)

Esto permite definir una funcién d : Q — N y mds aun, d € Der(N, Q) al notar que:

7((0,x)(0,y)) = ¥(0,xy) = (d(xy),xy)
Por otro lado,

7(0,x)7(0,y) = (d(x),x)(d(y),y) = (d(x) +xd(y),xy)
La observacién anterior da lugar a una asignacién f : A — Der(Q,N, @) mediante
f(v) =d, donde d es la derivacion inducida por . Una pregunta interesante que se desprende

de esta observacion es si se puede decir algo de cudndo la derivada definida por un morfismo
de estabilizacion es principal. La respuesta a esta pregunta se da en el siguiente resultado.

PROPOSICION 3.3. Para G =N X¢ Q, sea 'y un morfismo de estabilizacion de Gy d €

Der(Q,N, @) su derivacion inducida. Entonces d € PDer(Q,N, @) siy sélo si y € Int(G).

DEMOSTRACION. =) Dado que existe g € N tal que d = d,, entonces observe que

(g,e)(h,x)(g,e)71 = (g—|—h,x)(—g,e)

= (g+h—xg,x)
~ (h+dy(3).5)
= }/(hvx)

Esto demuestra que ¥ = ¥, )-
<) Dado que y= Y(g.x)> Observe que

£.%)(0,y)(g,x)""

7(0,y) = (
= (&) (—x"gxh)
= (
= (

g—xyx g o)

g—y8y)
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Como por otro lado ¥(0,y) = (d(y),y), entonces se deduce que d(y) = g — yg, lo que

prueba la afirmacion pues dice que d = d,. g

PROPOSICION 3.4. La funcion f es un isomorfismo de grupos entre A, el estabilizador

de la extension definida por (Q,N, @), y Der(Q,N, @).

DEMOSTRACION. Para ver que f es morfismo, suponga que ¥, 7 € A tienen por deri-
vaciones inducidas a d,d’ € Der(Q,N, @) respectivamente. Observe que para (g,x) € G se

tiene que

Y}/(gax) = Y(g +d/(x)vx)
= (g+d'(x) +d(x),x)

= (g+(d+d)(x),x)

Esto dice que f(yY) =d+d’, lo que prueba que f es un morfismo.

Para concluir la prueba, se va a ver que f es un biyectiva. Para la inyectividad observe
que si y € nuc(f), entonces f(y) = 0, lo que implica que ¥ = 1. Esto prueba la contencién
no trivial en la igualdad nuc(f) = {lg}, lo que dice que f es un morfismo inyectivo.
Por otro lado, la suprayectividad se deduce del hecho de que dado d € Der(Q,N, @), se
tiene que y: G — G definido por ¥(g,x) = (g +d(x),x), es un estabilizador y obviamente
f(y)=d. O

El resultado buscado se presenta a continuacion. Este dice que el primer grupo de
cohomologia se puede identificar como un subgrupo del grupo de automorfismos externos
del producto semidirecto de los grupos en cuestion.

PROPOSICION 3.5. Para G =N x4 Q, H'(Q,N, ) < Aut(G)/Int(G).

DEMOSTRACION. Considere f : A — Der(Q,N, @) el isomorfismo de la proposicién
anterior. Observe que por la proposicién se tiene que f induce un isomorfismo entre

ANInt(G) — PDer(Q,N, @). Luego,
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H'(Q,N,¢) :=Der(Q,N,)/PDer(Q,N, )
~A/(ANInt(G))

= (A+1Int(G))/Int(G)

Estos isomorfismos permiten dar la identificacién buscada pues por el teorema de la

correspondencia biyectiva, (A + Int(G))/Int(G) < Aut(G) /Int(G). O

EJEMPLO 3.5. Dado que S3 = Z3 X ¢ Z, del resultado anterior se deduce que

HY(Zy,73,9) < Aut(S3)/Int(S3)

Como se vio en el ejercicio se tiene que Aut(S3) = S3. Por otro lado, se tiene que
Int(S3) =2 S3/Z(S3) = S3. Luego, esto implica que

HI(ZZvZ37(P) = {0}

Para concluir se presentara un resultado que dice una interpretacion en términos de
extensiones para la situacion en la que el primer grupo de cohomologia sea trivial. Esta
mejora el hecho de que dos pseudocomplementos de un subgrupo normal son isomorfos,
dando un isomorfismo que puede considerarse candénico. Esta se va a escribir en notacion
aditiva en G para no confundir con la accién.

PROPOSICION 3.6. SiG=NxyQy H'(Q,N,p) = 0, entonces cualesquiera dos

complementos de N son conjugados entre si.

DEMOSTRACION. Sean C 'y C' complementos de N en G y considere [ : Q — C'y
" : Q — C' isomorfismos. Dado que C y C’ son transversales en N de G, estos determinan
cociclos f, f: O x Q — N, donde [(x) +1(y) = f(x,y) +1(xy), y lo andlogo para f’. Observe

que como [ y I’ son morfismos, entonces f = ' = 0.

Por otro lado, por un lema anterior, la funcién i : Q — N con regla de correspondencia
h(x) =1'(x) —I(x), satisface que f’(x,y) — f(x,y) = xh(y) — h(xy) + h(x). Esto implica que
h(xy) = x-h(y) + h(x), lo que dice que i € Der(Q,N, ®), que al usar la hipétesis implica
que i € PDer(Q,N,®). Por lo tanto, existe g € N tal que h = d,, lo que implica que



3. DERIVADAS Y EL PRIMER GRUPO DE COHOMOLOGIA 239

I'(x) —I(x) = h(x) = g —xg. De esto se deduce que I'(x) = g+ (—xg+1(x)) = g+1(x) — g,
lo que dice que C' = g+ C — g, y que prueba la afirmacion. g

Para concluir, lo que se va a ver es que hay una forma de construir un funtor usando
el primer grupo de cohomologia. Para esto observe que si N es un @-mddulo y existe un
morfismo de grupos f: Q' — O, entonces N adquiere una estructura de Q’-médulo al definir:

x-g=f(x)g.

Considere entonces f : Q' — Q un morfismo de grupos y N un Q-médulo. Observe que
sid € Der(Q,N,¢), la funcién df € Der(Q',N,¢f) ya que parax,y € ',

df(xy) :=d(f(xy)) = d(f()f ) = fX)A(f(y)) +d(f(x)) = x-df(x) +df(y).

Ademds, observe que si d € PDer(Q,N, @), entonces d = d, para g € N. Asi, para
X € Q, se tiene que:

df(x) =d(f(x)) =g—f(x)g=g—xg.
Esto muestra que df € PDer(Q',N,@f). Por lo tanto, se tiene un morfismo de grupos,
H'(Q.N,9) = H'(Q'.N,¢f),
El cual se va a denotar por H' (N, f). Asi, no es dificil ver que esto da lugar a un funtor

H'(N,_) : Grp®” — Ab.

Como comentario final, en estos momentos el lector quizd pueda preguntarse en si se
pueden definir grupos de n-cohomologia para cuando n > 3. La respuesta es si, sin embargo,
para la construccién de estos se requiere de un formalismo que en estos momentos no se
tiene, ya que estos se pueden construir a partir de la idea de funtor derivado. De hecho, todos
los grupos de cohomologia se pueden construir asi, incluso los tratados en este capitulo,
y estos son funtoriales automaticamente. En dicha teoria, las definiciones dadas en estas
notas se vuelven teoremas, sin embargo, como se menciond esta teoria sale de nuestro
alcance y por ello es que no se abord6 esta con toda generalidad y se tomd la perspectiva de
hacer construcciones puntuales de algunos grupos, las cuales permiten decir varias cosas
en dimensiones bajas pero que tienen el defecto de no verse como se extienden para los
grupos de cohomologia superior. Una segunda construccion se puede dar a partir de la
topologia algebraica usando la teoria de cohomologia singular con coeficientes locales y
la construccién del espacio clasificante de un grupo, por tal razén esta nuevamente sale de
nuestro alcance.
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4. Ejercicios

EJERCICIO 403. Demuestre que si Q es un N-mddulo con N y K solubles, entonces
N Xy Q es soluble.

EJERCICIO 404. (Ejercicio) Para k cualquier campo, se tiene que GL,(k) = k* x
SL, (k).

EJERCICIO 405. Sea n > 3. Demuestre que en S, todo subgrupo generado por una

transposicion es un pseudocomplemento para A,,.

EJERCICIO 406. Demuestre que la asignacion H' (N,_) : Grp°” — Ab es en efecto un

funtor.
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5. Reticulas

DEFINICION 5.1. Sea P un conjunto y < una relacion sobre P. Decimos que P con <
es un conjunto parcialmente ordenado.
1. Paratodax e P, x <x
2. Paratodo x,y € P, six <yey<x, entonces x =y

3. Paratodo x,y,z€ P, six <yey<z entonces x <z

Una notacion comiin es escribir (P,<) para un conjunto parcialmente ordenado con

conjunto subyacente Py orden <.

EJEMPLO 5.1. Sea X un conjunto. Entonces el conjunto potencia & (X) es un conjunto

parcialmente ordenado con la contencion C.

DEFINICION 5.2. Sea L un conjunto parcialmente ordenado. Decimos que L tiene un
elemento mdximo x. Si para todoy € L, y < x. Por la asimetria el elemento mdximo es iinico
y lo denotamos por 1.

En el caso de Z2(X) su elemento maximo es X.

DEFINICION 5.3. Sea L un conjunto parcialmente ordenado. Decimos que L tiene un
elemento minimo x. Si para todo y € L, x < y. Por la asimetria el elemento mdximo es vinico
y lo denotamos por 0.

En el caso de & (X) su elemento minimo es 0.

DEFINICION 5.4. Sea L un conjunto parcialmente ordenado, S C L'y a € L. Decimos
que a es una cota superior de S, si x < a para toda x € S.

En caso de S sea vacio, cualquier elemento de L es cota superior.

DEFINICION 5.5. Sea L un conjunto parcialmente ordenado, S C L'y a € L. Decimos
que a es el supremo de S, si a es la menor cota superior, es decir, si a cumple:

241
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» Paratodox € S, x<a.

» Sib € Lestal que para todo x € S tenemos que x < b, entonces a < b

NOTACION 5.1. Sean L una reticula, S C Ly x,y € L. Denotamos por \/ S al supremo

de S. En caso de que S = {x,y}, ponemos x\'y para denotar al supremo.

En caso de S sea vacio, \/S = 0.

DEFINICION 5.6. Sea L un conjunto parcialmente ordenado, S C L'y a € L. Decimos

que a es una cota inferior de S, si a < x para toda x € S.

En caso de S sea vacio, cualquier elemento de L es cota inferior.

DEFINICION 5.7. Sea L un conjunto parcialmente ordenado, S C L'y a € L. Decimos

que a es el infimo de S, si a es la menor cota inferior, es decir, si a cumple:

» Paratodox € S, a<x.

» Sib € L es tal que para todo x € S tenemos que b < x, entonces b < a

NOTACION 5.2. Sean L una reticula, S C Ly x,y € L. Denotamos por \S al infimo de

S. En caso de que S = {x,y}, ponemos x Ay para denotar al infimo.

En caso de S sea vacio, AS = 1.

DEFINICION 5.8. Sea L un conjunto parcialmente ordenado. Decimos que L es una

reticula, si para todo x,y € Lx\yyxVy existen.

DEFINICION 5.9. Una reticula L es completa si todo subconjunto S de L, \| Sy \S

existen.

Tenemos que Z(X) es una reticula completa.

PROPOSICION 5.1. Sean L una reticula tal que existen todos los

infimos. Entonces L es una reticula completa.

DEFINICION 5.10. Una reticula L es modular, si a < b implica aV (x \b) = (aVx)\b

para cualesquiera a,b,x € L.

DEFINICION 5.11. Sean L una reticula, y x,y € L. Decimos que y es un pseudocomple-
mento de x si:
m xA\y= 0.

» Siz€Lestal quezAx=0yy <z entonces z=y.
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DEFINICION 5.12. Para (P, <) un conjunto parcialmente ordenado, una funcion f :
P — P es un operador:
1. monotono si f es una funcion mondtona, es decir, para cualesquiera x,y € P tales
que x <y, se tiene que f(x) < f(y).
2. idempotente si fo f = f.
3. inflatorio si para cualquier x € P, x < f(x).

4. cerradura si es mondtono, idempotente e inflatorio.
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6. Lema de Zorn

El lema de Zorn, o Kuratowski-Zorn, es quizds el enunciado equivalente al axioma de
eleccidon que mads se utiliza en dlgebra pues permite garantizar la existencia de estructuras
con alguna caracteristica de maximalidad.

La meta de esta seccidn es enunciarlo, para lo cual se va a hacer una pequefa discusion.

DEFINICION 6.1. Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado y S C P. Decimos

que S tiene un:

1. Elemento mdximo si existe x € S tal que no existe y € S con la propiedad de que
x < y. En tal caso se dice que x es un elemento mdximo.
2. Elemento mayor si existe x € S tal que para cualquiery € S, y < x. En tal caso se

dice que x es el mayor elemento de S.

Es importante mencionar que en muchos libros de texto de habla hispana la primera de
las definiciones presentadas se suele 1lamar elemento maximal y la segunda elemento maxi-
mo. La terminologia seguida en estas notas es debida a Francisco Raggi quien comentaba
que el término maximal es una mala traduccién del inglés del concepto correspondien-
te. Mucha gente que pertenece a la escuela de Raggi usa la terminologia, que es la que
adoptaremos en estas notas.

Por otro lado el lector se imaginard como se definen los conceptos duales que son
minimo y menor elemento. Ademds recuerde que un conjunto puede tener muchos elementos
maximos, pero tiene un tinico mayor elemento. Ademds, de que todo mayor elemento es un
elemento maximo, pero el concepto de elemento maximo es mas débil que el de elementos
mayor, y lo andlogo sucede con elementos minimos y el menor elemento.

EJEMPLO 6.1. Para X = {a,b,c}, si P C P (X) es el subconjunto formado por los
subconjuntos propios de X, observe que (P,C) es un conjunto parcialmente ordenado.
Son elementos mdximos los conjuntos {a,b},{a,c},{b,c}. Este conjunto parcialmente
ordenado no tiene mayor elemento pero si tiene menor elemento a saber (0. Observe que
5i Q C P(X) es el subconjunto formado por los subconjuntos propios de X no vacios, se
tienen los mismos mdximos que antes pero ahora no hay menor elemento, sin embargo hay

tres elementos minimos {a},{b},{c}.

EJEMPLO 6.2. Considere (N\ {0, 1}, <), donde el orden estd definido por:

a < b, sibla.
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Dicho conjunto parcialmente ordenado tiene como elementos mdximos a cualquier

primo positivo. Pero es obvio que no tiene un elemento mayor.

El ejemplo anterior hace ver que cudl es el problema en torno a por qué los elementos
maximos no pueden ser el mayor elemento de un conjunto pues estos pueden ser no com-
parables. Por tal razén observe que en un conjunto totalmente ordenado ambos conceptos
coinciden. Esto nos lleva a formular una definicién general.

DEFINICION 6.2. Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado. Una cadena es un
subconjunto S C P que es totalmente ordenado, es decir, cualesquiera dos elementos de S

son comparables.

Retomando el ejemplo de (N'\ {0, 1}, <) observe que el conjunto {2" | n € N} es una
cadena y que en esta el elemento méximo es 2, que es de hecho el elemento mayor en dicha
cadena.

El ejemplo anterior muestra que en las cadenas de un conjunto parcialmente ordenado
los conceptos de maximo y mayor elemento coinciden, lo que es mds general que la
afirmacién correspondiente para el conjunto totalmente ordenado.

Una vez discutidos estos importantes y sutiles conceptos podemos enunciar el resultado
que se quiere.

PROPOSICION 6.1. (Lema de Zorn) Cualquier conjunto parcialmente ordenado no

vacio en el que toda cadena es acotada superiormente, tiene un elemento mdximo.

Para mas informacién del lema de Zorn se recomienda consultar el libro “Axiom of
Choice” de Horst Herrlich.
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