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Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus

Wir betrachten eine allgemeine Funktion f : R — R. Ein Additionstheorem fiir diese Funktion f
ist eine Rechenvorschrift, die uns erlaubt f(x + y) zu berechnen — typischerweise nur in Termen

von f(x) und f(y).

Beispiel 1. Ist f(x) = a-x (fiir irgendeine feste reelle Zahl a € R), so gilt das folgende besonders
einfache Additionstheorem:

flx+y) = f(x)+ f(y).

Beispiel 2. Eine weitere Funktion mit einem schonen Additionstheorem ist die Exponential-
funktion f(x) = e*. Fir diese gilt:

fle+y) = fx) fly)

Wir wollen uns heute auf die Suche nach einem solchen Additionstheorem fur die Funktionen
sin und cos machen.

1 Grundlegende Eigenschaften von Sinus und Cosinus

Wir betrachten ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit Hypotenuse AC' (also rechtem Winkel
bei B). Sei av der Winkel bei A und 1 die Lange der Hypotenuse. Dann definieren wir Sinus und
Cosinus von « als die Lange der Gegen- bzw. Ankathete von «, also:

sin(a) .= BC und cos(a) == AB.

In dem folgenden Bild ist das veranschaulicht:
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In diesem Bild ist zusétzlich ein Kreis mit Radius 1 mit dem Koordinatenursprung als Mittelpunkt
eingezeichnet — der sogenannte Finheitskreis. Auflerdem haben wir das Dreieck ABC' so platziert,
dass A im Ursprung liegt, B auf der z-Achse und C' auf dem Einheitskreis.

Aus diesem Bild lésst sich leicht ableiten, wie die Funktionsgraphen von sin und cos aussehen:

Einige wichtige Eigenschaften von Sinus und Cosinus kénnen wir direkt an diesen Bildern sehen:
e sin(—a) = —sin(a)
o cos(—a) = cos(a)
e sin(a + §) = cos(a
o cos(a+ ) (

T)=c¢
o sin?(a) + cos?*(a) =1
Aufgabe 1. Beweise diese Eigenschaften geometrisch.

Beobachtung 3. Sei ABC' ein rechtwinkliges Dreieck mit Hypotenuse AC. Wenn die Hypotenuse
eine Linge von ¢ hat und o der Winkel bei A ist, so gilt BC = sin(a) - ¢ und AB = cos(a) - c.



2 Ein Geometrischer Beweis

Mit Hilfe der folgenden Zeichnung kénnen wir die Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus
geometrisch beweisen:

=
g

Sie lauten:
cos(a + ) = cos(a) cos(f) — sin(«) sin(f)

und
sin(a + ) = cos(«) sin(fB) + sin(«a) cos(B).

Aufgabe 2. Beweise die beiden Additionstheoreme. Du kannst sie entweder beide mit Hilfe der
Zeichnung beweisen oder du nutzt die Zeichnung nur fiir eines der beiden und leitest das andere
dann mit Hilfe der elementaren Eigenschaften von Sinus und Cosinus daraus her.

Zusatzaufgabe 1. Finde ein Additionstheorem fiir den Tangens. Du kannst dafir die Additi-

onstheoreme fiir Sinus und Cosinus sowie die Eigenschaft tan(a) = :g;((z)) verwenden.

Alternativ kannst du auch versuchen einen direkten geometrischen Beweis zu finden. Das ist
aber evtl. schwer (ich habe jedenfalls noch keine passende Zeichnung gefunden).

3 Folgerungen aus den Additionstheoremen

Aufgabe 3. Berechne cos(a — ) und sin(a — ). Entweder mit Hilfe der bereits bekannten
Additionstheoreme oder mit folgender Zeichnung:
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Eine direkte Folgerung aus den Additionstheoremen sind die Formeln fiir die Doppelwinkelfunk-
tionen:

Lemma 4. Es gilt:
sin(2a) = 2sin(a)cos(a)  und  cos(2a) = 2 cos?(a) — 1.

Aufgabe 4. Beweise die Gleichheit fiir Cosinus. Entweder mit Hilfe des entsprechenden Additi-
onstheorems oder mit folgender Zeichnung:

Zusatzaufgabe 2. Beweise die Gleichheit fiir Sinus. Fiir einen geometrischen Beweis musst du
dir hier selbst eine passende Zeichnung iiberlegen.

Zusatzaufgabe 3. Zeige mit Hilfe der Additionstheoreme die Identitat
sin(a) - sin(f) = § - (cos(a — ) — cos(a+ 6))

Kannst du eine analoge Identitat fiir cos finden?

Mit Hilfe von Induktion sowie den Additionstheoremen und den Formeln fiir die Doppelwinkel-
funktionen erhalten wir das folgende Lemma:

Lemma 5. Fiir jede natiirliche Zahln € N kénnen wir cos(n-«) als Polynom in cos(«) schreiben
(also als Summe von Vielfachen von Produkten von cos(c)).



Aufgabe 5. Beweise Lemma [5]

Tipp: Verwende vollstandige Induktion. Zeige also zundchst (Induktionsanfang), dass die Aussage
fir n = 1 gilt. Zeige dann (Induktionsschritt), dass die Aussage fir n gilt, wenn sie fiir alle
kleineren n’ bereits gilt. Im Induktionsschritt bietet es sich an zwischen n gerade und n ungerade
zu unterscheiden.

Aufgabe 6. Bestimme nun konkret cos(3a).

Die folgenden Werte von Sinus und Cosinus kann man sich leicht merken:

a=... 0° | 30°=7T |45°=7|60°=7 | 90°=1
sin(a) = ... %\/6:0 %\/T:% %\/5 %\/5 %\/Zzl
cos(a) = ... %\/Z_lzl %\/3 %\/5 %\/I:% %\/620

Aufgabe 7. Beweise die Korrektheit der Werte in dieser Tabelle.
Definition 6. Wir nennen einen Winkel « einen schinen Cosinus- Winkel, wenn er die folgenden
beiden Eigenschaften erfiillt:

e « ist ein rationales Vielfaches von 7 und

o cos(«) ist eine rationale Zahl.

s

Beispiel 7. Aus der obigen Tabelle erhalten wir als Beispiele fiir schone Cosinus-Winkel 07,

™
und 5

Lemma 8. Die Winkel O, 3 und 5 sowie ihre ganzzahligen Vielfachen sind bereits alle schonen
Cosinus- Winkel, die es gibt.

Aufgabe 8. Beweise Lemma [§ Dafiir bietet sich ein Beweis mit Widerspruch an: Nimm an es
gébe einen schonen Cosinus-Winkel o = % mit g vollstandig gekiirzt und ¢ > 6. Zeige dann
die folgenden Behauptungen:

Beh. 1: Betrachte ein regulires g-gon (ein reguldres Polygon mit genau ¢ Ecken) mit einem
1
Umkreisradius von 1, Mittelpunkt im Koordinatenursprung und einer Ecke im Punkt (O)

Dann sind die z-Koordinaten aller Ecken dieses Polygons rationale Zahlen.
Beh. 2: Es gibt ein regulédres g-gon, sodass all dessen Ecken ganzzahlige z-Koordinaten haben.

Beh. 3: Haben wir ein reguldres ¢-gon, dessen Ecken alle ganzzahlige xz-Koordinaten haben, so
gibt es auch ein kleineres g-gon mit der gleichen Eigenschaft.

Beh. 4: Es gibt kein reguldres g-gon, dessen Ecken alle ganzzahlige z-Koordinaten haben.
Zusatzaufgabe 4. Warum funktioniert dein Beweis nicht fiir ¢ = 67

Zusatzaufgabe 5. Streng genommen haben wir bisher nur gezeigt, dass es keine schonen
Cosinus-Winkel o = 227 mit ¢ > 6 gibt. Kannst du noch zeigen, dass es auch fiir ¢ < 6 keine
weiteren aufler denen gibt, die in Lemma [§] bereits angegeben wurden?

Hinweis: Der schwierigste Teil ist der Fall ¢ = 5. Hierfiir kannst du entweder den Beweis
von Lemma [8 so anpassen, dass er auch hierfiir funktioniert, oder einfach alle Moglichkeiten
durchprobieren.

Zusatzaufgabe 6. Folgere aus Lemma [§] eine analoge Aussage fiir schone Sinus-Winkel.



4 Ein Beweis mit Linearer Algebra

Fir einen Winkel « definieren wir die Drehfunktion in der Ebene:
fa: R? - R?

Diese nimmt einen beliebigen Vektor (mit Fufl im Ursprung) in der Ebene und dreht ihn um den
Winkel a. Mit Hilfe von etwas Geometrie zeigen wir leicht die folgenden Eigenschaften dieser
Funktion, wobei v und w beliebige Vektoren und A eine reelle Zahl ist:

(o)) - (562)
w((0) - ()

fa(v+w) = fo(v) + fo(w) (ein neues Additionstheorem!) und
fa(A-v) =X fo(v).

Aufgabe 9. Beweise diese Eigenschaften geometrisch.

Mit Hilfe dieser Eigenschaften erhalten wir

Lemma 9. Sei (g) ein beliebiger Vektor. Dann gilt:

z\\  (cos(a)- -z —sin(a)-y
Ja y) ) \sin(a)- -z +cos(a)-y)"
Aufgabe 10. Beweise Lemma [9}

Aufgabe 11. Folgere nun die Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus aus folgender Gleichheit:

e ((8)) = ()

Uberlege dir auch kurz, warum diese Gleichheit iiberhaupt stimmt.

5 Ein Beweis mit Analysis

Den folgenden Satz wollen wir ohne Beweis verwenden:
Satz 10. Fir jede reelle Zahl o € R gilt:

e = cos(a) + i - sin(a).

Auflerdem wollen wir die folgenden beiden Konzepte verwenden:



Komplexe Zahlen: Eine komplexe Zahl ist eine Zahl der Form z + i - y, wobei x und y reelle
Zahlen sind und ¢ eine neue Zahl (die imagindre Einheit) ist, die die besondere Figenschaft
i? = —1 hat. Fiir diese komplexen Zahlen gelten die {iblichen Rechenregeln wie fiir reelle

Zahlen, also insbesondere Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz.

Exponentialfunktion: Die Exponentialfunktion e* kann auch fiir komplexe Zahlen z so definiert

werden, dass sie weiterhin das tbliche Additionstheorem der Exponentialfunktion erfillt:
et = e* . e¥,

Aufgabe 12. Folgere die Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus aus Satz [10]

Aufgabe 13. Verwende Satz 10| um eine Formel fiir cos(na) und sin(na) zu finden, die nur
cos(a) und sin(«) verwendet.

Hinweis: Verwende die Gleichheit " = (e*)" (warum gilt diese?).



	Grundlegende Eigenschaften von Sinus und Cosinus
	Ein Geometrischer Beweis
	Folgerungen aus den Additionstheoremen
	Ein Beweis mit Linearer Algebra
	Ein Beweis mit Analysis

