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第一章 函数与连续 

一、选择题 

20 级 

1. 设数列

2

, =2 1

1
, =2

n

n n
n k

nx

n k
n

, 则   D   . 

(A) 当n 时, 
n
x 是无穷大量 (B) 当n 时, 

n
x 是无穷小量 

(C) 数列{ }
n
x 有界 (D) 数列{ }

n
x 无界 

2. 当 0x 时, ( ) sinf x x ax和 2( ) ln(1 )g x x bx 为等价无穷小, 则   A   . 

(A) 
1

1
6

a b,  (B) 
1

1,
6

a b  

(C) 
1

1,
6

a b  (D) 
1

1,
6

a b  

19 级 

1. 根据函数极限的“   ”定义证明
3

lim(3 1) 8
x

x 时, 对 0 , 取    B   , 当 0 | 3 |x 时 有

| (3 1) 8 |x .  

(A) 
1

2
 (B) 

1

3
 (C)  (D) 

2

3
 

2. 设当 0x 时, 
2e ( 1)x ax bx 是比 2x 高阶的无穷小, 则   A   . 

(A) 
1
, 1

2
a b  (B) 1, 1a b  

(C) 
1
, 1

2
a b  (D) 1, 1a b  

18 级 

1. 设{ }
n
x 是数列, 下列命题中不正确的是   D    . 

(A) 若 lim
nn
x a , 则

2 2 1
lim lim

n nn n
x x a   
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(B) 若
2 2 1

lim lim
n nn n
x x a , 则 lim

nn
x a  

(C) 若 lim
nn
x a , 则

3 3 1
lim lim

n nn n
x x a   

(D) 若
3 3 1

lim lim
n nn n
x x a , 则 lim

nn
x a  

2. 设 e e
1

2x x , 23
2

1 sin 1x x , 
3

(cos 1)x x , 当 0x  时, 以上 3 个无穷小

按低阶到高阶的排序是   B     . 

(A) 
1 2 3
, ,  (B) 

3 1 2
, ,  (C) 

2 3 1
, ,  (D) 

3 2 1
, ,  

4. 数列极限
1

lim ( 1) (2 1)n

n
n n n

n
等于   C    . 

(A) 
e

0
ln(1 )dx x  (B) 

1

0
ln(1 )dx x  

(C) 

1

0
ln(1 )d

e
x x

 (D) 

e

0
ln(1 )d

e
x x

 

17 级 

1. 设 lim
nn
x a , 数列{ }

n
y 满足| | ( 0, )

n
y M M n , 则下列说法正确的是   C     . 

(A) lim
n nn
x y a  (B) lim n

n
n

y M

x a
 

(C) 数列{ }
n n
x y 有界 (D) 以上三个都不对 

2. 设 

3 2tan (1 cos )x x , 
32sin ln(1 )x x , 

arcsin 3(e 1)( 1 1)x x , 

则当 0x 时, 以上三个无穷小量按照从低阶到高阶的排序是    B    . 

(A) , ,  (B) , ,  (C) , ,  (D) , ,  

16 级 

1. 下列命题中, 正确的是    B    . 

(A) 若
2 2lim n

n
a A


 , 则 lim n

n
a A


  

(B) 若 lim n
n

a A


 , 则
2 2lim n

n
a A


   

(C) 若 lim n
n

a A


 , lim n
n

b B


 , 则 lim n

n
n

a A

b B
  

(D) 若 lim 0,n
n

a


  lim n
n

b


  , 则 lim( ) 0n n
n

a b


  
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2. 设函数 ( )f x 在 ( 1,1) 内有定义, 且满足
2| ( ) | , ( 1,1)f x x x    , 则 0x  必是 ( )f x  

的       C      . 

(A) 间断点 (B) 连续而不可导的点 

(C) 可导的点, 且 (0) 0f    (D) 可导的点, 但 (0) 0f    

15 级 

1．已知 , ,a b c是实数, 且 lim 2
n

an c

bn c





, 

2

2
lim 3
n

bn c

cn b





, 则

2

2
lim
n

an c

cn a




的值为   D  . 

(A) 2 (B) 3 (C) 
2

3
 (D) 6 

14 级 

1．以下关于数列收敛的性质描述, 正确的是  D    . 

(A) 若{ }na 收敛, { }nb 有界, 则{ }n na b 收敛 

(B) 若{ }na 收敛, { }nb 发散, 则{ }n na b 发散 

(C) 若{ }na 发散, { }nb 发散, 则{ }n na b 发散 

(D) 若{ }na 收敛, { }nb 有界, 则{ }n na b 有界 

13 级 

1．以下关于函数
2

2

1
( )

3 2

x
f x

x x




 
间断点的叙述，正确的是    C     .  

(A) 1, 2x x  都是第一类间断点 

(B) 1, 2x x  都是第二类间断点 

(C) 1x  是第一类间断点， 2x  是第二类间断点 

(D) 1x  是第二类间断点， 2x  是第一类间断点 

2. 设函数 ( )f x 连续，则

1 2
( ) ( ) ( )

lim
n

n
f f f

n n n

n

  



L

    D     .  

(A) 0 (B) 
1

0

( )
d

1

f x
x

x   (C) 
1

0

( )
d

f x
x

x  (D) 
1

0
( )df x x  

3. 当 0x 时，
2

2

0
( ) 1 2 d

x

F x t t x   是 4x 的    C     .  

(A) 低阶无穷小 (B) 高阶无穷小 

(C) 同阶无穷小，但不是等价无穷小 (D) 等价无穷小 

12 级 

1. 2x  是函数
1

( ) arctan
2

f x
x




的   C  . 

(A) 连续点 (B) 可去间断点 

(C) 第一类跳跃间断点 (D) 第二类间断点 

2．设 n n nx z y  ，且 lim( ) 0n n
n

y x


  ，则 lim n
n

z


  C   . 

(A) 存在且等于零 (B) 存在但不一定等于零 

(C) 不一定存在 (D) 一定不存在 

10 级 

1. 当 0x
 时，与 x 等价的无穷小量是（ B ）. 
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(A) 1
x

e  (B)  ln 1 x  (C) 1 cos x  (D) 1 1x   

2. 设函数
e

( )
( )( 1)

x
b

f x
x a x




 
有无穷间断点 0x  、可去间断点 1x  ，则常数 ,a b 的值为                                                                  

（ B ）. 

(A) 0a  ， 1b   (B) 0a  ， eb   

(C) a 任意， 1b   (D) a 任意， eb   

09 级 

1. 已知

1

1
1 sin , 0

( ) 2

, 0

a

x

x

x x
f x

e x


      




为连续函数，则   A   。 

(A) 2a   (B) 1a   (C) 0a   (D) 
1

2
a   

2. 已知 0x 时， tan sinx x 与 bax 为等价无穷小，则   B   。 

(A) 2, 3a b   (B) 
1

, 3
2

a b   

(C) 1, 3a b   (D) 2, 2a b    

二、填空题 

20 级 

1. 设
0

sin
lim (cos ) 5

exx

x
x b

a
, 则a b＝  5    . 

2. 函数
(1 )sin

( )
| | ( 1)( 1)

x x
f x

x x x
的第一类可去间断点是x     1     .  

19 级 

1. 设

1

1e , 0( )
ln(1 ), 1 0

x xf x
x x

, 则 ( )f x 的第一类跳跃间断点是    0x     . 

8. 极限
3 3 32 2 3

2

1
lim ( 2 )
n

n n n
n

   
3

4
     . 

18 级 

1. 已知

1
3

0

( )
lim(1 ) ex

x

f x
x

x
, 则

20

( )
lim
x

f x

x
的值等于    2     . 

2. 设函数
e

( )
( -1)

x a
f x

x x
有可去间断点 1x , 则a     e     . 

17 级 

1. 设极限
0

1 1
lim ( )e 1x

x
a

x x
, 则常数a     2    . 
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2. 函数

1

1

(e e)tan
( )

(e e)

x

x

x
f x

x

在区间[ , ]上的第一类间断点是x     0    .  

9. 极限 2 2 2
1 1 1

lim 1 2n nn n n
n n n

  
4
或arctan1 . 

16 级 

1. 已知
2

1

6
lim 5

1x

x ax

x

 



, 则 a 的值为   7      . 

2. 当 0x 时, 无穷小2sin sin 2x x 与 mx 等价, 则m      3    . 

15 级 

1. 设极限 4 1 22
lim(1 ) ex

x kx




  , 则 k     4   . 

14 级 

1．若
0

arctan
lim 4

ln(1 )
8

x

kx

x




, 则 k     
1

2
     . 

13 级 

1. 
1

0
lim(1 ) x

x
x


       1e      .  

2. 设函数 2

                   

cos5 cos
, 0

( )

, 0

x x
x

f x x

k x




 
 

 在 0x 处连续，则常数 k      12      . 

12 级 

1. 当 0x 时，
1

2 4(1 ) 1ax  与 sinx x是等价无穷小，则a    4    . 

11 级 

1. 极限
2

1

0
lim(cos ) x

x
x


的值为  

1

2e


   。 

10 级 

1. 已知

1e , 0,
( )

1
sin , 0.

x

xa x
f x

x x
x




 
 
 


为连续函数，则a      1    . 

09 级 

1. 函数
( 1)cos

( )
sin

x x
f x

x


  的可去间断点为 x       1    。 

三、计算题 

20 级 

1. 计算极限

1
2

cos
20

1 d
lim x

x

t t

x
. 
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解答: 原式
2

0

sin 1 cos
lim

2x

x x

x
   ..............................................................4 分 

2

0

1 cos
lim

2x

x
   .....................................................................2 分 

2

2
.   .........................................................................................2 分 

19 级 

1. 求极限

2

0

40

(e 1 ) d
lim

sin

x
t

x

t t

x x
. 

解答: 原式
2

40

(e 1 )
lim

5

x

x

x

x
   .....................................................................2 分 

30

2(e 1 )(e 1)
lim

20

x x

x

x

x
   ........................................................2 分 

30

2(e 1 )
lim

20

x

x

x x

x
   

20

e 1
lim

10

x

x

x

x
   .........................................................................2 分 

0

e 1 1
lim

20 20

x

x x
.    ..................................................................2 分 

18 级 

1. 计算极限

2

22

0

e
lim e d

x x
t

x
t t

x
. 

解答: 

2

22

0

e
lim e d

x x
t

x
t t

x
 

2

2

2

0
e d

lim
e

x
t

xx

t t

x
   ...................................................................................2 分 

2

2 2

2

2

e
lim

2 e e

x

x xx

x

x
   ................................................................................4 分 

1

2
.   .........................................................................................................2 分 

17 级 

1. 计算极限
0

40

ln(1 sin )d
lim

sin

x

x

t t t t

x
. 
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解答:  
0

40

ln(1 sin )d
lim

sin

x

x

t t t t

x
 

0

40

ln(1 sin )d
lim

x

x

t t t t

x
   ..................................................................2 分 

30

ln(1 sin )
lim

4x

x x x

x
   ..........................................................................4 分 

2

30

sin 1
lim

44x

x x

x
.   ..............................................................................2 分 

16 级 

1. 计算极限.
0

1 1
limcot

sinx
x

x x

 
 

 
. 

解答: 
0

1 1
limcot

sinx
x

x x

 
 

 
 

20

cos ( sin )
lim

sinx

x x x

x x


    ...........................................................................3 分 

30

sin
lim
x

x x

x


    .......................................................................................3 分 

20

1 cos
lim

3x

x

x




1

6
 .   ...............................................................................2 分 

15 级 

1. 计算极限
20

tan
lim

ln(1 )x

x x

x x




. 

解答: 
20

tan
lim

ln(1 )x

x x

x x




 

30

tan
lim
x

x x

x


     

2

20

sec 1
lim

3x

x

x


    ........................................................................................4 分 

2

0

2 tan sec
lim

6x

x x

x
 或

2

20

tan
lim

3x

x

x
    

1
.

3
    ........................................................................................................4 分 

14 级 

1. 
2

0

e e 3
lim

1 cos

x x

x

x

x





 


 

解答: 
2

0

e e 3
lim

1 cos

x x

x

x

x





 


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2

20

e e 3
lim

1
2

x x

x

x

x





 
    .................................................................................3 分 

2

0

2e e 3
lim

x x

x x





 
    .................................................................................3 分 

2

0
lim4e e 3x x

x




   .   ................................................................................2 分 

13 级 

1. （6 分）求极限
1

ln cos( 1)
lim

1 sin
2

x

x

x






. 

解答：
1

ln cos( 1)
lim

1 sin
2

x

x

x





1

tan( 1)
lim

cos
2 2

x

x

x
 

 




   …………..3 分 

2

2
1

sec ( 1)
lim

sin
4 2

x

x

x
 

 
 ……………..2 分 

2

4


   …………….1 分 

12 级 

1. 求极限
0

1 1
lim( ).

1 e xx

x

x





 

解答：原式
2

0

1 e
lim

(1 e )

x

xx

x x

x





  



   

2

20

1 e
lim

x

x

x x

x





  
  

0

1 2 e
lim

2

x

x

x

x





 
    

0

2 e 3
lim .

2 2

x

x






     

4. 设 ( )y y x 满足 cosy py qy x    ，其中 p 和 q为常数，且 (0) (0) 0y y  ，求 
2

0

ln(1 )
lim

( )x

x

y x


. 

解答：
2 2

0 0 0 0

ln(1 ) 2 2
lim lim lim lim

( ) ( ) ( ) ( )x x x x

x x x

y x y x y x y x   


  

 
  

由 cosy py qy x    得 cosy x py qy    ，由 cos , ,x py qy 的连续性知 y 有二阶连续导数 ,从而

0 0
(0) lim ( ) lim(cos ) 1 0 0 1,

x x
y y x x py qy

 
              

所以
2

0

ln(1 )
lim

( )x

x

y x



0

2
lim 2.

( )x y x
 


  

11 级 

1. 在 ( 2 ,2 )  内讨论函数 ( )
sin

x
f x

x
 的间断点并分类。 

解答： ( )
sin

x
f x

x
 在 ( 2 ,2 )  内可能的间断点为 ,0,x    ，  

因为 lim
sinx

x

x
 ， lim

sinx

x

x
 ，   

所以 ,x    为第二类无穷间断点；  
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又因为
0

lim 1
sinx

x

x
 ，所以 0x  为第一类可去间断点。 

3. 求极限
0

1 1
lim( )

ln(1 )x x x



。 

解答：原式
0

1 1
lim( )

ln(1 )x x x
 

 0

ln(1 )
lim

ln(1 )x

x x

x x

 


 20

ln(1 )
lim
x

x x

x

 
  

0

1
1

1lim
2x

x

x




0

1
lim

2 (1 ) 2x

x

x x
 


。 

10 级 

1. 计算极限
2

1

0

tan
lim

x

x

x

x

 
 
 

. 

解答：
2 3

1 tan

tan

0 0

tan tan
lim( ) lim(1 )

x x x

x xx x

x x

x x x

x x 






 


                 

而
2 2

3 2 2
0 0 0

tan sec 1 tan 1
lim lim lim

3 3 3x x x

x x x x

x x x    

 
    

所以
2

1 1

3

0

tan
lim( ) x

x

x
e

x
        

09 级 

1. 计算极限
0

1
ln[ (2 cos )]

3lim
e sin 1xx

x

x



 
。 

解答：
0 0 0

1 1 1
ln[ (2 cos )] ln[1 (cos 1)] (cos 1)

3 3 3lim lim lim
e sin 1 e sin 1 e sin 1x x xx x x

x x x

x x x  

   

 
     

  

2

0 0 0

1 1 1

16 3 3lim lim lim
e sin 1 e cos e sin 3x x xx x x

x x

x x x  

  

    
   

。 

四、证明 

13 级 

（3 分）用  语言证明：
2

21

1 2
lim

2 1 3x

x

x x




 
.  

证明： 0  ，限制0 1 1x   ，即0 2x  ，要使； 

 

2

2

1 1 11 2 1 2

2 1 3 2 1 3 3 2 1 3 2 1 3

x x xx x

x x x x x


   
      

    
，…..…..2 分 

只要 
1

3

x



 ，即0 1 3x    ，取 min(1,3 )  ，即可。 ……....1 分 

12 级 

1.（3 分） 用数列极限 N  定义证明：
2

4
lim 0

1n

n

n n




 
. 
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证明： 2 2 2

4 4 5 5
0

1 1

n n n

n n n n n n

 
   

   
 

故对 0  ，
5

N


 
   

 
，当n N 时，  

2

4
0

1

n

n n



 

 
 

所以
2

4
lim 0

1n

n

n n




 
. 

11 级 

1.（4 分）用极限的" "  语言证明：
1

1
lim

1 2x

x

x



。 

证明：不妨设 | 1| 1x  ，则此时有 

1 1 | 1|

1 2 2( 1) 2

x x x

x x

 
  

 
 

对 0  ，取 min{1,2 }  ，则当0 | 1|x    时，有 

1

1 2

x

x
 


 

成立。故
1

1
lim

1 2x

x

x



。   

10 级 

3. 利用 N  语言，证明极限
2

2

3 3
lim

2 1 2n

n n

n





. 

证明： 
5

0, [ ], ,N n N


                  

2

2 2 2 2 2

3 3 2 3 2 3 2 3 5

2 1 2 2(2 1) 2 1 2

n n n n n n

n n n n n n


   
     

   
          

09 级 

3. 用极限的" "N  语言证明： 2lim sin( 1) 0
n

n


  。（3 分） 

证明： 0  ，取
2

[ ] 1N


  ，则当n N 时……….1 分 

2 2| sin( 1) | | sin ( 1 ) |n n n      

2 2

2
| sin |

21 1 n nn n n n

  
    

   
 

所以 2lim sin( 1) 0
n

n


  。 
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第二章 导数 

一、选择 

17 级 

3. 设周期为 2 的周期函数 ( )f x 在( , )上可导, 即 ( 2) ( )f x f x , 又
0

(2) (2 )
lim 2

2x

f f x

x
, 则曲线

( )y f x 在点(4, (4))f 处切线斜率为   D     . 

(A) 2  (B) 4  (C) 2  (D) 4  

16 级 

3. 设函数 ( )y f x 在点 0x 处连续, 记 0 0( ) ( )y f x x f x    , A 是常数,  是 0x  时的无穷小量, 则 ( )y f x

在点 0x 处可微的含义是:    C     . 

(A) y A x    (B) y 与 x 成比例 

(C) ( )y A x    , A与 x 无关 (D) y A x     , A与 x 无关 

15 级 

2. 设函数 ( )y f x 在 0x x 处可导 , 0 0( ) ( )y f x x f x    , dy 为 ( )f x 在 0x 点处的微分 , 则

0

d
lim
x

y y

x 

 



  B   . 

(A) 1  (B) 0  (C) 1 (D)   

14 级 

2．设

( )
, 0

( )     

0, 0

f x
x

F x x

x




 
 

, 其中 ( )f x 在 0x  处可导, 且 (0) 0f  , (0) 0f   , 则 0x  是 ( )F x 的 B. 

(A) 连续点 (B) 第一类间断点 

(C) 第二类间断点 (D) 不能确定是连续点还是间断点 

13 级 

4. 设函数 2ln( 1)y x x   ，则 ( )y f x 的反函数 ( )x g y 在 0y  处的导数
0

d

d
y

x

y


     A     .  

(A)  1 (B)  2 (C)  3 (D)  4 

12 级 

4. 设 ( )f x 在点 x a 处可导，那么
0

( ) ( 2 )
lim
h

f a h f a h

h

  
   A   . 

(A) 3 ( )f a  (B) 2 ( )f a  

(C) ( )f a  (D) 
1

( )
3

f a  

09 级 
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3. 函数 ( ) | ( 1) |f x x x x  不可导点的数目是  B  。 

(A) 0 (B) 1 (C) 2 (D) 3 

二、填空 

20 级 

3. 由方程
yx y 确定的隐函数 ( )y y x 的微分

1
d

x
y    1   dx . 

19 级 

2. 已知 (3) 2f , 则
0

(3 ) (3)
lim

2h

f h f

h
    1     . 

3. 由方程
2

2ln 1
x

xy
y

确定的函数 ( )y y x 的微分dy    

3

2 2

2
d

2

y xy
x

x x y
   . 

4. 若 ( )f x sin cos
2 2

x x
, 则

(27)( )
2

f     0    . 

18 级 

3. 已知
2

2
y f

x
, 

2( ) arctanf u u , 则
0

d
x
y    

8
     dx . 

4. 设函数
1

2 3
y

x
, 则

( )(0)ny     
1

( 1) 2 !

3

n n

n

n
       . 

17 级 

3. 由方程cos( ) ln 2 1xy y x 确定的函数 ( )y y x 的微分
0

d
x
y    2   dx . 

16 级 

3. 曲线
e sin 2

e cos

t

t

x t

y t

 



在 (0,1)处的切线方程为    

1
1

2
y x      . 

4. 设
2arcsin 1y x  (0 1)x  , 则dy     

2

d

1

x

x



     . 

5. 设
2( ) sinf x x x , 则

(2017) (0)f      2017 2016  或 4066272 ;    . 

15 级 

2. 设函数 ( ) ( ) ( )f x x a g x  , ( )g x 在 x a 点某邻域内有定义, 且 lim ( ) 3
x a

g x


 , 则 ( )f a      3     . 

3. 设 e sin ey y x  , 则 0d xy       
1

e
   dx . 

14 级 

2. 设 ( )f x 为可导函数且满足
0

( ) ( )
lim 1

2x

f a f a x

x

 
 , 则曲线 ( )y f x 在点 ( , ( ))a f a 处的切线斜率为 2 . 
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3．  lnd x
x


2

1 ln x

x


dx .  

13 级 

3. 设函数 )()2)(1()( nxxxxxf   ，则
0d ( ) xf x        n x!d      .  

4. 设 ( )f x 在 1x  处可导且 (1) 3f   ，则
0

(1 sin ) (1 sin )
lim
x

f x f x

x

  
      6     .  

5. 设函数 ( )y y x 由方程 e 1yx y   所确定，则
0

d

d x

y

x 

      e      .  

11 级 

2. 已知 (0) 1f   ，则
0

( ) ( )
lim
x

f x f x

x

 
的值为    2    。 

3. 设 ln(2 )y x  ，则 (4)

0x
y


        2      。 

10 级 

2. 已知函数
2

xy x ，则微分
1

d |
x

y

   2  d x . 

09 级 

2. 已知函数 ( ) xf x x x  ，则微分 1( ) |xdf x  的值为   2dx    。 

三、计算 

20 级 

2. 设函数 ( )y y x 由参数方程 2
1

2

1

ln d

ln d

t

t

x u u u

y u u u
( 0)t 所确定, 求

d

d

y

x
和

2

2

d

d

y

x
. 

解答: 
4 2

4d ln (2 )
=4

d ln
t

t

yy t t t
t

x x t t
,   ..........................................................4 分 

2 3 2

2

d
( )d 16 16d

ln lnd

t

t

y
y t tx

x t t tx
.   ...........................................................4 分 

19 级 

2. 设函数 ( )y y x 是由参数方程

2

0
2 2

( )d

[ ( )]

t

x f u u

y f t
所确定, 函数 ( )f x 二阶可导, 求

d

d

y

x
及

2

2

d

d

y

x
. 

解答: 
2 2

2

2

d 2 ( ) ( ) 2
4 ( )

d ( )
t

t

yy f t f t t
tf t

x x f t
,   ...........................................4 分 

2 2 2 2

2 2

d
( )d ( ) 2 ( )d 4

d ( )

t

t

y
y f t t f tx

xx f t
.   .................................................4 分 

18 级 
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2. 设曲线由参数方程
2 3 5

e 0y

x t t

t y
所确定, 求

d

d

y

x
和

2

02

d

d t

y

x
. 

解答: 2 3
t
x t , 

e e

11 e

y y

t y
y

yt
;   ..................................................2 分 

d e e

d (1 )(2 3)(1 e )(2 3)

y y

y

y

x y tt t
;   .......................................................2 分 

2

2 3 2

e (2 3)(1 ) e [ (2 3) 2(1 )d

d (2 3) (1 )

y y

t t
y t y y t yy

x t y
;   ...................................2 分 

当 0t 时, 0y , 
0

1
t

y , 则
2

02

d 3 ( 3 2) 4
=

27 27d t

y

x
.   ....................2 分 

17 级 

2. 设曲线 ( )y y x 由参数方程

2ln(1 )

arctan

x t

y t t
所确定, 求

d

d

y

x
和

2

2

d

d

y

x
. 

解答: 利用参数方程求导公式，有 

2

2

11
d 1
d 1 22

1

t

t

yy tt
x x t

t

;   ..............................................4 分 

2 2

2

2

d 1( )d 1d 2
1 4d 2

1

t

t

y
y tx

x tx t
t

.   .....................................4 分 

15 级 

2. 设函数 ( )y y x 由方程e ( ) 1y x y x x     所确定, 求 (0)y 与 (0)y . 

解答: 方程两边对 x 求导, 得 

d d
e ( ) ( ) ( 1) 1

d d

y y y
y x x

x x

              (*) 

由所给方程得 0x  时 0y  , 所以
0

d
(0) 1

d x

y
y

x 

    .   ....................................4 分 

(*)式两边对 x 求导, 得 

2 2
2

2 2

d d d d d
e ( ) e 1 1 0

d d d d d

y yy y y y y
x

x x x x x

          

将 0x  , 0y  , 
0

d
1

d x

y

x 

  代入上式得 
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2

2

0

d
(0) 3

d
x

y
y

x


    .   ..........................................4 分 

15 级 

2. 设参数方程
2

2

1x t

y t t

  


 
确定了函数 ( )y y x , 求

d

d

y

x
,

2

2

d

d

y

x
. 

解答: 2d
(1 ) 2

d

x
t t

t
    , 2d

( ) 2 1
d

y
t t t

t
    , 

d d d 2 1 1
1

d d d 2 2

y y t t

x x t t t


     


;   ......................................................4 分 

2

2

d
d( ) d

d d

d d d

y
t

y x

x x t
 

1
( 1 )

2

2

t

t

 




2

3

1

12 .
2 4

t

t t



 


   .................................4 分 

14 级 

2. 设函数 ( )y y x 由方程组
e 3

1 e

t

t

x

y y

  


 
所确定, 求

0

d

d t

y

x 

和
2

2

0

d

d
t

y

x


. 

解答: 原方程组可化为

e 3

1

1 e

t

t

x

y

  






, 则   .......................................................2 分 

2

2

e

d 1(1 e )

d e (1 e )

t

t
t

t t

t

yy

x x


 

   
 

,   ..............................2 分 

0

d 1

d 4t

y

x 

     ....................................................1 分 

2 3

2 3

2ed

dd 2(1 e )

d e (1 e )

t

t
t

t t

t

y

xy

x x

 
 

 
  

 
,     ................................2 分 

2

2

0

d 1

d 4
t

y

x


     ..............................................1 分 

13 级 

4. （7 分）设函数 y=y(x)由参数方程

2

2 20

ln(1 )

1
d

(1 )

t

x t

y u
u

  



 


所确定，求
2

2

1

d

d
t

y

x


.  

解答：
2 2

2

2

1
d (1 ) 1

2 2 (1 )d
1

t

t

yy t

t t tx x
t

 
  

 


…………..3 分 

2

2 2 2 2 2

3 22

2

d 1 3
dd 2 (1 ) 1 3

2 4 (1 )d
1

t

t

y t
xy t t t
x t t tx

t

   
     

 


…………..3 分 
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2

2

1

d 1

d 2
t

y

x


  .…………..1 分 

12 级 

2. 已知

2

3

ln( 1 )

1
2

3

x t t

y t t

   



  


，求
d

d

y

x
，

2

2

d

d

y

x
.  

解答：
32

2 2

2

d 1
( 1)

1d

1

t

t

yy t
t

x x

t

 
   





   

1

2 2
2

2

2

2

d 3
( 1) (2 )

d d 2 3 ( 1)
1d

1

t

t

y
t t

y x
t t

x x

t

 
  

 
   





  

3. 已知方程 e 1x y xy   确定了二阶可导函数 ( )y y x ， (0)y求 . 

解答：易知 (0) 0y  ，方程两边对 x 求导得， (1 )e 0x yy y xy       

将 0, 0x y   代入解得 (0) 1y     

对 (1 )e 0x yy y xy     两边再对 x 求导得 
2(1 ) e e 2 0x y x yy y y xy         ， 

以 (0) 0, (0) 1y y    代入得 (0) 2y   .  

11 级 

2. 已知函数 ( )y y x 由参数方程
( sin )

(1 cos )

x a t t

y a t

 


 
确定，其中常数 0a  ，求

2

2

d d
,

d d

y y

x x
。 

解答：
d sin sin

d (1 cos ) 1 cos

t

t

yy a t t

x x a t t


  

  
    

2

2

sin

d 1 cos

d

t

t

t

y t

x x

 
 
 




    

         

2

2

2

cos (1 cos ) sin

1(1 cos )

(1 cos ) (1 cos )

t t t

t

a t a t

 


 

 
。   

10 级 

2. 已知函数  y y x 是由方程 2 2
arctan ln

x
x y

y
  确定的隐函数，求

d

d

y

x
，

2

2

d

d

y

x
. 

解答：方程两边同时对 x 求导：
2 2 2 2

y xy x yy

x y x y

  


 
 

故 
dy y x

dx x y





 ，即 1 2

dy x

dx x y
 


               

 

2 2 2

22 3

(1 ) 2( )
2

( )

d y x y x y x y

dx x yx y

    
  


      

09 级 

2. 设二阶可导的函数 ( )y y x 由方程  y g x y  确定，其中函数 g 具有二阶导数，且其一阶导数不等于
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1，求
dy

dx
，

2

2

d y

dx
。 

解答：方程两边同时对 x 求导：  1y g y      

故 
1

dy g
y

dx g


 


，……….4 分 

   

2

2 22

(1 )(1 ) ( )(1 ) (1 )

1 1

d y g y g g g y g y
y

dx g g

              
  

  
 

代入
1

g
y

g


 


，整理得：

 
3

1

g
y

g


 


。 

第 3 章 微分中值定理 

一、选择 

20 级 

3. 设函数
2 3( ) ( 1)f x x , 则   B   . 

(A) ( )f x 在 0x 处取得极大值 (B) ( )f x 在 0x 处取得极小值 

(C) ( )f x 在 1x 处取得极大值 (D) ( )f x 在 1x 处取得极小值 

4. 曲线
sin

1 cos

x t t

y t
对应于

2
t 的点处的曲率半径为   C   . 

(A) 
2

2
 (B) 2  (C) 2 2  (D) 2    

19 级 

3. 若
2

( ) ( )
lim 1

( )x a

f x f a

a x
, 则   A   . 

(A) 点x a是 ( )f x 的极大值点 

(B) 点x a是 ( )f x 的极小值点 

(C) 点x a是 ( )f x 的驻点, 但不是极值点 

(D) 点x a不是 ( )f x 的驻点 

18 级 

3. 已知函数 ( )f x 在 0x 的某邻域内连续, 且 (0) 0f , 
0

( )
lim 2

1 cosx

f x

x
, 则在点 0x 处 ( )f x     D    . 

(A) 不可导 (B) 可导, 且 (0) 0f  

(C) 取得极大值 (D) 取得极小值 
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15 级 

5. 设函数 ( )f x 在 ( , )  内连续, 其导函数的图形如图所示, 则  B  . 

(A) 函数 ( )f x 有 2 个极值点, 曲线 ( )y f x 有 2 个拐点 

(B) 函数 ( )f x 有 2 个极值点, 曲线 ( )y f x 有 3 个拐点 

(C) 函数 ( )f x 有 3 个极值点, 曲线 ( )y f x 有 1 个拐点 

(D) 函数 ( )f x 有 3 个极值点, 曲线 ( )y f x 有 2 个拐点 

12 级 

4．已知方程 4 4x x a  有两个不等实根，则当且仅当   D   . 

(A) 0a   (B) 0a   

(C) 3a    (D) 3a    

11 级 

4. 已知 )(),( xgxf  存在且 0)()(,0)()( 0000  xgxfxgxf ，则   D   。 

(A) ))()(,( 000 xgxfx 为 )()( xgxf 的拐点； 

(B) 在 0x 点 )()( xgxf 切线斜率大于 0； 

(C) 0x 为 )()( xgxf 的极大值点； 

(D) 0x 为 )()( xgxf 的极小值点。 

5. 下列说法错误的是  D  。 

(A) 如果函数 ( )f x 在区间[ , ]a b 上连续、非负且 ( )f x 至少有一点不为零，则 ( )d 0
b

a
f x x  ； 

(B) 如果函数 ( )f x 连续且为偶函数，则函数
0

( )d
x

f t t 是奇函数； 

(C) 如果函数 ( ) 0f x  且可导，则
1

(ln | ( ) |) ( )
( )

f x f x
f x

  ；  

(D) 如果 ( ) 0f x  ， ( ) 0f x  ，自变量增量 0x  ，则在 x 点函数值增量 dy y  。 

10 级 

3. 设   3
3f x x x q   ，其中常数  2, 2q  ，则  f x 的零点的个数为   （ C  ）. 

(A)  1 (B)  2 (C)  3 (D)  4 

10 级 

5. 下列说法正确的是                                                    （  A  ）. 

(A) 已知数列{ }
n

x 单调递增，非负函数 ( )f x 单调递减，则数列{ ( )}
n

f x 收敛 

(B) 设函数 ( )f x 连续，且满足  m f x M  ，其中 ,m M 为常数，则 

 ( ) d ( )
b

a
m b a f x x M b a     

(C) 11
(1 ) d ( 1)

1

x x x
e e x e C

 



   
  

(D) 设函数 ( )f x 连续，若
0 0

( , ( ))x f x 是曲线 ( )y f x 的拐点，则
0

( )f x 不是 ( )f x 的极值 

09 级 

5. 下列说法正确的是  D  。 

(A) 若函数 )(xf 的导函数为奇函数，则 )(xf 的原函数也是奇函数 

(B) 若函数 )(xf 连续且 0( ) 0f x  ，则 )(xf 在 0x 点某邻域内单调增加 

(C) 若函数 ( ), ( )f x g x 连续，且 ( ) ( )f x g x ，则
0 0

( ) ( )
x x

f x dx g x dx   
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(D) 若函数 )(xf 在区间[ , ]a b 满足 ( ) ( )f x f x  且 ( ) ( ) 0f a f b  ，则 )(xf 在区间 ( , )a b 内有

惟一的零点 

二、填空 

20 级 

4. 函数 ( )f x x 按( 4)x 的幂展开的带有皮亚诺型余项的 3 阶泰勒公式中
2( 4)x 的系数为    

1

64
     .  

5. 函数
2

2

1

x
y

x
的单调递增区间是   [ 1,1]      . 

6. 函数 e xy x 图形的拐点为   
2(2,2e )      . 

19 级 

5. 设
2( ) cos2f x x x , 则 ( )f x 带皮亚诺余项的 3 阶麦克劳林展开式为   

2 3( )x o x       . 

6. 函数
2( ) ( 1) ( 2)f x x x 图形曲线的拐点为    (0, 2)     . 

7. 抛物线
2y ax bx c在x   

2

b

a
    点处的曲率最大.  

18 级 

5. 设函数 ( )f x 带皮亚诺余项的n阶麦克劳林展开式为 

0 1
( ) ( )n n

n
f x a a x a x o x , 

则 ( ) exf x x 的n阶麦克劳林的展开式中, 则 nx 前的系数
n
a    

1
( 1)

( 1)!
n

n
     . 

6. 曲线
e

3

x

y
x

的凸区间为     ( , 3)        . 

7. 曲线
24y x x 在其顶点处的曲率为     2      . 

17 级 

4. 设函数 ( )f x 的带皮亚诺余项的n阶麦克劳林的展开式为 

0 1
( ) ( )n n

n
f x a a x a x o x ,

 

则函数
2( ) ln(1 2 )f x x x 的带皮亚诺余项的 n 阶麦克劳林的展开式中, 系数

10
a    32      . 

5. 函数 ( ) ( 3) xf x x e 的单调递增区间是 (2, ) 或[2, )  . 

6. 函数
25 ln(1 )( 0)y x x x 图形的拐点为    )12ln5,1(      . 
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7. 曲线
2(1 )y x x 在点(1,0)处的曲率半径为R    

2

2
     . 

15 级 

6. 函数 ln(1 )x 在 0x  处的 3 阶泰勒 Taylor 多项式 3( )P x      
2 31 1

2 3
x x x       . 

15 级 

4．函数 ( ) exf x x 带有皮亚诺型余项的 3 阶麦克劳林展式为 ( )f x   2 31

2
x x x 

3( )o x ; . 

5. 抛物线 24 xxy  在其顶点处的曲率为   2    . 

14 级 

4．函数 sin( ) e xf x  的 n 阶麦克劳林公式中 3x 的系数为   0    . 

5. 已知点(1,3)是曲线 3 2y ax bx  的拐点, 则b a =     6    . 

13 级 

6. 设函数 2( ) e xf x  ，则 ( )f x 带皮亚诺余项的三阶麦克劳林公式为      2 2 3 34
e 1 2 2 ( )

3

x x x x o x     .  

7. 曲线 ( ) e xf x x  的拐点为   2(2,2e )     .  

12 级 

2. 曲线 21
ln

2
y x x  的拐点是    

1
(1, )

2
   . 

4. 函数 ( ) arctanf x x x 在点 1x  的 3 阶泰勒公式中， 2( 1)x  前的系数为  
1

4
    . 

11 级 

4. 设 0a  ，当a   1e   时，方程 ln x ax 有唯一实根。 

10 级 

3. 函数 x
y xe 的n阶麦克劳林公式中，含 n

x 项的系数是  
1

( 1)!n 
   . 

09 级 

4. 函数 ( )
2

x
f x

x



，则 ( ) (0)nf 的值为  nn n  2!)1( 1  ，其中 n 为正整数。 

三、计算 

13 级 

5. （7 分）求函数
2

( )
1

x
f x

x



的单调区间、极值.   

解答：
2

( 2)
( )

( 1)

x x
f x

x


 


…………..1 分 

所以减区间是 ( 2, 1)  ， ( 1,0) …………..2 分 

增区间为 (0, ) ， ( , 2)  ，…………..2 分 

极大值为 ( 2) 4f    ，极小值为 (0) 0f  。…………..2 分 

12 级 

4. 求 2( ) e ( 3 1)xf x x x   的单调区间和极值. 
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解答： 2( ) e ( 2)xf x x x      

令 ( ) 0f x  得驻点 2,1x   ，……………………….……………………………2 分 

当 2x   或 1x  时， ( ) 0f x  ，当 2 1x   时， ( ) 0f x  ，故单调递减区间为 ( , 2)  和 (1, ) ，单调

递增区间为 ( 2,1) ；………………………..…………3 分 
2( 2) ef    为极小值， 1(1) 5ef  为极大值.  …………………………………3 分 

11 级 

3. 已知方程
2 ( )

0
e d ( )

x
f t t f x 确定了连续函数 ( )y f x ，  

（1）求 ( )f x 和函数 ( )y f x 的单调区间； 

（2）求 ( )f x 和函数 ( )y f x 凹凸区间及拐点。 

解答：（1）因为 ( )f x 连续，所以
2 ( )

0
e d

x
f t t 可导，

2 ( )( ) e 0f xf x   ，故 ( )y f x 的单调增区间为

( , )  。    …………………………………………..……....2 分 

（2）
2 2( ) 2 ( )( ) 2 ( ) ( )e 2 ( )ef x f xf x f x f x f x   。   ………………………..……....2 分 

令 ( ) 0 ( ) 0f x f x    ，因为 ( )f x ，所以 ( )f x 与 x 一一对应，又由于 (0) 0f  ，所以 ( ) 0 0f x x  

（也可由
2 ( )

0
e d 0 0

x
f t t x   ）。 

所 以 0,x  ( ) 0f x  ， 0,x  ( ) 0f x  ， 凹 区 间 为 (0, ) ， 凸 区 间 为 ( ,0) ， 拐 点 为

(0,0)。           ………………………………………………...……....3 分 

10 级 

4. 设  
2

2

0
e d

x
t

x t
   ，求 

（1）  y x  的单调区间；          （2）  y x  的凹凸区间. 

解答：
4

( ) 2 xx xe  ； 
4 4( ) 2 (1 4 )xx e x                       ……4 分 

令 ( ) 0x  ，得驻点 0x    

令 ( ) 0x  ，得
1

2
x            

当 ( ,0)x  时， ( ) 0x  ，函数单调减区间 ( ,0] ； 

当 (0, )x  时， ( ) 0x  ，函数单调减区间[0, ) ； 

当
1 1

( , ) ( , )
2 2

x   U 时， ( ) 0x  ，函数凸区间
1 1

( , ] [ , )
2 2

  U  

当
1 1

( , )
2 2

x  时， ( ) 0x  ，函数凹区间
1 1

[ , ]
2 2

x  。        ……4 分 

09 级 

1. 设函数 2 2( 3)y x  ，计算 y及 y并填写下表（写出计算过程）。 

单增区间 
 

凹区间 
 

单减区间 
 

凸区间 
 

极值点 
 

拐点 
 

解答： 24 ( 3)y x x   ； 212( 1)y x   ，             

令 0y  ，得驻点 0x  以及 3x   ，      ……….1 分 

令 0y  ，得 1x           ……….1 分 

当 ( 3,0) ( 3, )x  U 时， 0y  ，函数单调递增，……….1 分 

当 ( , 3) (0, 3)x   U 时， 0y  ，函数单调递减，……….1 分 
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故 0x  为函数的极大值点， 3x  及 3x   为函数的极小值点，……….1 分 

当 ( , 1) (1, )x   U 时， 0y  ，函数图形为凹，……….1 分 

当 ( 1,1)x  时， 0y  ，函数图形为凸，……….1 分 

故拐点为 (1, 4)及 ( 1, 4) 。……….1 分 

所填表格如下：           

 

单增区间 ( 3,0) ( 3, ) U  凹区间 ( , 1) (1, )x   U  

单减区间 ( , 3) (0, 3)  U  凸区间 ( 1,1)x   

极值点 
极大值点: 0x   

极小值点: 3x  ; 3x    
拐点 (1, 4)； ( 1, 4)  

四、证明 

20 级 

设函数 ( )f x 在[0,1]上连续, 在(0,1)内可导, 且 (0) 0f , (1) 1f . 证明:  

（1）存在 (0,1)c , 使得 ( ) 1f c c .  

（2）存在两个不同的点 , (0,1) , 使得 ( ) ( ) 1f f . 

证明: （1）设 ( ) ( )g x f x x , 显然 ( )g x 在[0,1]上连续, 并且 (0) 0g , (1) 2g ,故存在 (0,1)c ，使得

1 ( ) ( )g c f c c , 即 ccf 1)( .   ...........................2 分 

（2）分别在区间[0, ]c 和[ ,1]c 应用拉格朗日中值定理，可得存在 (0, )c 和 ( ,1)c , 使得 

( ) (0) 1
( )

0

f c f c
f

c c
,  

(1) ( ) 1 (1 )
( )

1 1 1

f f c c c
f

c c c
,  

故存在两个不同的点 , (0,1), 使得 ( ) ( ) 1f f .   ...................................4 分 

19 级 

设函数 ( )f x 在[0,1]上连续, 且 ( )f x 非负, 证明: 至少存在一点 (0,1) , 使得
1

( ) ( )df f x x .  

证明: 做辅助函数
1

( ) ( )d
x

F x x f t t , 显然 ( )F x 在[0,1]上连续, 在(0,1)内可导, 并且 (0) 0, (1) 0F F , 

可 知 ( )F x 在 [0,1] 上 满 足 罗 尔 定 理 , 于 是 存 在 (0,1) 使 得 ( ) 0F ， 即 ：

1

( ) ( )df f x x .   ...........................................................6 分 

18 级 

设函数 ( )f x 在[0,3]上连续, 在(0,3)内存在二阶导数, 且 
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2

0
2 (0) ( )d (2)+ (3)f f x x f f , 

(1) 证明: 存在 (0,2) , 使 ( ) (0)f f . 

(2) 证明: 存在 (0,3) , 使 ( ) 0f . 

证明: (1) 设
0

( ) ( )d (0 2)
x

F x f t t x , 则
2

0
( )d (2) (0)f x x F F . 

根据拉格朗日中值定理，存在 (0,2) , 使 (2) (0) 2 ( ) 2 ( )F F F f , 即
2

0
( )d 2 ( )f x x f . 由题设

知
2

0
( )d 2 (0)f x x f , 故 ( ) (0)f f .   .............2 分 

(2) 
(2) (3)

2

f f
介于 ( )f x 在 [2,3] 上的最大最小值之间 , 根据连续函数介值定理 , 存在

(2) (3)
( )

2

f f
f . 由 题 设 知

(2) (3)
(0)

2

f f
f , 故 ( ) (0)f f . 由 于 (0) ( ) ( )f f f 且

0 3 , 根据罗尔定理 , 存在
1

(0, ) , 
2

( , ) , 使
1

( ) 0f ,
2

( ) 0f , 从而存在

1 2
( , ) (0,3) , 使得 ( ) 0f .   ......3 分 

17 级 

设函数 ( )f x 在 [0,1]上可导 , 且满足

1

2

0
(1) 2 ( )d 0f xf x x , 试证明在 (0,1) 内至少存在一点 , 使得

(  )
(  )

 

f
f .  

证明: 由于
1

2

0
(1) 2 ( )d 0f xf x x , 则由积分中值定理

1

1
[0, ]

2
, 使得 

1 1

1
(1) 2 ( ) 0

2
f f .   .......................................2 分 

令 ( ) ( )F x xf x , 则
1 1 1

(1) (1), ( ) ( ) (1)F f F f f , 对函数 ( )F x 在
1

[ ,1] 上应用罗尔定理 , 则

1
( ,1) (0,1)使得 ( ) 0F , 即  ( ) (  ) 0f f , 故结论成立.   ...................................3 分 

16 级 

已知函数 ( )f x 具有二阶导数, 且
0

( )
lim 0
x

f x

x
 , (1) 0f  , 证明: 存在点 (0,1)  , 使得 ( ) 0f   .  
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证明: 由
0

( )
lim 0
x

f x

x
 , 得 (0) 0f  , (0) 0f   , 函数 ( )f x 在 [0,1] 连续, 在 (0,1) 内可导, (0) (1) 0f f  , 

故由罗尔定理知, 至少存在一点 0 (0,1)x  , 使 0( ) 0f x  . ................................3 分  

函数 ( )f x 在 0[0, ]x 连续 , 在 0(0, )x 内可导 , 0(0) ( ) 0f f x   , 故由罗尔定理 , 至少存在点

0(0, ) (0,1)x   使 ( ) 0f   .   .......................................................2 分 

15 级 

设函数 )(xf 在 ]1,0[ 上可导, 2

0
( ) ( )d

x

F x t f t t  , (1) (1)F f , 证明: 至少存在一点 )1,0( , 使得






)(2
)(

f
f  .  

证明：对 2

0
( ) ( )d

x

F x t f t t  由拉格朗日中值定理可知 (0,1)  , 使得 

2(1) (1) (0) ( ) ( )F F F F f         ..............................2 分  

设 2( ) ( )G x x f x , 显然 ( )G x 在[0, ] 上可导, 并且 ( ) (1)G G  , 故由罗尔定理知 (0, ) (0,1)    , 使得 

2( ) ( ) 2 ( ) 0G f f         

整理即得
2 ( )

( )
f

f





   .   .................................................................................3 分 

14 级 

设函数 ( )f x 在[0, ] 上连续, 且
0

( )d 0f x x


 , 
0

( )cos d 0f x x x


 , 证明: 在 (0, ) 内至少存在两个不同

的点 1 2,  , 使 1 2( ) ( ) 0f f   .  

证明: 构造辅助函数, 
0

( ) ( )d
x

F x f t t  (0 )x   . 其满足在[0, ] 上连续, 在 (0, ) 上可导. ( ) ( )F x f x  , 

且 (0) ( ) 0F F   , 由题设, 有 

0
0 0 0

0 ( )cos d cos d ( ) ( )cos ( )sin df x x x x F x F x x F x x x
  

       

即: 
0

( )sin d 0F x x x


 . 

令
0

( ) ( )sin d
x

G x F t t t  , 显然 ( ) (0) 0G G   , 对 ( )G x 应用罗尔定理，可知  存在 (0, )  , 使

( ) ( )sin 0G F     , 即 ( ) 0F   . 

 综上可知 

(0) ( ) ( ) 0F F F    , (0, )  .   ............................3 分  

在区间[0, ] 和[ , ]  上分别应用罗尔定理, 知存在 1 2(0, ), ( , )      , 使 

1 2( ) 0, ( ) 0F F    ,  

即在 (0, ) 内至少存在两个不同的点 1 2,  , 使 1 2( ) ( ) 0f f   .   .................2 分 

13 级 

2.（5 分）设 ( )f x 在[ , ]a b 上连续，在 ( , )a b 内有二阶导数，且 

1
( ) ( ) ( )d

b

a
f a f b f x x

b a
 

  ， 
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试证：（1）至少存在一点 ( , )a b 使得
( )d

( )

b

a
f x x

f
b a

 



； 

（2）至少存在一点 ( , )a b  使得 ( ) 0f   .  

证明：（1）设 ( ) ( )d
x

a
F x f t t  ，由拉格朗日中值定理知， ( , )a b  使得 

( )d( ) ( )
( ) ( )

b

a
f x xF b F a

F f
b a b a

 


  
 


……………3 分 

（2）由于 ( ) ( ) ( )f a f f b  ，故由罗尔定理知， 1 2( , ), ( , )a b      使得 

1 2( ) ( ) 0f f     

再由罗尔定理知， 1 2( , ) ( , )a b     使得 ( ) 0f  

 
……………..2 分 

12 级 

2.（4 分）设函数 ( )f x 在[0,1]上连续，在 (0,1)内可导，
0

( ) ( )d
x

F x f t t  ， (1) 0F  ， 

且
1

0
( )d 0tf t t  。 

证明:（1）
1

0
( )d 0F x x  ；     （2）存在 (0,1) ,使的 ( ) 0F   ； 

（3）存在 (0,1)  ,使得 ( ) ( )f f   . 

（1）
1 11

00 0
( )d ( ) d ( )F x x xF x x F x  

1

0
0 ( )d 0xf x x   ；  ……..…1 分 

（ 2 ） 令
0

( ) ( )d
x

G x F x x  ， 则 (0) (1)G G ， 故 由 罗 尔 定 理 知 ， 存 在 (0,1) , 使 得

( ) ( ) 0G F    ； …….………………………………………………….…1 分 

（3）因为 (0) ( ) (1)F F F  ，所以由罗尔定理知 1 2(0, ), ( ,1)      ，使得 1 2( ) ( ) 0F F    ，即

1 2( ) ( ) 0f f   .  …….…………………………..…1 分 

令 ( ) e ( )xT x f x ， 1 2( ) ( ) 0T T   ，由罗尔定理知 (0,1)  ，使得 ( ) e ( ) e ( ) 0T f f        ，即

( ) ( )f f   .  …….……………..…………1 分 

11 级 

（6 分）已知函数 ( )f x 在[0,1]有二阶导数，且
1

(0) ( ) (1) 0
2

f f f   ，证明： 

（1）存在 1 2 1 2, (0,1),     ，使得 1 1( ) ( )f f   ， 2 2( ) ( )f f   ； 

（2）存在 (0,1) ，使得 ( ) ( )f f   。 

证明：（1）设 ( ) e ( )xF x f x ，则 ( )F x 在[0,1]有二阶导数，且
1

(0) ( ) (1) 0
2

F F F   ，在
1

[0, ]
2

和
1

[ ,1]
2

上

分别由罗尔定理知 1

1
(0, )

2
  ， 2

1
( ,1)
2

  使得 

1( ) 0F   ， 2( ) 0F   。 

即 1 1

1 1e ( ) e ( ) 0f f      ， 2 2

2 2e ( ) e ( ) 0f f      。 

所以存在 1 2, (0,1),   1 2  ，使得 1 1( ) ( )f f   ， 2 2( ) ( )f f   ； 

…………………...……....3 分 

  

（2）令 ( ) e [ ( ) ( )]xG x f x f x  ，则 ( )G x 在 1 2[ , ]  上具有一阶导数且 1 2( ) ( ) 0G G   ，由罗尔定理知存

在 1 2( , ) (0,1)    使得 

( ) 0G   即e [ ( ) ( )] 0f f      
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所以存在 (0,1) ，使得 ( ) ( )f f   。   …………………………………....3 分 

10 级 

1. 当 0x  时，证明不等式： 2 cos
x

e x x   . 

证明： ( ) 2 cosxf x e x x    ， (0) 0f  ； 

( ) 1 sinxf x e x    ， (0) 0f    ；                         ……2 分 

( ) cos 0xf x e x                                         ……2 分 

所以 ( ) (0) 0f x f   ; ( ) (0) 0f x f  。                          ……1 分 

2. 已知函数 ( )f x 在  0, 1 上有二阶导数，
1

0
( )d 0f x x  ， (0) (1) 0f f  . 

（1）证明：存在 (0,1)  ，使得 ( ) 0f   ； 

（2）证明：存在 (0,1) ，使得
2

2 ( )
( )

1

f
f

 





 


. 

证明：(1)令
0

( ) ( )
x

F x f x dx  ，则 (1) (0) 0F F  ， 

由罗尔定理：存在 (0,1)  ，使得 ( ) ( ) 0F f    。                  ……1 分 

(2) ( ) ( ) ( ) 0f a f f b   , 由罗尔定理： 

存在 1 2( , ), ( , )a b     ，使得 1 2( ) ( ) 0f f     

令
2

( )
( )

1

f x
G x

x





，                                                ……3 分 

则 1 2( ) ( ) 0G G   ，由罗尔定理：存在 1 2( , ) (0,1)    ，使得 ( ) 0G   ， 

即 2( )(1 ) 2 ( ) 0f f       ，即
2

2 ( )
( )

(1 )

f
f

 





 


 .                   ……1 分 

09 级 

1. 设
 

0
lim 1
x

f x

x
 ，且   0f x  ，证明：  f x x 。（4 分） 

证明：
 

 
0 0

lim 1 lim 0
x x

f x
f x

x 
   ， 

由于  f x 连续，所以  
0

lim 0 (0)
x

f x f


  ，即 (0) 0f  。……….1 分 

     
0 0

0
lim lim (0) 1

0x x

f x f x f
f

x x 


  


。……….1 分 

情形 1：若 0x  ，则  0 0f   

情形 2：若 0x  ，则   21
(0) (0) ( )

2
f x f f x f x x     ，其中介于0, x之间。……….2 分 

2. 已知函数 ( )f x 在[0, 3]上连续，在 (0, 3)内可导，且
1

0
( ) 0f x dx  ， (1) (3) 0f f  。证明：至少存在一

点 (0, 3)  ，使 ( ) 2 ( ) 0f f    成立。（4 分） 

证明：令
0

( ) ( )
x

F x f x dx  ，则 (1) (0) 0F F  ， 

由罗尔定理：存在 1 (0,1)  ，使得 1 1( ) ( ) 0F f    。……….1 分 

(1) (3) 0 (1) 0, (3) 0f f f f     或者 (1) 0, (3) 0f f  ， 

因 ( )f x 连续，由连续函数零点定理：存在 2 [1,3]  ，使得 2( ) 0f   。……….1 分 

令 2( ) ( )xG x e f x ，则 1 2( ) ( ) 0G G   ，……….1 分 

由罗尔定理：存在 1 2( , )   ，使得 ( ) 0G   ，即 ( ) 2 ( ) 0f f    .……….1 分 



 

 27 

第 4 章 不定积分 

一、选择 

19 级 

4. 已知函数 ( )f x 的一个原函数是 sin2x , 则 ( )dxf x x    A   . 

(A) 2 cos2 sin2x x x C  (B) 2 sin2 cos2x x x C  

(C) 2 sin2 cos2x x x C  (D) sin2 cos2x x x C  

二、填空 

20 级 

7. 不定积分
d

1+ 2

x

x
  2 ln( 2 1)x x C           . 

18 级 

8. 不定积分
3 32(e e )dx xx x   

3 31
(e e )

3
x x C    . 

17 级 

8. 不定积分
e

e (1 )d
x

x x
x

  e 2x x C   . 

16 级 

7. 设
2(ln )

d
f x

x x C
x


  , 则 ( )f x     

2e x C      . 

15 级 

6. 设 e x 是 ( )f x 的一个原函数, 则积分 2 (ln )dx f x x   21

2
x C    . 

13 级 

8. 若函数 ( )f x 连续，且 ( )d ( )f x x F x C  ，则不定积分
 

2

1

d
f

x x
x

    
1

F C
x

 
  

 
       . 

二、计算 

20 级 

3. 计算不定积分
ln ln

d
x
x

x
. 

解答: 原式 ln ln d(ln )x x    ......................................................................2 分 
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1 1
ln ln ln ln d

ln
x x x x

x x
    

1
ln ln ln dx x x

x
   ............................................................4 分 

ln ln ln lnx x x C  

ln (lnln 1)x x C .   ..............................................................2 分 

19 级 

3. 计算不定积分
3

1
d

(1 )
x

x x
.  

解答: 令 6x t , 5d 6 dx t t , 则   ................................................................2 分 

原式
5

3 2

6
d

(1 )

t
t

t t
   ...............................................................................2 分 

2

2

6
d

1

t
t

t
 

2

2

1 1
6 d

1

t
t

t
 

2

1
6 1 d

1
t

t
 

6( arctan )t t C    .........................................................................3 分 

1 1

6 66( arctan )x x C .   ..................................................................1 分 

18 级 3. 计算不定积分
ln(1 e )

d
e

x

x
x . 

解答: 
ln(1 e )

d
e

x

x
x  

ln(1 e )d( e )x x
   .............................................................................2 分 

1 e e
e ln(1 e ) d

1 e

x x
x x

x
x    .....................................................4 分 

(e 1)ln(1 e )x xx C .   ................................................................2 分 

17 级 

3. 计算不定积分
2

1
d

( 1)
x

x x
. 
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解答: 令
2 2

1

( 1) 1

A Bx C

xx x x
, 得

0

0

1

A B

C

A

, 解得: 

1

1

0

A

B

C

. 即 

2 2

1 1

( 1) 1

x

xx x x
.   ................................................3 分 

因此
2

1
d

( 1)
x

x x 2

1
d d

1

x
x x

x x
2

2

1 1
ln | | d( 1)

2 1
x x

x
 

21
ln | | ln( 1)

2
x x C    ............................................5 分 

16 级 

3. 计算不定积分 ln(1 )dx x x . 

解答: ln(1 )dx x x  

21
ln(1 )d

2
x x   

2 21 1 1
ln(1 ) d

2 2 1
x x x x

x
  

    .............................................................4 分 

21 1 1
ln(1 ) ( 1 )d

2 2 1
x x x x

x
    

  

2 21 1 1
( 1) ln(1 )

2 4 2
x x x x C      .   ....................................................4 分 

15 级 

3. 计算积分
32e dxx x

 .  

解答: 
32e dxx x

  

3 31
e d( )

3

x x      .................................................................................4 分 

31
e

3

x C   .   ........................................................................................4 分 

14 级 

3. 计算积分 2ln dx x . 

解答: 2ln dx x  

2ln 2ln dx x x x      ..............................................................................3 分 

= 2 1
ln 2( ln d )x x x x x x

x
      ................................................................3 分 

= 2 2ln 2( ln ) ln 2 ln 2x x x x x C x x x x x C       .    .......................2 分 

13 级 

2.计算不定积分
1

arctan dx
x .  
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解答：
1 1 1

arctan d arctan darctan( )x x x
x x x

   …………..3 分 

           
2

1
arctan d

1

x
x x

x x
 


……………..2 分 

21 1
arctan ln(1 )

2
x x C

x
    …………….1 分 

12 级 

1. 计算不定积分
4 2

d

2 1

x x

x x  . 

解答： 
4 2

d

2 1

x x

x x   

2

2 2

1 d( 1)

2 ( 1) 2

x

x




     ……………………………………………………3 分 

2

2

1 1 2
ln

4 2 1 2

x
C

x

 
 

 
  ………………………………………….…3 分 

11 级 

1. 计算不定积分
2 2

1
d

1
x

x x
 。 

解答：设 tanx t ，则 2d sec dx t t ，   ….…….…….………………2 分 

原式
2

2

sec
d

tan sec

t
t

t t


    

2

cos
d

sin

t
t

t
  2

dsin

sin

t

t
 

1

sin
C

t
     ………….……………….………….………………4 分 

 
2 1x

C
x


       .……………….……...……….………………1 分 

2. 计算不定积分
arctan e

d
e

x

x
x 。 

解答：令 ex t ，则    

原式
2

arctan
d

t
t

t
     .……………….………….………………………2 分 

1
arctan dt

t
   

2

1 1 1
arctan d

1
t t

t t t
   

  .…………….………….……………...2 分 

2

1 1
arctan d

1

t
t t

t t t
   

    

21 1
arctan ln ln(1 )

2
t t t C

t
         ……….…………………....2 分 

21
e arctan e ln(1 e )

2

x x xx C        ……………………...…....1 分 

10 级 

1. 计算积分
arctan

d
(1 )

x
x

x x
 . 

解答：
arctan arctan

d 2 d( )
1(1 )

x x
x x

xx x



                        ……2 分 
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22 arctan d(arctan ) (arctan )x x x C                          ……4 分 

09 级 

2. 计算积分
2

2 3( 1 )

x
dx

x
 。 

解答：
2 2

2

32 3

sin
sin cos tan

(cos )( 1 )

x t
dx x t tdt tdt

tx
 


    ……….4 分 

2

2
(sec 1) tan arcsin

1

x
t dt t t C x C

x
       


 。……….3 分 

3. 计算积分
2

1

1 e x
dx


 。 

解答：
2 2

1 e

1 e 1 e

x

x x
dx dx




 
  ……….3 分 

2

2

1
e ln(e 1 e )

1 e

x x x

x
d C    


 。………4 分 

第 5 章 定积分 

一、选择 

20 级 

5. 设有反常积分①
2e

d

ln

x

x x
和②

21

ln
d

(1 )

x
x

x
, 则下列结论正确的是  A    . 

(A) ①②都收敛 (B) ①②都发散 

(C) ①发散, ②收敛 (D) ①收敛, ②发散 

19 级 

5. 设有广义积分①
1

d

( 1)

x

x x
和②

1

0

d

( 1)

x

x x
, 则下列结论正确的是   D   . 

(A) ①②都收敛 (B) ①②都发散 

(C) ①发散, ②收敛 (D) ①收敛, ②发散 

18 级 

5. 设函数 ( )f x 与 ( )g x 在[0,1]上连续, 且 ( )f x ( )g x , 则对任何 (0,1)c ,有   D    . 

(A) 1 1

2 2

( )d ( )d
c c

f t t g t t  (B) 1 1

2 2

( )d ( )d
c c

f t t g t t  

(C) 
1 1

( )d ( )d
c c
f t t g t t  (D) 

1 1

( )d ( )d
c c
f t t g t t  
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17 级 

4. 设积分
2

0
e sin d

k
x

k
I x x ( 1,2,3)k , 则有   C     . 

(A) 
1 2 3
I I I  (B) 

3 2 1
I I I  (C) 

2 1 3
I I I  (D) 

2 3 1
I I I  

5. 设有广义积分①

10

2

1
 e dx x

x
和②

1

20

1
 e dx x

x
, 则下列结论正确的是   C     . 

(A) ①②都收敛 (B) ①②都发散 

(C) ①收敛, ②发散 (D) ①发散, ②收敛 

16 级 

4. 下列无穷积分发散的是    A    . 

(A) sin dx x


  (B) 
0

e dx x
   

(C) 
20

1
d

1
x

x



  (D) 
1

1
d ( 1)

p
x p

x



  

15 级 

3. 设函数 ( )f x 与 ( )g x 在[0,1]上连续, 且 ( )f x  ( )g x , 且对任何 (0,1)c , 则有  C  . 

(A) 1 1

2 2

( )d ( )d
c c

f x x g x x   (B) 1 1

2 2

( )d ( )d
c c

f x x g x x   

(C) 
1 1

( )d ( )d
c c

f x x g x x   (D) 
1 1

( )d ( )d
c c

f x x g x x   

4. 下列广义积分收敛的是  D   . 

(A) 
e

ln
d

x
x

x



  (B) 
e

1
d

ln
x

x x



  (C) 
e

1
d

ln
x

x x



  (D) 
2e

1
d

ln
x

x x



  

14 级 

3．
1

2 3

21

cos
( 1 )d

1

x x
x x x

x
  

    B     . 

(A) 0 (B) 
4 2

9
 (C) 

8 2

9
 (D) 

4

9
 

4．下列反常积分收敛的是   D     . 

(A) 
1

dx

x



  (B) 
1

30

dx

x
  (C) 

2
d

1

x
x

x



   (D) 
0

e dxx x




  

13 级 

5．设 4
1

6

tan
d

x
I x

x



  ， 4
2

6

d
tan

x
I x

x



  ，则    A     .  

(A) 211 II   (B) 121  II  

(C) 121 II   (D) 112  II  

11 级 

2. 下列广义积分发散的是  C   。 
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(A) 
1

0

d

1

x

x
  (B) 

1

0
ln dx x  

(C) 
20

d

1

x x

x x



   (D) 
20

arctan
d

1

x
x

x



  

10 级 

4. 下列广义积分收敛的是                                                （  D  ）. 

(A)
1

1
d x

x



  (B)
0

d
x

xe x


  (C)
1

31

1
d x

x  (D)
1

1

1
dx

x x




  

09 级 

4. 下列广义积分收敛的是 C 。 

(A) 
1

20 1

dx

x  (B) 
1

20 (1 )

dx

x x  

(C) 
40 1

xdx

x



  (D) 
2 ln

dx

x x



  

二、填空 

20 级 

8. 极限

2
sin sin sin

lim( )
1 1 1

2

n

n

n n n
n

n n
n

   
2

     . 

9. 设函数 ( )f x 有一个原函数
sinx

x
, 则

2

( )dxf x x    
4

1      . 

19 级 

9. 定积分
1

| |

1
( | |)e dxx x x   

12(1 2e )   . 

18 级 

9. 定积分
2018 20195

25

sin +2
d

25-

x x
x

x
  2    . 

16 级 

9. 函数
1

1
( ) (2 )d ( 0)

x

F x t x
t

   的单调减少区间为  
1

(0, )
4

或
1

(0, ]
4

;    . 

15 级 

7. 积分
 

92 8

 
2

(cos sin )dx x x x



      2     . 

14 级 

6．
1

2

0
1 dx x   

4


   .  
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7．函数
1

( ) ( 1)e d
x

tf x t t  的单调增加区间为    (1, ) 或[1, ) ;      .  

13 级 

9. 
3

2
2

2
(1 ) 4 d

1 sin

x
x x

x x
  

     2     .  

12 级 

3. 已知函数
2

2

0
( ) e d

x
tf x t  ，则 1d ( ) |xf x  =     

2
d

e
x      . 

11 级 

5. 定积分
3 4

0
(sin 2 cos )dx x x



 的值为  
3

8
    。 

10 级 

4. 已知定积分
2

2011

1
( )cos ( )d 0x c x c x   ，则常数c    

3

2
    . 

09 级 

3. 定积分  3 2 32

2

sin cosx x x dx





 的值为    
4

3
    。 

5. 极限
2 2 2 2 2 2

1 1 1
lim( )

1 2n n n n n
  

  
L 的值为    ln(1 2)    。 

三、计算 

20 级 

4. 计算定积分
2 32

2

sin (sin cos )dx x x x . 

解答: 由于是 2 3sin sinx x 奇函数, 2sin cosx x 是偶函数, 于是 

原式 2 3 22 2

2 2

sin sin d sin cos dx x x x x x  

22

0
=2 sin cos dx x x    ..........................................................................4 分 

22

0
=2 sin dsinx x  

2
3

0

2
= sin

3
x

2
=

3
.   .................................................................................4 分 

5. 设 ( )f x 是连续函数, 且
1

0
( ) 2 ( )df x x f t t , 求 ( )f x . 

解答: 设
1

0
( )dA f t t , 则 ( ) 2f x x A , 从而   .....................................2 分 
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1
1 1

2

0 0
0

1 1
( )d ( 2 )d ( 2 ) 2

2 2
A f x x x A x x Ax A    ..........4 分 

解得
1

2
A , 故 ( ) 1f x x .   ........................................................................2 分 

19 级 

4. 计算定积分
21

21

2
d

1 1

x x
x

x
. 

解答: 由于
2

2

2

1 1

x

x
是偶函数, 

21 1

x

x
是奇函数, 于是 

原式
21 1

2 21 1

2
d d

1 1 1 1

x x
x x

x x
 

21

20
4 d

1 1

x
x

x
   .......................................................................4 分 

2 21

20

(1 1 )
4 d
x x

x
x

 

1 1
2

0 0
4 d 4 1 dx x x 4 .   ...............................................4 分 

5. 设函数 ( )f x 连续且
2 1

2

0 0
( ) ( )d 2 ( )df x x x f x x f x x , 试求 ( )f x .  

解答: 设
1

0
( )df x x A , 

2

0
( )df x x B , 则 2( ) 2f x x Bx A , 故 

...............2 分  

1 1
2

0 0

1
( )d ( 2 )d 2

3 2

B
A f x x x Bx A x A

   
...............2 分  

2 2
2

0 0

8
( )d ( 2 )d 2 4

3
B f x x x Bx A x B A

   
..............2 分  

于是有

1

3
4

3

A

B
，所以

3

2

3

4
)( 2  xxxf .   ..............................................2 分 

18 级 

4. 计算反常积分
1

d

1

x
I

x x
. 

解答: 
2

1 1 2

d d d

1 1 1

x x x
I

x x x x x x
;   ........................2 分 
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2

1

d

1

x

x x

1

20

2 d
( 1 )

( 1)

t t
x t

t t
 

1

0
2arctan |

2
t ;   ........................................................................2 分 

2

d

1

x

x x
21

2 d

( 1)

t t

t t
( 1 )x t  

1
2arctan | 2

2 4 2
t ;   .............................................2 分 

所以I .   ...........................................................................................................2 分 

5. 设函数 ( )f x 在[0, ]上具有二阶连续导数, ( ) 3f , 且
0

[ ( ) ( )]cos d 2f x f x x x , 求 (0)f . 

解答: 
0

[ ( ) ( )]cos df x f x x x  

0 0
( )d sin cos d ( )f x x x f x    .......................................................2 分 

0 00 0
{[ ( )sin ] ( )sin d } {[ ( )cos ] ( )sin d }f x x f x x x f x x f x x x  

( ) (0) 2f f .;   ...........................................................................4 分 

故 (0)f 2 ( ) 2 3 5f .   .......................................................2 分  

17 级 

4. 计算定积分
31

31
2 2

1
d

( 1)

x
x

x

. 

解答: 
31

31
2 2

1
d

( 1)

x
x

x

 

31 1

3 31 1
2 22 2

1
d d

( 1) ( 1)

x
x x

x x

 

1

30
2 2

1
0 2 d

( 1)

x

x

.   ……………………………………………..4分 

对积分
1

30
2 2

1
d

( 1)

x

x

, 令 tanx t , 2d sec dx t t , 则 

1

30
2 2

1
d

( 1)

x

x

24
30

1
sec d

sec
t t

t
4

0
cos dt t 4

0

2
sin .

2
t  
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因此 
31

31
2 2

1
d 2

( 1)

x
x

x

.   .............................................................................4 分 

5. 计算定积分
1

0

( )
d

f x
I x

x
, 其中

2

1
( ) e d

x
tf x t . 

解答: 采用分部积分法:  

1

0

( )
d

f x
I x

x
 

1

0
2 ( )df x x    ..............................................................................2 分 

1 1

00
2 ( ) 2 d ( )f x x x f x    .......................................................2 分 

           
1

0

1
2 (1) 0 2 e d

2

xf x x
x

  

1
1

0
e d( ) e 1x x .   ............................................................4 分 

16 级 

4. 计算定积分
1

3

4

d

1 1

x

x 
 . 

解答: 令 1 x u  , 则 21x u  , d 2 dx u u     ..........................................2 分 

    原式
0

1

2

2
d

1

u
u

u




  

1

2

0

1 1
2 d

1

u
u

u

 


    ........................................................................4 分 

1 2ln 2  .   ..................................................................................2 分 

15 级 

4. 计算积分
4

1
cos( 1)dx x . 

解答: 令 1x t  即 2( 1)x t  , 则d 2( 1)dx t t  ,    .................................2 分 

4

0
cos( 1)dx x  

1

0
2 ( 1)cos dt t t     ..................................................................................2 分 

1

0
2 ( 1)dsint t   
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11

0 0
2( 1)sin 2 sin dt t t t       

4sin1 2cos1 2.      ..............................................................................4 分 

14 级 

4. 计算积分
1

1
d

2

x
x

x 
 . 

解答: 令 2t x  , 则 2 2t x  , d 2 dx t t  , 则   .....................................2 分 

原式
2

1

3

2
( 2 )d

t
t t

t


      .....................................................................2 分 

1
2

3
(2 4)dt t      ........................................................................2 分 

3
1

3

2
4

3

t
t 

6 3 10

3


 .    ..........................................................2 分 

13 级 

3. （6 分）计算反常积分
0

1
min(e , )d

2

x x




 .  

解答：原式
ln 2

0 ln 2

1
d e d

2

xx x


   …………..4 分 

ln 2

ln 2

1 1 1
ln 2 e ln 2 e (ln 2 1)

2 2 2

x


       …………..2 分 

6. （7 分）已知

1
, 0

1
( )

1
, 0

1 ex

x
x

f x

x


 

 
 
 

，计算定积分
2

0
( 1)df x x .  

解答：设 1 xu ，…………..1 分 

当 0x 时， 1u ；当 2x 时， 1u ，d du x  
1 1 0 1

1 1 1 0

d d
( )d ( )d

1 e 1x

x x
f u u f x x

x  
  

     …………..1 分 

=
10

1 0

e d
ln(1 )

e (1 e )

x

x x

x
x


 

  …………..4 分 

0

1

1 1
( )de ln 2 ln(1 e)
e 1 e

x

x x
    

 …………..2 分 

12 级 

2. 计算定积分
1

2

0
1 arcsin dx x x . 

解答：令 arcsinu x ，则 sinx u , d cos dx u u  

原式 22

0
cos du u u



    ……………………………….……………………………3 分 

2

0

1 cos 2
d

2

u
u u




   

2 2

0 0

1 1
d cos 2 d

2 2
u u u u u

 

    

2

2

0

1
d sin 2

16 4
u u




    

2 2

2 2
0 0

1 1 1
( sin 2 ) (cos 2 )

16 4 8 16 4
u u u

  
        …….………………………3 分 
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3. 已知 2lim 2 e d

x

x

ax

x a
x x

x a






 
 

 
 ，求 a 的值.  

解答：

2
2

2 2
22 2

lim lim 1 lim 1 e

a
x

x a a x a x ax x
a x a a

a

x x x

x a a a

x a x a x a


   
  



  

 
                 

        
 

，…………2 分              

2 2 2 2 22 e d e d( 2 ) de ( e ) e dx x x x x

aa a a a
x x x x x x x

   
                

2 2 21 1
e e e

2 2

a x a

a
a a


   

    
 

.   …….……………..………3 分 

1
1

2
a   ，

1

2
a  .   …….…………………………………………..….……1 分 

11 级 

3. 已知方程
2 ( )

0
e d ( )

x
f t t f x 确定了连续函数 ( )y f x ，  

（1）求 ( )f x 和函数 ( )y f x 的单调区间； 

（2）求 ( )f x 和函数 ( )y f x 凹凸区间及拐点。 

解答：（1）因为 ( )f x 连续，所以
2 ( )

0
e d

x
f t t 可导，

2 ( )( ) e 0f xf x   ，故 ( )y f x 的单调增区间为

( , )  。    …………………………………………..……....2 分 

（2）
2 2( ) 2 ( )( ) 2 ( ) ( )e 2 ( )ef x f xf x f x f x f x   。   ………………………..……....2 分 

令 ( ) 0 ( ) 0f x f x    ，因为 ( )f x ，所以 ( )f x 与 x 一一对应，又由于 (0) 0f  ，所以 ( ) 0 0f x x  

（也可由
2 ( )

0
e d 0 0

x
f t t x   ）。 

所 以 0,x  ( ) 0f x  ， 0,x  ( ) 0f x  ， 凹 区 间 为 (0, ) ， 凸 区 间 为 ( ,0) ， 拐 点 为

(0,0)。           ………………………………………………...……....3 分 

4. 设 nI 
0

e cos( )dx nx x


 ，其中 n 是正整数， 

（1）计算 nI ； 

（2）求 lim


n
n

I 。 

解答：（1）
00 0

cos( )de e cos sin( )dex x x

nI nx nx n nx
 

        ...…………….2 分 

0
0

=e ( 1) 1 [sin( )e e cos( )d ]n x xn nx n nx x



       

2e ( 1)n

nn I   ，  ...…………………………….…………….2 分 

所以
2

1
[e ( 1) 1]

1

n

nI
n

  


；  ..………………………………………….1 分 

（2）
2

1
lim lim [e ( 1) 1] 0

1

n

n
n n

I
n



 
   


。   ………………………….………….2 分 

10 级 

3. 已知函数  y y x 由参数方程

2

2
2

1

2

1

2 2

0 1

e

e d (1 )e d

t

y t u
u

x t

u u u





  
 

确定，求
d

d

y

x
，

2

2

d

d

y

x
. 

解答：
2

2
1

2 2

0 1
e d (1 )e d

y t u
u u u u   两边对 t 求导： 
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2

2 2 2(1 )
t

y

te y t e   ，故

2

2 2 2(1 )
t

y

ty e t e                                 ……3 分 
2

2

2

2

2 2

2 2

d (1 )

d
(1 )

t

y
yt

t

t

yy e t e
e

x x
t e




 
  




；                                    ……3 分 

2

2 2
2

2

2

d ( )
( 2 ) 2

d

y
y yy d e dy

e y ye
x dx dx


      。                            ……2 分 

4. 设  
2

2

0
e d

x
t

x t
   ，求 

（1）  y x  的单调区间；          （2）  y x  的凹凸区间. 

解答：
4

( ) 2 xx xe  ； 
4 4( ) 2 (1 4 )xx e x                       ……4 分 

令 ( ) 0x  ，得驻点 0x    

令 ( ) 0x  ，得
1

2
x            

当 ( ,0)x  时， ( ) 0x  ，函数单调减区间 ( ,0] ； 

当 (0, )x  时， ( ) 0x  ，函数单调减区间[0, ) ； 

当
1 1

( , ) ( , )
2 2

x   U 时， ( ) 0x  ，函数凸区间
1 1

( , ] [ , )
2 2

  U  

当
1 1

( , )
2 2

x  时， ( ) 0x  ，函数凹区间
1 1

[ , ]
2 2

x  。        ……4 分 

3. 设 ( )f x 在 [0,1]连续，且 (0) 1, (2) 3,f f  (2) 5,f   计算积分
1

0
(2 )d .x f x x  

解答：
1

1 1 1

0 0 0
0

1 1 1
(2 )d d (2 ) (2 ) (2 )d

2 2 2
x f x x x f x xf x f x x            ……4 分 

1

0

5 1 5 1
(2 ) 2

2 4 2 2
f x     。                              ……2 分 

2. 计算积分
2

2

41

1
d

x
x

x


 . 

解答：
2

2
3

4 41 0

1 tan
sec tan sec

(sec )

x t
dx x t t tdt

x t




                    ……2 分 

3 3
2 23 3 3

40 0 0
0

tan sin 3
tan sec sin cos sin (sin )

(sec ) 3 8

t t
t tdt t tdt td t

t


  

      。 ……4 分 

09 级 

3. 设

2

2

0

0

t
u

t
u

x e du

y ue du

 


 





，求

dy

dx
，

2

2

d y

dx
。 

解答：

2

2

2
3d e 2

2
d e

t

t

t

t

yy t t
t

x x


  


；               ……….4 分    

2

2

22
2

2

( )
d 6

6 e
d e

t
t

t

t

dy

y tdx t
x x





  


。             ……….4 分 

4. 已知函数
1

(2 )

0
( )

x
t tf x e dt


  ，求 
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（1） ( )f x ；     （2）计算
1

0
( )f x dx 。 

解答：(1)
21( ) xf x e    ；……….3 分 

(2) 
1 1

1

0
0 0

( ) ( ) | ( )f x dx xf x xf x dx    

2 2 21 1
1 1 2 1 1

0
0 0

1 1 1
(1 ) | ( 1)

2 2 2

x x xxe dx e d x e e           。……….4 分 

第 6 章 定积分的应用 

一、选择 

19 级 

10. 曲线
2ln(1 )y x 自 0x 到

1

2
x 这一段的弧长为  

1
ln 3

2
      . 

12 级 

5. 设 0a  ，心形线 (1 cos )r a   所围图形面积是   B   . 

(A) 2a  (B) 23

2
a  

(C) 22 a  (D) 25

2
a  

二、填空 

20 级 

10. 心形线 (1 cos )r a ( 0a )的弧长为   8a      .  

18 级 

10. 求极坐标系下曲线 sinr (0
2

)的弧长为    
2

    . 

17 级 

10. 求极坐标系下曲线

3

sin
3

r a ( 0a , π0 3 )的弧长为  
3
π

2
a       . 

16 级 

8. 曲线 3

3

1
xxy  相应于区间[1,3]上的一段弧的长度为    

4
2 3

3
     . 

15 级 

8. 曲线
cos sin

sin cos

x t t t

y t t t

 


 
自 0t 至 t 这一段弧的弧长为  21

2
   . 

14 级 
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8. 曲线
3

2
2

(0 1)
3

y x x   的弧长 s    
3
22 2 1

3

 
 

 
       .  

13 级 

10. 对数螺线 er  相应于 从 0 到 的一段弧的长度为  2(e 1)    .  

12 级 

5. 曲线
e e

2

x x

y


 在区间[0,1]上的弧长 s    
1e e

2


或sh1   . 

10 级 

5. 心形线 1 cos (0 2 )r       的全长为   8    . 

三、应用 

20 级 

如图所示, 直线y ax (0 1a )与抛物线
2y x 所围成的图形为

1
S （其面积也记为

1
S ）, 它们与 1x 所围

成的图形面积为
2
S （其面积也记为

2
S ）. 图形

1
S 绕x 轴旋转一周所得旋转体的体积为

1
V , 图形

2
S 绕x 轴旋转一周所

得旋转体的体积为
2
V .  

（1）试确定a的值, 使
1 2
S S 达到最小, 并求出最小值;  

（2）当
1 2
S S 达到最小时, 求

1 2
V V .  

 

解答: （1） 直线y ax与抛物线 2y x 交点为(0,0)和 2( , )a a .   ..................1 分 

3 3 3
2

1 0
( )d

2 3 6

a a a a
S ax x x ,   ..............................................1 分 

3 2 31
2

2

1 (1 ) 1
( )d

3 2 3 2 6a

a a a a a
S x ax x ,   ..............1 分 

故
3

1 2

1

3 2 3

a a
S S . 令

31
( )

3 2 3

a a
S a , 则 令 21

( ) 0
2

S a a , 可 得
2

2
a , 又

xO

y

1
S

2
S

1

2y x

y ax
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2
( ) 2 0

2
S , 故

2

2
a 时, 21 SS  达到最小, 并且最小值为 

1 2

2 1 2 2 1 2
( )

2 3 4 12 3 6
S S S .      ............................2 分  

（2） 当
2

2
a 时,  

2
2 2 22

1 0

2
[( ) ( ) ]d

2
V x x x  

2
2 42

0

1
( )d
2
x x x  

2 2
( )
24 40

 

2

60
, 

1
2 2 2

22
2

2
[( ) ( ) ]d

2
V x x x  

1
4 2

2

2

1
( )d

2
x x x  

1 2 1 2
[ (1 ) (1 )]
5 8 6 4

 

1 2
( )
30 60

,  

故
1 2

2 1 2 1 2
( )

60 30 60 30
V V .   ........................................4 分 

19 级 

设 D为曲线
21

4
y x 与直线3 2 4 0x y 所围成的平面图形, 求: 

(1) D的面积S ;   

(2) D绕x轴旋转一周所得的旋转体体积V .  

解答: 曲线 21

4
y x 与直线3 2 4 0x y 的交点为(2,1)和(4,4).   ............2 分 

（1）
 4

2

 2

3 4 1 1
( )d

2 4 3

x
D x x ;   ...................................................3 分 
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（2）
 4

2 2 2

 2

3 4 1 8
[( ) ( ) ]d

2 4 5

x
V x x .   ......................................4 分 

18 级 

设抛物线
2y ax bx c 通过点 (0,0)  且当 [0,1]x 时  0y  试确定 , ,a b c 的值  使得抛物线

2y ax bx c与直线 1, 0x y 所围图形的面积为
4

9
 且使该图形绕x轴旋转而成的旋转体的体积最小  

解答: 因为抛物线 2y ax bx c通过点(0,0)  所以 0c  从而 

2y ax bx    ......................................................2 分  

抛物线 2y ax bx与直线 1, 0x y 所围图形的面积为 

1
2

0
( )d

3 2

a b
S ax bx x    ...............................................2 分  

令
4

3 2 9

a b
 得

8 6

9

a
b    ............................................................................1 分 

该图形绕 x 轴旋转而成的旋转体的体积为 

2 21
2 2

0
( ) d ( )

5 3 2

a b ab
V ax bx x  

2
21 8 6 8 6

[ ( ) ( )]
5 3 9 2 9

a a a a
   ................................................3 分 

令
d 12 6 8 1

[ (8 12 )] 0
d 5 3 81 18

V a a
a

a
 得

5

3
a  于是 2b  

...................2 分  

17 级 

设函数
23

( )
2

f x ax cx , 且
1

0
( )d 2f x x , 试求: 

(1) a和c之间的关系式;  

(2) 曲线 ( )y f x 与直线 0, 1x x 以及x轴所围成的图形绕x轴旋转一周所得旋转体的体积V ; 

(3) a为何值时, 该旋转体的体积V 最小? 最小值是多少? 

解答: (1) 由于
1

0
( )d 2f x x , 则 
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1 1
2

0 0

3
2 ( ) d d

2 2 2

a c
f x x ax cx x , 

即 4a c .   .......................................................................................................2 分 

(2) 
23

( ) (4 )
2

f x ax a x , 故旋转体的体积为: 

1
2 2

0
( )d 10 160

30
V f x x a a .   .............................4 分  

(3) 令 ( ) 2 10 0
30

V a a , 5a得 , 由于V为a的二次多项式，有唯一的最小值点，因

此 5a 时V取得最小值, 最小值为: 

9
= 25 50 160

30 2
V

最小 .   ................................4 分 

16 级 

已知抛物线
2y px qx  （其中 0, 0p q  ）在第一象限内与直线 5x y  相切，且此抛物线与 x 轴所围成的

平面图形的面积为 S. 问 p 和q 为何值时，S 达到最大值？求出此最大值. 

解答: 依题意知, 抛物线如图所示, 求得它

与 x 轴的交点横坐标为 1 0x  , 2

q
x

p
  , 

故此抛物线与 x 轴所围成的平面图形的面

积为 

2

0
( )d

q

pS px qx x


 
3

2
.

6

q

p
    .......4 分 

因直线与抛物线相切, 故它们有唯一公共

点. 由方程组  

2

5,

,

x y

y px qx

 


 
 

得 2 ( 1) 5 0px q x    , 其判别式必等于零, 因而有 21
(1 )

20
p q   .   …......2 分 

从而得
3

2

200
( )

2( 1)

q
S q

q



, 令

3

2

200 (3 )
( ) 0

3( 1)

q q
S q

q


  


得驻点 3.q   当0 3q  时, ( ) 0;S q  当 3q  时, 

O x
q

p


5x y 

y
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( ) 0.S q   于 是 当 3q  时 , ( )S q 取 得 极 大 值 , 即 最 大 值 . 此 时
4

5
p   , 从 而 最 大 值 为

225
.

32
S     .............................................................4 分 

15 级 

设 1D 是抛物线 22xy  和直线 , 2x a x  及 0y 所围成的平面区域; 2D 是由抛物线 22xy  和直线

0,y x a  所围成的平面区域, 其中 20  a .  

（1）试求 1D 绕 x 轴旋转而成的旋转体的体积 1V ; 2D 绕 y 轴旋转而成的旋转体的体积 2V ;  

（2）问 a 为何值时, 1V + 2V 取得最大值？并求此最大值.  

解答：（1）
2

2 5

1

4
(2 ) d (32 )

5a
V x x a


   ;   .....................................................3 分 

2 4

2
0

2 2 d
a

V x x x a    或
22

2 2 4

2
0

[ ( ) ]d
2

a y
D a y a    .   ..............3 分 

（2）设 1V + 2 ( )V V a , 则 ( )V a
5 44

(32 )
5

a a


    

令 4 3( ) 4 4 0V a a a      得唯一合理驻点 1a  ,    ................................2 分 

由问题的实际意义知 1V + 2V 得最大值一定存在 , 故当 1a  时 , 1V + 2V 取最大值 , 最大值为

129
(1)

5
V


 .   ........................................................................................2 分 

14 级 

设曲线 2 ( 0, 0)y ax a x   与 21y x  交于 A 点, 过坐标原点 O 和点 A 的直线与曲线 2y ax 围成一平面

图形.  

(1) 求该平面图形的面积 S;  

(2) 当 a 为何值时, 该图形绕 x 轴旋转一周所得旋转体体积最大? 并求最大体积.  

解答 : (1) 由
2

2

( 0, 0)

1

y ax a x

y x

   


 
可得 A 点的坐标为 1( , )

11

a
aa 

, 所以直线 OA 的方程为

1

ay x
a




,   .......................................................................................2 分 

1

11

1

3
2

2 2 3

0
0

1d
31 2 1 6( 1)

a

a a a aS x ax x x ax
a a a



  
     

   
  

...............................................3 分  

(2) 
1

1

5
2

2
2

2 2

0

2( ) ( ) d
1 15( 1)

a a aV a x ax x
a a

 
  

    
    

     ..................................2 分 

令
2

5

4( ) 0
15( 1)

a aV a
a

  


得唯一符合条件的驻点 4a  , 又有 4a  时, ( ) 0V a  , 4a  时, ( ) 0V a  , 所以

当 4a  时 , 该 图 形 绕 x 轴 旋 转 一 周 所 得 旋 转 体 体 积 最 大 , 最 大 体 积 为

7
2

32(4)
3 5

V 


.   ....................................................................................3 分 

13 级 
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如 图 ， 设 三 条 曲 线 为 2 2

1 : 4;  C x y   

2 2

2 : ( 2) 4;C x y    2 2

3 : ( 1) ( 3) 4C x y    ， 

试求： 

（1）由 1 2 3, ,C C C 所围公共部分图形的面积； 

（2）由 1 2,C C 所围公共部分图形绕 y 轴旋转一周

所得旋转体的体积.  

 
解答：（1） 3S S S  弓，用极坐标， 2 2 ( 2) 4     4cos .x y r    即  

π

22
π

 
3

1
  (4cos ) d

2
S   弓

π

2
π

 
3

4 (1 cos2 )d  
2π

3.
3

  …………..2 分 

所以 3S S S  弓

1 2 π
2 3 3( 3)

2 3
     2(π 3).  …………..2 分 

（2）设由 1 2,C C 所围公共部分图形的边界曲线方程分别为 2

1 4x y  ， 2

2 2 4x y   ，则由微元法有 

 
2 2 2 2 2 2

1 2d ( )d [4 (2 4 ) ]d 4 ( 4 1)dV x x y y y y y y             

                                                …………..2 分 
3 3

2 2 2

3 0

16
4 ( 4 1)d 8 ( 4 1)d 4 3

3
V y y y y   


          

                                                …………..2 分 

12 级 

设平面图形 D由曲线 2y x 和直线 2x y  所围成，
  

求：（1）D 的面积 S；  （2） D 绕 x 轴旋转一周所得的旋转体体积V . 

解答：由
2

2

y x

x y

 


 
得交点为 ( 2,4) 和 (1,1)  

（1）
1

2

2
(2 )dS x x x


      …….…………………………………….…………1 分 

1

2 3

2

1 1 9
2

2 3 2
x x x



 
    
 

  …….……………………………………...…2 分 

（2）
1

2 4

2
[(2 ) ]dV x x x


     …….……………………………………........…2 分 

1
2 4

2
(4 4 )dx x x x


     

1

2 3 5

2

1 1 72
4 2

3 5 5
x x x x 



 
     

 
 ……….……….………………...…2 分 

11 级 

设曲线 exy  与直线 1y  和直线 1x  所围的平面图形为 S， 

（1）求 S 的面积；  

（2）求 S 绕 x 轴所形成的旋转体体积；  

（3）求 S 绕直线 1x  轴所形成的旋转体体积。 

解答：（1）S 的面积为
1

0
(e 1)d e 2xA x    ；   ..........……………………….2 分 

     （2）S 绕 x 轴所形成的旋转体体积 

x 

y 

2 1 O 

3

C1 

C3 

C2 
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1
2 2

1
0
(e 1)d (e 3)

2

xV x


    ； ………………..……………….3 分 

（3）由微元法 2

2 (1 ) ddV x y  ，所以 S 绕直线 1x  轴所形成的旋转体体积为 

e
2

2
1

(1 ) dV x y  ，令 exy     …………………………………….2 分 

1
2

0
(1 ) e d (2e 5)xx x     。  …………………………………….1 分 

另解：
1

2
0

2 (1 )(e 1)dxV x x    

(2e 5)   

10 级 

已知抛物线
2

2y x  、直线 y x 以及 y 轴在第一象限围成了平面图形 D，求 

（1） D的面积；     （2） D绕 y 轴旋转一周所得的旋转体的体积. 

解答：(1) 
1

2

0

7
(2 )

6
S x x dx    ；                              ……3 分 

(2) 方法 1：
1

2

0

5
2 (2 )

6
V x x x dx     ；                        ……4 分 

   方法 2：
1 2

2

0 1

5
(2 )

6
V y dy y dy       。                     ……4 分 

09 级 

已知直线 y x 与抛物线 y x 围成一平面图形。求 

（1）此平面图形的面积；（2 分） 

（2）此平面图形绕 x 轴旋转所成的旋转体的体积；（3 分） 

（3）此平面图形绕 x 轴旋转所成的旋转体的表面积。（2 分） 

解答：(1) 
1

0

1
( )

6
S x x dx   ；……….2 分 

(2) 
1

2 2

0

1
(( ) )

6
V x x dx    ；……….3 分 

(3) 
1 1

2 2

0 0
2 1 ( ) 2 1 ( )S x x dx x x dx        

1 1 1

0 0 0

1
2 1 2 2 1 4 2

4
x dx x dx xdx

x
            

3
1

2

0

1 1
1 4 (1 4 ) 2 (5 1) 2

4 6
xd x          。………2 分 


