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知识总结与典型题解析
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①内容介绍

（一）二元函数的二重积分

一、微元法建立数学模型

三、二重积分的计算（重点）

二、二重积分的性质与应用
直角坐标系

极坐标系

特点技巧

对称

轮换

变形
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第八章 重积分

第一节 二重积分的概念与性质

1.  曲顶柱体的体积

在空间直角坐标系中, 以 xOy 平

面的闭区域 D 为底 , 以曲面

),( yxfz = 为顶, 侧面为平行于 z

轴的柱面, 这样的立体一般称为

曲顶柱体. 

问题: 如何计算曲顶柱体的体积? 

x
y

z

O

D

),( yxfz =

一、二重积分的渊源
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x
y

z

O

D

),( yxfz =

d

dV

•微元法：

1、平顶柱体的体积（规则）

体积V=底面积S×柱体高度H

2、曲顶柱体的体积（不规则）

柱体高度H不存在确定
的数值，是一个变量。

3、微元：用规则代替不规则

公式V=S×H，无法使用。

),( yx

,= dVV  = VVdVV

在平面区域D中(x,y)处，
任取微小的面积元素dσ, 

dV= f (x,y)dσ V dV=  ( , )
D

f x y d= 
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x

y

z

O

D

),( yxfz =

d

dV

) ,( yx

•微元法求曲顶柱体的体积：

,),( dyxfdV =

V dV= 

二维变量，面积微元 ,Dd 

( , )
D

f x y d

dσ的维数

dσ的取值范围

( , )
D

f x y d= 

; ( , ) ( , )
D D

d dxdx f x y d f x y dxdy = = 
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2. 平面薄片的质量 
设有一平面薄片, 占有xoy面上的闭区域D , 在点 ),( yx 处

的面密度为 ),( yx . 

问题：如何求平面薄片的质量M？

),( yx

D

x

y

O

d

),( yx

•规则问题：
设有一平面薄片, 占有xoy面上的 

闭区域D , 在点 ),( yx 处的面密度 

为常数  。 

则平面薄片质量：M= DS  

•不规则问题：微元法

,),(  dyxdM =

 ==
D

dyxdMM  ),(
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二、二重积分的性质

二重积分与定积分的性质类似, 我们有: 

2.   =
D D

dyxfkdyxkf .),(),(   (k 为常数) 

1.    =
D D D

dyxgdyxfdyxgyxf  ),(),()],(),([ . 

3.  (二重积分的区域可加性)设闭区域 D 被一条曲线分 

成两个闭区域 1
D 和 2

D , 则有 

  
+

+=
21 1 2

.),(),(),(
DD D D

dyxfdyxfdyxf 

4.    ==
D D

dd  1 区域 D 的面积. 
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5.  若对任意的 Dyx ),( , 有 ),(),( yxgyxf  成立, 

则 
D D

dyxgdyxf .),(),(   

6.   
DD

dyxfdyxf .),(),(   

7.  (二重积分估值定理)设 M、m 分别 f(x,y)在闭区域 D 上 

最大值与最小值, 并设
D

S 为区域 D 的面积, 则有 

             
D

DD
MSdyxfmS .),(   

8.  (二重积分中值定理)设 f(x,y)在闭区域 D 上连续, 则 

存在 D),(  , 使得 

            =
D

D
Sfdyxf .),(),(   
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比较积分值大小的题型

 
D

DD
MSdyxfmS .),( 

1. 积分不等式

2. 积分区域一样，被积函数比大小. 

3.被积函数一样，积分区域比大小. 
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， 由 积 分 估 值 定 理的 面 积 为 2D

 
D

DD
MSdyxfmS .),(  Myxfm  ),(

2222 yxyx
eeeyxf == +

),(

222222 1100
eeeeee

yx 

 
D

edyxf .),(
222 

例1.  估计积分值的范围:
2 2

0 1 1 1d ; : ,x y

D
I e D x y+=   −  

0 1 1 1,x y  −  
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例2.  比较下列积分的大小:

 d)(,d)(    ++
DD

yxyx
32

其中 212 22 −+− )()(: yxD

积分域 D 的边界为圆周

1=+ yx
3

32 )()( yxyx ++

它在与 x 轴的交点 (1,0) 处与直线

,1+ yx 从而

 d)(d)(    ++
DD

yxyx
32

而域 D 位于直线的上方, 故在 D 上

1

y

2 x

1

O

D

分析: 积分域 D 一样，看被积函数的大小。

2 3 0 1( ) ( )x y x y x y x y+ = +  + = + =解 ；
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被积函数相同, 且非负, 

yxyxI
yx

dd
+

=
1

2

yxyxI dd
−−

=

1

1

1

1

3

解: 
321 III ,,

由它们的积分域范围可知

312 III 

1

1

x

y

O

例3.  比较积分值的大小:
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D

y

2 x

1

O

1=+ yx

?考虑被积函数的大小

eyxyx =+=+ ，1

eyx + 21如图，

1所以， + )ln(0 yx
2则有， )][ln()ln( yxyx ++

 ++
DD

dyxdyx  2则有， )][ln()ln(

2=+ yx解

)(ln)ln(
2

yxyx +=+令
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1

5

( , )f x y解 函数 连续

2 22 2
( , ) (2 )

x y
f x y y x y e

− −= − −

( , ) ( 1,2,3)

k

k

D

I f x y d k= =

1 2 3
, ,I I I试比较 之大小。

y

1

2

xo

因为在D2内部f (x,y)0;

所以有 I3I1I2（也可用“”）。

在D2外部f(x,y)<0

22

])1(1[),(
22 yx

eyxyxf
−−−−−=

1
D

2
D

3
D

例
4. 的内切圆与外接圆分别是、

的正方形为中心，边长为10是以设

12

1

DDD

D

3

,2),(
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1

6
例5.

）等于（则  ++

→ D

yx

r
yxyxe

r
dd)cos(

1
lim

22

20

分析:

D),( 

222为设 ryxD +

。0)(;
1

)(;1)(;)(
2

2
D

r
CBrA


 

上连续，在Dyxeyxf
yx

)cos(),(
22

+= +

,),(
2

rf  =

),(lim
0

f
r→

=原极限 )cos(lim
22

0
0






+= +

→
→

e 1=

 ++

D

yx
yxyxe dd)cos(

22

由重积分中值定理

B
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1

7

解

+→

=
t

t

drrfr
t 0

2

4
0

)(
4

lim

3

2

0 4

)(4
lim

t

tft

t +→

=

=
t

drrrfdd
0

2

0

2

0
sin)( 



t

ftf

t

)0()(
lim

0

−
=

+→

)0(f = 。1=

( ) , (0) 0, (0) 19 ,f t f f = =连续例 设 求

x
y

z

o

t
dvzyxf

tt 


+→
++ )(lim

222

40

1


2222：其中 tzyx ++

dvzyxf


++ )(
222

=
t

drrrf
0

)(4
2

dvzyxf
tt 


+→

++ )(lim
222

40

1



为什么不用重积分中值定理？？
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x


 

 









=
D

y

y

x

x

x

x

y

y

dxyxfdy

dyyxfdx
dyxf

大

小

大

小

大

小

大

小

.),(

.),(
),( 

利用模型重构法（体积）或降维法（质量），

二重积分可以转化为如下的二次积分

如何将积分区域的边界曲线 转化为二次积分上下限？

第二节、二重积分的计算

一、直角坐标系下的计算
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  =
D

b

a

xy

xy
dyyxfdxdyxf .),(),(

)(

)(

2

1



o
x

y

D

)(
1

xyy =

)(
2

xyy =

a b

x

  =
D

x

x

y

y
fdydxfd

大

小

大

小

.

小大与在虚线上找 yyx,

D x x小大

虚线平行滑动，

在 上找 与

不能改变与虚线平行滑动， 小大 yy

( , ) ( , ) .
b y

a y
D

f x y d dx f x y dy =  
上曲线

下曲线
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例 1 计算二重积分 +
D

dyx )( , 其中 D 是直线 x+y=1

与两坐标轴所围成的部分. 

解 

O

D

1

1

x

y

   +=+
D

x

x

y

y
dyyxdxdyx

大 大

小小
)()( 

dxyxy
xy

y

−=

= += 1

0

1

0

2
)(

2
1

 −=
1

0

2
)1(

2
1 dxx .

3

1
=

 
−

+=
1

0

1

0

x

dyyxdx )(

积分区域如图，

积分次序：先y后x
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例 2 计算二重积分 +
D

dyx )( , 其中 D 是直线 x+y=1

与两坐标轴所围成的部分. 

解 

O

D

1

1

x

y

 
−

+=
1

0

1

0

y

dxyxdy )(

dyxyx
yx

x

−=

= += 1
0

1

0

2
)

2

1
(

 −=
1

0

21
2

1
dyy )( .

3

1
=

   +=+
D

y

y

x

x
dxyxdydyx

大

小

大

小

)()( 

积分区域如图，

积分次序：先x后y
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直角坐标系下二次积分交换积分次序 

例 4 计算积分 dydxI
x

y

 =
1

0

1 2

e . 

解 由于 dy
y


2

e 无初等原函数,因此积分无法直接计算. 

x


 

 









=
D

y

y

x

x

x

x

y

y

dxyxfdy

dyyxfdx
dyxf

大

小

大

小

大

小

大

小

.),(

.),(
),( 

 
大

小

大

小

x

x

y

y
dyyxfdx ),( =

D

dyxf ),(  =
大

小

大

小

y

y

x

x
dxyxfdy ),(

给定的二次积分 二重积分 新的二次积分

积分上下限 积分区域的边界曲线 积分上下限
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例 5 计算积分 dydxI
x

y

 =
1

0

1 2

e . 

由于 dy
y


2

e 无初等原函数,因此积分无法直接计算. 解 

需要交换积分次序。

由给定的积分上下限，
获得积分区域的边界为： 01

1

==

==

xx

xyyD

,

,,:

画出D的图像：

o x

y

1

1

D

y=x
  ==

大

小

大

小

22 y

y

x

x

y

D

y dxdydxdyI ee

).e(
2

1
ee 1

1

0

1

00

22

−===   dyydxdy
y

y
y



哈
尔
滨
工
程
大
学

高

等

数

学

特殊题目：积分区域具有对称性

定积分计算，有一个关于积分区间对称的定理，

二重积分计算，积分区域若对称将会有何结论？

例6

所围区域011

其中计算二重积分 2

=−=+−=


xxyxyD

ydxdyx
D

,,:

,

解 画出积分区域的图形，

化二重积分为二次积分


−

−−
=

x

xD
ydyxdxydxdyx

1

1

2
1

0

2

)(

1 1
2

0 1( )

x

x
x dx ydy

−

− −
=  

00 == 
1

0
dx
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结论1：对称性

为奇函数，则称函数关于yyxfyxf ),,(),( −=−

为偶函数，则称函数关于yyxfyxf ),,(),( =−

1、二重积分的积分区域D关于x轴上下对称，且

0),( =D dxdyyxf则

2、二重积分的积分区域D关于x轴上下对称，且

1
1

),(2),( DDdxdyyxfdxdyyxf
DD

2，则 == 

同理，积分区域D关于y轴左右对称，且函数关于x为
奇（偶）函数，亦有相关结论。
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结论2：轮换性


==

=
00 1 ),(:),(:

),(),(
xyDyxD

dxyfdyxf




可证明，下述等式成立,

若有以下现象，则轮换性可简化二重积分计算

个。二者只能出现

，或者

1

),(),(),(),( xyyxxyfyxf  ==

轮换性可主要用于线面积分的计算
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 rdrdd = 称为极坐标系下的面积元素(微元). 

所以,直角坐标系下的二重积分化为极坐标系下的二重

积分公式为 

.)sin,cos(),( =
D D

rdrdrrfdyxf 

三、极坐标系下二重积分的计算方法

则仿照直角坐标系下二重积分的计算方法, 得 
 

=
大

小

大

小

r

r
rdrrrfd )sin,cos( 





小大小大
，，，如何选取： rr

.)sin,cos(),( =
D D

rdrdrrfdyxf 
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)(
2大

rr =

),( r•

),,( rD内任选一点，坐标在区域

Dr 能移出可伸缩、摆动，顶点不极径

)(
1
rr =

小

 =
大

 =
小

条线围成：由区域 4D

 == ，射线

)(),( 
21

rrrr ==

则可选取：

  =
D

r

r
rdrrrfddyxf










)(

)(

2

1

.)sin,cos(),(
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22 0 1( , ) : , ,
D

f x y d D y x x y x = − = 化为极坐标

o x

y cos2=r

),( r•

画出区域D,

将D的边界转化为极坐标形式

( , ),D r 在 内任选点 画一极径

r r r 小大
，极径 伸缩找 、 ，


D

dyxf ),(  =







cos2

cos

1
4

0
rdrfd

cos

1
=r

解

22 2cosy x x r = − → =
1

1
cos

x r


= → =

r   小大
，摆动找 、 ，

D顶点不能移出

r

r
d f rdr




=  

大 大

小 小
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简 单 总 结

1、画出积分区域

3、确定积分次序

5、找出积分上下限

6、计算积分值

2、选定坐标系

4、分割积分区域



哈
尔
滨
工
程
大
学

高

等

数

学

②内容介绍

三元函数的三重积分

1，微元法建立数学模型

2，三重积分的计算

直角坐标系

柱坐标系

特点技巧

对称

轮换

变形

球坐标系

先一后二

先二后一
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有一物体在坐标系Oxyz占有(空间)有界闭区域V , 

在 Vzyx ),,( 的密度为 ),,( zyxf .求此物体的质量M ? 

解 我们还用微元法的思想建立数学表达式:

x

y

z

O

V

D

dV

dVzyxfdVdM ),,(== 

在空间区域内任选小体积dV,
),,( zyxf=

 == dVzyxfdMM ),,(

=
V

dVzyxfM .),,(

一、建立三重积分：数学模型
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二、三重积分的计算

1、计算体积给我们的启示

dv
既有等式： ( )

D
z z d= − 小大

( , , )m f x y z dv


= 
( , , ) 1f x y z m dv V


⎯⎯⎯⎯→ = =

启示我们能否将三重积分转化为二重积分？
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2、物理意义给我们的启示

三重积分：

空间物体的质量

二重积分：

平面薄片的质量

空间物体
体密度

平面薄片

面密度

空间

平面

拍扁
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具体的转化形式：

 dvzyxf ),,( ( , )
D

x y d =  面

( , )x y面 怎么求得？

假定：点的质量是面密度

空间

平面

拍扁
x

O

V

D

( , )m x y

•

 =面
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),(1 yxzz =

),(2 yxzz =

x

y

z

O

V

D

),( yx

•

物理想象: 将空间物体V,压成平面薄片D,

红色线段的质量当作点（x,y）处的质量。

( , )m m x y=杆 点视：

=
大

小
杆

z

z
dzzyxfm  ),,(

求空间物体V的质量M,转化为求平面薄片D的质量M；

dm
D= 杆 ddzzyxf

D

z

z = ] ),,([
大

小

任选点（x,y）

 dM
D= 面

虚线与V的上交点

虚线与V的下交点

),,( 大zyx

)),(,,( 2 yxzyx

),,( 小zyx

)),(,,( 1 yxzyx

面=
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3、直角坐标系下计算想法

（1）“先一后二”法

 dvzyxf ),,(  =
D

z

z
dzzyxfd

大

小

 ),,(

怎么选定积分限？

 =
大

小

大

小

大

小

z

z

x

x

y

y
dzzyxfdydx  ),,(

准确的说，就是按照一定的想法，将空间六
面体区域V的6个边界曲面，转化为三次积分的6

个积分上下限。
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 dvzyxf ),,(  =
大

小

大

小

大

小

z

z

x

x

y

y
dzzyxfdydx  ),,(

 =
上曲面

下曲面

上曲线

下曲线

z

z

b

a

y

y
dzfdydx  

1、画出V的立体图，
2、画出投影D

3、平行坐标轴画虚线
4、找上交点，下交点

y

),(1 yxzz =

),(2 yxzz =

x

z

O

V

D

),( yx

•

o
x

y

D

)(
2

xyy =

a b

)(1 xyy =

 =
),(

),(

)(

)(
 

yxz

yxz

b

a

xy

xy
dzfdydx

2

1

2

1
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3

9

O

x

y

z

xyD

1

y

xo

2222 2）（ yxzyxz −−=+= ,:1







−−=

+=
22

22

2 yxz

yxz
L : 122 =+ yxD xy :

 dvzyxf ),,(

 =
D

z

z
dzzyxfd

大

小

 ),,(

 
−−

+
=

22

22

大

小

大

小

yx

yx

x

x

y

y
fdzdydx

2

 

 
−−

+−

−

−−
=

22

22

2

2

1

1

1

1

yx

yx

x

x
fdzdydx

2
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 dvzyxf ),,(  =
D

z

z
dzzyxfd

大

小

 ),,(

=
D

dyxF ),(

=
D

rdrdrrF  )sin,cos(

计算三重积分：先一后二
极坐标

),,(),,( zrzyx →

称之为“在柱面坐标系下计算三重积分”

22含有 yx +与圆有关

 =
大

小

大

小

大

小

z

z

r

r
dzzrrfrdrd  ),sin,cos( 





4、柱坐标系下计算想法
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例 4 计算三重积分 dvyx
V

 + 22 , 其中V 为圆锥面

22
yxz += 和平面 1=z 所围成. 

解 

y

x

z

o

D

如图, V在xoy面上的投影区域 

1:
22 =+ yxD

 −=
1

0

2
)1(2 drrr .

6


=

 =+
V

dvyx
22   +

D

z

z
dzyxd

大

小

22  

  +
+=

1

 
22

大

小

大

小

22

yx

r

r
dzyxrdrd






  =



2

0

1

0

1

dzrrdrd
r

1=r

1

y

xo
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Px

y

z

o

),,( zyxM



r

•

•


z

y

x
A

我们将这样的三个数 ),,( r 称 

为点M的球面坐标. 

球面坐标与直角坐标的关系为









=

=

=

.cos

,sinsin

,cossin







rz

ry

rx

5、球坐标系下计算想法
),,( rM

 200  ,,0 r

222
rzyx =++
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d

r

x

y

z

o

dr

dsinr

rd

d



d

sinr

如图, 球面坐标系下的体积微元为 

,sin
2  dddrrdv =

因此, 我们得到直角坐标系下的三重
积分变换为球面坐标系下的三重积
分的公式为 

 =
V

dxdydzzyxf ),,(


V

ddrdrrrrf .sin)cos,sinsin,cossin(
2 

  =
大

小

大

小

大

小

2
r

r
drrfdd  sin








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4

4

O

x

y

z



1: =++ zzzyx ，2222

如何找出三次积分的积分限？

),,( rP内 任 选 一 点在 

将边界曲面转换为球坐标形式

rO P =连 接 极 径

•

),,( rP

c o s2，2222 =→=++ rzzyx

cos

1
1 =→= rz 

内 有 三 种 移 动 形 式 ：在点 ),,( rP




cos

1
,cos == 小大 2伸缩： rr 0

4
摆动： 小大 == 


 ,

0旋 转 ： 小大 ==  ,2

如图
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例 4 已知物体占有空间V 由球面 )0(2
222 =++ aazzyx

和锥面 22
yxz += 所围成的含 z轴的部分, V 的体密度

为 zzyx =),,( , 求V的质量M . 

解 

如图, 球面方程为 cos2ar = , 

锥面方程为
4
 = ,  

则 cos20: arV  , .20,0
4

  



M


P

x

y

z a2

在直角坐标系下画图

将边界曲面方程转化为
球坐标系表示

),,( rMV内任选点在区域

点M在D内伸缩、摆动、旋转；
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r

M





Px

y

z
a2

 ==
v v

zdvdvzyxM ),,(

  =






2

0

4

0

2

0
drrdd

a

cossin
cos

3

 


dr cos|cossin 2
0

44

0 4
12 =

= 4

0

54
cossin8



 da .
6

7 4
a=

 =
V

ddrdrr .sincos  2

 =
大

小

大

小

大

小

r

r
drrdd  cossin3 








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r

M





Px

y

z
a2

 +
v

dvyzxz )(例 22222 ， yxzzyxV +=++ 1:

解 画图，可见V关于xoz，yoz对称

 +
v

dvyzxz )(

 +=
vv

yzdvxzdv
2II += 1

如图，可见V关于yoz面对称 0=1I

如图，可见V关于xoz面对称 02 =I

0)( =+
v

dvyzxz
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讲座（三） 曲线积分

此例题的警示：对称性失效！此例题的警示：对称性失效！
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第一型曲线积分 第二型曲线积分

背景
：

背景
：表达式

：
表达式
：

常规算法
：

常规算法：

技巧算法： 技巧算法：

( , ) ( , )
L

P x y dx Q x y dy+( , )
L

f x y ds

应用题： 应用题：

曲线方程代入
，

曲线方程代入
，

对称
，轮换
，

格林公式，

等价条件，

找质点

质心坐标，转动惯量，

找力的矢量

曲线段质量 变力沿曲线路径做功



哈
尔
滨
工
程
大
学

高

等

数

学

1、实际问题   

在xOy坐标系内有一条光滑曲线 

)(   
)(

)(
:  




=

=
t

tyy

txx
L ,  

其上分布有质量, 在 ),( yx 处的线 

密度为 ),( yxf ,求曲线段的质量m. 

L

O

x

y

2、数学问题

规则问题：线段质量m=长度×线密度

一、第一型曲线积分的背景与性质

ds

),( yxM

微元法： ) ),( (     ),( Lyxdsyxfdm =
 

。 ==
L

dsyxfdmm ),(曲线段的质量
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二、对弧长的曲线积分的基本计算方法

( )
b

a
f x dx A=已知 定积分 积分号，变量个数.

( , )
L

m f x y ds= 问题 求积分 积分号，变量个数?

1.回顾与分析：

2.解决方案：

积分号个数=变量个数！

被积函数的自变量个数想办法变成1个。
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52

3、具体方法：


= )(

),(
xyL

dsyxf
：


=

=
)(

))(,(
xyL

dsxxf



：


=

+=
)(

))(())(,(
xyL

dxxxxf



：

21

 +=
b

a
dxxxxf

21 ))(())(,( 

曲线方程代入，消去变量；

曲线方程代入，统一变量；

曲线方程投影，定积分限；

L

O

x

y

),( yxf=

•= )(xy 
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)(
)(

)(











=

=
t

ty

tx

( ), ( ) [ , ] ,

' ( ) ' ( ) ,

t t

t t

   

 + 2 2

其中 在 上具有一阶连续导数 且

0

设f (x,y)在曲线弧L上有定义且连续，L的参数
方程为

,),( 存在则曲线积分
L

dsyxf

)(

)(')(')](),([),(










+=  dtttttfdsyxf
L

22

4、定理：基本方法（官方说法）
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: (t), ( ), ( )x y t z t   = = =空间曲线

如L：r=r()，(α    β),则

( , )

( ( )cos , ( )sin ) ( ) ' ( )

L
f x y ds

f r r r r d



      = +




2 2

 sin)(,cos)( ryrx ==

)(

)()()()](),(),([

),,(

222










++= 



dtttttttf

dszyxf

推广引申：
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:“一代”

“三定限”： 积分下限一定小于上限。

:“二换”

5、计算程序（民间口语）：

( ), ( ) ( , );x t y t f x y = =将 代入被积函数

dtttds )()(
22  +换成将

化为对参数 t 的定积分，“一代二换三定限”

L
dsyxf ),( = L

dsttf ))(),(( 

)()(')(')](),([ 



+=  dtttttf

22
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L
I xyds= 

A(1,1)

o
x

y

, :
L

xyds L y x=例1 其中 介于(0,0),(1,1)

之间的线段。

解

L
x xds= 

L
x y dx=  +
2 21

x dx=  +
1

2

0
1 1 xdx= 

1

0
2

=
2

2
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的极坐标方程为L x

y

o

2− +
L

dsyx
22





d −+−−=

2
22 )cos2()sin2()sin2(





d−=

2

sin4 。8=

2 2
: 2L x y y+ = −解

)2(sin2  −=r

域的边界。

所围区2计算3例 2222
yyxLdsyx

L
−=++ :,
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例 5计算曲线积分

, :y z ds x y z a

x y



+  + + =

=


2 2 2 2 2 22 其中 球面

与平面 的交线。





=

=++

yx

azyx 2222

此空间曲线的参数方程？

解 基本算法：代入曲线方程

: (t), ( ), ( )x y t z t   = = =空间曲线
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x

o
y

z



=

=


0

0

),,(

),,(
:

zyxG

zyxF

求空间曲线的参数方程

0=),(: yxHL

投 影

),,( zyxM点

LyxM  )0,,(投影点

转 化

)(),( tyytxx ==

代 入

)(tzz =求得：

•M

M •
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:先求交线 的参数方程解

cos , cos , sin ( )
a a

x t y t z a t t  = = =  ，0 2
2 2

dttztytxds )()()(
222 ++=





=

=++

yx

azyx 2222

adt=

dszy +


22
2  =

2

0
adta 。22 a=

2222 azy =+
cos

, ( )

sin

a
y t

t

z a t




=

  
 =

0 22

, :y z ds x y z a

x y



+  + + =

=


2 2 2 2 2 22 其中 球面

与平面 的交线。

例5
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( , : 1
L

x y ds L x y+ + =
2 2 2计算 ） 其中例

解：  +
L

dsyx
2）(

= L
ds 2=

 ++=
LL

xydsdsyx 2)(
22

01 += L ds

2、对称性

( , ) =0
L

f x y ds则

1 ( , ) ( , )f x y f x y

L x

− = −、

且 关于 轴上下对称

2 ( , ) ( , )f x y f x y

L

− = −、

且 关于y轴左右对称

( , ) =0
L

f x y ds则



哈
尔
滨
工
程
大
学

高

等

数

学

3、轮换性

, : 1
L

I x ds L x y= + =
2 2 2例 计算 其中

解：
L L

I x ds y ds= = 
1

2 2
: 1L y x+ =2 2

1

L L= 1显然，

( )
L L

I x ds y ds= + 
1

2 21

2
( )

L
x y ds= +
2 21

2
=

特点
1、被积函数出现于曲线方程
，
2、曲线方程中变量地位平等
，


==

=
0：0： 1 ),(),(

),(),(
xyLyxL

dsxyfdsyxf


利用曲线方程简化
，
被积函数可以合并
，
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1
( ) , :

L

x y z
x y z ds L

x y z

 + + =
+ + 

+ + =


2 2 2
2 2 2计算例 其中

0

11 =++= 
222代入原式 zyxds

L

L
L

Sds ==  2=

1
, :

L

x y z
x ds L

x y z

 + + =


+ + =


2 2 2
2计算 中练

0
习 其
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解 利用轮换性

 ===
21

222

LLL
dszdsydsxI





=++

=++

0

222

zxy

zxy
L

1
:1





=++

=++

0

222

xyz

xyz
L

1
:2

21 LLL ==

 ++==
21

）（ 2222

LLLL
dszdsydsxdsxI

3

1

 ++=
L

dszyx )
3

1 222（
3

2
==

L
ds

3

1

1
, :

L

x y z
x ds L

x y z

 + + =


+ + =


2 2 2
2计算 中练

0
习 其
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例. 计算 其中:

解: 利用轮换对称性 , 有

szsysx ddd
222

 
==

szyx d)(
3

2 222 ++= 原积分

3

3

4
a=

szsysx ddd  
==

szyx d)(
1

+++ 3
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



=++

=++
++ 0

其中（计算
222

zyx

zyx
Ldszxyzxy

L

1
:,)





=

=++


zy

zyx
Ldsx

L

1
:,

222
2 其中计算

课堂练习：

不能轮换：y=z,系数不一样。

2 2 2 21

2
( ) s [( ) ( )] s

L L
xy yz zx d x y z x y z d+ + = + + − + + 解
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



=

=++
= 

zy

zyx
LdsxI

L

1
:,

222
2 其中计算

解

 ===
21

222

LLL
dszdsydsxI





=

=++

zx

zxy
L

1
:1

222





=

=++

xy

xyz
L

1
:2

222

21 LLL 

 ++==
21

）（ 2222

LLLL
dszdsydsxdsxI

3

1

 ++
L

dszyx )
3

1 222（

不能利用轮换性

找曲线参数方程
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转化为曲线参数方程

课堂练习：

:
x y z

L
x y z

 + + =


+ + =

2 2 2 2

0

( , ) : ( )H x y x y x y= + + − − =2 2 20 2

:l x y xy+ + =2 2 1 : ,x u v y u v= + = −令

( ) ( ) ( )( )u v u v u v u v+ + − + + − =2 2 1

u v+ =2 23 1 cos , sin , ( )u t v t t = =  
1

0 2
3

cos sin , cos sin , cos , ( )x t t y t t z t t = + = − = −  
1 1 2

0 2
3 3 3
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问题  在 xOy坐标系内有一条直线 L,一个端为A, 

另一个端为B. 设有一个质点在力 F 的作用下沿着

直线从A端移动至B端, 求在此移动过程中力 F 对

质点所作的功W . 

解  若常力 jbiaF


+= , 且L为

直线段AB, 则 
•A

B
F


x

y

O



1、理想化的实例：常力沿直线做功

ABFABFW ==


cos|||| . 

物理公式： SFW =


. 

第二型曲线积分

一、对坐标的曲线积分的概念
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设一个质点在xOy面内从点A

沿光滑曲线弧L移动到点B。

2、客观实际问题：变力沿曲线作功

在移动过程中，这质点受到力
L

x

y

o
A

B
),( yxF

的作用，其中函数P、Q在L上连续。

F(x,y) =P(x,y) i +Q(x,y) j

要计算在上述移动过程中变力F (x,y) 所作的功

物理公式： SFW =


 无法使用. 

不规则问题，利用规则问题近似求解。
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在L上任选一点 ),( yxM , 又在

M 的前方另选一点M , 曲线

上 MM 弧的长为 s .  

L

O x

y AB
T


s

•

M
•

B

A

),( yxF


M 

当 s 很小时, 则 ABTsMM



→−−−

 

再视 ),( yxF


在 MM 弧上不变. 

即微小曲线弧长等于切线的长度 

3、微元法建立数学模型

令 ),( yxTT
ABAB


= 为曲线在 M

点由A走向B的单位切向. 

( , )dW F x y ds= 

  ds=
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功W 的微元 

{ ( , ) ( , )} { , } dW P x y Q x y dx dy= ，

( , ) ( , )   P x y dx Q x y dy= +

O

dx

dy

  

 
 ds

= dWW ]),(),([ +=
L

dyyxQdxyxP

 +=
L

dyyxQdxyxP ),(),(( , )
L

P x y dx=  ( , )
L
Q x y dy+

ds dx i dy j=  + F(x,y) =P(x,y) i +Q(x,y) j

( , )dW F x y ds= 

( , )f x y L称为函数 在曲线弧 上对坐标的曲线积分或第二类曲线积分。
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二、对坐标的曲线积分的计算

( , ) ( , )
L

W P x y dx Q x y dy= +

要求：被积函数自变量个数===积分变量维数

L

O

x

y

•= )(xy 

( , ) ( , )P x y i Q x y j+

必然需要：
曲线方程代入，消去变量；

( , )M x y
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设 在有向光滑弧 L 上有定义，定理9.1.2:

L 的参数方程为

( )

( )

x t

y t





=


=
: ,t  →

则曲线积分

且连续,

存在, 且有

dttttQtttP

dyyxQdxyxP
L

)}()](),([)()](),([{ 

),(),(





+=

+




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“一代”：将x= (t), y=  (t) 代入被积式。

“三定限”：下限 →起点，上限 →终点，不一定有  。

化为对参数的定积分，“一代二换三定限”

dttdydttdx )(,)(   换成换成将

计算方法：

 +
L

dyyxQdxyxP ),(),( )(
)(

)(











=

=
t

ty

tx

dttttQtttP )}()](),([)()](),([{ 



+= 

{ [ ( ), ( )] ( ) [ ( ), ( )] ( )}P t t d t Q t t d t



     = +

“二换”：
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A(1,-1)

B(1,1)•

•

x

y

o

为其中计算例 Lxydx
L

,1 
: ( , ) ( , );L y x A B= −2抛物线 上从点 1 1 到点 1 1

xy =

xy −=

解法1 x化为对 的定积分，

.xy = 表明有2条曲线

L AO OB所以把 分为 和 两部分。

;01,, 变到从上在 xxyAO −=

。变到从上在 10,, xxyOB =

 +=
AO OB

xydxxydx
L

xydx

dxxxdxxx  +−=
1

0

0

1
)( 。

5

4
2

1

0

2

3

==  dxx
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L
xydx dyyyy )'( 2

1

1

2

−=

dyy−=
1

1

42

1

1

2

]
5

[2 −=
y 。

5

4
=

化为对y的定积分来计算。

现在x =y2，从－1变到1。

A(1,-1)

B(1,1)
•

•

x

y

o

2
yx =

解法2

此例题的警示：对称性失效！
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2
L

xydx x dy+
2 计算例 2 ，L如图

在OA上，y=0，x从0变到1，所以

 +
OA

dyxxydx
2

2

OA AB
xydx x dy xydx x dy= + + + 

2 2原式 2 2

x dx x=  + 
1

2

0
2 0 0 。0=

y

xo

B(1,1)

A(1,0)

在AB上，x=1，y从0变到1，所以

 +
AB

dyxxydx
2

2 y dy=  +
1

0
2 0 1 。1=

 +
L

dyxxydx
2

2 = 1

L OA AB= +解
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,

( , , ) ( , , )

x dx zy dy x ydz

A B AB


+ − 

3 2 23 其中 是

从点 3 2 1 到点 0 0 0 的直线段 。

例3

解

3 2 1
AB

x y z
 = =：

x=3t，y=2t，z=t，t从1变到0

化为参数方程得

。 −+


ydzxdyzydxx
223

3

 −+=
0

1

223 ]2)3(2)2(33)3[( dtttttt

=
0

1

387 dtt 。
4

87
−=
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设闭区域D由分段光滑的曲线L围成,函数

),(),( yxQyxP 及 在D上具有一阶连续偏导数, 则有     

四、第二类曲线积分的技巧计算：格林公式

= ( )
L

D

Q P
Pdx Qdy dxdy

x y

 
+  −

  

应用格林公式的题型：

1.    封闭曲线L，
2.    非封闭曲线L，直接代入计算麻烦

3.    封闭曲线L，偏导数在D内不连续

4.   其他
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2
.
1

例3  −++=
L

yy
yyxexyxeI ,d)2(d

3计算

其中L为圆周 xyx 2
22 =+

解 ,
y

eP = yxexyQ
y

2
3 −+=

,
y

e
y

P
=




y

ey
x

Q
+=



 3

3
y

y

P

x

Q
=




−





由格林公式有 =I

对称性

的正向.

O x

y

= yxy
D

dd
3

0

(1) 封闭曲线的积分
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x

y

O

( sin ) ( )
y

L
xy x x dx x ye dy+ + −

2计算 2 3

sin
:

cos

x t t
L

y t

= −


= −
其中

1
( , ) ( , )→0 0 2

•
解 添折线

(2) 非封闭曲线的积分

例5

: ,( , ) ( , )L y = →1 2 2 0 2

: ,( , ) ( , )L x = →2 0 0 2 0 0

( )
L L L L L

= + + − −    
1 2 1 2

( sin ) ( )
y

L
xy x x dx x ye dy+ + −

22 3

L L L L L+ +
= − −  

1 2 1 2

( )
D

Q P
d

x y


 
= −

  ( sin )
L

xy x x dx− +
1

2 3 ( )
y

L
x ye dy− −

2

2

( sin )x x x dx


= −  +
0

0 2 2 3 ( )
y

ye dy− −
0

2
0
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(3) 封闭曲线、偏导数不连续

题型

L

xdy ydx
L

a x b y

−

+ 2 2 2 2
计算 ，其中 :不过原点闭合曲线

2 2 2 2 2 2 2 2
( , ) , ( , )

y x
P x y Q x y

a x b y a x b y

−
= =

+ +

( )

P Q b y a x

y x a x b y

  −
 = =

  +

2 2 2 2

2 2 2 2 2
。

均成立连通区域内

的复在全平面上除去原点即

,

)0,0(,QP
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思考题

答案
2 2

:1 2 0L x y− − =
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五、第二类曲线积分的应用题

力F(x,y) =P(x,y) i +Q(x,y) j沿路径L移动做功

( , ) ( , )
L

W P x y dx Q x y dy= +

1、找出力F的大小

2、找出力F的方向
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在椭圆x =acost,y =asint 上每一点M(x,y)处受到力F的作

用，F的大小与M到原点O的距离成正比，F的方向恒指

向椭圆的中心。

1、计算质点P沿椭圆点由点A(a，

0)按逆时针方向移动到点B(0，b)

，求力F 所作的功W。

2、计算质点P逆时针方向走遍全

部椭圆时，力F 所作的功W。

•

•

•

x

y

b

o aa−
F

),( yxMds

变力F(x,y) = P(x,y) i +Q(x,y) j 在曲线弧L上移动所作的功
。

= dWW ]),(),([ +=
L

dyyxQdxyxP
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预祝

同学们

考试成功


