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第3章 多维随机变量及其分布

3.6  两个随机变量函数的分布



学习
要点

两个离散型随机变量函数的分布

两个连续型随机变量函数的分布

常见两个连续型随机变量函数的分布



两个随机变量函数的分布

一、 两个随机变量函数的分布引言 

设 ),( YX 为一个二维随机变量， ),( yxgz  为一个已知的二

元连续函数，则 ),( yxgZ  是随机变量 YX , 的函数，它也是一个

随机变量. 
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性

条件
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两个随机变量函数的分布

二、两个离散型随机变量函数的分布 

问题：设 ),( YX 是二维离散型随机变量，其分布律为 

{ , } ( , 1,2, )
i j ij

P X x Y y p i j     

求 YX , 的函数 ),( YXgZ  的分布律. 

计算步骤： 

1．先求出Z的所有可能的取值 

{ ; 1,2, } { ( , ); , 1,2, }
l i j

z l g x y i j    

2．求Z取每个值的概率. 

( , )

{ } , 1,2,
i j l

l ij
g x y z

P Z z p l


    



两个随机变量函数的分布

解(1) 由X可能取0, 1, 2, Y 可能取0, 2, 则 YXZ  的所有可能 

取值为0, 1, 2, 3, 4, 且    0 0, 0 0.5 0.6 0.3P Z P X Y       ; 

   1 1, 0 0.3 0.6 0.18P Z P X Y       ; 

     2, 0 0,2 0.32 0.12 20.2P Z X Y X YP P        ; 

   3 1, 2 0.3 0.4 0.12P Z P X Y       ; 

   4 2, 2 0.2 0.4 0.08P Z P X Y       . 

综上, Z X Y  的分布律为   
0 1 2 3 4

0.3 0.18 0.32 0.12 0.08

Z

p
 

例 1 设随机变量X ,Y 相互独立，分布律分别为 

0 1 2

0.5 0.3 0.2

X

p       

0 2

0.6 0.4

Y

p
 

 (1) 求 YXZ  的分布律;  (2) 求 ),max( YXM  的分布律. 



两个随机变量函数的分布

解 (2) 由X 可能取0, 1, 2, Y 可能取0, 2, 则 ),max( YXM  的 

所有可能取值为0, 1, 2, 且 

   0 0, 0 0.5 0.6 0.3P M P X Y       ;   

   1 1, 0 0.3 0.6 0.18P M P X Y       ;  

     2 1 0 1 0.52P M P M P M       . 

综上, ),max( YXM  的分布律为   
0 1 2

0.3 0.18 0.52

M

p
 

例 1 设随机变量X ,Y 相互独立，分布律分别为 

0 1 2

0.5 0.3 0.2

X

p       

0 2

0.6 0.4

Y

p
 

 (1) 求 YXZ  的分布律;  (2) 求 ),max( YXM  的分布律. 



两个随机变量函数的分布

三、两个连续型随机变量函数的分布 

问题：已知二维连续型随机变量 ),( YX 的概率密度为 ),( yxf ， 

求 YX , 的函数 ( , )Z g X Y 的概率密度 ( )
Z

f z . 

计算步骤（分布函数法） 

1．求分布函数 

( , )

( ) { } { ( , ) } ( , )d d
Z

g x y z

F z P Z z P g X Y z f x y x y


       

2．求概率密度 

( ) ( )
Z Z

f z F z  



两个随机变量函数的分布

O

x

y

z x y 

O

u

y u z

四、Z=X+Y 的分布 

步骤 1：设 ),( YX 概率密度为 ),( yxf ， 

则 YXZ  的分布函数为 

( ) { } ( , )d d
Z

x y z

F z P Z z f x y x y
 

     

( , )d ( d d)d ,
z y zu x y

f x y x f u y y uy y
 

  



 

 
   
  


  

 
令

 

( , )d d
z

f u y y y u










 
 




交换累次积分次序

 

步骤 2： ( ) ( ) ( , )d
Z Z

f z F z f z y y y



   ， 

类似有： 
+

( ) ( , )d
Z

f z f x z x x



  . 



两个随机变量函数的分布

四、Z=X+Y 的分布 

设 ),( YX 概率密度为 ),( yxf ，则 YXZ  的概率密度为 

( ) ( , )d
Z

f z f z y y y



   或 

+

( ) ( , )d
Z

f z f x z x x



  . 

当X 和Y 独立时：  

( ) ( )
X Y

f z y f y            ( ) ( )
X Y

f x f z x  



两个随机变量函数的分布

定理 1 设( , )X Y 的概率密度为 ( , )f x y ，则Z X Y  的概率密度为 

( ) ( , )d
Z

f z f z y y y



    或  ( ) ( , )d

Z
f z f x z x x




  ． 

当 ,X Y相互独立时，若 ,X Y的边缘概率密度分别为 ( )
X

f x ， ( )
Y

f y ，则 

( ) ( ) ( )d
Z X Y

f z f z y f y y



   或 ( ) ( ) ( )d

Z X Y
f z f x f z x x




  ． 

上述公式称为卷积公式，记为
X Y

f f ，即 

( ) ( ( ) ( ))d d
X XX YYY

f z y f y f x fy z xf xf
 









 
    ． 



两个随机变量函数的分布

例 2 设随机变量 X 与Y 相互独立，且都服从 )1,0(N 分布，求

YXZ  的概率密度. 

解 由

2

2
1

( ) ,
2

e
X

x

f x x



    ；

2

2
1

( ) , +
2

e
Y

y

f y y



    ， 

则

2 2

+
( )

2 2
1 1

2 2
( ) ( ) ( )d de e

Z X Y

x z x

π π
f z f x f z x x x

 

 


 

      

2

2
2

2

+ +4
2)

2 4
(1 1

d e d
2 2

e e e t

z
t xzz z

x
x t

π π

 

 





 
  

   

 
2

222
2

2
2 2

1
1 2( )

( )
2

2 2 2 2 2
2 4

( )

2 2 e e e ee e

z z
zx

x
z

xxz
x

z
x z

 
 
  


 

  
    

    



两个随机变量函数的分布

例 2 设随机变量 X 与Y 相互独立，且都服从 )1,0(N 分布，求

YXZ  的概率密度. 

Z X Y  服从 ( )0,2N 分布 

解 由

2

2
1

( ) ,
2

e
X

x

f x x



    ；

2

2
1

( ) , +
2

e
Y

y

f y y



    ， 

则

2 2

+
( )

2 2
1 1

2 2
( ) ( ) ( )d de e

Z X Y

x z x

π π
f z f x f z x x x

 

 


 

      

2

2
2

2

+ +4
2)

2 4
(1 1

d e d
2 2

e e e t

z
t xzz z

x
x t

π π

 

 





 
  

   

 

2
2

2

( )

2( )4 2

0
1 1

   
22 2

e e

zz

π z
π π




       




两个随机变量函数的分布

更一般得到如下结论： 

（1） 设 YX , 相互独立且 2

1 1
( , )X N   ， 2

2 2
( , )Y N   ，则 

YXZ  仍服从正态分布，且有 

2 2

1 2 1 2
~ ( , )Z N      . 

（2） 若 2
( , )

i i i
X N   ),,2,1( ni  ，且它们相互独立，则这 

n个正态随机变量之和
1 2 n

Z X X X    仍服从正态分布 

2 2 2

1 2 1 2
~ ( , )

n n
Z N            . 

（3） 有限个相互独立的正态随机变量的线性组合, 仍然服从正态

分布. 



两个随机变量函数的分布

例 3 设( , )X Y 的概率密度为 
(2 )

2e , 0, 0,
( , )

0,

x y
x y

f x y

   
 
 其他.

  

求Z X Y  的概率密度． 

解 Z的概率密度为 ( ) ( , )d ,
Z

f z f z y y y



   

当 0z  时，对  ,y   有 ( , ) 0f z y y  ， 

( ) ( , )d                         
0, 0.

Z
f z f z y y y

z






   




当 0z  时，在  0,y z 上
2( )

( , ) 2e
z y y

f z y y
    

  ；   

在  0,y z 上 ( , ) 0f z y y  ． 

0

[2( ) ]
2 e d ,     0,

z y yz
y z

  


2
2e 2e , 0,

0,

z z
z

   
 
 其他.

1z  
2z 

仅在 0 0z y y  ， 时，有 ( , ) 0f z y y  ， 

即仅在图中阴影部分有 ( , ) 0f z y y  ， 



两个随机变量函数的分布

解 Z的概率密度为  

( ) ( , )d
Z

f z f z y y y



 

0

[2( ) ]
2 e d ,     0,

z y yz
y z

  


2
2e 2e , 0,

0,

z z
z

   
 
 其他.

                        
0, 0.z


 



同学们在写作业或答题时，按照这 

个样式书写即可，分析过程可不写。 

例 3 设( , )X Y 的概率密度为 
(2 )

2e , 0, 0,
( , )

0,

x y
x y

f x y

   
 
 其他.

  

求Z X Y  的概率密度． 



两个随机变量函数的分布

z

x

O 1

x z

例 4 设 ,X Y 的概率密度为
1, 0 1,

( )
0,       ;

X

x
f x

 
 
 其他

e , 0,
( )

0,        

y

Y

y
f y

 
 
 其他.

， 

已知 ,X Y 相互独立，求Z X Y  的概率密度． 

解 由 ,X Y 相互独立，Z X Y  的概率密度为 

 (( d)) ()
YXZ

f z xf z xf x



   

仅在  0,1 , 0x z x   时，有 ( )( 0)
X Y

f zx f x  ， 

即仅在图中阴影部分有 ( )( 0)
X Y

f zx f x  ， 



两个随机变量函数的分布

z

x

O 1

x z

已知 
1, 0 1

( )
0,       

X

x
f x

 
 
 其他

 ，
e , 0

( )
0,        

y

Y

y
f y

 
 
 其他

，  

(( d)) ()
YXZ

f z xf z xf x



   

当 0z  时，对  ,x   有 ( ) ( ) 0
X Y

f x f z x  ， 

1z  





 


 0,                            0.z 



两个随机变量函数的分布

z

x

O 1

x z

当0 1z  时，在  0,x z 上 ( )
( ) ( ) e

z x

X Y
f x f z x

   ；   

在  0,x z 上 ( ) ( ) 0
X Y

f x f z x  ． 





 


 0,                            0z 

0

( )
e d 1 e ,     0 1,

zxz z
x z

 
   

0.5z 

已知 
1, 0 1

( )
0,       

X

x
f x

 
 
 其他

 ，
e , 0

( )
0,        

y

Y

y
f y

 
 
 其他

，  

(( d)) ()
YXZ

f z xf z xf x



   
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z

x

O 1

x z

当 1z  时，在  0, 1x 上 ( )
( ) ( )

z x

X Y
f x f z x e

   ； 

在  0, 1x 上 ( ) ( ) 0
X Y

f x f z x  ． 





 




)
1

(

0
e d e (e 1), 1,

z x z
x z

    
2z 

已知 
1, 0 1

( )
0,       

X

x
f x

 
 
 其他

 ，
e , 0

( )
0,        

y

Y

y
f y

 
 
 其他

，  

(( d)) ()
YXZ

f z xf z xf x



   

0

( )
e d 1 e ,     0 1,

zxz z
x z

 
   

0,                            0.z 



两个随机变量函数的分布

z

x

O 1

x z

例4设 ,X Y 密度分别为
1, 0 1

( )
0,       

X

x
f x

 
 
 其他

 ，
e , 0

( )
0,        

y

Y

y
f y

 
 
 其他

， 

已知 ,X Y 相互独立，求Z X Y  的概率密度． 

解 由 ,X Y 相互独立，Z X Y  的概率密度为 

 (( d)) ()
YXZ

f z xf z xf x



   

( )

0

1
( )

0

e d 1 e ,     0 1,

e d e (e 1), 1,

0,                          0.  

z
z x z

z x z

x z

x z

z

  

  

    



   









同学们在写作业或答题时，按照这个样式书写即可，分析过程可不写. 



两个随机变量函数的分布

五、Z X Y  的分布 

定理 2 设二维随机变量( , )X Y 的概率密度为 ( , )f x y ，则Z X Y   

的概率密度为 

+
( ) ( , )

Z
f z f z y y dy




  ．  

当 ,X Y相互独立时，若 ,X Y的边缘概率密度分别为 ( )
X

f x ， ( )
Y

f y ， 则 

( ) ( ) ( )d
Z X Y

f z f z y f y y



  ． 

证明略. 



两个随机变量函数的分布

六、
X

Z
Y

 、 W XY 的分布 

定理 3 设二维连续型随机变量( , )X Y 的概率密度为 ( , )f x y ，则 

X
Z

Y
 、W XY 的概率密度分别为 

+
( ) ( , )d

Z
f z y f yz y y




  、

+ 1
( ) , d

W

w
f w f x x

x x





 
  

 
 ．  

当 ,X Y 相互独立时，若 ,X Y 的边缘概率密度分别为 ( )
X

f x ， ( )
Y

f y ，则 

( ) ( ) ( )d
Z X Y

f z y f yz f y y



  、

+ 1
( ) ( ) d

W X Y

w
f w f x f x

x x





 
  

 
 ． 

证明略. 



两个随机变量函数的分布

例 5 设 YX , 概率密度分别为 e , 0,
( )

0, 0;

x

X

x
f x

x

 
 



2
2e , 0,

( )
0, 0.

y

Y

y
f y

y

 
 


 

已知 YX , 相互独立，求
Y

X
Z  的概率密度. 

解  ( )( ) d( )
YXZ

ff z y yy yf z



   




 



 

0,                                                                   0.z 

+

0

2
d                                                  e 2e 0,

yyz
y y z

   
+ (2 )

0 2

2
2 e d ,

(2 )

y z
y y

z

   




当 0z  时， 0yz  与 0y  不能同时成立， ( )
X

f yz 与 ( )
Y

f y 中至少 

有一个为零，则 ) (( 0)
YX

ff yyz   

当 0z  时，当  , 0y   时， ) (( 0)
YX

ff yyz   

          当  0,y   时， 2
( )( e) 2e

X Y

yz y
f yz f y

    



两个随机变量函数的分布

例 6 设 ,X Y 相互独立，均服从 (0,1)N 分布，求
X

Z
Y

 的概率密度 ( )
Z

f z ． 

解  由已知在 ,x    y   上， ,X Y 的概率密度分别为， 

2

2
1

( )
2

e
X

x

f x



 ，

2

2
1

( )
2

e
Y

y

f y



 ，  

则    

2 2(1 )

2
1

( ) ( ) ( )d d
2

e
Z X Y

y z

f z y f yz f y y y y


 

 




    

        

2 2

0 2

(1 )

2
1 1

d
(1 )

e
y z

y y
z 





 

 ，  z   ． 

 



两个随机变量函数的分布

七、 max( , )M X Y 及 min( , )N X Y 的分布 
 

设随机变量X 和Y 相互独立，分布函数分别为 ( )
X

F x 和 ( )
Y

F y ，则 

{ } {max( , ) } { , }( )
M

P M z P X Y z P zF z X z Y       ( ) ( )
X Y

F z F z  

  { } 1 min , 1 { , }( )
N

P N z P X YF z z P X z Y z          

1 { } { } 1 [1 { }][1 { }]P X z P Y z P X z P Y z           

1 [1 ( )][1 ( )]
X Y

F z F z     



两个随机变量函数的分布

更一般地，设
1 2
, , ,

n
X X X 是n个相互独立的随机变量，分布函数 

分别为
1 2
( ), ( ), , ( )

nX X X
F x F x F x ， 

令    1 2 1 2
max , , , min , , ,

n n
M X X X N X X X 、 ，则 

1 2
( ) ( ) ( ) ( )

nM X X X
F z F z F z F z   

1 2
( ) 1 [1 ( )][1 ( )] [1 ( )]

nN X X X
F z F z F z F z      

当
n

XXX ,,,
21
 相互独立且具有相同分布函数 )(xF 时，有 

( ) [ ( )]
n

M
F z F z  

( ) 1 [1 ( )]
n

N
F z F z    



两个随机变量函数的分布

例 7 设系统L由两个相互独立的子系统
1 2
,L L 连接而成，设

1 2
,L L 的寿命分 

别为随机变量 ,X Y ，它们的概率密度分别为： 

e ,  0,
( )

0,     

x

X

x
f x

  
 
 其他.

 
y

e ,   0,
( )

0,      
Y

y
f y

  
 
 其他.

，其中 0, 0   . 

如图求系统L在(1) 串联、(2) 并联两种情况下的寿命
1

Z 和
2

Z 的概率密度. 

解 由题意  1
min ,Z X Y ,  2

max ,Z X Y . 



两个随机变量函数的分布

已知： ,X Y 相互独立，
e ,  0,

( )
0,     

x

X

x
f x

  
 
 其他.

 
y

e ,   0,
( )

0,      
Y

y
f y

  
 
 其他.

 

求  1
min ,Z X Y 和  2

max ,Z X Y 的概率密度，其中 0, 0   . 

解 ,X Y 的分布函数分别为： 

1 e ,   0, 1 e ,   0,
( )    ( )

0,        0,        

x y

X Y

x y
F x F y

      
  
 其他. 其他.

 

1
Z 的分布函数为：

1

( )

( ) 1 [1 ( )][1 (
1 e ,   0,

 
0,          

)]
Z Y

z

X
F F z

z
z F z

  

   
  

 其他.

 

1
Z 的概率密度为：

1 1

( )
( )e ,   0,

( ) ( )
0,             

z

Z Z

z
f z F z

      
  

 其他.
 



两个随机变量函数的分布

已知： ,X Y 相互独立，
e ,  0,

( )
0,     

x

X

x
f x

  
 
 其他.

 
y

e ,   0,
( )

0,      
Y

y
f y

  
 
 其他.

 

求  1
min ,Z X Y 和  2

max ,Z X Y 的概率密度，其中 0, 0   . 

解 ,X Y 的分布函数分别为： 

1 e ,   0, 1 e ,   0,
( )    ( )

0,        0,        

x y

X Y

x y
F x F y

      
  
 其他. 其他.

 

2
Z 的分布函数为：

2

(1 e )(1 e ),   0,

0,          
( )  (

    
) (

   
)

 
Z X Y

z z

F z F z F
z

z

     
  

 其他.
 

2
Z 的概率密度为：

2

( )
e e ( )e ,   0,

( )
0,                   

Z

zz z
z

f z

            
 
 其他.

 



两个随机变量函数的分布

例 8 对某种电子装置的输出测量 5 次， 得到观察值
1 2 3 4 5
, , , ,X X X X X ，

设他们是相互独立的随机变量且均服从参数为 2 的瑞利分布, 即

i
X 的分布函数为 

2

81 , 0,( ) ( 1,2,3,4,5).

   0, ,

e
iX

x

xF x i


   
 其他

 

求：（1） ),,,,max(
54321

XXXXXZ  的分布函数，（2）  .4ZP  

解（1） 

2

55

max

8(1 e ) , 0,( ) [ ( )]

          0, 0.

z

zF z F z

z


    
 

 

（2）     2 5

max
4 1 4 1 (4) 1 (1 ) 0.5167P Z P Z F e

          . 



两个随机变量函数的分布

例 9 设 ,X Y 相互独立，且都服从  2
0,N  ，求 2 2

Z X Y  的概率密度． 

解   由题意，在 ,x y       上( , )X Y 的概率密度为 

 

2 2 2 2

2 2 2

2

2 2 21 1 1
, ,

22 2
e e e

x y x y

f x y
  

 


  

    

当 0z  时， 2 2
( ) { }

Z
F z P X Y z      

2 2

2 2

2

2
2

1
d d

2
e

x y z

x y

x y


 




 

2

2

2

2

22 0 0 0

2π
22

1
d d d

2π
e e

r
z z

r
r

r r z






 

     

Z的分布函数为：   2 2
{ } { }

Z
F z P Z z P X Y z     ， 

当 0z  时， 2 2
( ) { } 0

Z
F z P X Y z    ； 

y

O

x
z



两个随机变量函数的分布

例 9 设 ,X Y 相互独立，且都服从  2
0,N  ，求 2 2

Z X Y  的概率密度． 

解   由题意，在 ,x y       上( , )X Y 的概率密度为 

 

2 2 2 2

2 2 2

2

2 2 21 1 1
, ,

22 2
e e e

x y x y

f x y
  

 


  

    

Z的分布函数为：   2 2
{ } { }

Z
F z P Z z P X Y z     ， 

当 0z  时， 2 2
( ) { } 0

Z
F z P X Y z    ； 

y

O

x
z

当 0z  时，

2

22

0 2

2 2( ) { } de
Z

r
z

F z P X Y z
r

z 





        

故Z的概率密度为： 

2

2

2
2 , 0,

( )

0,         

e
Z

z
z

z
f z






 

 

 其他.

 



小结 两个随机变量函数的分布

两个离散型随机变量函数的分布

两个连续型随机变量函数的分布思想

常见两个连续型随机变量函数的分布
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