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第3章 多维随机变量及其分布



知识点总结

典型习题

学习
要点



第三章习题课

一、知识点总结

, ,

max( , ), min( , )

X
X Y XY

Y

X Y X Y

定义，主要类型：离散、连续

：定义，

分布函数：联合分布函数，边缘分布函数

离散型：联合分布律，边缘、条件分布律

：

离散型

分布函数法
随机变

二维随机变量

概率

独立性 判断的充要

量

条件

连续型 联合概率密度，边缘、条件概率

分布

常见分

函数的分布
公式法：

：二维均匀分

密度

连续型

二布、 维正态分布布
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例 1 设二维随机变量( , )X Y 的分布函数为 

( , ) ( arctan )( arctan )F x y A B x C y   , 

则A       , B       , C      .  

解  

( , ) ( )( ) 1, (1)

( , ) ( )( arctan ) 0, (2)

( , ) ( arctan )(

2

)

2

0 (3)
2

.

2

F A B C

F y A B C y

F x A B x C


 


 

 

  

  

  

  

 

由(2),(3)得 ,
2

B C


   带入(1)得
2

1
.A


  

 

二、典型习题
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例 2 D 是由 21
, 0 , 1 ,y y x x e

x
    围成的平面区域, ( , )X Y 在

D 上服从均匀分布, 则( , )X Y 关于 X 的边缘概率密度在 2x  处

的值为_______. 
 

解 
2e

2

1

1
d lne 2,

D
S x

x
     故

1
, ( , ) ,

( , ) 2

0, ( , ) .

x y D
f x y

x y D




 
 

 

1
22

0

11
, 1 e ,d , 1 e ,

( ) ( , )d 22

0,0,

x

X

xy x
f x f x y y x





 
   

   
 


其他.其他.

 

因此 
1

(2) .
4

X
f   
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例 3 设随机变量X 与Y 相互独立, 且分别服从参数为 1 与参数

为 4 的指数分布, 则  P X Y  _______. 

(A) 
1

5
       (B) 

1

3
        (C) 

2

5
       (D) 

4

5
 

 

解 

4
4e , 0, 0,

( , ) ( ) ( )
0,

x y

X Y

x y
f x y f x f y

   
   

 其他.
 

  4

0
( , )d d d 4e d

x y

x
x y

P X Y f x y x y x y
 

 



      

5

0

1
e d .

5

x
x


   

应选 A. 
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例 4 设 随 机 变 量 X 与 Y 满 足  
3

0 , 0 ,
7

P X Y    

   
4

0 0
7

P X P Y    , 则  max( , ) 0 _______P X Y   . 

(A) 
16

49
         (B) 

5

7
            (C) 

3

7
           (D) 

40

49
 

 

解 

   max( , ) 0 1 max( , ) 0P X Y P X Y    { 0, 01 }.P X Y     

 
 

2

7

5
1 .

7
  

x

y

O

3

7

1

7

1

7

?
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解 
1 1

1 1
{ , } ,

6 48

1

2
P X x Y y      

由X 与Y 相互独立,  
1 1 1 1

{ , } { } { }P X x Y y P X x P Y y       

故
1

{ }
1

4
.P X x   

 

1

24

1

4

例5 设随机变量X 与Y 相互独立, 下表列出了( , )X Y 的联合分布

律及边缘分布律中的部分数值, 请将其余数值填入表中空白处. 

X          Y  1
y  

2
y  

3
y  { }

i i
P X x p


   

1
x   

1

8
   

2
x  

1

8
    

{ }
j j

P Y y p


   
1

6
   1 
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X          Y  1
y  

2
y  

3
y  { }

i i
P X x p


   

1
x  

1

24
 

1

8
 

1

12
 

1

4
 

2
x  

1

8
 

3

8
 

1

4
 

3

4
 

{ }
j j

P Y y p


   
1

6
 

1

2
 

1

3
 1 

 

 
 

根据联合分布律边缘分布律的关系，可将表填写完整.  
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解 如图列出
1 2

( , )X X 的 

联合分布律与边缘分布律:  
 

由  1 2
0 1P X X   ,   

知  1 2
0 0P X X   ,  

故填表.  
 

0 0

例 6 已知随机变量
1

X 与
2

X 的分布律如下 

1
1 0 1

1 1 1

4 2 4

X

P



,   
2

0 1

1 1

2 2

X

P
,  

且  1 2
0 1P X X   , 求： 

(1) 
1 2

( , )X X 的联合分布律;  (2) 问
1

X 与
2

X 是否独立？ 
 

2 1
1 0 1

1
0

2

1
1

2

1 1 1

4 2 4

j

i

X X p

p
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由
1

X 与
2

X 的边缘分布律, 将表填完整, 得到
1 2

( , )X X 的联合分布律.  

 

由于      1 2 1 2

1 1
0 1, 1 1 1

2 4
P X X P X P X           ,   

故
1

X 与
2

X 不独立.  
 

2 1
1 0 1

1

0

1 1
0

4 4

1

0
2

1
1

2

1 1

4 4

2
0

1

2

j

i

X X p

p
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例 7 设二维随机变量( , )X Y 的概率密度为 

, 0 1,0 2 ,
( , )

0,

A x y x
f x y

   
 
 其他.

 

(1) 求常数A; 

(2) 求边缘概率密度 ( )
Y

f y 及条件概率密度
|

( | )
X Y

f x y ; 

(3) 求概率 { 1}P X Y  ; 

(4) 求 2Z X Y  的概率密度 ( ).
Z

f z  

 

解 (1) 因 ( , )d d 1,f x y x y
 

 
    

有
1 2

0 0
d d ,

x

x A y A    故 1.A  
x

y

O 1

y=2x
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解 (2) 边缘概率密度 

1

2

1d , , ,1
2

,
( ) ( , )d

0, 0,

0 2 0 2
Y

y
x

f y f x y x
y

y
y




 

  
   

 
 








其他. 其他.

  

 

例 7 设二维随机变量( , )X Y 的概率密度为 

, 0 1,0 2 ,
( , )

0,

A x y x
f x y

   
 
 其他.

 

(2) 求边缘概率密度 ( )
Y

f y 及 

条件概率密度
|

( | )
X Y

f x y ; 

在0 2y  时: 
|

( , )
( |

( )
)

Y

X Y

f x y
f

f
x y

y


1
2

, ,
2

0,

2y

y
x








 其他.

  

 

x

y

O 1

y=2x



第三章习题课

解 (3) { 1}P X Y 
2

1
3

0
2

1
d d .

3

y

yy x


    

 

例 7 设二维随机变量( , )X Y 的概率密度为 

, 0 1,0 2 ,
( , )

0,

A x y x
f x y

   
 
 其他.

 

(3) 求概率 { 1}P X Y  ; 
x

y

O 1

y=2x

x+y=1
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解 (4) 令 ( ) { } 2{ }
Z

F z P Z z P X Y z    ,  

例 7 设二维随机变量( , )X Y 的概率密度为 

, 0 1,0 2 ,
( , )

0,

A x y x
f x y

   
 
 其他.

 

(4) 求 2Z X Y  的概率密度 ( ).
Z

f z  

 

x

y

O 1

y=2x

当 2z  时, ;( ) {2 } 1
Z

F z P X Y z     
 

当0 2z  时, ( ) {2 }
Z D

F z P X Y z S     

21 1
1 (1 ) 2(1 ) .

2 2 2 4

z z
z z         

 

 

当 0z  时, ( ) {2 } 0
Z

F z P X Y z    ;  

2

2,0

2

y x z

z

x z

z

y 

  



为分界线

z<0
z=0

z=2
z>2

0<z<2

2

z
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解 (4) 即分布函数为:   
2

0, 0,

1
( ) , 0 2,

4

1, 2.

Z

z

F z z z z

z

 



   




 

例 7 设二维随机变量( , )X Y 的概率密度为 

, 0 1,0 2 ,
( , )

0,

A x y x
f x y

   
 
 其他.

 

(4) 求 2Z X Y  的概率密度 ( ).
Z

f z  

 

故所求的概率密度为: 

1
0 2,1 ,

( ) 2
.

0,
Z

zz
f z


 

 


其他
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例 8 设随机变量X 与Y 独立同分布, 其分布律为

0 1

1 2

3 3

X

P
  ,  

求 max( , )U X Y , min( , )V X Y , W XY 的分布律. 
 

解 , ,U V W 的所有可能取值均为0,1, 其中, 

1 1 1
{ 0} {max( , ) 0} { 0, 0} .

3 3 9
P U P X Y P X Y          

2 2 4
{ 1} {min( , ) 1} { 1, 1} .

3 3 9
P V P X Y P X Y          

2 2 4
{ 1} { 1} { 1, 1} .

3 3 9
P W P XY P X Y          

0 1

1 8

9 9

U

P
      

0 1

5 4

9 9

V

P
     

0 1

5 4

9 9

W

P
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解 (1) 设随机变量Y 也表示该商品某一周的需求量，则Y 与X  

独立同分布，设Z表示该商品两周需求量，则Z X Y  .  
 

例 9 设某商品一周的需求量X 是一个随机变量，其概率密度为 

e , 0,
( )

0, 0.

x
x x

f x
x

 
 


 

并设各周的需求量是相互独立的，试求 

(1) 两周需求量的概率密度函数； 

(2) 三周需求量的概率密度函数． 
 

分析：两周需求量为2X，三周需求量为3X，对吗？
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解 (1) Z X Y  ， 

( ) ( , ( ))d d( )
Z YX

f z f x z x x ff xzx x
 

 
     

例 9 设某商品一周的需求量X 是一个随机变量，其概率密度为 

e , 0,
( )

0, 0.

x
x x

f x
x

 
 


 

并设各周的需求量是相互独立的，试求 

(1) 两周需求量的概率密度函数； 
 

当 0z  时， ( ) 0,
Z

f z   

当 0z  时，
0

3( )
( )

1
( ) d e .

6
ee

z
z

Z

xx z
f z zx zx x

        

 

0

0, 0

x

x z x

z

  

 

31
e 0

6
, ,

( )

0, 0.
Z

z
z z

f z

z













即

z

x

O

x=z
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解 (2) 设随机变量W 表示该商品 

三周需求量，则 ,W Z X   

( ) ( , ( ))d d( )
W XZ

f w f z w z z ff zwz z
 

 
     

 (2) 求三周需求量的概率密度函数. 

31
e 0

6
, ,

( )

0, 0.
Z

z
z z

f z

z







 

 
, ,

( )
0, 0.

e 0
x

X

x
f

x

x
x

 
 


 

w

z

O

z=w

当 0w  时， ( ) 0,
W

f w   

当 0w  时， ( )
W

f w
( 5

0

)3 1
d e .

120
( )e

1
e

6

w zz
w

w
wz z wz

     

 

0

0, 0

z

z w z

w

  

 

5
,

1
e 0

120
,

( )

0, 0.
W

w
w w

f w

w








 

即
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