
第三章    线性方程组



§3.1  线性方程组与矩阵的对应



1. 线性方程组与解的三种形态 



2. 线性方程消元法的本质
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由此看到用消元法解方程组的本质是对一个数表进
行运算.  现在我们就引入矩阵及其初等变换.



3. 矩阵及其初等变换
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,例如
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4. 用增广阵解线性方程组举例

【解】 此方程组的增广阵 
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【解】 此方程组的增广阵 
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【解】 此方程组的增广阵 
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【解】 此方程组的增广阵 
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5. 矩阵的行最简等价标准形 

行阶梯阵: 若一个矩阵的每个非零行(元素不全为零
的行)的第一个(从左数)非零元素所在的列指标随行
指标的增大而严格增大, 并且元素全为零的行均在
所有非零行的下方, 则称此矩阵为行阶梯阵. 
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下面的矩阵都是行阶梯阵:



行最简阵:  若矩阵为行阶梯阵,  且每行中第一个非
零元为 1,  又这个 1 所在列中其它的元素都为 0, 则
称此矩阵为行最简阵(行初等变换不能再简化了). 

下面的矩阵都是行最简阵:
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【解】
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【证明】 本命题的证明就是例11一般化,   类似与行
列式可上三角化的证明.



§3.2  矩阵的秩与等价标准形
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【定义1】

一个 阶子式

例如,  矩阵
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【解】 (1) 矩阵 A 有一个非零的 3 阶子式,  没有 4 
阶子式,  从而 A 的秩为 3.

(2) 矩阵 B 有(3个)非零 3 阶子式,  所有的 4 阶子
式都为 0,  从而 B 的秩也为 3.

如何有效地求一个(大型)矩【问题】 阵的秩?



 ..    初等变换不改变矩【定理3 1 阵的秩】

【证明】 我们仅对矩阵的行初等变换进行证明, 对

(1)  设对换矩阵 A 的两行得到矩阵 B. 

(2)  设矩阵 A 的某一行乘非零数 k 得到矩阵 B. 

列初等变换同理可证.
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【推论】 等价的矩阵有相同的秩. 

【解】 (i)
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行初等变换

例如(第一节的例11),

【证明】

A B.行初等变换



【证明】
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对命题3.2中的矩阵再用列初等变换即可. 



例如,
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【证明】 ( ) 这就是定理 3.1 的推论. 
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, .

0 0 0 0
r rE E

A B
   

    
   

于是

0 0
, ,

0 0 0 0
r rE E

A B
   

    
   

从而

.A B









§3.3  线性方程组可解性判别定理



【评注】 r( ) r ( )A A 的含义是:

1 2 , , , nA b b b在 的最右边增加一列 后秩没有增加.



【证明】 , r ( ) ,A r由前面的命题3.2 若 则

A行初等变换
列对换

1, 1 1

, 1

1 0

0 1
,

0 0 0 0

0 0 0 0

r n

r r rn

m n

d d

d d







 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

     

 

 

     

 

因而



A n行初等变换
前 列的对换



1, 1 1 1

, 1

1

1 0

0 1

0 0 0 0 .
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

r n

r r rn r

r

d d d

d d d

d D







 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
  

 

      

 

 

 

      

  ( 1)m n 



不妨设原方程组同解转化为方程组:

1 1 1, 1 1 1

, 1 1

10

r r n n

r r r r r rn n

r

x d d x d x

x d d x d x

d

 

 



   




   









(a) 



1 1 1, 1 1 1

, 1 1

10

r r n n

r r r r r rn n

r

x d d x d x

x d d x d x
d

 

 



   

    






(a) 

这时:
方程组(a)有解 1 0rd  

 r ( ) r ( ) r ( );r AA D   

(2) r ( ) r ( ) ,A nA  若 则方程组(a)有唯一一组解: 

1 1 , , ;n nx d x d 
r ( ) r ( ) ,A r nA   当 时 在方程组(a)中, 

1 , , ,r nx x n r  为 个自由未知数

方程组有无穷多组解. 

(3) 

(1)



【解】 此方程组的增广阵 


1 1 1

1 1 1

1 1 1

A







 
 

  
 
 

2

1 1 1

0 1 1 0

0 1 1 1



 

  

 
 

   
    

行初等变换



1 1 1
0 1 1 0  ;
0 0 (1 )( 2) 1


 

  

 
    

    

行初等变换

由此可得出:

(2)

2 , r ( ) 2, r ( ) 3;A A    当 时

方程组无解:

1, 2 , r ( ) r ( ) 3;A A     当 且 时

(1) 方程组有唯一一组解: 

1 , r ( ) r ( ) 1 3.A A    当 时

方程组有无穷多组解:(3) 



【解】 此方程组的增广阵 





1 1 1 1 0
0 1 2 2 1
0 1 3 2
3 2 1 1
1 2 3 3 1

a bA
a

 
 
 

   
  
  

行初等变换

1 1 1 1 0
0 1 2 2 1
0 1 3 2
0 1 2 3 1
0 1 2 2 1

a b
a

 
 
 

  
     
  



行初等变换

1 1 1 1 0
0 1 2 2 1
0 1 3 2
0 1 2 3 1
0 1 2 2 1

a b
a

 
 
 

  
     
  

1 1 1 1 0
0 1 2 2 1

.0 0 5 4 1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

a b
a

 
 
 

   
  
  



1 1 1 1 0

0 1 2 2 1

0 0 5 4 1

0 0 0 1 0

0 0 0 0 0

a b

a

 
 
 
    
 
 
  

(1) ,1a 当 时

1 2 3 4
( 3) ( 1) ( 1)

4 2 4, , , ;b b bx x x c x c        

1
4
1
2
1
4

1 0 0 0 ( 3)

0 1 0 0 ( 1)

:0 0 1 1 ( 1)

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

b

b

b

  
 

 
    
 
 
  

行

,方程组有无穷多组解 通解：

A行初等变换





1 1 1 1 0
0 1 2 2 1
0 0 5 4 1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

a bA
a

 
 
     

 
  

行初等变换

(2) 5 , ;1,a a 当 时 有唯一一组解

(3) , ;5, 1a b 当 时 无解

(4) 1 , ,5,a b 当 时 有无穷多组解 通解：

1 2 3 41 , 1 2 , , 0.x c x c x c x      

,1a 当 时



1 1 1 0 0
0 1 2 0 1
0 0 5 0 1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

a bA

 
 
    
 
  

行初等变换
:



【证明】 ;方程组(b)有非零解就是有解且不唯一

r ( ) .A n (由定理4)方程组(b)有非零解

r ( ) r ( )A A对于齐次线性方程组



【证明】 , , r ( ) .m n A m n 因为 当 时 �

【证明】 , , r ( ) | | 0.m n A n A   因为 当 时

由上面齐次线性方程组有非零解的一般判别定理, 
我们可以得到两个特殊结论:

注:  在第二章中, 我们用克莱默法则证明过此结论.



【解】 此方程组作为齐次线性方程组, 系数行列式 

2 1 1 4 1 1
1 2 1 4 2 1
1 1 2 4 1 2

 
  

  

     
      
     

2( 1) ( 4);   



因而此方程组有非零解的充要条件是 
1 4.  或

(1) 1 2 31 , 0,x x x    当 时 方程组为 其通解为

1 1 2

2 1

3 2

;
x c c
x c
x c

  
 
 

(2) 4 , 当 时 方程组系数阵 

2 1 1 1 0 1
1 2 1 0 1 1 ,
1 1 2 0 0 0

    
        

      

行初等变换

1 2, , 0, .c c此时 只要 不全为 此解就是非零解



1 3

2 3

0
;

0
x x
x x
 

  

1

2

3

,
x c
x c
x c


 
 

此方程组化为

其通解为

, 0, .c 此时 只要 此解就是非零解



3.4矩阵的秩与行最简形相关
MATLAB应用



一、矩阵输入及特殊矩阵 

逗号，空格 列分隔符

分号
行分隔符

或者在表达式后不显示结果

eye(3) 构造3阶单位阵

ones(2,3) 构造2x3阶元素全为1的矩阵

zeros(2,3) 构造2x3阶零矩阵

rand(2,3) 构造2x3阶随机矩阵

round(rand(2,3)*10) 构造元素为0-10的2x3阶
随机矩阵

rot90(vander([3,4,5,6])) 构造3,4,5,6的范德蒙矩阵



二、矩阵的运算 

A’ 矩阵A的转置

det(A) 方阵A的行列式

rank(A) 矩阵A的秩

rref(B)          化矩阵B为行最简型



例1  利用初等变换求线性方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 1
3 4 2 3 2

5 4 3
2 7 6 4

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

   
    
     
    



>> A=rand(3,3)

>> B=round(rand(3,3)*100)

>> det(A)

>> det(B)

例2   生成元素为 0 到 1 间的随机矩阵             生成元素

为 0 到 100 并且元素全是随机整数的矩阵

3 3A  ，

3 3 .B 

(2) 求出矩阵A的秩.

>>rank(A) 

(1) 求出矩阵 A 与 B 的行列式. 



( ) ( ) 1
, ,

: .r B A
A m n A B

r



设 为 矩阵 删去 的一行(列)得到矩阵

求证 �

( )= ( ) ( )=( ) ( 1 )) ( 1.r B r A rB r B r Ar A  等同于 或�
:首先应注意

,此时(1)

( ) 0 .r A r 不妨令

0:B r矩阵 中仍然有一个 阶子式不为

( ) ( );r B r r A 

(2) :B r矩阵 中没有非零的 阶子式

( ) 1 ( ) 1;r B r r A  �

习题课三



从而

11 1

1

0 :
n

r rr

A
k k

k k
r


  


再令 为 的非零 阶子式

, 1
0

r r 由行列式展开定理 这个 阶行列式一定有一个

阶子式不为 .

( ) 1 1.( )r B r r A   

,
;

r
B

此时 一定是这个 阶行列式对应的矩阵被删去一行

后为 的一部分

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2
 2.  3 4 .

2 3 5

x x x x
x x x x

x x x x

    
    
     

求线性方程组 的通解



解 增广矩阵为





















53211
43111
21111

~A




















32100
64200
21111


















00000
32100
11011









32

1

43

421

xx
xxx

;
     23

1
 

43

421









xx

xxx

1 1 2

2 1
1 2

3 2

4 2

1

 ( , ).3 2

x k k
x k k kx k
x k

  
 
  



通解为 其中 为任意常数



1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 5 0
3 2 0

  .
3 7 8

3. 
0

4 9 0

x x x
x x x

x x x
x x x

  
   
   
   

求线性方程组 的通解

解 齐次方程组的系数阵

1 2 5
0 1 7
0 1 7
0 2 14

 
   
  

1 2 5
1 3 2
3 7 8
1 4 9

 
 

 
  

1 0 19
0 1 7
0 0 0
0 0 0

 
   

  

;7
19 

32

31








 xx
xx

1

2

3

19
7 ( ).

x k
x k k
x k

 
 
 

通解为 为任意常数



对方程组的增广矩阵作初等变换: 

1 1 1 1 1 1
3 2 1 1 3
0 1 2 2 6 3
5 4 3 3 1

c

d

 
 
 
 
  

解

4. 当 c,  d 取何值时,  线性方程组有解？试求其解.















dxxxxx
xxxx

cxxxxx
xxxxx

54321

5432

54321

54321

3345
3622

323
1

1 1 1 1 1 1
0 1 2 2 6 3
0 1 2 2 6 3
0 1 2 2 6 5

c

d

 
     

  
 
      



由此可知,  当 c = 0,  d = 2 时,  方程组有无穷多解,  通解

. ,, 321 为任意常数其中 ccc

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1

4 2

5 3

2 5
3 2 2 6

x c c c
x c c c
x c
x c
x c

    
    



 
 

1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0
0 1 2 2 6 3
0 0 0 0 0 2

c

d

 
 

  
 
  

1 1 1 1 1 1
0 1 2 2 6 3

.
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 2

c
d

 
 

  
 
  



0 1 2 3

0 1 2 3

0 1 2 3

2 3

2 3

2 3

2
1 2 3

3
0

1
1
1

0,
0,
0,

1 0.

a aa a a a
a a a a
a a a a

a
b b b
c c c

ad a da da

     
     
     

    

0 1 2 3,  ,  ,  :a a a a视其为未知数 的齐次线性方程组

,D其系数行列式 为范德蒙行列式

0 1 2 3 0;a a a a   :此齐次方程仅有零解

3 0 .a 这同 矛盾

,  ,  ,  ,a b c d假设此多项式有四个不同的根 则

0;D 


