
第二章    空间解析几何

本章主要内容:
空间直角坐标系

平面方程

向量及其坐标

向量的数量积与向量积

空间直线方程

曲面及其方程

空间曲线及其方程

利用MATLAB绘制空间几何图形



§2.1  空间直角坐标系

空间直角坐标系

本节主要内容：

空间点的坐标

空间两点间的距离
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z

1. 空间直角坐标系

(1) 在空间中取一定点 O 做原点;


O

(2) 过原点作三条两两互        
       相垂直且成右手系的

       数轴:

 Ox  Oy  Oz
1


1

 1

拇指方向

  食指方向

中指方向
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【卦限】空间直角坐标系共有八个卦限.

【坐标平面】xOy,  yOz,  zOx 面
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2. 空间点的坐标

x

y

z

O

; )0 ,0 ,( xP点的坐标为


x

P

; )0 , ,0( yQ点的坐标为

 y
Q

; ) ,0 ,0( zR点的坐标为; )0 , ,( yxA点的坐标为

),,( zyxM

. ) , ,( zyxM点的坐标为

)0,,( yxA


R 
z
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3. 空间两点间的距离

2 2 2
1 2 2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )M M x x y y z z     

22
1 2

2( )PN M P NM 

1 1 1 1 2 2 2 2( , , ), ( , , ) :M x y z M x y z设 为空间两点

1 2 1Rt Rt ,M NM M PN 在 和 中 有

2 2 2
2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ;x x y y z z     
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2 2 2
1 {( , , ) | 0} :S x y z x y z   

2 {( , , ) | 0} :S x y z x y  

3 {( , , ) | } :S x y z x y z  

4 {( , , ) | 0} :S x y z x 
;  yOz坐标面

; )0,0,0( O原点

 ;   z 坐标轴

  与三个坐标轴夹角都相等的直线；

2 2 2
5 {( , , ) | 1} :S x y z x y z   

, 1 ;单位球面(以原点为心 半径为 的球面)

指出下例空间点集所代表的几【特例】 何图形:



2 2
6 {( , , ) | 1}:S x y z x y  

;xOy面内的单位圆上下无限移动产生的圆柱面

2 2 2
8 {( , , ) | 1,  1}:S x y z x y z x y z      

(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)
;

过三点 的平面与单位球面的

交线

9 {( , , ) | cos , sin , ( 0)} :S x y z x y z       �
2 2(1,0,0) , 1 ;x y 从 出发 沿柱面 等速上升的螺旋线

7 {( , , ) | 1}:S x y z x y z   
; )1,0,0( ),0,1,0( ),0,0,1( 的平面过三点

2 2 2
10 {( , , ) | 1 4} :S x y z x y z  � �

,  1 2以原点为心 半径为 和 的两个球面所夹的壳体.



x

y

z

O
1

1

1



§2.2  空间向量及其线性运算

本节主要内容： 
空间向量

向量的坐标化

数乘向量

向量的加法和减法

向量的标准分解

向量的方向角与方向余弦



1. 空间向量

B

A

a



2. 向量的坐标化(向量的另一种表示方法) 

1 2 3( , , )A a a a
1 2 3( , , )B b b b

x

y

z

(0,0,0)O

1 2 3( , , )C c c ca

1 2 3{ , , }.BC a a a


a

.
a BC设 为空间直角坐标系中的一个

量

【向量的坐标】

向



,a O将 自由平移使其起点与原点 重合 终点为


1 2 3( , , ) ;A a a a

1 2 3, , ,a a a a有序数组 称为向量 的坐标 记为




1 2 3( , , )A a a a
1 2 3( , , )B b b b

x

y

z

(0,0,0)O

1 2 3( , , )C c c ca

a

【公式1】

1 2 3 1 1 2 2 3 3

,
                ( , , ) ( , , );

BC OA C
c c c a b a b a b   

由于线段 平行平移与 重合 因而点 的坐标

1 2 3 1 1 2 2 3 3        { , , } { , , }.BC a a a c b c b c b    
从而

1 1 2 2 3 3    { , , }.BC c b c b c b   
在前面的条件下



1 2 3( , , )A a a a
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D

C

B

E

FG

(1,  1,  1),E 

(0,  0,  1);G 

(1,  1,  0),B 
(0,  1,  0),C 
(1,  0,  1),D 

{1,  1,  1},OE 


 {1 0,  1 0, 0 1}
     {1,  1,  1},
GB    

 



{0 1,  1 0,  0 1}
      { 1,  1,  1}.
DC    

  



【解】



3. 数乘向量(用一个数和一个向量构造新的向量) 



1 2 3 1 2 3 { ,  ,  },   { ,  ,  }.a a a a b a a a   


令

2 2 2
1 2 3| | ( ) ( ) ( ) | | | | = | | ;b a a a a a        

  

1 2 3 1 2 3(0,0,0),   ( , , ),  ( , , )O A a a a B a a a  

通过检验

三点之间的距离知此三点共线;

 0 ,  ,   ,     ;A B O a b 


当 时 在原点 的同一侧 即 与 同向

 0 ,  ,   ,     ;A B O a b 


当 时 在原点 的两侧 即 与 反向

 0 ,   3 . 当 时 公式 平凡

1 2 3 1 2 3{ , , } { , , }.a a a a a a   【公式3】

【证明】



4. 向量的加法和减法

O

A

B

C

ba
 

ba
 



1 2 3( , , )A a a a

x

y

z

(0,0,0)O

1 2 3( , , )C c c ca

a
b
 ba

 Bbbb ),,( 321

a b OC 


1 2 3{ , , }c c c

1 1 2 2 3 3{ , , };a b a b a b   

)( baba
  1 1 2 2 3 3{ , , }.a b a b a b   

1 2 3{ , , }b b b b    


【证明】



通过向量的坐标化, 很容易证明下列向量线性运算
的性质. 



5. 向量的标准分解 

x
y

z

O

【向量的标准分解】

1 2 3

1 2 3

   { , , } 
{ , 0, 0} {0, , 0} {0, 0, }
a a a
a a a  

1 2 3{1, 0, 0} {0, 1, 0} {0, 0, 1} a a a  

1 2 3 .a i a j a k  
  

1 2 3 1 2 3{ , , }a a a a i a j a k  
  



6. 向量的方向角与方向余弦 

a
b


x
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z

O
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【解】

A B

CD

a

b


M
ba
 

ba
 

 
MB MD 

1
2 ( );a b 



1
2 ( ).a b 



 
MC MA 

, , ,  0,  

, , .

a b c a b c

a b c

  若 为单位向量 且 求

之间的夹

【思 】

角

考题
     

 



§2.3  向量的数量积和向量积

本节主要内容： 
两个向量的数量积

两个向量的向量积 



1. 两个向量的数量积

1 1 2| | | |W F M M 


1 2( | | cos ) | |F M M 


1 2| | | | cosF M M   


1M

F


2M

1F


2F




0 90 , Prj | | ;b a OP  


若 则� �

0;a b a b   
  

(2)

| | ;a a a 
  

(3)

, (0 ),
 

                         | | |  os c
.

| 

a b

a b
aa b b





 






 




设 两个向量的夹角为

则称实

【定义1

数

为向

】

量 与 的数量积

� �

90 180 , Prj | | .b a OP    


若 则� �

a

b
O

A

B

b a
 

P
;a b b a  (1) (交换律)

  
【评注】

0 | | cos
                                                                  

j
 ;

P
 

r b a b aa a b 
  (4) 实数 称向量 在向量 上

的投影



由余弦定理,
2 2 2 2 cos :AB OA OB OA OB      
2 2 2| | | | | | | | |2 | cosb a a b a b      

  

2 2| | | | 2 ,aa b b    


2 2 21
2

( | | | | | | )a b b aa b    
   

2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

1
2 {( ) ( )a a a b b b     

2 2 2
1 1 2 2 3 3[( ) ( ) ( ) ]}b a b a b a     

1 1 2 2 3 3 .a b a b a b  

a

b
O

A

B

b a
 



1 2 3

1 2 3

1 1 2 2 3 3

, { , , },
{ , , }, ,

          .a b a b a b a

a a a a
b b b b a b

b



 











 在空间直角坐标系中 若

则

【定

的数量积

理2.1】

【证明】

(改向量形式)



由上述定理,  通过直接、简单的代数验算,  很轻松地
得到下列有关数量积的性质.

【向量内积的性质】

( ) ;a b c a c b c     (1) (数量积对加法的分配律)
     

( ) ( ) ( ).a b a b a b      (2)
    

1 2 3{ , , },a a a a


令 },,,{ 321 bbbb 


1 2 3{ , , } :c c c c


cba   )( },,{},,{ 321332211 cccbababa 

333222111 )()()( cbacbacba 
)()()( 333322221111 cbcacbcacbca 

)()( 332211332211 cbcbcbcacaca 
a c b c   

  



【解】
, arccos

| | | |
a ba b

a b
  



 

},0,1,1{ MAa

};1,0,1{ MBb


arccos
| | | |

a bAMB
a b

 





1arccos
2 2




1
2arccos 60  

a

b


M

B

A



2. 两个向量的向量积(由两个向量构造一个新向量) 

a

b


O

B

Ac

c



1 2 3

1 2 3

1 1 1
:a a a

b b b
观察行列式

其第一行的代数余子式所构成的向量

2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 23 111 12 1 { ,  , }{ , , } a b a b a b a b a bA bA A a   

,  .a b


同时垂直于

11 12 13 0, , :A A A  此时 若 则容易推出

1 2 3 1 2 3, , , , ,a a a b b b a b


与 对应成比例(从而 共线)

2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1

,  ,
              { ,  ,  }

.
c a b a b a b a b a b a b

   
总之 当 取遍一切实数时

为所求的一切向量

【试解】



0;a a (1)
 

// 0;a b a b  (3)
  

,i j k 
  

(4)

,j k i 
  

.
  
k i j 

( );a b b a   (2)
  

a

b


O

B

A

a b


拇指

食指

中指【评注】



2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1{ ,   ,   }.a b a b a b a b a b a b a b    


【记忆方式】

1 2 3 1 2 3{ , , } { , , }a a a b b b

2 3 1 3 1 2

2 3 1 3 1 2
{ ,   ,   }a a a a a a

b b b b b b 

2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1{ ,   ,   }a b a b a b a b a b a b   

1 2 3

1 2 3

= a a a
b

k

b

j

b

i



【证明】

2 2 2 2 2
2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1| | [( ) ( ) ( ) ];a b a b a b a b a b a b a b      



另一方面, 由向量积长度的定义:
2 2 2 2| | | | | | sin  a b a b  

   2 2 2 2 2| | | | | | | | cos  a b a b  
  

2 2 2| | | | ( )a b a b  
  

2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( )a a a b b b a b a b a b        

2 2 2
2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1( ) ( ) ( ) ,a b a b a b a b a b a b     

2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1{ ,  ,  };a b a b a b a b a b a b a b    


2 1,  .1

{1,0,0},  {0,1,0}, {0,0,1}, .1i j i j k     再由 知
    

, 由前面的讨论知 存在实数 使得



2 4 1 4 1 2
{ , , }

0 2 1 2 1 0
a b

     
  

 



【解】

1
2 | |S a b 

 1
2 16 36 4 14   

{ 1, 2, 4},a CA    


{1, 0, 2};b CB  


{4, 6, 2}; 

a

b


C A

B



由上述定理,  通过直接、简单的代数验算,  很轻松地
得到下列有关向量积的性质.

【向量积的性质】

;( )a b c a c b c      (向量积对加法的分配律)(1)
     

( ) ( ) ( ).a b a b a b      (2)
    

【练习题】 验证(1).



【证明】

【思考题】 用数量积证明三角形的三条高交于一点. 

( ) 0,    ( ) 0,a b c b c a     
    

,0 cbca 
  ,0)()(  acbcba 

,0)(  bac


ABOC 

  ,BC b c 
  ;AB a b 

A

B C

O

  ?  ABOC 

  ,CA c a 

如图, 设

则

从而



§2.4  平面及其方程

平面的一般方程

平面的点法式方程

平面的截距式方程

两平面特殊的位置关系

两平面的夹角

点到平面的距离



O

z

yx

【法向量】垂直于平面的非零向量.

,
 { , , };n A B C




如图 平面 的法向量:

0 0 0 0( , , ) : M x y z 

1. 平面的点法式方程

( , , )M x y z 

0 0 0 ( ) ( 0 ) ( )A x x B y y C z z     即

平面的点
法式方程

【求平面方程的方法】(记住!):



【解】

取

平面方程为

化简得

A
B

C

{ 3, 4, 6},AB   


{ 2, 3, 1};AC   




},1,1,1{1 n };12,2,3{2 n

取法向量

化简得

平面方程为

【解】



2. 平面的一般方程

由平面的点法式方程

0 0 0( ) ( ) ( ) 0A x x B y y C z z     

0 0 0( ) 0Ax By Cz Ax By Cz      

平面一
般方程

法向量为

几种特殊情况：

0 :  ;D (1) 平面过原点

0 :  ;A x(2) 平面平行于 轴

0, 0 :  ;A D x (3) 平面过 轴

0, 0 :  .A B xOy (4) 平面平行于 平面



2 0;x y z  (1) 2 0;x z (2)

3 1;x y (3) 1.y (4)

【解】 (2)  过 y 轴;
(3)  平行z 轴; (4)  平行 zOx 平面.
(1) 过原点;

{0, , };n B C平面的法向


【解】

由条件知

0 :By Cz 平面为

平面方程为

{0, , } {1, 1, 2},B C  



3. 平面的截距式方程

0,  1

              ( , 0, 0), (0, , 0), (0, 0, )
.

y zxabc a cb
A a B b C c

   若 则平面方程 过

三点

x

y

z

)0,0,(aA
)0,,0( bB

),0,0( cC

O









取法向量

化简得

平面方程为

【解】

M

N



4. 两平面特殊的位置关系

.
2

1

2

1

2

1

C
C

B
B

A
A



1 2 1 2 1 2 0;A A B B C C   

1 2// 

【例6】 讨论以下各组里两平面的位置关系:
2 1 0, 4 2 2 1 0;x y z x y z       (1)

2 1 0, 3 2 0.x y z x y z       (2)

【解】(1) 1 2
2 1 1
4 2 2 // ; 

   (不重合)

(2) 1 22 1 ( 1) 3 ( 1) ( 1) 0            

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

0
,

0
A x B y C z D
A x B y C z D




   


   

：
设有两个平面 则

：

(2)

(1) 1 2 



1 1 1 1{ , , },n A B C


2 2 2 2{ , , },n A B C


则这两个平面的夹角

5. 两平面的夹角

【约定】 两个平面的法线(不是法向)的夹角(锐角)

称为两个平面的夹角.

若两个平面的法向为

1 2

1 2

| |arccos
| | | |

n n
n n

 

 

 

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

| |arccos A A B B C C
A B C A B C

 


    



6. 点到平面的距离

0 0 0 0

0 0 0
2 2 2

( , ,
|

0
|

)

.

P x y z Ax By Cz
Ax By Cz Dd

A B C

D  
 





 

点 到平面

的距离为  

【公式】

0 0 0

2 2 2

| |Ax By Cz D

A B C

  


 

0 ( , , ):P P x y z在平面上的垂直投影点为

0 0 0

2 2 2

| ( ) ( ) ( )|A x x B y y C z z
A B C

    


 

( )Ax By Cz D   

0| |d P P


【证明】

P
d

0 0| | | |P P n PP n  
  

0| |
| |

P P n
n




 




2.5  空间直线及其方程

直线的一般方程

直线的参数式与点向式方程

直线与直线、直线与平面的位置关系

直线与平面的夹角及位置关系

平面束方程



L设直线 的方向向量:

( , , )M x y z L

0

0

0

  ( )
x x lt
y y mt t
z z nt

       
  

直线的参
数式方程

【直线的方向向量】

平行于直线的一非零向量.

1. 直线的参数式与点向式方程

0 0 0 0( , , ) :M x y z L x
y

z

O

0 //M M d
 

0  (| | )M M td t   
 



0

0

0

 ( | | )
x x lt
y y mt t
z z nt

     
 

由 得到

x
y

z

O
直线的点向式(对称式)方程

【评注】



【解】 直线方程:

1

2
L

【解】 L取 的方向向量

1 2d n n 
   2 1 1 1 1 2{ , , }1 1 2 1 2 1

     

直线 L 方程为

{ 3, 1, 5};   

{2, 0, 2},d AB  取




【解】 A 过点 且垂直 的直线的参数式方程为

1
2 ;
3 2

x t
y t
z t

   
 

代入平面 的方程中得

,01)23(2)2(1  ttt
;1t

;1    ,3   ,0                 
  1




zyx
t 代回直线的方程得到将

 (0, 3, 1).A即



z

x
O y

空间直线  L  可看成两平面的交线:

其中 L 的方向向量

2. 直线的一般方程

1
2

直
线 
的
一
般
方
程



【解】

在直线上令 ,0z ,
042

01








yx
yx

得

5 2, ;3 3x y   

L的方程:



【两直线的夹角】 方向向量的夹角(锐角).

【两直线的特殊位置关系判定】

3. 直线与直线、直线与平面的位置关系



0 0 0 : ,x x y y z zL m nl
  

 若

: 0,Ax By Cz D    

4. 直线与平面的夹角及位置关系

（

则

【直线与平面的特殊位置关系判定】



5. 平面束方程

1 2 1 2 1 2 1 2{ , , },n n n A A B B C C         
  

1 2 0

1 2 0

1 2 0

  ( )( )
( )( )
( )( ) 0

A A x x
B B y y
C C z z





 
  
   

    . 化简为上述的方程

1
2


),,( 0000 zyxP

2, .n n

【 无论 取何

值 都

意

不等于

注 】 



L过 的平面束方程为

.01)1()1()1(   zyx即

  在平面束方程中找一个与 垂直的平面 ：



 

,01)1(1)1(1)1(   ;1

01:  zy

所以投影直线



L的方向向量

},1,1,0){2(}2,2,0{ 

1 1 1 1 1 1{ ,  }1 1 1 1 1 1

d ,     

1 1 0 1 0 1{ ,  } {0,1, 1};1 1 1 1 1 1n ,     


;)0,1,0( L

,0)0)(1()1(1)0(0  zyx
01  zy



  d


}1,1,1{

 平面 的方程:



§2.6  空间曲面及其方程

柱面
球面

旋转曲面
椭圆抛物面

椭球面

双曲抛物面(马鞍面)

单叶双曲面

双叶双曲面



2 2 2 2 .x y z Rz  求球面 的球心【 1】 及半径例

【解】 2 2 2 2( ) ;x y z R R   

.),,0,0( RR 半径为球心为

1. 球面

0 0 0 0( , , ) ,M x y z R以 为心

为半径的球面的方程

:球面的一般方程为



平行于定直线并沿定曲线 C 
移动的直线 L 所形成的曲面
称为柱面.

这条定曲线 C 叫柱面的准线,  
动直线 L 叫柱面的母线.

L

C

【母线平行于 z 轴的柱面方程】

0),( yxF

2. 柱面

( , ) 0

,
( , ) 0 .

z F x y
Oxyz

z
xOy

F x y





母线平行于

的柱面

缺少 的方程

在空间直角坐标系

中一般为 轴

在 坐标面内

为准线

z

x

y
O



z

x

y
O

z

x

y
O

(2) 抛物柱面(1) 圆柱面

a



以一条平面曲线绕其平面上的一条直线旋转一周
所成的曲面称为旋转曲面. 这条定直线叫旋转曲
面的轴．

3. 旋转曲面



),,0( 11 zyM
M
d

2 2
1| | ,  y x y 

【旋转曲面方程的形式】

, ( , ) 0Oxyz yOz F y z z在 坐标系内 平面内的曲线 绕

轴一周所成旋转曲面的方程为

【说明】

, ( , , ) ,M x y z如图 在旋转面上

1 1

( , , )
(0, , ) ,

M x y z yOz
M y z

由 平面内的

点 旋转得到

2 2
1 ,y x y  

z

x

y
O



z

x

y
O



z

x

y

O

2ayz 



0, 0 :p q 特点( )

,p q( 同号)方程为

( 0)z h h (2) 平面 与此曲面的

4. 椭圆抛物面

,
      ;

xOy
xOy

(1) 曲面在 平面上方 在原点

与 平面相切

截痕为



2 21
2 ( )pz x y 



方程为

, , .a b c 分别称为椭球的半轴

x

y

z

5. 椭球面

特点：



:)0,0(  qp特点

方程 )0( pq

6. 双曲抛物面(马鞍面)

 ( 0)
       

z h h (1) 平面 截曲面为

双曲线(左右开口)

 ( 0)
      
      

z h h (3) 平面

截曲面为双曲线

(前后开口)

 ,   x h y h (4) 平面 截曲面为抛物线

 0 
      

z (2) 平面 截曲面

两条相交直线



方程

 x

yO

z

7. 单叶双曲面



方程

x

yO

z

8. 双叶双曲面



 , (1,0,0), (0,1,1)
?

Oxyz A B
z
在 坐标系中 过 两点

的直线绕 轴一周所成曲面的方程

【思考题

是什么

】



§2.7  空间曲线及其方程

空间曲线的参数方程

空间曲线的一般方程

空间曲线在坐标面上的投影



空间曲线 C  可看作空间两曲面的交线

【例1】下列方程组表示怎样的曲线？

2 2

2 21 1
2 4

1
( )
z x y
x y

   


  

【解】 221 yxz  是上半球面,

4
122

2
1)(  yx 是圆柱面,

曲线如图.

1. 空间曲线的一般方程



【空间曲线 C 的参数方程】

【例2】
2 2 1 :  .6

x yC x y z
  
   

将曲线 化为参数方程

],2  ,0[  ,sin ,cos  ttytx设

. sincos6  ttz 则

曲线 C 的参数方程为

cos
sin (0 2 ).
6 cos sin

x t
y t t
z t t


 

   
� �

2. 空间曲线的参数方程



cos
sin  ( )

x a t
y a t t
z t

     
 

【例3】 圆柱螺线 

x
y

z

O



0),,( zyxF

0),,( zyxG

由空间曲线 C 的方程             消去  z 后得到







0),,(
0),,(

zyxG
zyxF

(母线平行 z 轴的柱面).

3. 空间曲线在坐标面上的投影

x
O

z

y

平面的投影曲线为

坐标在空间曲线 xOyC



【解】

;4
322  yx

在 xOy 面上的投影为









0
4
322

z
yx

【例4】 求曲线








2
1

222 1
z

zyx
在 xOy 面上的投影.

得消去

由方程

  

 
1

 
2
1

222

z
z

zyx











【解】半球面和锥面的交线为

.122  yxz 得投影柱面消去

:面上的投影为在交线 xOyC








.0
,122

z
yx





2.8利用MATLAB绘制
空间几何图形



一 、 二 维 常 见 图 形 绘 制

plot(x,y) 描点 x,y 绘制曲线

ezplot(‘f(x)’) 简单绘制 f(x) 的曲线



一 、 二 维 常 见 图 形 绘 制

% 以X向量为横坐标，Y向量纵坐标绘图 

% 给X轴，Y轴添加标题

% 给图添加标题

% 开启图像网格

Plot 描点作图

例1. 绘制                 的图像.sin ( [0,2 ])y x x  



一 、 二 维 常 见 图 形 绘 制

例2.   绘制                                 的图像.sin ( [0,2 ])y x x  



•  

 

一 、 二 维 常 见 图 形 绘 制



二 、 三 维 常 见 图 形 绘 制

meshgrid(x,y) 以x,y为基准，产生x-y平面坐标值

mesh(x,y,z) 绘制三维x,y,z网线图

ezmesh(‘f(x,y)’) 简单绘制三维图形

surf(x,y,z) 带阴影绘制x,y,z网线图

ezsurf(‘f(x,y)’) 带阴影简单绘制三维图形



>> [x,y]=meshgrid(-8:.4:8);

>> c=sqrt(x.^2+y.^2)+eps;                 

>> z=sin(c)./c;

>> mesh(x,y,z)

>> axis square

例3  绘制墨西哥帽子图形 
2 2

2 2

sin
.

x y
z

x y






>> ezmesh(‘sin(sqrt(x^2+y^2))/sqrt(x^2+y^2)')

二 、 三 维 常 见 图 形 绘 制



>> ezmesh('x^2/2+y^2/4') >> ezsurf('x^2/2+y^2/4')

例4    绘制椭圆抛物面
2 2

+ .
9 4
x yz 

二 、 三 维 常 见 图 形 绘 制



>> ezmesh('X+Y-1')

例5   绘制平面 1.x y z  

二 、 三 维 常 见 图 形 绘 制



解 (1)

Δ
(4,0,0), (0,2,0), (0,0,2.

,
1 ),A B C

ABC
给定三点 对于三角

形 求

BA BC
 

(1) 向量 在 上的投影.

ΔABC(2) 的面积.

BC AD(3) 上高 的长度.

C CE(4) 过 的中线 的长度.

A

CB D

{4, 2,0},BA  


{0, 2,2},BC  


PrjBC BA
 1 ( ) 2.

| |
BC BA

BC
  

 


习题课二



ΔABC(2) 的面积.

{4, 2,0} {0, 2,2}BA BC    
 

{ 4, 8, 8};   

Δ
1
2 | | 6.ABCS BA BC  
 

BC AD(3) 上高 的长度.

1
2 | | | | 6BC AD 
 

| | 2 2BC 






| | 3 2.AD 


A

CB D

E

C CE(4) 过 的中线 的长度.

(2,1,0);E点的坐标为

2 2 2| | (2 0) (1 0) (0 2) 3.CE       




2.

  , ;a b a b   (1) 求
  

  , .a b a b (2) 求以 为邻边的平行四边形的面积
  

解 (1)
3| | | | cos , ,2a b a b a b     

    

( ) ( ) 2,a b a b a a b b       
      

2 2 2| | ( ) ( ) | | | | 2a b a b a b a b a b        
        

3
23 1 2 7,    

2 2 2| | | | | | 2 1,a b a b a b     
    



(2)

( ) ( )a b a b a a b b b a a b          
         

2( );b a 
 

|( ) ( )| 2 | |a b a b b a     
   

2 | | | | sin 3.6a b     


2cos , ,
7

a b a b    
  

2, arccos .
7

a b a b      
  

|( ) ( )| | | | | sina b a b a b a b        
      

4
77 1 1 3.    

另解



3. 求下列平面方程:
(0,0,0), (1,0,1), (2,1,0).O A B(1) 过三点

1

1

(1,2,1), : 1 0
11, : 1 1 2

M x y z
yx zL

    
  

(2) 过点 与平面 垂

直 与直线 平行.

0: , .1
x zL xx y z
 

   
(3) 过直线 且平行于 轴

解 (1) (i)  用点法式:

{1, 0, 1} {2, 1, 0} { 1, 2, 1};n OA OB     
 

2 0.x y z   所求平面方程为



因为平面过原点,  故可设方程为 

0.Ax By Cz   :

(ii)   用一般方程:

将 A, B 两点的坐标代入得:








02
0

BA
CA

, 2 ;C A B A    

2 0.x y z   所求平面方程为

(0,0,0), (1,0,1), (2,1,0).O A B(1) 过三点



1

1

(1,2,1), : 1 0 ,
11: 1 1 2

M x y z
yx zL

    
  

(2) 过点 与平面 垂直

与直线 平行.

解 1 1 1{1, 1,1}, {1,1,2};n L d   


的法向 的方向向量

所求平面的法向可为

1 1 {1, 1,1} {1,1,2}n n d    
 

{ 3, 1, 2};  

3 2 3 0.x y z   

平面方程为:
3( 1) ( 2) 2( 1) 0,x y z      



直线 L 的方向向量为

0: , .1
x zL xx y z
 

   
(3) 过直线 且平行于 轴

解 (i)   用点法式:

{1,0 , 1} {1,1,1} {1, 2 ,1};d     


, ;L n d


因为所求平面过直线 所以其法向

, ;x n i


因为所求平面平行于 轴 所以其法向

{1, 2,1} {1,0,0} {0 ,1,2};n d i     
 

故所求平面的法向可取为

      

平面方程为: 0)1(2)1(  zy
012  zy



又由已知平面过  L, 故 

(ii)   用一般方程:

平面平行  x  轴,  可设平面方程为

0;By Cz D  

,n d


2 0;B C  

从而

0;B C D   

                          : : 1 : 2 :1;B C D   
由上面两式得到

平面方程为:
2 1 0.y z  



(iii)   用平面束:

设平面 的方程为

( 1) 0,x z x y z      :

{1 , , 1 }.n      


此平面的法向

, ,x n i


因为所求平面平行于 轴 所以其法向

1 0 , 1.    

平面方程为:

2 1 0.y z  



4. 求下列直线方程:

解 (1) 直线的方向向量

1 2 { 11, 17 , 13};s n n   
  

2 3 4 .
11 17 13

x y z  
 



直线方程为



{ , , }.s m n p


设直线的方向向量为 

1L L

( ) { 2, 1, 0}s OA k s     
  

(2)

4 3 2 0 2
2 0
m n p n m

m n p m
           

{1, 2, 1}.s m   


所求直线方程为 
1 2 3 .

1 2 1
x y z  

 
 

4 3 2 0;m n p   {4, 3, 2}s  


2 0;m n   



【注】 在研究有关直线及平面的一些复杂问题时,     
关键是利用向量这一工具,  通过分析图形找思路. 

5. 若已知两异面直线为

1
1 2: ,

2 0 1
x y zL  
 

 2
1 1 2: .

1 2 1
x y zL   

 


1L

2L

L
1

2

解 1 1, ;L L如图 为 和 张成的平面

求这两条直线公垂线  L  的方程.

2 2L L 为 和 张成的平面.

            { 2, 0, 1} {1, 2, 1}
            { 2, 1, 4};

L
s    
   


的方向向量



1

1            {2, 1, 4} { 2, 0, 1}
             {1, 10, 2},

n


  
 


的法向

2

2            {2, 1, 4} {1, 2, 1}
            { 9, 6, 3},

n


  
 


的法向 1L

2L

L
1

2

1 的方程为 10 2 14 0;x y z   

2 的方程为 3 2 3 0.x y z    

L的方程为

10 2 14 0
.

3 2 3 0
x y z

x y z
   

    



6. 解答下问题:

解 (1)
| 1 1 1 1 | 4 ;

3 3
d   
 

1

1
: 1;

1

x t
L y t

z t

   
  



4 ,3t  
1 1 1
3 3 3( , , )M    为所求投影点.

1, 1, 1x t y t z t      将 代入平面 的方程得到

解
(1,1,1)A

( 1,2,1)P 


  {1, 1, 1}s   
 d

| | sind PA 


| || |
| | | |

PA sPA
PA s






 
 

| |
| |

PA s
s




 
 2.



解
| | 1sin ,

3| | | |
n s

n s



 



 
  1arcsin .3 


