
第五章   向量组的线性相关性

 



§5.1 向量及其线性运算 



1. 向量及其向量的线性运算

【名词约定】



【向量的加法】
T T

1 1

T
1 1

, , , ,( ) , ( ) ,

, ,                       ( + ) ,
.

n n

n n

a a b b

a ab b

   

 

 

  

 



对于向量 与 的

为

即向量的加法是对应坐标相加

和

【数乘向量】
T

1
T

1

, ,( ) ,
, ,                           ( ) ,

.

n

n

a a k k
a ak k k

 








对于向量 和数 与 的 为

即数乘向量是这个数乘此向量的每个坐标

乘积

{向量的加法和数乘称为向量的线性运算}



2. 向量之间的线性表示

,
.,

n我们关注向从线性运算的角度 量空间 的整体性

质 即多个向量的线性运算关系



【解】 1 1 2 2 3 3

1 2 3

2 3

3

 ,

                .

x x x
x x x a

x x b
x c

     
  

  
 

令 即

1 2 3

,
                , , ;x a b x b c x c    
解此方程组 得到

1 2 3( )  ( ) .a b b c c       





1

1[ , , ] 0;n

n

x

x
 

 
   
  

 

【证明】 1 1 0n nx x    就是齐次线性方程组

r ( ) .A n而此方程有非零解的充要条件就是



【证明】 ( ) 1 2 2 :m mk k    不妨设

1 1 2 2 10 ( 1 0).m mk k k k        

( ) 1

1 1 2 2

0 , ,
              0 :

m

m m

k k
k k k     




设不全为 的 使得

1 1
1 1 2 2 1( ) ( ) ;m mk k k k       

1 0,k 若

0 ( 2),ik i若 � .i则 可由其余的向量线性表示



3. 向量组的等价



 

【示例】 ,例如

1 1 2

2 1 2

3 1 2

3 2
4 6
5 2

  
  
  

 
  
  

1 2 3 1 2
3 4 5[ , , ] [ , ] 2 6 2          





【证明】 (接命题5.2)

1 1, ,r([ ]) r([ , , ] )r s K    r

1r ([ , , ]).s � r



§5.2  向量组的线性相关性



1. 向量的线性相关性

1 2 32 ( 1) 0.     



【证明】 0 0 0.k k   要 仅当 成立只有

1 2 3

:
      =0, , , ,    

.

含有零的向量组

一定线性相关
m   



1 2 1 2

1 2 1 2

           ( , , , ), ( , , , )
, , , , , , .

n n

n n

a a a b b b
a a a b b b

  


 
 

两个向量

线性相关 与 对应

【 论】

成比例

推

【证明】 , 由上面的命题知向量 线性相关等同于

1 2 1 2, , , , , , .n na a a b b b 这等同于 与 对应成比例

.k l    或

【证明】(这就是上一节的例3)



?
如何有效地判别一组向量是线性相关的还

是线

【 题】

性无关

问

【证明】 (这就是命题5.1的逆否命题)

2. 向量线性相关性的判定



1 .n n 个 维向量一定线【 论2】 性相关推

【证明】 1 2 1, , , ,n
n     若 则

1 2 1, , , .n   上述定理知 线性相关

| | 0.A A 方阵 的行向量组【 线性无关推论1】

【证明】 n A阶方阵 的行向量组线性无关等同于

| | 0.A 这等同于

 r ( ) ;A n

1 2 1r ([ , , , ]) 1.n n n      � n

?上述定理的行向量版是【 题】 什么样的问



【解】

1

2

3

3 1 0 2
1 1 2 1
1 3 4 4

A




 
    

  

2

3

1

1 1 2 1
1 3 4 4
3 1 0 2





  
   
  



r ( ) 2A 

;向量组线性相关

2

3 2

1 2 3

1 1 2 1
0 4 6 5
0 0 0 0 2


 

  

  
    

   

1 2 32 .    

2

3 2

1 2

1 1 2 1
0 4 6 5
0 4 6 5 3


 
 

  
    

   

1 2 32 0    

2

3

1

1 1 2 1
1 3 4 4
3 1 0 2





  
   
  



1 2 3 1 2 3

1 0 1 1 0 1
[ , , ] [ , , ] 1 1 0 ,  1 1 0 0,

0 1 1 0 1 1
     

 
  
 
 

【证明 】1 由于

1 2 3 1 2 3r ([ , , ]) r ([ , , ]) 3,      

故

1 2 3, , .向量组 线性无关  



1 3 1 1 2 2 2 3 3( ) ( ) ( ) 0;k k k k k k       

1 3

1 2

2 3

0
0.
0

k k
k k
k k

 
  
  

【证明 】2



【证明】 ,由条件 存在一个 矩阵 使得s r K

1 1[, ,[ ] ;, , ]r s K    

1 1, ,[ ]r( ) r [( , , ] )r sr K     
从而

1[ , ,r( )]s �

.s�



【证明】 , , .r s s r由上述定理知 � � .r s从而



§5.3  向量组的秩



1

1 1

, , ( 1) ,
, , , , ,

.

m

m m

m 
     


 

【引理】

线性无关 不能由 线性

表示

设向量组 线性无关 则�

【证明】 ( ) 1

1

, , ,
, , , .

m

m

  
  




若 能由 线性表示 则向量

组 线性相关

( )

1

2

1

1

1

0, ,
,

, ,

                .
,

 
,
  

,
0

m

m

m

m

k k k k
k k k

  

     






若 线性相关 则存在

使得

不全为 的

0;k 这里一定有 1, , , .m  否则 能由 线性表示

1 1 10 0,m m mk k k k         !这不可能

1. 向量组的秩





【证明】 由向量组秩的定义知, 此结论成立. 

【证明】

2. 极大无关组的特征

( ) r ( ) ;r令向量组 的秩A A

1: , , .r B

.令 为 中任意向量A 1, , , , ;r  此时 线性相关

1, , , .r  由前面的引理知 可由 线性表示



( ) 1: , , .r 令 可以线性表示B A

, r ( ) .r要说明 是极大无关组 我们只要说明B A

1 1, ,1 :rr    在 中任取 个向量A

;这个向量组一定线性相关

, , 1 .r r否则 由命题5.5知 有 �

r ( ) .r由向量组秩的定义知 A



【证明】 1: , , ;r 令 是 的极大无关组l A A

1: , , .s  是 的极大无关组B B

, , ;此时 与 等价 与 等价A A B B

, .可由 示从而 线性表A B

, ,于是 由命题5.5

r ( ) r ( )r ( ) r ( ) .r s  BA A B�



3.向量组的秩与矩阵的秩的关系

11 12 1
1

22 22 2
1

1 2

1 1
1 1

        [ , , ]

      : , , , : , , ;

矩阵

产生一个行向量组和一个列向量组

【问题】

n

n
n

m
m m mn

n m
m n

a a a
a a aA

a a a


 



    

               

 


     


   R C

,
.

前面关于行向量组的理论都有列向量组版

特别是列向量

【 注】

组也有秩

评

r ( ), r ( ) , r ( ) ?A 有什么关系R C



下面的定理揭示这三个秩的关系:  它们相等.  此结
论是矩阵的最本质性质. 

r ( ) .A s先证【证明】

1 , , :s 不妨设 为行向量组 的极大无关组R

,此时 我们有



1 1

1

(iii) .0

0

s s

s

m

A

 

 






   
   
   
    
   
   
     

 

 

型行初等变换

1 1 ,m s sk k    若

( ) r r ( 1, , )i i mk i t    
,事实上 t 个行初等变换

0.A可将 的最后一行变为零向量

从而有

1

r ( ) r ( ) .

s

A s




 
   
  





首先, 我们有
Tr( ) r ( );A A

T
1: , , .n A 又 为 的行向量组C:

再由上一部分的证明知

Tr ( ) r ( ) .A t C

r ( ) :A t 的证明

,
.

【 上述定理将向量组的秩转化为矩阵的秩

而我们可以用矩阵的初等变换来求

评 】

矩阵的秩

注

最后,  我们将指出向量组的另一个重要性质. 



【证明】 .本节思考题



【解】

1 5                           [ , , ]
, :
 

我们的方法是对矩阵

进行行初等变换 将其化简至行最简形式



1 0 1 2 1
1 1 0 2 1
0 1 1 2 2
1 1 2 4 3
0 1 1 2 2

A

 
 
   
 
  

1 0 0 1 0
0 1 0 1 1

.0 0 1 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

行初等变换 B

 
 
   
 
  

1 5, , , : 由命题5.9 只需要对 回答我们的问题

1 2 3 4 5    

1 2 3 4 5    



1

2
T

3

4

5

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
1 1 1 0 0
0 1 1 0 0

B







 
 
   
 
  

1

2

3

4 1 2 3

5 2 3

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0





   
  

 
 
 
 

   
    

1 2 3 1 5, , , , ;    为 的一个极大无关组

4 1 2 3 ,      5 2 3 .   

行初等变换



:求证下列两个向量【 2】 组等价例

1 2

1 2

: (2, 0, 1, 3), (3, 2, 1, 1);
: ( 5, 6, 5, 9), (4, 4, 3, 5).
 
 

    
     

A

B

【证明】 2,由于这两个向量组的秩都是 若有

1 2 1 2r ( , , , ) 2,    

1 2 1 2, , , , ,   则 都是向量组 的极大无关组A B

.从而 与 等价A B

1 2 1 2

2 3 5 4
0 2 6 4

[ , , , ]
1 1 5 3
3 1 9 5

   

 
  

  
  
   



1 1 5 3
0 1 3 2
2 3 5 4
3 1 9 5

  
  

 
   

1 1 5 3
0 1 3 2
0 5 15 10
0 2 6 4

  
  

 
  

行初等变换

1 1 5 3
0 1 3 2

,
0 0 0 0
0 0 0 0

  
  
 
 
 

行初等变换

2 3 5 4
0 2 6 4
1 1 5 3
3 1 9 5

 
   
  
   

1 2 1 2 1 2 1 2r ( , , , ) r ([ , , , ]) 2.        



r ( ) r ( ) r ( ).A B A B 【例3】 �

【证明】

1

1

1

       [ , , ],
[ , , ],
[ , , ].

n

n

n

A
       B
A B

 
 
 




 





令

1 1 1

1 1

                 = ,  ,  

                      , , , , ,

n n n

n n

A B
     

   


  

 

的列向量组

可由向量组

线性表示.



1

1

, , r ( ) ;
, , r ( ) .

n

n

A
B

 
 




可由 个向量组线性表示

可由 个向量组线性表示

,另一方面

1, , , r ( ) r ( ) ;n A B  总之 可由 个向量组线性表示

1r ( ) r ( , , ) r ( ) r ( ).nA B A B    �

【思考题】

?
向量组的一个部分线性无关组能否扩展为极大无关

组



§5.4  线性方程组解的结构



1.  齐次方程组解的结构

1 1 2 2( )A c X c X

1 1 2 2( ) ( )c A X c A X 

【证明】

1 1 2 2( ) ( )A c X A c X 

0 0 0.  



1 2 4

2 2

3 4

4 4

2

;3

x x x
x x
x x
x x

  
    

1

2
1 2

3

4

1 2
1 0 .0 3
0 1

x
x c cx
x

     
     

      
     
     

通解为

【解】
1 1 1 1
1 1 0 2

 
  

1 1 0 2    
0 0 1 3

 
  

行 (行最简) 

1 2
1 0, :0 3
0 1

   
   
   
   
   

解向量 的特点

.
能线性表示方程组的

任何一个解

;线性无关





【评注】



【证明】 r( ) 1, 0m nA r AX  若 则 齐次线性方程�1

:组与如下的方程组同解

1 1, , , , .n ny y x x 这里 的为 的一个排列

1 1, 1 1 1

2 2, 1 1 2

, 1 1

(Y)

r r n n

r r n n

r r r r rn n

y d y d y
y d y d y

y d y d y

 

 

 

  
   



  









n rY 

||
2Y

||
1Y

||
Y
||

1 1, , : , , ,
.

n r n rY Y Y Y
Y

  是基础解系 线性无关 且能线

性表示方程组的任何一个解向量

1, 1 1, 2 11

2, 1 2, 22 2

, 1 , 2
1 2

1

2

01 0
0 1

0
10 0

r r n

r r n

r rnr r r r
r r n

r

r

n

d d dy
d dy d

y dd dy y yy
y

y

 

 

 
 





      
      
      
      
                
      
      
      
         

  




  



【证明】 1[ , , ], 0sB AB  若令 则 等同于

1 0, , 0;sA A  

1, , 0 .s AX  即列向量 都是线性方程组 的解向量

r( )
0 .

B n A
AX





于是矩阵 的列向量组可由 个线性无关的

向量线性表示(方程组 的基础解系) 从而

1r( ) r( , , )sB   
r( ),n A�

r( ) r ( ) .A B n �




2 1 1 1 1
4 2 2 1 2
2 1 1 1 1

A
 

  
   

1 1 1
2 2 2

0

x y z
y y
z z
w

  
  


 

1 1 1
2 2 21 0

  0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

 
 
 
  

行

1 2

1 1 1
2 2 2
0 1 0
0 0 1
0 0 0

x
y c cz
w

      
      

         
      
            

2.  非齐次方程组解的结构

【解】

2 1
4 2 2 2 .
2 1

x y z w
x y z w
x y z w

       
    

【例3 求方程组 通解的向量形式】



 :X AX b设 为方程组 的任何一个解向量【证明】


0,AX b AX b  

0( ) 0;A X X  


0 1 1 ,n r n rX X c X c X    


0 1 1 .n r n rX X c X c X    



 0 4 3 1 ;AX   方程 的基础解系有 个解向量

0 ,
,   

AX b AX 方程 两个解的差 的解 而齐次方程

解的线性组合还是其解

0 3 1 2 1 3 2 1
T

           ( ) ( ) ( ) 2
               ( 3, 4, 5, 6)

X X X X X X X X      
    

T T (2, 3, 4, 5) (3, 4, 5, 6) .X c 

【解】

从而

 0 ;AX 为 的非零解  AX b 的通解为



由齐次线性方程组解的理论可以得到许多关于矩阵

秩的有趣结论

3.  几个关于矩阵秩的例题

, , r ( ) r( ).m n n sA B AB B 对于矩阵 求证【例5】 �

【证明】 :我们考察方程组

0, 0.BX ABX 

0 0 :BX ABX  

0 0 ;BX ABX 方程 的解都是 的解

0 0
;

BX ABX 方程 的基础解系可以由方程 的基

础解系线性表示 从而



r( ) r( ),s B s AB n � s

0 0BX ABX  

r ( ) r ( ).AB B�

【证明】
1

:
          0 , 0.n nA X A X 
我们将证明下面两个方程组同解

1 0 0 ;n nA X A X   是明显的

1 0 0 :n nA X A X   我们用反证法证明 也成立

从而
1r ( ) r ( ),n nn A n A    1r ( ) r ( ).n nA A 



【思考题】

1
0 00, 0.n nA X A X  假设 但

2
0 0 0 0

,
                   , , , ,

.
nX AX A X A X

此时 我们断言列向量组

线性无关

2
0 0 1 0 2 0 0

0 1 2 (?)

,
            0

0.

n
n

n

k X k AX k A X k A X
k k k k

    

    




事实上 由

可推出

, 1 .n n这是不可能 因为 个 维向量一定线性相关



§5.5  向量空间与线性变换  



1. 向量空间

【评注】

   :
       , , , , ;V k l k l V      
(1) 加法、数乘封闭可合并成线性运算封闭

对任意 有

, ,
.

n n

n

V
V

 


(2) 由于 本身为向量空间 当 为向量空间时

   我们也说 为 子空间的





2. 向量空间的基与维数 





【证明】 1 2 3, ,[ ]A   矩阵 的行列式

| | 4;A 

3
1 2 3, , .   向量组 为 的基

1

1 2 3 2

3

, , [ ] :
ax

x b
x c

  
  

   
     

方程组 的解为

1 2 3
1 1 1
2 2 2( ), ( ), ( );x b c x a c x a b     

T1 1 1
2 2 2( ( ), ( ), ( )) .b c a c a b  

T( , , )a b c 向量 在此基下的坐标为



. n3 的生成子空间

【证明】 .由极大无关组的性质知这是明显的



4. 矩阵的值域与核 





【证明】

1

1[ , , ]n

n

x
AX

x
 

 
 
 
 

 

dim ( ) dim ( ).n A A R N

(1) ( )A 中的一般向量R

1( ) ( , , ),nA L   R dim ( ) r ( ).A AR

dim ( ) r ( ),A n A N

(2)

1 1 ;n nx x   



5. 向量空间的线性变换(从另一个角度看方阵) 



【解】 1 2[ , ],P  令 则
1

1 2 1 2[ , ] [ , ]( )A P AP    
1

1 2
1 1 2 1 1 1[ , ] 1 1 1 2 1 1 


                 

1 2
1 0[ , ] ;0 3       1 0

0 3
B

 
  
 



6. 向量空间中两个基的联系  



【证明】 ,(简单 略)

坐标变换公式



1 2 1 2[ , ] [ , ] ;K   【解】 K过渡阵 满足
1

1
1 2 1 2

1 1 2 1 3 1[ , ] [ , ] 1 2 1 1 1 0K    


                  

(1)

11

2

1 0 1 1 1
1 1 3 1 4

y Ky
                               

(2)
T

1 2, (1, 1) ;v  向量 在基 下的坐标为

1 2,v  向量 在基 下的坐标



5.6向量线性运算的相关
MATLAB应用



1.1 给出向量组，判别相关还是无关

在MATLAB窗口中运行程序 g05.m ，三个向量不共面

一 、 向 量 组 的 线 性 相 关 性 判 别 与 应 用



行 最 简 型

[R,i]=rref[A]

R—行最简型

i   极大无关组对应列标号 

1.2 向量组的线性相关性判别与应用



例1  求下列量组的一个极大无关组，并用该极大无关组线

性表示其余向量.
1

2

3

(2,1,6,5,6)
(6,3,18,15,18)
(0,3, 2,13,0)

T

T

T

a
a
a

 
 
  

解：在MATLAB窗口中输入：

>> clear                          % 清除内存变量和函数 
>> a1=[2;1;6;5;6];         % 输入向量a1 
>> a2=[6;3;18;15;18];   % 输入向量a2    
>> a3=[0;3;-2;13;0];     % 输入向量a3 
>> A=[a1 a2 a3];           % 将向量a1,a2,a3作为矩阵A
                                        % 列向量  
>>[A0,i]=rref(A)           % A0为矩阵A的行最简型，

                                        % 矩阵i为A矩阵一组极大无关组向量的列标号



运行结果:

• A0 =
           1     3     0
           0     0     1
           0     0     0
           0     0     0
           0     0     0
• i =
          1     3

由运行结果可知，该向量组极大无关组是         ，

并且由矩阵A0 知                          .

1 3,a a 0A

2 1 33 0a a a 



二 、 求 齐 次 方 程 组 的 通 解

• AX=0 通解

1 1 2 2 ( ) ( )n r A n r AX c c c      

• Z=null（A,’r’)    % 求 AX=0 基础解系



例2  求下列齐次方程组通解

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 4 5

1 2 3 4 5

0

3 2 3 0

2 2 6 0
5 4 3 3 0

x x x x x

x x x x x

x x x x
x x x x x









    

    

   

    

二 、 求 齐 次 方 程 组 的 通 解

>>A=[1,1,1,1,1;3,2,1,1,-3;0,1,2,2,6;5,4,3,3,-1];
>>B=null(A,'r')     



即

1 2 3

1 1 5
2 2 6

2 0 0
0 1 0
0 0 1

X k k k

     
            

       
     
     
          

为方程组的通解，其中               为任意实数.1 2 3, ,k k k

B =
      1     1     5
     -2    -2    -6
      1     0     0
      0     1     0
      0     0     1

二 、 求 齐 次 方 程 组 的 通 解

运行结果



• AX=b 通解

0 1 1 2 2 ( ) ( )n r A n r AX X c c c       

• AX=0 基础解系 ，用 Z=null（A,’r’) 来求

• X0 特解 ，用 A\b 来求

三 、 求 非 齐 次 方 程 组 的 通 解



例3   求非齐次线性方程组的通解 .  

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 4 4 16 2
3 6 2 6 23 7
3 6 4 6 19 23

2 5 2 19 43

x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x

     
      
      
     

三 、 求 非 齐 次 方 程 组 的 通 解



解：在MATLAB命令窗口输入：

>>format rat                                          % 分数格式

>>A=[2,4,-1,4,16;-3,-6,2,-6,-23;3,6,-4,6,19;1,2,5,2,19];

>>b=[-2;7;-23;43];

>> [U,v]=rref([A,b])                              % 求行最简形

>>x0=A\b                                                % 求特解

>>x=null(A,'r')                                       % 求基础解系

三 、 求 非 齐 次 方 程 组 的 通 解



计算结果为

     U = 

           1            2            0            2            9            3      

           0            0            1            0            2            8      

           0            0            0            0            0            0      

           0            0            0            0            0            0      

     v =

           1            3      

三 、 求 非 齐 次 方 程 组 的 通 解



三 、 求 非 齐 次 方 程 组 的 通 解



即非齐次方程组的通解可表示为

1 2 3 4

2 2 9 0
1 0 0 0
0 0 2 22 / 3
0 1 0 0
0 0 1 1 / 3

X k k k k

         
       
       

          
       
       
              

三 、 求 非 齐 次 方 程 组 的 通 解



习题课五





C

B



解

1 1

2 2

1 1 0
0 1 0  ( );

1 0 1m m

B KA

 
 

 

     
     

      
     
     




     


简写为

1| | 1 ( 1)  :mK   

     , | | 0 r( ) r( )( ) ;1 m B K mK    当 为偶数时

1 , , ;mB  的行向量组 线性相关

     , | | 2 r( ) r(A)(2) ;m B mK    当 为奇数时

1 , , .mB  的行向量组 线性无关



1 1

1

, , , , , ,
,

 
 .

4.  
, ,

m m

m

    
  
 


设向量组 线性无关 且 线

性相关 则 可由 唯一地线性表示

证 1

1 1

,
               

,
 0.

0 , ,m

m m

k k
k
k

k k     
由条件 则存在不 为 的 使得全

0;k 这里一定有 1, .0mk k k   否则 有
1 1

1 1( ) ( ) ;m mk k k k      0:k 

1 1 1 1m m m mk k l l          
1 1 1( ) ( ) 0m m mk l k l      

1 1 0m mk l k l     
1 1 , , ;m mk l k l  

1 , , m  可由 唯一地表示.



证 

 ,  mA在此式两边从左边同乘 得到 0 ( 0;)mk A  
;00 0  kAm

1 ,  mA 在此式两边从左边同乘 得到 1( 0;)mk A  

10 0;mA k   

2 3, 0.mk k k   同理

总之, 向量组线性无关.

2
0 1 2 0 :m

mk k A k A k A       

2
1 2 0 :m

mk A k A k A     



证 , r r K由条件 存在一个 矩阵 使得

1 1[ , , ] [ , , ] .r r K    
; K这里的 必是可逆的 :否则

1r([ , , ]) r( ) ,r K r   �

.这同向量组 线性无关矛盾A

:K 可逆
1

1 1[ , , ] [ , , ] .r r K     
, .这说明向量组 线性无关 且可由 线性表示B A

.: , +也可以说明 为向量组 的极大无关组A B A B注



3

1 2

1

1 1

: ,  ,       
                       , , , , ,

:

r

r r

 
   


 

线性无关的向量组 可由

线性表示

C

, ,  设向量组 的极大无关组分别为A B C证

1 2 31 1 1: , ,  ;   : , , ;   : , ,  .r r r       CA B

3 1 2 .r r r�


