
金牌讲师团模式识别与机器学习复习提纲 

（系笔者自行总结，仅作为复习参考） 

一、 概论部分 

➢ 什么是无监督学习？监督学习？ 

➢ 信息论（熵、KL 散度、信息增益） 

➢ 概率论（条件概率、全概率公式、贝叶斯公式） 

二、 机器学习 

➢ MLE 和 MAP 的思想与区别 

➢ 过拟合与欠拟合 

➢ 什么是线性分类器？ 

➢ 朴素贝叶斯（离散、连续） 

➢ 逻辑回归 

➢ 支持向量机 

➢ 聚类（层次聚类、K-means、高斯混合模型） 

三、 深度学习 

➢ 常用的激活函数？损失函数？ 

➢ 梯度消失与梯度爆炸？ 

➢ 常用的优化算法（梯度下降和随机梯度下降） 

➢ 多层感知机 MLP（前馈传播和反向传播） 

➢ 卷积神经网络 CNN（卷积的计算、lenet、resnet、alexnet） 

➢ 序列神经网络 RNN、LSTM、Transformer 

➢ 图像生成网络 VAE 
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附：一些常用算法的数学推导 



多项式拟合（回归） 

设观测样本数为𝑁，多项式函数形式为𝑦(𝑥, 𝑎) = 𝑎𝑚𝑥
𝑚 + 𝑎𝑚−1𝑥

𝑚−1 +⋯+

𝑎1𝑥
1 + 𝑎0 = ∑ 𝑎𝑗𝑥

𝑗𝑚
𝑗=1 ，可形式化为一个最优化问题： 

min𝐸(𝑤), 𝐸(𝑤) =
1

2
∑{𝑦(𝑥𝑛, 𝑎) − 𝑡𝑛}

2

𝑁

𝑛=1

 

而𝑦(𝑥, 𝑎)又可写成矩阵相乘形式为 

[
𝑥1
𝑚 ⋯ 1
⋮ ⋱ ⋮
𝑥𝑁
𝑚 ⋯ 1

] [

𝑎𝑚
⋮
𝑎0
] = [

𝑦𝑚
⋮
𝑦0
] 

为方便表示可记为𝑋 ∙ 𝐴 = 𝑌，其中𝑋为范德蒙德行列式 (Vandermonde 

determinant)，𝐴为模型参数，则残差平方和𝑙𝑜𝑠𝑠为： 

𝑙𝑜𝑠𝑠 = ‖𝑋 ∙ 𝐴 − 𝑌‖2 

则目标函数为min(𝑙𝑜𝑠𝑠)，将𝑙𝑜𝑠𝑠展开得到， 

𝑙𝑜𝑠𝑠 = (𝑋 ∙ 𝐴 − 𝑌)𝑇 ∙ (𝑋 ∙ 𝐴 − 𝑌) = (𝐴𝑇 ∙ 𝑋𝑇 − 𝑌𝑇) ∙ (𝑋 ∙ 𝐴 − 𝑌) 

= 𝐴𝑇𝑋𝑇𝑋𝐴 − 𝐴𝑇𝑋𝑇𝑌 − 𝑌𝑇𝑋𝐴 + 𝑌𝑇𝑌 = 𝐴𝑇𝑋𝑇𝑋𝐴 − 2𝐴𝑇𝑋𝑇𝑌 + 𝑌𝑇𝑌 

由于𝑙𝑜𝑠𝑠是𝐴的函数，记作𝐿(𝐴)，则对𝐴求导
𝜕(𝐿(𝐴))

𝜕𝐴
即为𝛻𝐿(𝐴)。 

𝛻𝐿(𝐴) =
𝜕(𝐿(𝐴))

𝜕𝐴
=
𝜕(𝐴𝑇𝑋𝑇𝑋𝐴 − 2𝐴𝑇𝑋𝑇𝑌 + 𝑌𝑇𝑌)

𝜕𝐴
= 2𝑋𝑇𝑋𝐴 − 2𝑋𝑇𝑌 

使用𝛻𝐿(𝐴)对𝐿(𝐴)进行梯度下降优化迭代，即可求得局部最优模型参数𝐴𝜃。 

最小二乘法 

上 述 𝐿(𝐴)对 𝐴求 导 𝛻𝐿(𝐴) =
𝜕(𝑙𝑜𝑠𝑠)

𝜕𝐴
= 0即 求 得 模 型 参 数 𝑋，解得𝐴 =

(𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇𝑌，将数据点信息代入上述公式即可求得多项式拟合模型。 

梯度下降 

梯度下降法(Gradient Descent)的基本思想是通过迭代地更新模型参数，沿着

目标函数的负梯度方向，按照一定步长逐步逼近最优解。 
 

ALGORITHM  Gradient Descent (梯度下降) 
 

1：input 𝐿(𝐴) ←目标优化函数，𝛼 ←学习率，𝑖𝑡𝑒𝑟 ←迭代次数，𝐴0 ←参数初值； 
2：𝐴 ← 𝐴0； 
3：while 𝑖 < 𝑖𝑡𝑒𝑟 do 
4：  𝑔𝑟𝑎𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡 ← 𝛻𝐿(𝐴𝑖−1)； 
5：  𝐴𝑖 ← 𝐴𝑖−1 − 𝛼 × 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡； 
6：end while 
7：return 𝐴𝜃 //返回最优参数； 

 



共轭梯度法 

上述𝑙𝑜𝑠𝑠最小化问题可等价于求解等式𝑋𝑇𝑋𝐴 = 𝑋𝑇𝑌，可转化为最小化问题 

min
𝐴∗

1

2
𝐴𝑇𝑋𝑇𝑋𝐴 − 𝑋𝑇𝑌𝐴 

构造𝑛个相互关于𝑋𝑇𝑋共轭的向量𝑑1, 𝑑2, 𝑑3, … , 𝑑𝑛，则空间任何向量𝐴′都可以表示

为𝐴′ = ∑ 𝛼𝑖𝑝𝑖，则上述优化问题可以等价于 

min
𝑟1,…,𝑟𝑛

1

2
(∑𝛼𝑖𝑝𝑖)

𝑇𝑋𝑇𝑋(∑𝛼𝑗𝑝𝑗) − 𝑋
𝑇𝑌(∑𝛼𝑖𝑑𝑖) =

1

2
∑∑𝛼𝑖 𝛼𝑗𝑝𝑖

𝑇𝑋𝑇𝑋𝑝𝑗 − ∑𝛼𝑖𝑋
𝑇𝑌𝑝𝑖  

由于相互共轭，因此当𝑖 ≠ 𝑗时，有𝑝𝑖
𝑇𝑋𝑇𝑋𝑝𝑗 = 0，所以上式可变为 

 min
𝑟1,…,𝑟𝑛

1

2
∑𝛼𝑖

2𝑝𝑖
𝑇𝑋𝑇𝑋𝑝𝑖 − ∑ 𝛼𝑖𝑋

𝑇𝑌𝑝𝑖 = ∑(
1

2
𝛼𝑖
2𝑝𝑖
𝑇𝑋𝑇𝑋𝑝𝑖 − 𝛼𝑖𝑋

𝑇𝑌𝑝𝑖)  

对其各项求导，即可得𝛼𝑖
∗ =

𝑋𝑇𝑌𝑑𝑖

𝑑𝑖
𝑇𝑋𝑇𝑋𝑑𝑖

，因而最终最优解𝐴∗ = ∑𝛼𝑖
∗𝑝𝑖。 

通过寻找共轭梯度进行求解能够较梯度下降优化更快的收敛，设残差𝑟𝑘 =

𝑏 − 𝑋𝑇𝑋𝐴𝑘，残差向量相互正交，迭代过程中满足𝑟𝑖
𝑇𝑟𝑗 = 0, 𝑖 ≠ 𝑗。令𝑝𝑘表示每次

迭代过程中的搜索方向，且满足与过去的搜索方向都共轭，即𝑝𝑖+1 = 𝑟𝑖+1 +

𝛽𝑘𝑝𝑖, 𝑝𝑖
𝑇𝑋𝑇𝑋𝑝𝑗 = 0，联立即可解得𝛼𝑘, 𝛽𝑘的更新公式。 

 
ALGORITHM  Conjugate Gradient Descent(共轭梯度下降) 

 
1：input 𝐿(𝐴) ←目标优化函数，𝑖𝑡𝑒𝑟 ←迭代次数，𝐴0 ←参数初值； 

2：𝑄 ← 𝑋𝑇𝑋，𝑏 ← 𝑋𝑇𝑌，残差𝑟0 ← 𝑏 − 𝑄𝐴0，搜索方向𝑝0 ← 𝑟0，𝑖 ← 0； 
3：while 𝑖 < 𝑖𝑡𝑒𝑟 do 
4：  𝛼𝑖 ←

𝑟𝑖
𝑇𝑟𝑖

𝑝𝑖
𝑇Q𝑝𝑖

； 
5：  𝑟𝑖+1 ← 𝑟𝑖 −𝛼𝑖𝑄𝑝𝑖，𝛽𝑘+1 ←

𝑟𝑖+1
𝑇 𝑟𝑖+1

𝑟𝑖
𝑇𝑟𝑖

； 
6:   𝑝𝑖+1 ← 𝑟𝑖+1 + 𝛽𝑘𝑝𝑖，𝐴𝑖+1 ← 𝐴𝑖 +𝛼𝑖𝑝𝑖； 

7：end while 
8：return 𝐴𝜃 //返回最优参数； 

 

逻辑回归 

二项逻辑回归可用于一些简单的二分类问题，不妨设𝑍 ∈ 𝑅𝑛是问题的输入，

𝑋 ∈ {0,1}是输出。则逻辑回归假设𝑋|𝑍服从伯努利分布。具体模型为 

𝑃(𝑋 = 1|𝑍) =
1

1 + 𝑒−𝜃
𝑇𝑧

；𝑃(𝑋 = 0|𝑍) = 1 −
1

1 + 𝑒−𝜃
𝑇𝑧

 

其中，𝜃𝑇为模型的参数，𝜃𝑇𝑧 = 𝜃0 + 𝜃1𝑧
(1) +⋯+ 𝜃𝑛𝑧

(𝑛)。应用时，根据两个条

件概率值的大小将实例分到概率值较大的一类。 



和线性回归不同的是，逻辑回归通过Sigmoid函数引入了非线性因素，将实

数域内的值约束到(0,1)的取值范围内，从而可以较为地轻松处理二分类问题。 

 

图 1 Sigmoid函数 

令观测函数为ℎ𝜃(𝑧) = 1/(1 + 𝑒
−𝜃𝑇𝑧)，于是，可以整合上述逻辑回归的概率

模型得到输入集合的最大似然估计为𝐿(𝜃) = ∏ 𝑃(𝑥𝑖|𝑧𝑖; 𝜃)
𝑚
𝑖=1 = (ℎ𝜃(𝑧))

𝑥(1 −

ℎ𝜃(𝑧))
1−𝑥，取对数，乘−

1

𝑚
将最大值问题转化为最小值问题。 

𝐿(𝜃) = (−
1

𝑚
)∏log𝑃(𝑥𝑖|𝑧𝑖; 𝜃)

𝑚

𝑖=1

= −
1

𝑚
∑[𝑥𝑖 log ℎ𝜃(𝑧𝑖) + (1 − 𝑥𝑖) log((1 − ℎ𝜃(𝑧𝑖))]

𝑚

𝑖=1

 

𝐿(𝜃)是凸的、可微的，因此可以运用梯度下降法、牛顿法及其他方法对此问

题进行求解此优化问题。 

4.1.2 梯度下降 

梯度下降法(Gradient Descent)的基本思想是通过迭代地更新模型参数，对上

述𝐿(𝜃)进行求导，得到其梯度各方向为 

𝜕𝐿(𝜃)

𝜕𝜃𝑗
= (−

1

𝑚
)∑[𝑥𝑖

1

ℎ𝜃(𝑧𝑖)
∙
𝜕ℎ𝜃(𝑧𝑖)

𝜕𝜃𝑗
−(1 − 𝑥𝑖)

1

(1 − ℎ𝜃(𝑧𝑖)
∙
𝜕ℎ𝜃(𝑧𝑖)

𝜕𝜃𝑗
]

𝑚

𝑖=1

 

其中，根据观测函数的定义可以展开
𝜕ℎ𝜃(𝑧𝑖)

𝜕𝜃𝑗
为 

−1

(1 + 𝑒−𝜃
𝑇𝑧)

2 (𝑒
−𝜃𝑇𝑧)

𝜕𝜃𝑇𝑧

𝜕𝜃𝑗
= sigmoid(𝜃𝑇𝑧) ∙ (1 − sigmoid(𝜃𝑇𝑧))

𝜕𝜃𝑇𝑧

𝜕𝜃𝑗
 

将其代入原式，最终可以化简得到
𝜕𝐿(𝜃)

𝜕𝜃𝑗
=

1

𝑚
∑ (ℎ𝜃(𝑧𝑖) − 𝑥𝑖)
𝑚
𝑖=1 𝑧𝑖

𝑗
。 

而后更新参数𝜃𝑗 = 𝜃𝑗 − 𝛼 ×
1

𝑚
∑ (ℎ𝜃(𝑧𝑖)− 𝑥𝑖)
𝑚
𝑖=1 𝑧𝑖

𝑗
, 𝑗 = 1,2,… , 𝑛，重复上述过程，

即可逐步向局部最优解逼近。 

 

支持向量机 SVM的原理 

支持向量机(Support Vector Machines, SVM)是一类按有监督学习方式对数据

进行二元分类的广义线性分类器，其决策边界是对学习样本求解的最大边距超平

面，可以将问题化为一个求解凸二次规划的问题，求解能够正确划分训练数据集



并且几何间隔最大的分离超平面。 

考虑在给定特征空间上的训练数据集𝑇 = {(𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2), … , (𝑥𝑁 , 𝑦𝑁)}的二

分类问题，其中，𝑥𝑖 ∈ ℝ
𝑛, 𝑦𝑖 ∈ {+1,−1}, 𝑖 = 1,2, …𝑁，𝑥𝑖为训练集第𝑖个样本向量，

𝑦𝑖为其对应的类别。则目标是找到一个函数𝑔:ℝ𝑛 → ℝ，而后通过𝑠𝑔𝑛(𝑔(𝑥))映射

到类别{+1,−1}上。 

对训练集𝑇，假设其是线性可分的，即∃𝑤 ∈ ℝ𝑛, 𝑏 ∈ ℝ, 𝜀 > 0，使得对于所有

𝑦𝑖 = 1的样本，有𝑤𝑇 ∙ 𝑥 + 𝑏 ≥ 𝜀；而对所有𝑦𝑖 = 0的样本，有𝑤𝑇 ∙ 𝑥 + 𝑏 ≤ 𝜀。 

同时，对于给定的数据集𝑇和超平面𝑤𝑇 ∙ 𝑥 + 𝑏 = 0，定义超平面关于样本点

(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)的几何间隔为 

𝑟𝑖 =
|𝑤𝑇𝑥𝑖 + 𝑏|

‖𝑤‖
= 𝑦𝑖 (

𝑤𝑇

‖𝑤‖
∙ 𝑥𝑖 +

𝑏

‖𝑤‖
) , 𝑟 = min

𝑖=1,2,…𝑁
𝑟𝑖 

其中𝑟为所有样本点的几何间隔的最小值。则 SVM 模型的求解最大分割超平面

问题可以表示为以下约束最优化问题，也叫硬间隔(hard margin)最大化问题。 

max
𝑤,𝑏

𝑟 , 𝑠. 𝑡. 𝑦𝑖 (
𝑤𝑇

‖𝑤‖
∙ 𝑥𝑖 +

𝑏

‖𝑤‖
) ≥ 𝑟, 𝑖 = 1,2, …𝑁 

将约束条件两边同时除以𝑟，记�̂� =
𝑤

‖𝑤‖𝑟
, �̂� =

𝑏

‖𝑤‖𝑟
，因此最大化𝑟等价于最小

化
1

2
‖�̂�‖2，则问题等价于 

min
𝑤,𝑏

1

2
‖�̂�‖2, 𝑠. 𝑡. 𝑦𝑖(�̂�

𝑇 ∙ 𝑥𝑖 + �̂�) ≥ 1, 𝑖 = 1,2, …𝑁 

解这个凸二次规划问题，首先构造出拉格朗日函数， 

𝐿(𝑤, 𝑏, 𝜇) =
1

2
‖�̂�‖2 −∑𝜇𝑖[𝑦𝑖(�̂�

𝑇 ∙ 𝑥𝑖 + �̂�) − 1]

𝑁

𝑖=1

, 𝜇𝑖 ≥ 0 

则问题的对偶函数及对偶问题为 

𝜃(𝜇) = min
𝑤,𝑏

𝐿(𝑤, 𝑏, 𝜇) ; max
𝜇
𝜃(𝜇) , 𝑠. 𝑡. 𝜇 ≥ 0 

首先求解𝜃(𝜇) = min
𝑤,𝑏

𝐿(𝑤, 𝑏, 𝜇)，显然最小值在𝐿梯度为 0 时得到，即 

{
 

 
𝜕𝐿

𝜕𝑤
= 𝑤 −∑ 𝜇𝑖𝑦𝑖𝑥𝑖

𝑁

𝑖=1
= 0

𝜕𝐿

𝜕𝑏
= −∑ 𝜇𝑖𝑦𝑖

𝑁

𝑖=1
= −𝜇𝑇𝑦 = 0

 

代回𝐿(𝑤, 𝑏, 𝜇)中求得最优解𝜇∗ = [𝜇1
∗, 𝜇2

∗ , . . , 𝜇𝑛
∗ ]𝑇，计算𝑤∗ = ∑ 𝜇𝑖

∗𝑦𝑖𝑥𝑖
𝑁
𝑖=1 ，由 KKT

互补条件知𝜇𝑖
∗ [𝑦𝑖 (𝑤 ∗̂

𝑇
∙ 𝑥𝑖 + 𝑏∗̂) − 1] = 0，当𝜇𝑖

∗ > 0时，有𝑦𝑖 (𝑤 ∗̂
𝑇
∙ 𝑥𝑖 + 𝑏∗̂) = 1。

即𝑤∗和𝑏∗仅由对应𝜇𝑖
∗ > 0的样本点(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)决定，这样的𝑥𝑖即为支持向量。 

而如果数据集𝑇线性不可分，则存在不满足约束条件𝑦𝑖(�̂�
𝑇 ∙ 𝑥𝑖 + �̂�) ≥ 1的样

本，会导致优化问题没有可行解。因此需要对目标函数和约束条件引入非负的松



弛变量𝜉𝑖进行修正，即变为软间隔(soft margin)最大化问题。 

min
𝑤,𝑏

1

2
‖�̂�‖2 + 𝐶∑𝜉𝑖

𝑁

𝑖=1

, 𝑠. 𝑡. {
𝑦𝑖(�̂�

𝑇 ∙ 𝑥𝑖 + �̂�) ≥ 1 − 𝜉𝑖
𝜉𝑖 ≥ 0

, 𝑖 = 1,2, …𝑁, 𝐶 > 0 

其中，𝜉𝑖为超平面加入了非线性，𝐶为惩罚参数，约束最优分离超平面在间

隔尽量大的同时尽量保持线性。同样地，定义其凸二次规划的拉格朗日函数。 

𝐿(𝑤, 𝑏, 𝜉, 𝜇, 𝜆) =
1

2
‖�̂�‖2 + 𝐶∑𝜉𝑖

𝑁

𝑖=1

−∑𝜇𝑖[𝑦𝑖(�̂�
𝑇 ∙ 𝑥𝑖 + �̂�) − 1 + 𝜉𝑖]

𝑁

𝑖=1

−∑𝜆𝑖𝜉𝑖

𝑁

𝑖=1

 

则问题的对偶函数𝜃(𝜇)及对偶问题为 

𝜃(𝜇, 𝜆) = min
𝑤,𝑏

𝐿(𝑤, 𝑏, 𝜉, 𝜇, 𝜆) ;max
𝜇,𝜆

𝜃(𝜇, 𝜆) , 𝑠. 𝑡. 𝜇, 𝜆 ≥ 0  

取𝐿梯度为 0 代回可得𝜃(𝜇, 𝜆) = −
1

2
𝜇𝑇𝑄𝜇 + 𝟏𝑇𝜇，其中𝑄为对称矩阵，𝑄𝑖𝑗 =

𝑦𝑖𝑦𝑗𝑥𝑖
𝑇𝑥𝑗，因而对偶问题化简为 

max
𝜇
−
1

2
𝜇𝑇𝑄𝜇 + 𝟏𝑇𝜇 , 𝑠. 𝑡. {

0 ≤ 𝜇 ≤ 𝐶 ∙ 𝟏

𝜇𝑇𝑦 = 0
 

解得最优解𝜇∗ = [𝜇1
∗, 𝜇2

∗ , . . , 𝜇𝑛
∗ ]𝑇，则原问题的最优解𝑤∗ = ∑ 𝜇𝑖

∗𝑦𝑖𝑥𝑖
𝑁
𝑖=1 。而由 KKT

互补条件𝑏∗的值由𝜇∗和支持向量决定。同样地，支持向量对应 0 < 𝜇𝑖 ≤ 𝐶的样本。 

{

𝜇𝑖 = 0 ⇔ 𝑦𝑖(�̂�
𝑇 ∙ 𝑥𝑖 + �̂�) ≥ 1

0 < 𝜇𝑖 < 𝐶 ⇔ 𝑦𝑖(�̂�
𝑇 ∙ 𝑥𝑖 + �̂�) = 1

𝜇𝑖 = 𝐶 ⇔ 𝑦𝑖(�̂�
𝑇 ∙ 𝑥𝑖 + �̂�) = 1 − 𝜉𝑖 ≤ 1

 

因此当 0 < 𝜇𝑖 < 𝐶时，有𝑦𝑖(�̂�
𝑇 ∙ 𝑥𝑖 + �̂�) = 1成立，又因为𝑦𝑖

2 = 1，于是可得𝑏∗ =

𝑦𝑗 − ∑ 𝜇∗𝑦𝑖𝑥𝑖
𝑇𝑥𝑗𝑠𝑢𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡 ，同理可以解得𝜇𝑖 = 𝐶时对应的𝑏∗。 

在实际应用中，还可以通过引入核函数，可以使 SVM 适用于非线性分类问

题。通过一个非线性映射𝜑:ℝ𝑛 → ℝ𝑚(𝑚 ≫ 𝑛)将低维的输入解耦至高维空间，从

而实现数据的线性可分。 

K-means聚类算法 

K-means 聚类算法的核心思想为假定聚类内部点之间的距离应该小于数据

点与聚类外部的点之间的距离。即使得每个数据点和与它最近的中心之间距离的

平方和最小。 

假设数据集为𝑋 = {𝑥1, … , 𝑥𝑁}, 𝑥𝑖 ∈ ℝ
𝐷，我们的目标是将数据集划分为𝐾个类

别𝑌。令𝜇𝑘 ∈ ℝ
𝐷 , 𝑘 = 1, … , 𝐾表示各类别的中心。聚类问题等价于求概率分布： 

𝑃(𝑌|𝑋) =
𝑃(𝑋|𝑌) ∙ 𝑃(𝑌)

𝑃(𝑋)
 

K-means 聚类相当于假设𝑃(𝑋|𝑌)服从多元高斯分布（特征之间相互独立，协

方差矩阵Σ = 𝜆𝑰），且𝑃(𝑌)为等概率均匀分布。而𝑃(𝑋)为已知数据分布，从似然



的角度看，极大化𝑃(𝑌|𝑋)即等价于极大化𝑃(𝑋|𝑌)~ −
1

2
(𝑥 − 𝜇)𝑇Σ−1(𝑥 − 𝜇)，即最

小化各数据点到其类别的均值。 

多元正态分布：𝒩(𝑥|𝜇, Σ) =
1

(2𝜋)𝐷/2
1

∣ Σ ∣1/2
exp{−

1

2
(𝑥 − 𝜇)𝑇Σ−1(𝑥 − 𝜇)} 

引入二值指示变量𝑟𝑛𝑘 ∈ {0,1}表示数据点的分类情况，则可定义目标函数为 

min
𝑟,𝜇

𝐽 = ∑∑𝑟𝑛𝑘‖𝑥𝑛 − 𝜇𝑘‖
2

𝐾

𝑘=1

𝑁

𝑛=1

 

因此最优化过程可以划分为两步： 

1) 固定𝜇，优化𝑟𝑛𝑘。由于𝐽关于𝑟𝑛𝑘是线性的，因此可以对每个𝑛分别进

行最小化，即对𝑟𝑛𝑘根据与聚类中心的距离进行最优化： 

𝑟𝑛𝑘 = {
1,𝑘 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛𝑗‖𝑥𝑛 − 𝜇𝑗‖

2

0,其他情况
 

2) 固定𝑟𝑛𝑘，优化𝜇。由于𝐽是𝜇的二次函数，对其求导等于零得 

𝜕𝐽

𝜕𝜇𝑘
= 2∑𝑟𝑛𝑘(𝑥𝑛 − 𝜇𝑘) = 0

𝑁

𝑛=1

⇒ 𝜇𝑘 =
∑ 𝑟𝑛𝑘𝑥𝑛𝑛

∑ 𝑟𝑛𝑘𝑛
 

即𝜇𝑘等于类别 k 的所有数据点的均值。 

混合高斯模型 

任意连续概率密度都能用多个高斯分布的线性组合叠加的高斯混合概率分

布𝑝(𝑥) = ∑ 𝜋𝑘𝒩(𝑥|𝜇𝑘, Σ𝑘)
𝐾

𝑘=1
来描述。引入"1of𝐾"编码的二值随机变量𝓏，满足

𝓏𝑘 ∈ {0,1}且∑ 𝓏𝑘
𝐾
𝑘=1 = 1。 

由右图模型定义联合概率分布𝑝(𝑥, 𝓏) = 𝑝(𝓏) ∙ 𝑝(𝑥|𝓏)，𝓏的边缘

先验概率分布设为𝑝(𝓏𝑘 = 1) = 𝜋𝑘(0 ≤ 𝜋𝑘 ≤ 1且∑ 𝜋𝑘 = 1
𝐾
𝑘=1 )，也

可写作𝑝(𝓏) = ∏ 𝜋𝑘
𝓏𝑘𝐾

𝑘=1
。 

那么，𝑥的条件概率分布为： 

𝑝(𝑥|𝓏𝑘 = 1) = 𝒩(𝑥|𝜇𝑘, Σ𝑘) ⇔ 𝑝(𝑥|𝓏) =∏ 𝒩(𝑥|𝜇𝑘, Σ𝑘)
𝓏𝑘

𝐾

𝑘=1
 

于是可以给出𝑝(𝑥) = ∑ 𝑝(𝓏) ∙ 𝑝(𝑥|𝓏)𝓏 =∑ 𝜋𝑘𝒩(𝑥|𝜇𝑘, Σ𝑘)
𝐾

𝑘=1
，同时，𝓏的条

件后验概率𝛾(𝓏𝑘)由贝叶斯定理得（已知为𝑥，类别为𝓏𝑘的概率）： 

𝛾(𝑧𝑘) ≡ 𝑝(𝓏𝑘 = 1|𝑥) =
𝑝(𝑧𝑘 = 1)𝑝(𝑥|𝑧𝑘 = 1)

∑ 𝑝(𝑧𝑗 = 1)𝑝( 𝑥 ∣∣ 𝑧𝑗 = 1 )
𝐾
𝑗=1

=
𝜋𝑘𝒩(𝑥 ∣∣ 𝜇𝑘, Σ𝑘 )

∑ 𝜋𝑗𝒩(𝑥 ∣∣ 𝜇𝑗 , Σ𝑘 )
𝐾
𝑗=1

 

于是此聚类过程可以看做将概率分布𝑝(𝑥)解耦成𝐾个高斯分布，对应𝐾个类

别。对于数据集𝑋 = {𝑥1, … , 𝑥𝑁}, 𝑥𝑖 ∈ ℝ
𝐷 , 𝑋 ∈ ℝ𝑁×𝐷，对应隐变量表示为𝑍 ∈ ℝ𝑁×𝐾。 

则对数似然函数为 



ln 𝑝(𝑋 ∣ 𝜋, 𝜇, Σ) = ∑ ln {∑𝜋𝑘𝒩(𝑥𝑛 ∣∣ 𝜇𝑘, 𝛴𝑘 )

𝐾

𝑘=1

}

𝑁

𝑛=1

 

将此似然函数关于𝜇𝑘求导（假设Σ𝑘非奇异），令𝑁𝑘 =∑ 𝛾(𝑧𝑛𝑘), 𝛾(𝑧𝑛𝑘) ≡
𝑁

𝑛=1

𝑝(𝑧𝑘 = 1|𝑥𝑛)为能被分配到聚类𝑘的有效数量，可以得到： 

∑
𝜋𝑘𝒩(𝑥𝑛 ∣ 𝜇𝑘, Σ𝑘)

∑ 𝜋𝑗𝒩(𝑥𝑛 ∣ 𝜇𝑗, Σ𝑗)𝑗⏟            
𝛾(𝑧𝑛𝑘)

Σ𝑘
−1(𝑥𝑛 − 𝜇𝑘)

𝐾

𝑛=1

= 0 ⇒ 𝜇𝑘 =
1

𝑁𝑘
∑𝛾(𝑧𝑛𝑘)𝑥𝑛

𝑁

𝑛=1

 

由此式𝜇𝑘可视为当前所有点数据为第𝑘类的概率加权平均。 

同样地，将此函数关于Σ𝑘求导等于 0 可以得到： 

Σ𝑘 =
1

𝑁𝑘
∑𝛾(𝑧𝑛𝑘)(𝑥𝑛 − 𝜇𝑘)(𝑥 − 𝜇𝑘)

𝑇

𝑁

𝑛=1

 

最后使用拉格朗日乘子法关于𝜋𝑘优化 ln 𝑝( 𝑋 ∣∣ 𝜋, 𝜇, Σ ) + 𝜆(∑ 𝜋𝑘 − 1
𝐾
𝑘=1 )（𝜋𝑘

需要满足和为 1 的条件）得到： 

∑
𝒩(𝑥𝑛 ∣ 𝜇𝑘, Σ𝑘)

∑ 𝜋𝑗𝒩(𝑥𝑛 ∣ 𝜇𝑗, Σ𝑗)𝑗
+ 𝜆

𝑁

𝑛=1

= 0 ⇒ 𝜋𝑘 =
𝑁𝑘
𝑁

 

使用 EM 算法优化ln 𝑝(𝑋 ∣ 𝜋, 𝜇, Σ)即可总结为以下步骤： 
 

ALGORITHM  EM for Gaussian Mixture Models 
 

1：input 𝑋 ←数据集，𝐾 ←类别数目，𝑖𝑡𝑒𝑟 ←迭代次数； 

2：初始化均值𝜇𝑘、协方差Σ𝑘和混合系数𝜋𝑘 
3：计算对数似然ln 𝑝(𝑋 ∣ 𝜋, 𝜇, Σ) ← ∑ ln{∑ 𝜋𝑘𝒩(𝑥𝑛 ∣∣ 𝜇𝑘, 𝛴𝑘 )

𝐾
𝑘=1 }𝑁

𝑛=1  
4：while 𝑖 < 𝑖𝑡𝑒𝑟 do 

5：  𝛾(𝑧𝑛𝑘) ←
𝜋𝑘𝒩(𝑥𝑛∣∣𝜇𝑘, Σ𝑘 )

∑ 𝜋𝑗𝒩(𝑥𝑛∣∣𝜇𝑗, Σ𝑗 )𝐾
𝑗=1

；      （E 步） 

6：  𝜇𝑘
𝑛𝑒𝑤 ←

1

𝑁𝑘
∑ 𝛾(𝑧𝑛𝑘)𝑥𝑛

𝑁

𝑛=1
； 

7:   𝛴𝑘
𝑛𝑒𝑤 ←

1

𝑁𝑘
∑ 𝛾(𝑧𝑛𝑘)(𝑥𝑛 − 𝜇𝑘

𝑛𝑒𝑤)(𝑥 − 𝜇𝑘
𝑛𝑒𝑤)𝑇

𝑁

𝑛=1
； （M 步） 

8：  𝜋𝑘
𝑛𝑒𝑤 ←

𝑁𝑘

𝑁
； 

9：end while 
10：return 𝜇𝑘, Σ𝑘 , 𝜋𝑘 //返回最优参数； 

 

主成分分析 PCA 

主成分分析（Principal Component Analysis,PCA) 基于协方差矩阵进行线性

变换从而将高维数据转换为低维空间，并最大程度地保留原始数据的方差。 



具体而言，PCA 的主要思想是从原始的空间中顺序地找一组相互正交的坐

标轴，将𝑛维特征映射到全新的𝑘维正交特征向量上。而对于𝑘维正交特征向量的

选择，一般选择协方差矩阵对应特征值最大的𝑘个特征向量，相当于保留𝑘个原始

数据中方差最大的方向，具体伪代码如下。 
 

ALGORITHM  Principal Component Analysis (主成分分析) 
 

1：input 𝑋 ←高维数据矩阵(𝑚× 𝑛)，𝑘 ←降维目标； 

2：𝑋 ← (𝑋 − �̅�) //数据中心化； 

3：协方差矩阵𝐶 ← 1/𝑚(𝑋 ∙ 𝑋𝑇)； 

4：求出𝐶的特征值和特征矩阵，𝑊 ← 𝐶前𝑘大的特征值对应特征向量构成； 

5：return 𝑊 ∙ 𝑋 //返回降维后的矩阵； 
 

假设我们有一个样本集{𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚}，每个样本的特征数为𝑛，那么我们可

以用一个𝑛 × 𝑚矩阵𝑋来表示这个样本集。  

𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚) = (
𝑥1
1 ⋯ 𝑥1

𝑚

⋮ ⋱ ⋮
𝑥𝑛
1 ⋯ 𝑥𝑛

𝑚
) 

那么我们希望能够找到一个𝑘 × 𝑛的投影矩阵𝑊 = [𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑘]𝑇，𝑤𝑖为

1 × 𝑛的行向量，使得𝑊 ∙ 𝑋 = 𝑍(𝑘 × 𝑚) ← {𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧𝑚}，实现对𝑋的降维。 

而对于𝑋中的任意一个样本𝑥，经过𝑊投影过后得到𝑧 = 𝑊𝑥，𝑧𝑖表示第𝑖维新

的特征，𝑧𝑖
𝑗
表示第𝑗个样本𝑥𝑗经降维投影后的第𝑖维特征，则有𝑧𝑖

𝑗
= 𝑤𝑖 ∙ 𝑥𝑗，于是

第𝑖维新特征的样本均值𝑧�̅�为 

𝑧�̅� =
1

𝑚
∑ 𝑧𝑖

𝑗
𝑚

𝑗=1
=
1

𝑚
∑ 𝑤𝑖 ∙ 𝑥𝑗

𝑚

𝑗=1
= 𝑤𝑖 ∙

1

𝑚
∑ 𝑥𝑗

𝑚

𝑗=1
= 𝑤𝑖 ∙ �̅� 

要使在𝑍矩阵中的𝑘个维度最大程度保留𝑋的数据特征，则等价于此𝑘个方向

上方差最大，由此可将问题形式化为 

𝑚𝑎𝑥 𝑉𝑎𝑟(𝑧𝑖) =
1

𝑚
∑ (𝑧𝑖

𝑗
− 𝑧�̅�)

2𝑚

𝑗=1
, ‖𝑤𝑖‖

2
= 1且(𝑤𝑖)𝑇 ∙ 𝑤𝑗 = 0 

则𝑉𝑎𝑟(𝑧𝑖)可等价变形为 

𝑉𝑎𝑟(𝑧𝑖) =
1

𝑚
∑ (𝑧𝑖

𝑗
− 𝑧�̅�)

2𝑚

𝑗=1
=
1

𝑚
∑ (𝑤𝑖 ∙ 𝑥𝑗 − 𝑤𝑖 ∙ �̅�)

2𝑚

𝑗=1
 

=
1

𝑚
∑ (𝑤𝑖 ∙ (𝑥𝑗 − �̅�))

2𝑚

𝑗=1
=
1

𝑚
∑ (𝑤𝑖)

𝑇
(𝑥𝑗 − �̅�)(𝑥𝑗 − �̅�)

𝑇
𝑤𝑖

𝑚

𝑗=1
 

= (𝑤𝑖)
𝑇 1

𝑚
∑ (𝑥𝑗 − �̅�)(𝑥𝑗 − �̅�)

𝑇
𝑤𝑖

𝑚

𝑗=1
= (𝑤𝑖)

𝑇
𝐶𝑜𝑣(𝑥)𝑤𝑖 

令𝑆 = 𝐶𝑜𝑣(𝑥)，则问题形式可简化为， 



𝑚𝑎𝑥(𝑤𝑖)
𝑇
𝑆𝑤𝑖 , ‖𝑤𝑖‖

2
= (𝑤𝑖)

𝑇
𝑤𝑖 = 1且(𝑤𝑖)𝑇 ∙ 𝑤𝑗 = 0 

则使用拉格朗日乘子法构造函数组𝑔(𝑤)如下 

𝑔(𝑤1) = (𝑤1)𝑇𝑆𝑤1 − 𝛼((𝑤1)𝑇𝑤1 − 1) 

𝑔(𝑤2) = (𝑤2)𝑇𝑆𝑤2 − 𝛼((𝑤2)𝑇𝑤2 − 1) − 𝛽((𝑤2)𝑇𝑤1 − 0) 

…… 

𝑔(𝑤𝑘) = (𝑤2)𝑇𝑆𝑤2 − 𝛼((𝑤2)𝑇𝑤2 − 1) −∑ 𝛽𝑗
𝑘−1

𝑗=1
((𝑤𝑘)𝑇𝑤𝑗 − 0) 

对𝑤𝑖内各元素𝑤1
𝑖 , 𝑤2

𝑖 , … , 𝑤𝑛
𝑖求偏导得到 

𝜕𝑔(𝑤1) 𝜕𝑤1
1 = 0⁄ , 𝜕𝑔(𝑤1) 𝜕𝑤2

1 = 0⁄ ,… , 𝜕𝑔(𝑤𝑘) 𝜕𝑤𝑛
𝑘 = 0⁄  

则对于𝑤1，解得𝑆𝑤1 − 𝛼𝑤1 = 0，则两边同乘(𝑤1)𝑇可以得到等式 

(𝑤1)𝑇𝑆𝑤1 = 𝛼(𝑤1)𝑇𝑤1 = 𝛼 

由此推出𝑤1为协方差矩阵𝑆对应的最大特征值𝜆1的特征向量。 

而对于𝑤2，解得𝑆𝑤2 − 𝛼𝑤2 − 𝛽𝑤1 = 0，则两边同乘(𝑤1)𝑇可以得到等式 

(𝑤1)𝑇𝑆𝑤2 − 𝛼(𝑤1)𝑇𝑤2 − 𝛽(𝑤1)𝑇𝑤1 = 0 

而由于前面两项正交，可得到 

((𝑤1)𝑇𝑆𝑤2)𝑇 = (𝑤2)𝑇𝑆𝑇𝑤1 = (𝑤2)𝑇𝑆𝑤1 = 𝜆1(𝑤
2)𝑇𝑤1 = 0； 

𝛼(𝑤1)𝑇𝑤2 = 0 

所以𝛽 = 0，所以𝑆𝑤2 − 𝛼𝑤2 = 0，由此推出𝑤2为协方差矩阵𝑆对应的第二大特征

值𝜆2的特征向量。 

同理𝑤3, … , 𝑤𝑘分别对应协方差矩阵𝑆的前𝑘大特征值𝜆3, … , 𝜆𝑘的特征向量，组

合即可得到投影矩阵𝑊。 

将投影矩阵与输入矩阵做矩阵乘法𝑊 ∙ 𝑋 = 𝑍即可得到降维后的目标主成分矩阵

𝑍，包含𝑋中方差最大的𝑘个特征。 


