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写在前面



• 今年首次将机器学习、模式识别与深度学习两门课程合并为模式识别与机器学习A，学分少

任务重。并且本门课不可避免的包含大量概率计算，复习讲座尽可能的覆盖三位老师讲课

的重点和难点，同时为帮助大家理解增加了部分拓展内容（考试应该不会考察），希望能够对

大家的复习有所帮助。

• 本门课你应该重点掌握：

• 机器学习部分：信息增益、MLE和MAP、朴素贝叶斯、逻辑回归、聚类算法

• 深度学习部分：多层感知机MLP、卷积神经网络CNN

• 时间仓促，且水平有限，复习过程中难免有错误之处，欢迎大家批评指正，同时也欢迎大

家在QQ群内友好交流。

• 注：在准备过程中，再次感叹机器学习领域的日新月异。如果以后有志于从事人工智能相

关职业和研究的同学，本门课应该作为长期学习的基础，而持续保持学习的热情。

前言



机器学习



你应该知道的概率计算

• 事件的独立性：𝐴, 𝐵相互独立⇔ 𝑃(𝐴𝐵) = 𝑃(𝐴)𝑃(𝐵) ⇔ 𝑃 𝐴 𝐵 = 𝑃(𝐴) ⇔ 𝐴, ത𝐵相互独立

• 条件概率：𝑃 𝐵 𝐴 =
𝑃 𝐴𝐵

𝑃 𝐴
, 𝑃 𝐴 > 0 and 𝐵 ∈ ℱ

• 条件独立：给定c的条件下，a条件独立于b ⇔  𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑐) = 𝑝(𝑎 ∣ 𝑏, 𝑐)𝑝(𝑏 ∣ 𝑐) = 𝑝 𝑎 𝑐 𝑝 𝑏 𝑐

• 全概率公式：如果事件 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛互不相容,且满足𝐵 ⊂ ሪ
𝑗=1

𝑛
𝐴𝑗 ，则𝑃(𝐵) = σ𝑗=1

𝑛 𝑃(𝐴𝑗)𝑃(𝐵 ∣ 𝐴𝑗)

• 贝叶斯公式：如果事件 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛互不相容,且满足𝐵 ⊂ ሪ
𝑗=1

𝑛
𝐴𝑗 ，则有

𝑃 𝐴𝑗 ∣ 𝐵 =
𝑃 𝐴𝑗 , 𝐵

𝑃 𝐵
=

𝑃 𝐴𝑗 𝑃 𝐵 ∣ 𝐴𝑗
σ𝑖=1
𝑛 𝑃 𝐴𝑖 𝑃 𝐵 ∣ 𝐴𝑖

, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛

• 随机变量及其分布：

期望𝐸 = σ𝑖 𝑥𝑖𝑝(𝑥𝑖) or 𝐸 = 𝑥𝑖𝑝׬ 𝑥𝑖 𝑑𝑥

方差𝑉 = σ𝑖 𝑥𝑖 − 𝐸 𝑋
2
 𝑝(𝑥𝑖) or 𝑉 = ׬ 𝑥𝑖 − 𝐸 𝑋

2
𝑝 𝑥𝑖 𝑑𝑥

E.g.高斯分布：𝒩 𝜇, 𝜎2 =
1

2𝜋𝜎
𝑒
−
(𝑥−𝜇)2

2𝜎2 , 𝑥 ∈ 𝑅 ⟹ 多元𝒩(𝑥|𝜇, Σ) =
1

(2𝜋)𝐷/2
1

∣Σ∣1/2
exp{−

1

2
(𝑥 − 𝜇)𝑇Σ−1(𝑥 − 𝜇)}



MLE和MAP

MLE: 极大似然估计

MAP: 极大后验估计 在MAP中使用一个高斯分布的先验等价于在MLE中采用L2的正则项！

似然函数：𝐿 𝜃 = 𝑃 𝑋 ∣ 𝜃 = 𝑃 𝑥1 ∣ 𝜃 ⋅ 𝑃 𝑥2 ∣ 𝜃 ⋯𝑃 𝑥𝑛 ∣ 𝜃 = ς𝑖=1
𝑛 𝑃 𝑥𝑖 ∣ 𝜃

目标函数：

𝜃𝑀𝐿𝐸 = argmax𝜃 𝐿(𝜃) = argmax𝜃 log 𝐿(𝜃) = argmin𝜃− log 𝐿(𝜃) = argmin𝜃−෍

𝑖=1

𝑛

log 𝑃(𝑥𝑖 ∣ 𝜃)

𝜃𝑀𝐴𝑃 = argmax𝜃 𝑃 𝜃 𝑋 = argmax𝜃
𝑃(𝑋|𝜃)𝑃 𝜃

𝑃 𝑋
∝ argmax𝜃 𝑃 𝑋 𝜃 𝑃 𝜃

= argmax𝜃 log 𝑃 𝜃 ς𝑖=1
𝑛 𝑃 𝑥𝑖 𝜃 = argmax𝜃 log 𝑃 𝜃 +෌

𝑖=1

𝑛
log 𝑃 𝑥𝑖 𝜃  

= argmin𝜃 −log 𝑃 𝜃 −෌
𝑖=1

𝑛
log 𝑃 𝑥𝑖 𝜃  

𝐦𝐚𝐱
𝑷 𝑿 𝜽 𝑷 𝜽

𝑷 𝑿
对于模型𝜽和样本𝑿，目标即为𝐦𝐚𝐱𝑷 𝜽 𝑿 =

目标函数：

频率学派!

统计学派!

后验概率 =
先验概率 ∙似然

归一化项
 

补充：完全贝叶斯估计，后验分布将考虑所有可能的参数值，而不仅仅是先验分布所假设的参数值。

𝑃 𝜃 假设：简单→ 𝐵𝑒𝑡𝑎分布；复杂 → 高斯分布



信息熵

• 熵（Entropy）：从𝑋随机采样值在最短编码情况下的每个值平均（期望）长度（对称、非负）

𝐻 𝑥 = −෍

𝑖=1

𝑛

𝑝 𝑥𝑖 log 𝑝 𝑥𝑖

• 条件熵：𝐻 𝑋|𝑌 = σ𝑗∈𝑉𝑎𝑙(𝑦) 𝑝 𝑦 = 𝑗 𝐻 𝑋|𝑦 = 𝑗

• 互信息：𝐼 𝑋; 𝑌 = 𝐻 𝑋 − 𝐻 𝑋|𝑌 = 𝐻 𝑌 − 𝐻 𝑌|𝑋 = 𝐻 𝑋 + 𝐻 𝑌 − 𝐻 𝑋, 𝑌

• 信息增益：在一个条件下，信息复杂度（不确定性）减少的程度（决策树）

• 相对熵（KL散度）：衡量同一随机变量的两个不同概率分布之间的距离（差异）

𝐷𝐾𝐿 𝑝 ∥ 𝑞 =෍

𝑖=1

𝑛

𝑝 𝑥𝑖 log
𝑝 𝑥𝑖
𝑞 𝑥𝑖

非对称性： 𝐷𝐾𝐿 𝑝 ∥ 𝑞 ≠ 𝐷𝐾𝐿 𝑞 ∥ 𝑝 ，当P、Q概率分布完全一样时才能相等；

非负性： 𝐷𝐾𝐿 𝑝 ∥ 𝑞 ≥ 0恒成立，当P、Q概率分布完全一样时等于0。 证明：𝒙 − 𝟏 ≥ 𝒍𝒏𝒙

• JS散度： JS 𝑝ԡ𝑞 =
1

2
𝐾𝐿 𝑝 ฯ

𝑝+𝑞

2
+

1

2
𝐾𝐿 𝑞 ฯ

𝑝+𝑞

2
，相比于KL散度是对称的

回忆：离散信源最大熵定理？如果信源连续，何种情况熵最大？（高斯分布）

H(X)

I(X;Y)H(X|Y) H(Y|X)

H(Y)

H(X,Y)



 生成式模型 判别式模型 

特点 

对后验概率建模，从统计的角度表

示数据的分布情况，能够反映同类

数据本身的相似度 

寻找不同类别之间的最优分类面，

反映的是异类数据之间的差异 

区别 估计的是联合概率分布: 𝑝(𝑥,𝑦) 估计的是条件概率分布:𝑝(𝑦|𝑥) 

联系 
由产生式模型可以得到判别式模型， 

但由判别式模型得不到产生式模型。 

常见模型 朴素贝叶斯，马尔可夫随机场等 
逻辑回归，支持向量机（SVM），

神经网络，𝑘近邻算法等 

优点 

①实际上带的信息更丰富 

②研究单类问题灵活性强 

③模型可以通过增量学习得到， 

能用于数据不完整情况。 

①分类边界更灵活，能清晰的分

辨出类别间差异特征; 

②适用于较多类别的识别; 

③模型简单，比较容易学习。 

缺点 
学习和计算过程比较复杂，且容易

产生错误信息 

不能反映训练数据本身的特性，变

量间的关系不可视。 

性能 较差 较好 

 

生成式模型与判别式模型



决策树

• 决策树可以表示输入属性的任何函数

✓ 同样一个训练数据集，决策树不唯一

✓ 具有可解释性

• 决策树归纳算法

 Top-Down的决策树归纳算法（贪心策略）

• 1. 𝐴 ←下一个结点node的最好属性

• 2. 把𝐴作为决策属性赋给结点node

• 3. 对𝐴的每一个取值，创建一个新的儿子结点node

• 4. 把相应的训练样本分到叶结点

• 5. 如果训练样本被很好的分类，则停止，否则在新的叶结点上重复上述过程

• 很好的分类：一个节点上所有样本为一个类别（分类） or 一个节点上具有相似的属性值（回归）

 如何确定特测条件？
• 依赖于属性类型（名词性\离散、有序的、连续）

• 依赖于切分的分支个数（两路切分 or 多路切分）

• 二值决策需要考虑可能的切分并选择最好的，计算量较大

 C4.5（信息增益—极大似然法）和ID3 （信息增益比）

• 信息增益𝑔(𝐷, 𝐴) = 𝐻(𝐷) − 𝐻 𝐷 𝐴

• 信息增益比𝑔𝑅(𝐷, 𝐴) =
𝑔(𝐷,𝐴)

𝐻𝐴(𝐷)

𝐼𝑛𝑝𝑢𝑡 →属性向量 𝑂𝑢𝑡𝑝𝑢𝑡 →决策𝑌（叶节点）

内节点→测试属性𝑋𝑖    分支→属性𝑋𝑖的取值



计数 年龄 收入 学生 信誉 归类：买计算机？

64 青 高 否 良 不买

64 青 高 否 优 不买

128 中 高 否 良 买

60 老 中 否 良 买

64 老 低 是 良 买

64 老 低 是 优 不买

64 中 低 是 优 买

128 青 中 否 良 不买

64 青 低 是 良 买

132 老 中 是 良 买

64 青 中 是 优 买

32 中 中 否 优 买

32 中 高 是 良 买

63 老 中 否 优 不买

1 老 中 否 优 买

• 1. 计算决策属性的熵，买/不买，得𝐻 = 0.9573

• 2. 计算条件属性的熵，

 2.1 计算年龄属性，分为3组，
① 青年：买/不买:128/256，H 𝐴1 = 0.9183,

② 中年：买/不买:256/0， 𝐻 𝐴2 = 0

③ 老年：买/不买:125/127,𝐻 𝐴3 = 0.9157

④ 计算根据年龄分组后熵的期望为𝐻 𝐴 = 0.6877

因此，年龄熵的信息增益为：

0.9573 − 0.6877 = 0.2660

 2.2 同理，计算收入属性的信息增益为：

0.9573 − 0.9361 = 0.0176

 2.3 同理，计算学生属性的信息增益为：

0.9573 − 0.7811 = 0.1726

 2.4 同理，计算信誉属性的信息增益为：

0.9573 − 0.9048 = 0.0453

• 问题：先选哪个属性进行分类？

决策树



过拟合与欠拟合

• 决策树的优点

 构建过程计算资源开销小

 分类未知样本速度极快

 对于小规模的树比较容易解释

 在许多小的简单数据集合上性能与其它方法相近

• C4.5（ID3）算法的特征

 深度优先构建方法

 在每一个结点需要对示例依据连续属性排序

 数据需要全部装入内存

 不适合大规模数据

• 决策树的缺点

 只考虑对训练数据的拟合

 欠拟合——模型对数据的复杂性或特征之间的关系进行了过于简单的建模，导致模型在训练数据上表现不佳

 过拟合——导致决策树比必要的更复杂，训练误差不再能够很好地估计树在以前未见过的记录上的表现



决策树的剪枝

• 早停法（预剪枝），在原来的停止条件基础上增加更多的限制性条件

• 如果实例数量小于用户指定的阈值，则停止 ——避免在数据样本太少的情况下创建过于复杂的树结构，从而降低了模型的泛化能力

• 如果实例的类分布独立于可用实例特征(例如，使用𝝌𝟐检验)，则停止 ——特征与类别之间没有显著的关联

• 如果扩展当前节点没有改善不纯度(例如，基尼或信息增益)，则停止 ——防止不必要的树生长

• 后剪枝，完整地生长决策树，而后以自底向上的方式修剪决策树的节点

• 损失函数： 𝐶𝛼(𝑇) = σ𝑡=1
|𝑇|

𝑁𝑡𝐻𝑡(𝑇) + 𝛼|𝑇| 平衡正确率和模型复杂度（正则的思想）：𝐶𝑜𝑠𝑡 𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙, 𝐷𝑎𝑡𝑎 = 𝐶𝑜𝑠𝑡 𝐷𝑎𝑡𝑎 𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙) + 𝐶𝑜𝑠𝑡(𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙)

• 决策树的剪枝往往通过极小化决策树整体的损失函数(loss function)来实现。设树𝑇的叶结点个数为 𝑇 ，𝑡是树𝑇的叶结点，该叶结点有𝑁𝑡个样本点，其中𝑘类的

样本点有𝑁𝑡𝑘个，𝑘 = 1,2, … , 𝐾， 𝐻𝑡(𝑇)为叶结点𝑡上的熵。

• 剪枝算法

• 1. 计算每个节点的熵

• 2. 递归的从树的叶节点向上回缩

• 3. 如果损失函数减小，则将父节点变为新的叶节点

• 4. 重复步骤2，直至不能继续为止

• 处理丢失的属性值

• 划分属性选择：信息增益𝑔 𝐷, 𝐴 = 𝜌 ∙ 𝐻 𝐷 − 𝐻 𝐷 𝐴 , 𝜌为无缺失样本所占比例

• 缺失样本划分：按权重划分到各子类中（西瓜书87-88页）



分类与回归

Classification: 分类

Regression: 回归分析

𝐼𝑛𝑝𝑢𝑡 → 训练样本的特征𝐷 = 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 , 𝑥𝑖 ∈ 𝑅𝑑，对应离散类别𝑊 = 𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑐

𝑂𝑢𝑡𝑝𝑢𝑡 → 分类器𝑦 = 𝑓 𝑥 : 𝑅𝑑 → 𝑊

𝐼𝑛𝑝𝑢𝑡 → 训练样本的特征𝐷 = 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 , 𝑥𝑖 ∈ 𝑅𝑑，对应连续变量𝑌 = 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛 , 𝑦𝑖 ∈ 𝑅

𝑂𝑢𝑡𝑝𝑢𝑡 → 函数𝑦 = 𝑔 𝑥 : 𝑅𝑑 → 𝑅

二者之间的联系：

• 利用回归模型进行分类：可将回归模型的输出离散化以进行分类，即𝑦 = sigmoid 𝑓 𝑥 。

• 利用分类模型进行回归：也可利用分类模型的特点，输出其连续化的数值

分类问题的评价指标：

• 精确率：反映了模型判定的正例中真正正例的比重

• 召回率：反映了总正例中被模型正确判定正例的比重 回忆：检测准则？



贝叶斯决策

• 最小错误率判别准则：

• 错误率：𝑃 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 𝑥𝑖 = σj≠𝑖𝑃 𝜔𝑗 𝑥 = 1 − 𝑃 𝜔𝑖 𝑥

• 判别准则𝑖 = arg max
1≤𝑗≤𝑐

𝑃(𝜔𝑗|𝑥) ⟹贝叶斯判别准则：𝑖 = arg max
1≤𝑗≤𝑐

𝑃(𝑥|𝜔𝑗)𝑃(𝜔𝑗)

• 二分类下，

• 错误率𝜀 = min׬ 𝜋1𝑝1 𝑥 , 𝜋2𝑝2 𝑥 𝑑𝑥 = 𝜋1𝜀1 + 𝜋2𝜀2

• 判别准则ℎ(𝑥) = −ln 𝑝1(𝑥) + ln 𝑝2(𝑥) ≷ ln
𝜋1

𝜋2
⟺ ℎ(𝑥) =

𝑝(𝑥|𝑤1)

𝑝(𝑥|𝑤2)
≷

𝑃(𝑤2)

𝑃(𝑤1)
,则𝑥 ∈

𝑤1

𝑤2

• 最小平均风险准则：（考虑错误判别带来的不同风险）

• 有𝑐个类别𝜔1, 𝜔2, … , 𝜔𝑐，将𝜔𝑖类的样本判别为𝜔𝑗的代价为𝜆𝑖𝑗

• 判别准则𝑖 = arg min
1≤𝑗≤𝑐

σ𝑖=1
𝑐 𝜆𝑖𝑗𝑃 𝑥 𝜔𝑗 𝑃(𝜔𝑗)

• 二分类下𝜆11𝑃(𝑤1|𝑥) + 𝜆12𝑃(𝑤2|𝑥) ≷ 𝜆21𝑃(𝑤1|𝑥) + 𝜆22𝑃 𝑤2 𝑥 ⟺ ℎ(𝑥) =
𝑝(𝑥|𝑤1)

𝑝(𝑥|𝑤2)
≷

𝜆12−𝜆22

𝜆21−𝜆11

𝑃(𝑤2)

𝑃(𝑤1)
,则𝑥 ∈

𝑤1

𝑤2

• Neyman-Pearson准则：（在限定一类错误率条件下使另一类错误率为最小）

• 问题可以描述为min𝑃1 𝑒 , 𝑠. 𝑡. 𝑃2(𝑒) − 𝜖0 = 0 ⇒ min 𝛾 = 𝑃1(𝑒) + 𝜆 𝑃2 𝑒 − 𝜖0

• 决策边界ℎ(𝑥) =
𝑝(𝑥|𝑤1)

𝑝(𝑥|𝑤2)
≷ 𝜆,则𝑥 ∈

𝑤1

𝑤2

模式识别总结（1）统计决策贝叶斯理论https://zhuanlan.zhihu.com/p/114944507

https://zhuanlan.zhihu.com/p/114944507


非参数估计

• 基本思想：

• 令𝑅是包含样本点𝑥的一个区域，其体积为𝑉，设有𝑛个训练样本，其中有𝑘个落在区域𝑅中的样本，则可对概率密度作出一个估计：

𝑝(𝑥) ≈
𝑘/𝑛

𝑉
，即相当于用R区域内的平均性质来作为一点𝑥的估计，是一种数据的平滑

• 有效性：取决于样本数量的多少，以及区域体积选择的合适

• 收敛性：当 lim
𝑛→∞

𝑉𝑛 = 0, lim
𝑛→∞

𝑘𝑛 → ∞, lim
𝑛→∞

𝑘𝑛

𝑛
= 0时， 𝑝𝑛 𝑥 收敛于𝑝 𝑥

• 基本途径

• Parzen窗法：区域体积𝑉是样本数𝑛的函数， Ƹ𝑝(𝑋) =
1

𝑁

𝑘(𝑋)

𝑉

• K-近邻法：落在区域内的样本数𝑘是总样本数𝑛的函数， Ƹ𝑝(𝑋) =
1

𝑁

(𝑘−1)

𝑉(𝑋)

• 贝叶斯分类

• ℎ(𝑋) = −ln
𝑝1(𝑋)

𝑝2(𝑋)
= −ln

(𝑘1−1)𝑁2𝑉2(𝑋)

(𝑘2−1)𝑁1𝑉1(𝑋)
≷ ln

𝜋1

𝜋2

• 欧式距离： 𝐷(𝑥, 𝑥′) = (𝑥 − 𝑥′)𝑇Σ(𝑥 − 𝑥′)

KNN算法流程：
1. 准备数据，对数据进行预处理。
2. 计算测试样本点（也就是待分类点）到其他每个样本点的距离。
3. 对每个距离进行排序，然后选择出距离最小的K个点。
4. 对K个点所属的类别进行比较，根据少数服从多数的原则，将测
试样本点归入在K个点中占比最高的那一类



• 前提假设：假设每个输入变量独立𝑷(𝑿𝟏…𝑿𝒏|𝒀) = ς𝒊 𝑷(𝑿𝒊|𝒀)

• 给定𝑌，当𝑖 ≠ 𝑗时， 𝑋𝑖和𝑋𝑗条件独立⇐ (∀𝑖, 𝑗, 𝑘)𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖|𝑌 = 𝑦𝑗 , 𝑍 = 𝑧𝑘) = 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖|𝑍 = 𝑧𝑘)

• 𝑃(𝑋1, 𝑋2|𝑌) = 𝑃(𝑋1|𝑋2, 𝑌)𝑃(𝑋2|𝑌) = 𝑃(𝑋1|𝑌)𝑃(𝑋2|𝑌)

• 分类规则

• 𝑃 𝑌 = 𝑦𝑘 𝑋1…𝑋𝑛 =
𝑃(𝑌=𝑦𝑘)𝑃(𝑋1…𝑋𝑛|𝑌=𝑦𝑘)

σ𝑗 𝑃(𝑌=𝑦𝑗)𝑃(𝑋1…𝑋𝑛|𝑌=𝑦𝑗)
=

𝑃(𝑌=𝑦𝑘) ς𝑖 𝑃(𝑋𝑖|𝑌=𝑦𝑘)

σ𝑗 𝑃(𝑌=𝑦𝑗) ς𝑖 𝑃(𝑋𝑖|𝑌=𝑦𝑗)

• 𝑋𝑛𝑒𝑤 = ,𝑋1ۦ … , 𝑋𝑛⟩ , 𝑌
𝑛𝑒𝑤 ← arg max

𝑦𝑘
𝑃(𝑌 = 𝑦𝑘)ς𝑖 𝑃(𝑋𝑖|𝑌 = 𝑦𝑘)

• 训练

• 对每个类别𝑦𝑘，估计类别先验𝜋𝑘 ≡ 𝑃(𝑌 = 𝑦𝑘)；对每个样本的特征𝑋𝑖，计算𝜃𝑖𝑗𝑘 ≡ 𝑃(𝑋𝑖 = 𝑥𝑖𝑗|𝑌 = 𝑦𝑘)

• MLE：

• MAP：

朴素贝叶斯

Beta分布：

1.Beta分布的取值范围在[0, 1]之间，符合实际的概率取值范围。

2.α和β参数控制了分布的形状。当α和β都为1时，Beta分布变成均匀分布，

所有的取值都是等概率的。

3.Beta分布的期望值
𝛼

𝛼+𝛽
，方差为 

𝛼𝛽

(𝛼+𝛽)2(𝛼+𝛽+1)

4.在贝叶斯推断中常用作先验分布

概率必须满足归一性，所以只需要估计𝒏 − 𝟏个参数

E.g.文本分类



• 前提假设：特征连续，假设每个输入变量独立𝑷(𝑿𝟏…𝑿𝒏|𝒀) = ς𝒊 𝑷(𝑿𝒊|𝒀)

• 假设特征在给定类别下的条件概率分布是高斯分布

• 𝑃(𝑋𝑖 = 𝑥 ∣ 𝑌 = 𝑦𝑘) =
1

2𝜋𝜎𝑖𝑘
2
exp(−

(𝑥−𝜇𝑖𝑘)
2

2𝜎𝑖𝑘
2 ) 进一步假设方差与𝒀, 𝑿无关， 𝝈𝒊𝒌 ⟶ 𝝈

• 分类规则：

• 𝑋𝑛𝑒𝑤 = ,𝑋1ۦ … , 𝑋𝑛⟩ , 𝑌
𝑛𝑒𝑤 ← arg max

𝑦𝑘
𝑃(𝑌 = 𝑦𝑘)ς𝑖 𝒩(𝑋𝑖 , 𝜇𝑖𝑘, 𝜎𝑖𝑘)

• 训练

• 对每个类别𝑦𝑘，估计类别先验𝜋𝑘 ≡ 𝑃(𝑌 = 𝑦𝑘)；

• 对每个样本的特征𝑋𝑖，计算特征均值与方差𝜇𝑖𝑘, 𝜎𝑖𝑘

高斯朴素贝叶斯

E.g.精神状态分类



• 想法：直接计算𝑃 𝑌 𝑋 ，而不必构造𝑃 𝑌 𝑋 ∝ 𝑃 𝑋 𝑌 𝑃(𝑌)

• 模型设计：

• 输入：𝑌 ∈ 𝑅𝑛；输出：𝑋 ∈ {0,1} 。

• 假设：𝑋|𝑌服从伯努利分布

• 模型： 𝜃𝑇，𝜃𝑇𝑌 = 𝜃0 + 𝜃1𝑦
(1) +⋯+ 𝜃𝑛𝑦

(𝑛)

𝑃 𝑋 = 1 𝑌 =
1

1 + 𝑒−𝜃
𝑇𝑦

；𝑃 𝑋 = 0 𝑌 = 1 −
1

1 + 𝑒−𝜃
𝑇𝑦

• 决策判别：根据两个条件概率值的大小将实例分到概率值较大的一类。

• 优化：

• 似然函数： 𝐿 𝜃 = ς𝑖=1
𝑚 𝑃 𝑥𝑖 𝑧𝑖; 𝜃 = (ℎ𝜃 𝑧 )𝑥(1 − ℎ𝜃 𝑧 )1−𝑥（MLE）

• 负变换： 𝐿 𝜃 = −
1

𝑚
ς𝑖=1
𝑚 log𝑃 𝑥𝑖 𝑧𝑖; 𝜃

= −
1

𝑚
σ𝑖=1
𝑚 [𝑥𝑖 log ℎ𝜃 𝑧𝑖 + (1 − 𝑥𝑖) log (1 − ℎ𝜃 𝑧𝑖 ]

• 优化方法：梯度下降和牛顿法

线性分类器—逻辑回归



• 理论推导（选看）：直接计算𝑃 𝑌 𝑋 ，而不必构造𝑃 𝑌 𝑋 ∝ 𝑃 𝑋 𝑌 𝑃(𝑌)

• 𝑃(𝑌 = 1|𝑋) =
𝑃(𝑌=1)𝑃(𝑋|𝑌=1)

𝑃(𝑌=1)𝑃(𝑋|𝑌=1)+𝑃(𝑌=0)𝑃(𝑋|𝑌=0)
=

1

1+
𝑃(𝑌=0)𝑃(𝑋∣𝑌=0)

𝑃(𝑌=1)𝑃(𝑋∣𝑌=1)

=
1

1+exp ln
𝑃 𝑌=0 𝑃(𝑋∣𝑌=0)

𝑃 𝑌=1 𝑃(𝑋∣𝑌=1)

=
1

1+exp ln
1−𝜋

𝜋
+σ𝑖 ln

𝑃(𝑋𝑖∣𝑌=0)

𝑃(𝑋𝑖∣𝑌=1)

⇒ 𝑃(𝑌 = 1|𝑋) =
1

1+exp(𝑤0+σ𝑖=1
𝑛 𝑤𝑖𝑋𝑖)

• 为什么是线性的？

• 决策面为：𝑃 𝑌 = 1 𝑋 =
1

1+exp 𝑤0+σ𝑖=1
𝑛 𝑤𝑖𝑋𝑖

= 𝑃 𝑌 = 0 𝑋 =
exp 𝑤0+σ𝑖=1

𝑛 𝑤𝑖𝑋𝑖

1+exp 𝑤0+σ𝑖=1
𝑛 𝑤𝑖𝑋𝑖

⟺  𝒘𝟎 + σ𝒊=𝟏
𝒏 𝒘𝒊𝑿𝒊 = 𝐥𝐧𝟏 = 𝟎

• 拓展到多分类问题

• Sigmoid ⟶  Softmax： 𝑃(𝑌 = 𝑦𝑘|𝑋) =
exp(𝑤𝑘0+σ𝑖=1

𝑛 𝑤𝑘𝑖𝑋𝑖)

σ𝑗=1 exp(𝑤𝑗0+σ𝑖=1
𝑛 𝑤𝑗𝑖𝑋𝑖)

• MAP与正则

• 𝐿 𝜃 ς𝑖=1
𝑚 𝑃 𝑥𝑖 𝑧𝑖; 𝜃 = (ℎ𝜃 𝑧 )𝑥(1 − ℎ𝜃 𝑧 )1−𝑥 +

𝝀

𝟐
𝜽 𝟐

𝟐

• 𝑃 𝜃 ∝ exp(−𝜆 𝜃 2
2)

线性分类器—逻辑回归

෍

𝑖

𝜇𝑖0 − 𝜇𝑖1

𝜎𝑖
2 𝑋𝑖 +

൯𝜇𝑖1
2 − 𝜇𝑖0

2

2𝜎𝑖
2

高斯朴素贝叶斯⟶假设方差与𝒀无关



• 想法：寻找最优分解面（支持向量的引入）

• 模型设计：

• 输入：𝑇 = 𝑥1, 𝑦1 , 𝑥2, 𝑦2 , … , 𝑥𝑁, 𝑦𝑁 , 𝑥𝑖 ∈ ℝ𝑛, 𝑦𝑖 ∈ +1,−1 , 𝑖 = 1,2,…𝑁

• 输出：分类函数𝑔: ℝ𝑛 → ℝ → +1,−1

• 假设：数据是线性可分的—𝑦𝑖 = 1，有𝑤𝑇 ∙ 𝑥 + 𝑏 ≥ 𝜀；𝑦𝑖 = 0，有𝑤𝑇 ∙ 𝑥 + 𝑏 ≤ 𝜀

• 理论推导：

• 几何间隔： 𝑟𝑖 =
𝑤𝑇𝑥𝑖+𝑏

𝑤
= 𝑦𝑖

𝑤𝑇

𝑤
∙ 𝑥𝑖 +

𝑏

𝑤
, 𝑟 = min

𝑖=1,2,…𝑁
𝑟𝑖

• 支持向量： margin =
𝑤𝑇

𝑤
𝑥1
∗ − 𝑥2

∗ =
2𝑟

𝑤

• 目标函数： max
𝑤,𝑏

2𝑟

𝑤
, 𝑠. 𝑡. 𝑦𝑖

𝑤𝑇

𝑤
∙ 𝑥𝑖 +

𝑏

𝑤
≥ 𝑟, 𝑖 = 1,2,…𝑁

等价于min
𝑤,𝑏

1

2
ෝ𝑤 2, 𝑠. 𝑡. 𝑦𝑖 ෝ𝑤𝑇 ∙ 𝑥𝑖 + ෠𝑏 ≥ 1, 𝑖 = 1,2,…𝑁，ෝ𝑤 =

𝑤

𝑤 𝑟
, ෠𝑏 =

𝑏

𝑤 𝑟

• 拉格朗日函数： 𝐿 𝑤, 𝑏, 𝜇 =
1

2
ෝ𝑤 2 − σ𝑖=1

𝑁 𝜇𝑖 𝑦𝑖 ෝ𝑤𝑇 ∙ 𝑥𝑖 + ෠𝑏 − 1 , 𝜇𝑖 ≥ 0

线性分类器—支持向量机



• 优化函数：max
𝜇

min
𝑤,𝑏

𝐿 𝑤, 𝑏, 𝜇 = max
𝜇

min
𝑤,𝑏

1

2
ෝ𝑤 2 − σ𝑖=1

𝑁 𝜇𝑖 𝑦𝑖 ෝ𝑤𝑇 ∙ 𝑥𝑖 + ෠𝑏 − 1 , 𝜇𝑖 ≥ 0 

• 1.求解min
𝑤,𝑏

𝐿 𝑤, 𝑏, 𝜇

• 对𝐿进行求导൞

𝜕𝐿

𝜕𝑤
= 𝑤 − σ𝑖=1

𝑁 𝜇𝑖𝑦𝑖𝑥𝑖 = 0

𝜕𝐿

𝜕𝑏
= −σ𝑖=1

𝑁 𝜇𝑖𝑦𝑖 = −𝜇𝑇𝑦 = 0

• 解得𝑤 = σ𝑖=1
𝑁 𝜇𝑖𝑦𝑖𝑥𝑖

• 2. 带回𝐿 𝑤, 𝑏, 𝜇

• max 𝐿 𝑤, 𝑏, 𝜇 = σ𝑖=1
𝑚 𝜇𝑖 −

1

2
σ𝑖,𝑗=1
𝑚 𝜇𝑖𝜇𝑗𝑦𝑖𝑦𝑗 𝑥𝑖

𝑇𝑥𝑗 , 𝑠. 𝑡 σ𝑖=1
𝑁 𝜇𝑖𝑦𝑖 = 0, 𝜇𝑖 ≥ 0

• 解得最优解𝜇∗ = 𝜇1
∗ , 𝜇2

∗ , . . , 𝜇𝑛
∗ 𝑇（过程略），𝑤∗ = σ𝑖=1

𝑁 𝜇𝑖
∗𝑦𝑖𝑥𝑖，𝑏∗ = 𝑦𝑖 − σ𝑖=1

𝑛 𝜇𝑖
∗𝑦𝑖𝑥𝑖

𝑇𝑥𝑖

• 𝑤∗和𝑏∗仅由对应𝜇𝑖
∗ > 0的样本点 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 决定，这样的𝑥𝑖即为支持向量

• 加入非线性因素

• 核函数，非线性映射𝜑:ℝ𝑛 → ℝ𝑚(𝑚 ≫ 𝑛)将低维的输入解耦至高维空间

• 软阈值soft margin：引入松弛变量𝝃𝒊进行修正：min
𝑤,𝑏

1

2
ෝ𝑤 2 + 𝐶 σ𝑖=1

𝑁 𝜉𝑖 , 𝑠. 𝑡. ൝
𝑦𝑖 ෝ𝑤𝑇 ∙ 𝑥𝑖 + ෠𝑏 ≥ 1 − 𝜉𝑖

𝜉𝑖 ≥ 0
, 𝑖 = 1,2, …𝑁, 𝐶 > 0

线性分类器—支持向量机

𝐾𝐾𝑇条件 

𝜇𝑖 ≥ 0

𝑦𝑖(𝒘𝑖 ⋅ 𝒙𝑖 + 𝑏) − 1 ≥ 0

𝜇𝑖(𝑦𝑖(𝒘𝑖 ⋅ 𝒙𝑖 + 𝑏) − 1) = 0
 



无监督学习—聚类

• K-means

• 将数据集 𝑋 = 𝑥1, … , 𝑥𝑁 , 𝑥𝑖 ∈ ℝ𝐷 划分为𝐾个类别

• 初始化类别中心𝜇𝑘, 𝑘 = 1,2, … 𝐾 (𝐾 random 𝑥𝑛 from  𝑋)

• 重复迭代
• For all 𝑥𝑛 in 𝑋:

• Updating all 𝜇𝑘:

• 层次聚类

• 建立划分树

• 类别之间的划分
• 自顶向下：一开始所有个体都属于一个簇，找出簇中距离最远的两个簇进行分裂，

不断重复到预期簇或者其他终止条件

• 自下而上：每个个体都是一个簇，然后根据距离寻找同类合并，最后形成一个簇

• 距离选择
• Single Linkage-两个组合数据点中距离最近的两个数据点间的距离

• Complete Linkage-两个组合数据点中距离最远的两个数据点间的距离

• Average Linkage-两个组合数据点中的每个数据点与其他所有数据点的距离的均值

• Centroid-两个组合间的中心间的距离

𝑟𝑛𝑘 = ൝
1,         𝑘 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛𝑗 𝑥𝑛 − 𝜇𝑗 

2

0,                                  其他情况   
 

𝜇𝑘 =
σ 𝑟𝑛𝑘𝑥𝑛𝑛

σ 𝑟𝑛𝑘𝑛
 



无监督学习—聚类

• 想法：任意连续概率密度都能用多个高斯分布的线性组合叠加的高斯混合概率分布𝑝(𝑥) = ෌
𝑘=1

𝐾
𝜋𝑘𝒩 𝑥 𝜇𝑘 , Σ𝑘)来描述。

回忆：K-means聚类相当于假设𝑷 𝑿 𝒀 服从多元高斯分布（特征之间相互独立，协方差矩阵𝜮 = 𝝀𝑰），且𝑷 𝒀 为等概率均匀分布。

• 模型细节：

• 引入隐变量构造条件概率𝑝(𝑥|𝓏𝑘 = 1) = 𝒩(𝑥|𝜇𝑘, Σ𝑘) ⇔ 𝑝(𝑥|𝓏) = ැ
𝑘=1

𝐾
𝒩(𝑥|𝜇𝑘, Σ𝑘)

𝓏𝑘

• 边缘概率𝑝 𝑥 = σ𝓏 𝑝(𝓏) ∙ 𝑝 𝑥|𝓏 = ෌
𝑘=1

𝐾
𝜋𝑘𝒩(𝑥|𝜇𝑘, Σ𝑘)

• 后验概率𝛾(𝑧𝑘) ≡ 𝑝 𝓏𝑘 = 1 𝑥 =
𝑝 𝑧𝑘=1 𝑝 𝑥 𝑧𝑘 = 1

σ𝑗=1
𝐾 𝑝 𝑧𝑗=1 𝑝 𝑥 𝑧𝑗 = 1

=
𝜋𝑘𝒩 𝑥 𝜇𝑘, Σ𝑘

σ𝑗=1
𝐾 𝜋𝑗𝒩 𝑥 𝜇𝑗 , Σ𝑘

• 对数似然函数为ln 𝑝(𝑋 ∣ 𝜋, 𝜇, Σ) = σ𝑛=1
𝑁 ln σ𝑘=1

𝐾 𝜋𝑘𝒩 𝑥𝑛 𝜇𝑘, 𝛴𝑘

• 优化：EM算法

• 计算后验概率𝛾(𝑧𝑛𝑘)

• ln 𝑝(𝑋 ∣ 𝜋, 𝜇, Σ)分别关于𝜇𝑘、 𝛴𝑘、 𝜋𝑘求导

• 注意：关于𝜋𝑘求导时需满足𝜋𝑘需要满足和为1的条件（拉格朗日乘子法）

 

ALGORITHM  EM for Gaussian Mixture Models 

 

1：input 𝑋 ←数据集，𝐾 ←类别数目，𝑖𝑡𝑒𝑟 ←迭代次数； 

2：初始化均值𝜇𝑘、协方差Σ𝑘和混合系数𝜋𝑘  

3：计算对数似然ln⁡𝑝(𝑋 ∣ 𝜋, 𝜇, Σ) ← σ ln{σ 𝜋𝑘𝒩(𝑥𝑛 ∣∣ 𝜇𝑘 ,𝛴𝑘 )
𝐾
𝑘=1 }𝑁

𝑛=1  

4：while 𝑖 < 𝑖𝑡𝑒𝑟 do 

5：  𝛾(𝑧𝑛𝑘) ←
𝜋𝑘𝒩 𝑥𝑛 ∣∣𝜇𝑘 , Σ𝑘 ൯

σ 𝜋𝑗𝒩 𝑥𝑛 ∣∣𝜇𝑗 , Σ𝑗  𝐾
𝑗=1

；      （E 步） 

6：  𝜇𝑘
𝑛𝑒𝑤 ←

1

𝑁𝑘
෌ 𝛾(𝑧𝑛𝑘)𝑥𝑛

𝑁

𝑛=1
； 

7:   𝛴𝑘
𝑛𝑒𝑤 ←

1

𝑁𝑘
෌ 𝛾(𝑧𝑛𝑘)(𝑥𝑛 − 𝜇𝑘

𝑛𝑒𝑤)(𝑥 − 𝜇𝑘
𝑛𝑒𝑤)𝑇

𝑁

𝑛=1
； （M 步） 

8：  𝜋𝑘
𝑛𝑒𝑤 ←

𝑁𝑘

𝑁
； 

9：end while 

10：return 𝜇𝑘 , Σ𝑘 ,𝜋𝑘  //返回最优参数； 

 



无监督学习—降维

 

ALGORITHM  Principal Component Analysis (主成分分析) 

 

1：input 𝑋 ←高维数据矩阵(𝑚 × 𝑛)，𝑘 ←降维目标； 

2：𝑋 ← (𝑋 − 𝑋ത) //数据中心化； 

3：协方差矩阵𝐶 ← 1/𝑚(𝑋 ∙ 𝑋𝑇)； 

4：求出𝐶的特征值和特征矩阵，𝑊 ← 𝐶前𝑘大的特征值对应特征向量构成； 

5：return 𝑊 ∙ 𝑋 //返回降维后的矩阵； 

 

• 想法：将高维数据投影到低维空间，同时保留他们的多样性。

• 模型细节：

• 样本集𝑋 = 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚 ∈ ℝ𝑛×𝑚, 𝑥𝑖 ∈ ℝ𝑛，表示𝑚个包含𝑛个特征的样本

• 投影矩阵𝑊 = 𝑤1, 𝑤2, … ,𝑤𝑘 𝑇 ∈ ℝ𝑘×𝑛, 𝑤𝑖 ∈ ℝ𝑛

• 特征提取𝑊 ∙ 𝑋 = 𝑍 ∈ ℝ𝑘×𝑚 → {𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧𝑚}

• 理论推导：最大化方差←熵

• 𝑧 = 𝑊𝑥—样本𝑥，𝒛𝒊表示第𝒊维新的特征，𝒛𝒊
𝒋
表示第𝒋个样本𝒙𝒋经降维投影后的第𝒊维特征

• max 𝑉𝑎𝑟 𝑧𝑖 =
1

𝑚
σ𝑗=1
𝑚 𝑧𝑖

𝑗
− ഥ𝑧𝑖

2
, 𝑤𝑖

2
= 1且(𝑤𝑖)𝑇 ∙ 𝑤𝑗 = 0—方差最大

• 化简得𝑉𝑎𝑟 𝑧𝑖 = 𝑤𝑖 𝑇
𝐶𝑜𝑣 𝑥 𝑤𝑖 = (𝑤𝑖)𝑇𝑆𝑤𝑖

• 根据正交条件构造拉格朗日方程组如下：

• 求导解得𝑤1, … , 𝑤𝑘分别对应协方差矩阵𝑆的前𝑘大特征值𝜆1, … , 𝜆𝑘的特征向量

𝑔(𝑤1) = (𝑤1)𝑇𝑆𝑤1 − 𝛼((𝑤1)𝑇𝑤1 − 1)                                               

𝑔(𝑤2) = (𝑤2)𝑇𝑆𝑤2 − 𝛼((𝑤2)𝑇𝑤2 − 1) − 𝛽((𝑤2)𝑇𝑤1 − 0)          

……                                                                                                                   

      𝑔(𝑤𝑘) = (𝑤2)𝑇𝑆𝑤2 − 𝛼((𝑤2)𝑇𝑤2 − 1) −෍ 𝛽𝑗
𝑘−1

𝑗=1
 (𝑤𝑘)𝑇𝑤𝑗 − 0൯ 



拓展：概率PCA

• 想法：线性投影→概率潜在变量模型

• 模型细节：

• 潜在变量𝑝(𝑧) = 𝒩 𝑧 0, 𝐼 ， 𝑧 ∈ ℝ𝑘

• 观测变量𝑝(𝑥 ∣ 𝑧) = 𝒩 𝑥 𝑊𝑧 + 𝜇, 𝜎2𝐼 ，𝑊 ∈ ℝ𝑛×𝑘

• 𝑛维观测变量𝑥由𝑘维潜在变量𝑧的一个线性变换附加一个高斯“噪声”定义：𝑥 = 𝑊𝑧 + 𝜇 + 𝜀

• 理论推导：

• 边缘概率分布𝑝(𝑥) = ׬ 𝑝(𝑥 ∣ 𝑧)𝑝(𝑧)d𝑧仍为正态分布𝒩 𝑥 𝜇, 𝑊𝑊𝑇 + 𝜎2𝐼 ← 𝒛和𝜺是独立的随机变量

• (𝑊𝑊𝑇 + 𝜎2𝐼)−1= 𝜎−2𝐼 − 𝜎−2𝑊 𝑊𝑇𝑊+ 𝜎2𝐼
𝑀

−1
𝑊𝑇

• 后验概率为𝑝 𝑧 𝑥 = 𝒩 𝑧 𝑀−1𝑊𝑇 𝑥 − 𝜇 , 𝜎2𝑀−1

• 极大似然：(证明略)

• ln 𝑝(𝑋 ∣ 𝜇,𝑊, 𝜎2) = σ𝑛=1
𝑁 ln 𝑝(𝑥𝑛 ∣ 𝑊, 𝜇, 𝜎2)

• 令似然函数关于𝜇的导数等于零得到𝜇 = ҧ𝑥 ，代回得ln 𝑝 𝑋 𝑊, 𝜇, 𝜎2 = −
𝑁

2
𝐷 ln 2𝜋 + ln 𝐶 + Tr 𝐶−1𝑆 + const

• 𝑊𝑀𝐿 = 𝑈𝑀(𝐿𝑀 − 𝜎2𝐼)1/2𝑅（ 𝑈𝑀 —特征向量的组合， 𝐿𝑀 —对应的特征值， 𝑅—正交矩阵）

•  𝜎𝑀𝐿
2 =

1

𝑛−𝑘
σ𝑖=𝑘+1
𝐷 𝜆𝑖（与丢弃的维度相关联的平均方差）



深度学习



多层感知机MLP

• 想法：引入非线性因素→非线性映射

• 有向图，由多个的节点层所组成，每一层都全连接到下一层，除了

输入节点，每个节点都是一个带有非线性激活函数的神经元。

• 模型：

• 𝑦𝑗 = 𝜎(σ𝑖𝑤𝑖𝑏𝑖 − 𝜃𝑖)相互(嵌套)代入

• 训练集𝐷 = (𝑥1, 𝑦1 , (𝑥2, 𝑦2), … , (𝑥𝑚, 𝑦𝑚)), 𝑥 ∈ ℝ𝑑 , 𝑦 ∈ ℝ𝑙

• 隐藏层第ℎ个神经元接收到的输入为𝛼ℎ = σ𝑖=1
𝑑 𝑣𝑖ℎ𝑥𝑖

• 输出层第𝑗个神经元接收到的输入为𝛼ℎ = σℎ=1
𝑞

𝑤ℎ𝑗𝑏ℎ

• 神经元激活函数为𝜎(∙)

• 前向推理：

• 从输入层开始，沿着网络的层级顺序将数据传递到输出层，从而计

算模型的预测值

• 𝑦𝑘 = 𝑔 ෍
𝑗=1

𝑚

𝑤𝑘𝑗
𝑠 ⋯ 𝑎 ෍

𝑖=1

𝑛

𝑤𝑗𝑖
1 𝑥𝑖 + 𝑏𝑗

1 ⋯+ 𝑏𝑘
𝑠 , 𝑘 = 1,2,⋯ , 𝑙

• 不涉及权重和偏差的更新



常见激活函数



多层感知机MLP

 

ALGORITHM  Backpropagation(反向传播算法) 

 

1：input 𝑓(𝑥;𝜃) ←神经网络，𝜃 ←参数向量，(𝑥′ ,𝑦′) ←样本，𝜂 ←学习率； 

2：for 𝑡 = 1,2,… , 𝑠 do   # 正向传播 

3：  ℎ(0) =  𝑥′ ; ℎ(𝑡) = 𝑎 𝑊(𝑡)ℎ(𝑡−1) + 𝑏(𝑡)൯（𝑎(∙)为激活函数） 

4：for 𝑡 = 𝑠, 𝑠 − 1,… ,1 do    # 反向传播 

5：  𝛿(𝑠) = ℎ(𝑠) − 𝑦′ ;  𝛻𝑊(𝑡)𝐿 = 𝛿(𝑡) ⋅ ℎ(𝑡−1)𝑇 ,𝛻𝑏(𝑡)𝐿 = 𝛿(𝑡) 

6：  𝑊new
(𝑡)

← 𝑊(𝑡) − 𝜂∇𝑊(𝑡)𝐿 , 𝑏new
(𝑡)

← 𝑏(𝑡) − 𝜂∇𝑏(𝑡)𝐿 

7：  if 𝑡 > 1 do 

8：    𝛿(𝑡−1) =
∂𝑎

∂𝑧
𝑗
(𝑡−1) ⨀ 𝑊(𝑡)𝑇 ∙ 𝛿(𝑡)  

9：return 𝜃  

 

• 反向传播：基于链式法则计算损失对每个权重和偏差的梯度

• 推导过程：

① 考虑一个𝑠层神经网络，其中第𝑡层的神经元定义为：ℎ𝑗
(𝑡)

= 𝑎 𝑧𝑗
𝑡

, 𝑧𝑗
𝑡
=෍

𝑖=1

𝑛

𝑤𝑗𝑖
(𝑡)
ℎ𝑖
(𝑡−1)

+ 𝑏𝑗
(𝑡)
, 𝑗 = 1,2,⋯ ,𝑚

② 损失函数对第𝑡层的权重和偏置的梯度分别为
𝜕𝐿

𝜕𝑤
𝑗𝑖
(𝑡)和

𝜕𝐿

𝜕𝑏
𝑗
(𝑡)。根据链式求导规则，可以展开为：

𝜕𝐿

𝜕𝑤𝑗𝑖
𝑡 =

𝜕𝐿

𝜕𝑧𝑗
𝑡

𝜕𝑧𝑗
𝑡

𝜕𝑤𝑗𝑖
𝑡 ,

𝜕𝐿

𝜕𝑏𝑗
𝑡 =

𝜕𝐿

𝜕𝑧𝑗
𝑡

𝜕𝑧𝑗
𝑡

𝜕𝑏𝑗
𝑡

③ 令𝛿𝑗
(𝑡)

=
𝜕𝐿

𝜕𝑧
𝑗
(𝑡) , 𝑗 = 1,2,⋯ ,𝑚，则上式可写成：

𝜕𝐿

𝜕𝑤
𝑗𝑖
(𝑡) = 𝛿𝑗

(𝑡)
ℎ𝑖
(𝑡−1)

,
𝜕𝐿

𝜕𝑏
𝑗
(𝑡) = 𝛿𝑗

(𝑡)

④ 而对于第𝑡层的𝛿𝑗
(𝑡)
，可展开为𝛿𝑗

(𝑡)
=

𝜕𝐿

𝜕𝑧
𝑗
(𝑡) = σ𝑘=1

𝑙 𝜕𝐿

𝜕𝑧𝑘
(𝑡+1)

𝜕𝑧𝑘
(𝑡+1)

𝜕𝑧
𝑗
(𝑡) , 𝑗 = 1,2,⋯ ,𝑚

⑤ 求解得到𝛿𝑗
(𝑡)

=
𝑑𝑎

𝑑𝑧
𝑗
(𝑡)σ𝑘=1

𝑙 𝑤𝑘𝑗
(𝑡+1)

𝛿𝑘
(𝑡+1)

。

⑥ 其中，
𝑑𝑎

𝑑𝑧
𝑗
(𝑡)为第𝑡层激活函数关于𝑧𝑗

𝑡
的导数。

⑦ 也就是说可以根据𝑡 + 1层的𝛿𝑘
(𝑡+1)

计算𝛿𝑗
(𝑡)
。

• 问题：梯度消失和梯度爆炸—由于层数过多、前面几层的梯度有时会接近于0（消失）或者接近无穷（爆炸），无法使程序运行下去



多层感知机MLP

• 损失函数：（一般是极大似然）

• 回归：平方损失

• 二分类：交叉熵损失

• 多分类：交叉熵损失

• 上述损失函数对应最后一层误差均为：𝜹𝒌
𝒔 = 𝒉𝒌

𝒔 − 𝒚𝒌, 𝒌 = 𝟏, 𝟐,⋯ , 𝒍

• 优化算法：

• GD

• SGD

• 实现方法：计算图、批量归一化

• 正则化：早停法、 暂退法（dropout）



卷积神经网络CNN

• 卷积实质上是对信号进行滤波

• 一维连续形式： 𝑓 ∗ 𝑔 𝑡 = ∞−׬
∞

𝑓 𝑎 ∗ 𝑔 𝑡 − 𝑎 𝑑𝑎

• 表示为一个函数对另一个函数的调整

• 离散二维卷积：（实质上是数学上的互相关）

• 线性滤波，用每个像素的邻域的线性组合来代替这个像素。

• 平移不变性，共享参数

• 卷积核滑动计算内积：𝑦𝑘𝑙 = σ𝑚=1
𝑀 σ𝑛=1

𝑁 𝑤𝑚,𝑛𝑥𝑘+𝑚−1,𝑙+𝑛−1

• 填充和步幅（维持信号大小不变）

• 池化（pooling）：也叫下采样

• 压缩信号表示，减少计算

• 对每一个子矩阵取最大或平均

• 全连接层



卷积神经网络CNN

LeNet-5

AlexNet

ResNet



生成对抗网络GAN

分辨真假

Generator Discriminator

尝试欺骗判别器

• 生成器Generator：期望能够产生真实的图片进而骗过判别器。

• 判别器Discriminator：期望能够准确的区分真假图片



GAN的数学原理

正态分布

𝑃𝐺 𝑃𝑑𝑎𝑡𝑎

尽可能相似！
生成器

G

目标函数𝐺∗ = 𝑎𝑟𝑔min
𝐺

𝐷𝑖𝑣 𝑃𝐺 , 𝑃𝑑𝑎𝑡𝑎对于Generator：



目标函数𝐷∗ = 𝑎𝑟𝑔max
𝐷

𝑉 𝐷, 𝐺

Discriminator

: 从𝑃𝑑𝑎𝑡𝑎抽样的数据 : 从𝑃𝐺抽样的数据

train

𝑉 𝐺,𝐷 = 𝐸𝑥∼𝑃𝑑𝑎𝑡𝑎 𝑙𝑜𝑔𝐷 𝑥 + 𝐸𝑧∼𝑃𝐺 𝑙𝑜𝑔 1 − 𝐷 𝐺 𝑧

目标函数：

类别 1

类别 2 二分类器

𝐷 𝑥 = 1表示𝑥来自真实分布； 𝐷 𝑥 = 0表示来自生成器拟合分布

对于Discriminator：

GAN的数学原理



Step 1: 固定G，更新D 𝐷∗ = 𝑎𝑟𝑔max
𝐷

𝑉 𝐷, 𝐺

𝑉 𝐺, 𝐷 = න
𝑥

𝑃𝑑𝑎𝑡𝑎 𝑥 𝑙𝑜𝑔𝐷 𝑥 + 𝑃𝐺 𝑥 𝑙𝑜𝑔 1 − 𝐷 𝑥 𝑑𝑥 = න
𝑥

𝑎 𝑙𝑜𝑔𝐷 𝑥 + 𝑏𝑙𝑜𝑔 1 − 𝐷 𝑥 𝑑𝑥

对被积函数求导，取得

𝐷∗(𝑥) =
𝑃𝑑𝑎𝑡𝑎 𝑥

𝑃𝑑𝑎𝑡𝑎 𝑥 + 𝑃𝐺 𝑥

Step 2: 固定D，更新G 𝐺∗ = 𝑎𝑟𝑔min
𝐺

max
𝐷

𝑉 𝐷, 𝐺

将𝐷代回𝑉 𝐺, 𝐷 ，

𝑉 𝐺, 𝐷 = න
𝑥

𝑃𝑑𝑎𝑡𝑎 𝑥 𝑙𝑜𝑔

1
2𝑃𝑑𝑎𝑡𝑎 𝑥

1
2 𝑃𝑑𝑎𝑡𝑎 𝑥 + 𝑃𝐺 𝑥

+ 𝑃𝐺 𝑥

1
2𝑃𝐺 𝑥

1
2 𝑃𝑑𝑎𝑡𝑎 𝑥 + 𝑃𝐺 𝑥

𝑑𝑥

目标函数：min
𝐺

max
𝐷

𝑉 𝐺,𝐷 = 𝐸𝑥∼𝑃𝑑𝑎𝑡𝑎 log𝐷 𝑥 + 𝐸𝑧∼𝑃𝐺 log 1 − 𝐷 𝐺 𝑧

GAN的数学原理



GAN的数学原理

目标函数：min
𝐺

max
𝐷

𝑉 𝐺,𝐷 = 𝐸𝑥∼𝑃𝑑𝑎𝑡𝑎 log𝐷 𝑥 + 𝐸𝑧∼𝑃𝐺 log 1 − 𝐷 𝐺 𝑧

Step 2: 固定D，更新G 𝐺∗ = 𝑎𝑟𝑔min
𝐺

max
𝐷

𝑉 𝐷, 𝐺

𝑉 𝐺, 𝐷 = −2log2 + 𝐾𝐿 𝑃𝑑𝑎𝑡𝑎 ฯ
𝑃𝑑𝑎𝑡𝑎 𝑥 +𝑃𝐺 𝑥

2
+ 𝐾𝐿 𝑃𝐺 ฯ

𝑃𝑑𝑎𝑡𝑎 𝑥 +𝑃𝐺 𝑥

2

= −2log2 + 2JS 𝑃𝑑𝑎𝑡𝑎 𝑃𝐺  

当𝑉 𝐺, 𝐷 最小时，当且仅当𝑃𝑑𝑎𝑡𝑎 𝑥 = 𝑃𝐺时，此时𝐷(𝑥) = 1/2！

相对熵（KL散度）两个概率分布间差异的非对称性度量；而JS散度是对称的

KL散度： 𝐾𝐿 𝑝ԡ𝑞 = 𝑥׬ 𝑝 𝑥 log
𝑝(𝑥)

𝑞(𝑥)
𝑑𝑥

JS散度： 𝐽𝑆 𝑝ԡ𝑞 =
1

2
𝐾𝐿 𝑝 ฯ

𝑝+𝑞

2
+

1

2
𝐾𝐿 𝑞 ฯ

𝑝+𝑞

2

两个概率分布之间的平均信息损失和相似性

一个概率分布相对于另一个概率分布的不确定性和信息损失

重复这样的步骤！



𝐺𝐴𝑁的缺陷：

传统的GAN并不能生成高分辨率的图像——数据量过大，训练困难！

控制生成图像的特定特征的能力极其有限——输入是一个随机的正态分布！

𝐷和𝐺训练过程：

GAN的数学原理



自编码器Auto-Encoder

• 想法：PCA可以表示为𝜙 ∙ 𝑋 = 𝑍，将原始信息压缩表示为低维数据

• 如何衡量压缩的质量？

• 通过重建图像与原图的差异来比较性能！

• 损失函数：𝜙,𝜓 = argmin𝜙,𝜓𝐿(𝑋, (𝜓 ∘ 𝜙)𝑋)

• 𝜙-压缩矩阵，𝜓-重建矩阵

• 应用：特征解耦、图像去噪、压缩…

例子：BERT模型

GPT模型-Autoregressive

Decoder-only



变分自编码器VAE

• 想法：学习离散数据点→数据分布

• 原理：GMM潜在变量𝒛离散→连续

• 目标：max 𝑃 𝑥 = 𝑧׬ 𝑃 𝑧 𝑃 𝑥|𝑧 𝑑𝑧

• 潜在变量𝑝 𝑧 = 𝒩 𝑧 0, 𝐼 , 𝑧 ∈ ℝ𝑘

• 解码Decoder过程p 𝑥|𝑧 ~𝒩 𝜇 𝑧 , 𝜎 𝑧 （神经网络近似）

• 编码Encoder过程𝑞𝜃 𝑧|𝑥 （神经网络近似）



拓展：变分下界优化

• 变分下界：

• 训练：提高下界极大化𝑳𝒃

log⁡𝑃(𝑥) = න 
𝑧

𝑞(𝑧|𝑥)log𝑃(𝑥)𝑑𝑧(q(𝑧|𝑥)可以是任何分布)

= න 
𝑧

𝑞(𝑧|𝑥)log 
𝑃(𝑧, 𝑥)

𝑃(𝑧|𝑥)
 𝑑𝑧

= න 
𝑧

𝑞(𝑧|𝑥)log 
𝑃(𝑧, 𝑥)

𝑞(𝑧|𝑥)

𝑞(𝑧|𝑥)

𝑃(𝑧|𝑥)
 𝑑𝑧

= න 
𝑧

𝑞(𝑧|𝑥)log 
𝑃(𝑧, 𝑥)

𝑞(𝑧|𝑥)
 𝑑𝑧 + න 

𝑧

𝑞(𝑧|𝑥)log 
𝑞(𝑧|𝑥)

𝑃(𝑧|𝑥)
 𝑑𝑧

= න 
𝑧

𝑞(𝑧|𝑥) log 
𝑃(𝑧,𝑥)

𝑞(𝑧|𝑥)
 𝑑𝑧 + 𝐾𝐿(𝑞(𝑧|𝑥)||𝑃(𝑧|𝑥)) 

≥ න 
𝑧

𝑞(𝑧|𝑥)𝑙𝑜𝑔 
𝑃(𝑥|𝑧)𝑃(𝑧)

𝑞(𝑧|𝑥)
 𝑑𝑧 = 𝐿𝑏

 

𝐿𝑏 = න 
𝑧

𝑞(𝑧|𝑥)log  
𝑃(𝑧, 𝑥)

𝑞(𝑧|𝑥)
 𝑑𝑧

= න 
𝑧

𝑞(𝑧|𝑥)log  
𝑃(𝑥|𝑧)𝑃(𝑧)

𝑞(𝑧|𝑥)
 𝑑𝑧

= න 
𝑧

𝑞(𝑧|𝑥)log  
𝑃(𝑧)

𝑞(𝑧|𝑥)
 𝑑𝑧 + න 

𝑧

𝑞(𝑧|𝑥)log𝑃(𝑥|𝑧)𝑑𝑧

= −𝐾𝐿(𝑞(𝑧|𝑥)||𝑃(𝑧)) + න 
𝑧

𝑞(𝑧|𝑥)log𝑃(𝑥|𝑧)𝑑𝑧

 

Loss function 重建损失

多样性损失min𝐾𝐿(𝑞(𝑧|𝑥)| 𝑃(𝑧)൯ = ෍ 

𝐽

𝑖=1

(exp⁡(𝜎𝑖) − (1 + 𝜎𝑖) + (𝑚𝑖)
2) 

maxන 
𝑧

𝑞(𝑧|𝑥)log𝑃(𝑥|𝑧)𝑑𝑧 = 𝔼𝑞(𝑧|𝑥)[𝑙𝑜𝑔𝑃(𝑥|𝑧)] 



• 处理序列数据（语音、文本、生物信息…）

• 马尔科夫链——当前状态只与上一状态相关

• 联合分布：

• 某一位置的条件概率：

• 二维情形：当前状态与上两个状态相关

• 维数越高，复杂度越高（遗忘机制）

• 隐马尔科夫模型

• 想法：引入额外的潜在变量来使得更丰富的一类模型能够从简单

的成分中构建

• 联合概率分布：

• 潜在变量离散→隐马尔科夫

• 潜在变量连续→线性动态系统

隐马尔科夫HMM

𝑝(𝐱1,… , 𝐱𝑁 , 𝐳1,… , 𝐳𝑁) = p(𝐳1)    

𝑁

𝑛=2

𝑝(𝐳𝑛 ∣ 𝐳𝑛−1) 
             

状态转移

  

𝑁

𝑛=1

p(𝐱𝑛 ∣ 𝐳𝑛)

           
观测生成模型

 



• 隐马尔科夫模型

• 潜在变量是离散的服从多项式分布的变量𝐳𝒏，描述观测变量𝐱𝒏

• 𝐳𝒏采用独热编码（1 of K）

• 转移概率：

• 条件概率：权重共享𝑨

• 发射概率：𝝓是控制概率分布的参数集合

• 从而观测变量和潜在变量上的联合概率分布为

隐马尔科夫HMM

𝑝(𝐱𝑛 ∣ 𝒛𝑛 ,𝝓) =   

𝐾

𝑘=1

𝑝(𝐱𝑛 ∣ 𝝓𝑘)𝑧𝑛𝑘  

𝑝(𝑿,𝒁 ∣ 𝜽) = 𝑝(𝒛1 ∣ 𝝅)    

𝑁

𝑛=2

𝑝(𝒛𝑛 ∣ 𝒛𝑛−1,𝑨)   

𝑁

𝑚=1

𝑝(𝐱𝑚 ∣ 𝒛𝑚 ,𝝓) 



隐马尔科夫HMM

• 隐马尔科夫模型三类问题

• 评估（概率计算）：即给定模型𝜃 = (𝐴, 𝜙) 和观测序列𝑋，计算在模型𝜃下观测序列出现的最大概率𝑃(𝑋|𝜃) ；

• 前向算法𝛼，观测在此之前的影响

• 后向算法𝛽，观测在此时候的特征

• 学习：即给定观测序列𝑋，估计模型的参数𝜃, 使得在该参数下观测序列出现的概率最大，即𝑃(𝑋|𝜃)最大；

• E步：计算隐变量

• M步：更新模型参数（极大似然思想）

• 解码（预测）：给定模型𝜃 = (𝐴, 𝜙)和观测序列𝑋，计算最有可能产生这个观测序列的隐含序列𝑍，即使得概率𝑃(𝑍|𝑋, 𝜃)最大的隐含序列𝑍

• 维特比Viterbi算法

参考讲解：https://www.bilibili.com/video/BV14R4y1N7iH/?spm_id_from=333.337.search-card.all.click&vd_source=6c2f75f31d7201c3507c01a98d35677c

https://www.bilibili.com/video/BV14R4y1N7iH/?spm_id_from=333.337.search-card.all.click&vd_source=6c2f75f31d7201c3507c01a98d35677c


拓展：EM for HMM



循环神经网络RNN

• 简单循环神经网络

• 想法

• 每个时序位置建立相同的网络结构（减少参数）

• 引入隐状态、并将相邻的神经网络连接（引入条件独立）

• 当前位置输出依赖

• 当前输入（短距离依赖）

• 前一位置隐状态（实质是以前所有输入信息， 长距离依赖）

• 是一种自回归模型（auto-regressive model）

• 模型：

• 计算：𝑝𝑡 = 𝑽 ∙ 𝜎 𝑼 ⋅ ℎ𝑡−1 +𝑾 ⋅ 𝑥𝑡 + 𝑏 + 𝑐

• 激活函数𝜎 ∙ = 𝐓𝐚𝐧𝐡

• 训练：误差反向传播 + 梯度下降



长短期记忆神经网络LSTM

• RNN的问题：

• 梯度爆炸

• 长距离依赖 

• LSTM：显式地避免长距离依赖

• 引入记忆单元和门控

• 𝐶𝑡—长期记忆链

• ℎ𝑡—短期记忆链（和RNN类似）

• 变形：门状态额外考虑记忆元信息

𝐶𝑡

ℎ𝑡

遗忘门：确定从记忆元中删除哪些信息

𝑓𝑡 = 𝜎 𝑊𝑓 ⋅ [ℎ𝑡−1, 𝑥𝑡] + 𝑏𝑓

输入门：确定把哪些信息存入记忆元

𝑖𝑡 = 𝜎 𝑊𝑖 ⋅ [ℎ𝑡−1, 𝑥𝑡] + 𝑏𝑖
ሚ𝐶𝑡 = tanh(𝑊𝐶 ⋅ [ℎ𝑡−1, 𝑥𝑡] + 𝑏𝐶)

更新：确定把哪些信息存入记忆元

𝐶𝑡 = 𝑓𝑡 ∗ 𝐶𝑡−1 + 𝑖𝑡 ∗ ሚ𝐶𝑡

输出门：确定隐层
𝑜𝑡 = 𝜎 𝑊𝑜[ℎ𝑡−1, 𝑥𝑡] + 𝑏𝑜

ℎ𝑡 = 𝑜𝑡 ∗ tanh 𝐶𝑡



长短期记忆神经网络LSTM

遗忘门

输入门

更新

输出门



自注意力Self-Attention

Vaswani A, Shazeer N, Parmar N, et al. Attention is all you need[J]. Advances in 

neural information processing systems, 2017, 30.

𝒃𝒌 =෍

𝑖

𝛼𝑘,𝑖
′ 𝒗𝒊

• 自注意力模型

• 输入序列为𝑋 = [𝑥1, … , 𝑥𝑁] ∈ ℝ𝐷𝑥×𝑁

• 生成三个向量序列

• 计算𝒃𝒏 = 𝒂𝒕𝒕( 𝑲, 𝑽 , 𝒒𝒏)—使用Query和Key计算相似性！ 

• 多头自注意力（Multi-Head）



Transformer

• 一个序列变为另一个序列

• Encoder-Decoder架构

Encoder Decoder

残差连接

输出当前位置结果时只依赖于其前面已生成数据 

https://blog.research.google/2017/08/transformer-novel-neural-network.html

https://blog.research.google/2017/08/transformer-novel-neural-network.html


Transformer



谢谢观看！
预祝大家取得满意的成绩
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