
计算学部金牌讲师团 2023 数理逻辑与近世代数复习提纲 

（系笔者自行总结，仅作为复习参考） 

一、近世代数部分 

半群、幺半群： 

基本定义和简单性质及相应代数系统判定 

群： 

基本定义及相应代数系统判定 

交换群的简单性质、子群的等价判定 

对称群、变换群、同构的相关证明 

➢ 群的 Cayley 同构定理：任何一个群同构于某个变换群。 

关于循环群子群的证明、子群阶的相关证明计算 

同态下子群以及正规性的证明、商群的简单定义以及同态的相关证明 

➢ 群的同态基本定理：设𝜑: 𝐺1 → 𝐺2的满同态，𝐸 = 𝐾𝑒𝑟 𝜑，则𝐺1/𝐸 = 𝐺2。 

环： 

运用环体域的基本定义来判定代数系统、无零因子环的判定 

二、数理逻辑部分 

命题逻辑的基本概念，逻辑蕴涵逻辑等价判定； 

主范式的求解，联结词的完备集相互表示； 

PC 的证明，ND 的证明； 

自然语句一阶谓词的形式化 
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附件：计算学部金牌讲师团 2023 近世代数基础知识梳理总结 



第 1 章 半群和幺半群 

§1.1 若干基本概念 

映射：设𝑋和𝑌是两个非空集合，一个从𝑋到𝑌的映射是一个满足以下两个条件的

𝑋 × 𝑌的子集𝑓：  

1) 对𝑋的每一个元素𝑥，存在一个𝑦 ∈ 𝑌使得(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑓；   

2) 若(𝑥, 𝑦)、(𝑥, 𝑦′) ∈ 𝑓，则 𝑦 = 𝑦′。 

二元代数运算：设𝑋是一个集合，一个从𝑋 × 𝑋到𝑋的映射𝜑称为𝑋上的二元代数运

算。符号表示：“∘”或“•”,称为乘法，记为𝑥 ∘ 𝑦称作𝑥与𝑦的积。 

一元代数运算：一个从集合𝑋到集合𝑌的映射称为𝑋到𝑌的一个一元代数运算。当

𝑋 = 𝑌时，则称此一元代数运算为𝑋上的一元代数运算。  

注：𝑿上的一元和二元代数运算均满足运算的封闭性。 

代数系：设“∘”是非空集合𝑆上的一个二元代数运算，则称二元组(𝑆, ∘)为一个(有

一个代数运算的)代数系。 

运算律： 

1) 结合律：设“∘”是𝑋上的一个二元代数运算。如果∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑋有： (𝑎 ∘ 𝑏) ∘

𝑐 = 𝑎 ∘ (𝑏 ∘ 𝑐)则称此二元代数运算适合结合律。 

2) 交换律：若对∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋有：𝑎 ∘ 𝑏 = 𝑏 ∘ 𝑎 则称此二元代数运算适合交换律。 

3) 分配律：设(𝑆, ∘, +)是具有两个二元代数运算“∘”和“+”的代数系。 

 左分配律：如果∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆，有：𝑎 ∘ (𝑏 + 𝑐) = (𝑎 ∘ 𝑏) + (𝑎 ∘ 𝑐)则称“∘”

对“+”满足左分配律。 

 右分配律：如果∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆，有：(𝑏 + 𝑐) ∘ 𝑎 = (𝑏 ∘ 𝑎) + (𝑐 ∘ 𝑎)则称“∘”

对“+”满足右分配律。 

 合成：如果二元代数运算“∘”满足交换律, 则左分配律与右分配律合为

一，此时称“∘”对“+”满足分配律。 

运算律相关定理： 

1) 设(𝑆, ∘)是一个代数系，如果二元代数运算“∘”适合结合律，则∀𝑎𝑖 ∈ 𝑆, 𝑖 =

1,2,3, ⋯ 𝑛，𝑛个元素𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛的乘积仅与这𝑛个元素及其次序有关而唯一确定。 

2) 设(𝑆, ∘)是一个代数系，如果二元代数运算“∘ ”适合结合律和交换律，则

∀𝑎𝑖 ∈ 𝑆, 𝑖 = 1,2,3, ⋯ 𝑛，𝑛个元素𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛的乘积仅与这𝑛个元素有关而与它们

的次序无关。 

3) 设(𝑆, ∘, +)是具有两个二元代数运算的代数系。如果加法“+ ”满足结合

律“∘”对“+”满足左(右)分配律，则对∀𝑎𝑖 ∈ 𝑆, 𝑖 = 1,2,3, ⋯ 𝑛,有：  

𝑎 ∘ (𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛) = (𝑎 ∘ 𝑎1) +  (𝑎 ∘ 𝑎2) + ⋯ + (𝑎 ∘ 𝑎𝑛) 



(𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛) ∘ 𝑎 = (𝑎1 ∘ 𝑎) +  (𝑎2 ∘ 𝑎) + ⋯ + (𝑎𝑛 ∘ 𝑎) 

单位元素：设(𝑆, ∘)是一个代数系， 

 左单位元素：如果存在一个元素𝑎𝑙 ∈ 𝑆使得∀𝑎 ∈ 𝑆有：𝑎𝑙 ∘ 𝑎 = 𝑎，则称𝑎𝑙

为乘法“∘”的左单位元素；  

 右单位元素：如果存在一个元素𝑎𝑟 ∈ 𝑆使得∀𝑎 ∈ 𝑆有：𝑎 ∘ 𝑎𝑟 = 𝑎，则称𝑎𝑟

为乘法“∘”的右单位元素；  

 单位元素：如果存在一个元素𝑒 ∈ 𝑆使得∀𝑎 ∈ 𝑆有：𝑒 ∘ 𝑎 = 𝑎 ∘ 𝑒 = 𝑎，则

称𝑒为乘法“∘”的单位元素。 

 重要定理：设(𝑺, ∘)是一个代数系，如果二元代数运算“∘”既有左单位元

𝒂𝒍又有右单位元𝒂𝒓，则𝒂𝒍 = 𝒂𝒓，从而有单位元。 

零元素：设(𝑆, ∘)是一个代数系。若存在一个元素𝑧 ∈ 𝑆使得∀𝑎 ∈ 𝑆有：𝑧 ∘ 𝑎 = 𝑎 ∘

𝑧 = 𝑧 则称𝑧是“∘”的零元素 

简记形式：设(𝑆, ∘)是一个代数系。𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑆定义：𝐴 ∘ 𝐵 = {𝑎 ∘ 𝑏 | 𝑎 ∈ 𝐴且𝑏 ∈ 𝐵}

简记为𝐴𝐵。而把𝑎 ∘ 𝑏写成𝑎𝑏。 特别地，当𝐴 = {𝑎}时，𝐴𝐵 = {𝑎}𝐵, 简记为𝑎𝐵，

即： 𝑎𝐵 = {𝑎 ∘ 𝑏 | 𝑏 ∈ 𝐵}, 𝐵𝑎 = {𝑏 ∘ 𝑎 |𝑏 ∈ 𝐵} 。 

§1.2 半群与幺半群的概念 

半群：设“∘”是非空集合𝑆上的一个二元代数运算，称为乘法。若对∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆

有(𝑎 ∘ 𝑏) ∘ 𝑐 = 𝑎 ∘ (𝑏 ∘ 𝑐)则称集合𝑆对乘法“∘”形成一个半群，记为(𝑆, ∘)。即半

群就是满足结合律的二元代数运算的代数系。 

交换半群：设(𝑆, ∘)为半群， 若乘法“∘”还满足交换律，则称为交换半群，或

称为可换半群。 

有限半群：只含有有限个元素的半群称为有限半群，否则称为无限半群。 

如果半群(𝑆, ∘)中既有左单位元又有右单位元，则左单位元与右单位元相等，从

而有单位元素且单位元素是唯一的。 

幺半群：有单位元素的半群(𝑆, ∘)称为幺半群。其单位元素记为𝑒, 幺半群记为(𝑆,

∘, 𝑒)。若𝑆为有限集， 则称为有限幺半群。把𝑆的基数称为幺半群(𝑆, ∘, 𝑒)的阶。 

设(𝑆, ∘, 𝑒)是一个幺半群，𝑚, 𝑛是任意的非负整数，则∀𝑎 ∈ 𝑆有： 

𝑎𝑚 ∘ 𝑎𝑛 = 𝑎𝑚+𝑛 ⇒ (𝑎𝑚)𝑛 = 𝑎𝑚𝑛 

如果(𝑆, ∘, 𝑒)是可交换的，则对∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆有(𝑎 ∘ 𝑏)𝑛 = 𝑎𝑛 ∘ 𝑏𝑛，其中， 

𝑎0 = 𝑒，𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛 ∘ 𝑎，𝑛 ≥ 0 

幺半群的逆：设(𝑆, ∘, 𝑒)是一个幺半群，元素𝑎 ∈ 𝑆， 

 如果存在一个元素𝑎𝑙 ∈ 𝑆使得𝑎𝑙 ∘ 𝑎 = 𝑒，则称𝑎𝑙为𝑎的左逆元素； 



 如果存在一个元素𝑎𝑟 ∈ 𝑆使得𝑎 ∘ 𝑎𝑟 = 𝑒，则称𝑎𝑟为𝑎的右逆元素； 

 如果存在一个元素𝑏 ∈ 𝑆使得𝑎 ∘ 𝑏 = 𝑏 ∘ 𝑎 = 𝑒，则称𝑏为𝑎的逆元素。 

 幺半群(𝑆, ∘, 𝑒)中元素𝑎若有左逆元素𝑎𝑙又有右逆元素𝑎𝑟，则𝑎𝑙 = 𝑎𝑟，于是

𝑎有逆元素且𝑎的逆元素唯一，记为𝑎−1。 

群：每个元素都有逆元素的幺半群称为群。 

第 2 章 群 

§2.1 群的定义 

群：设𝐺为一非空集合，“∘”为𝐺上的二元代数运算，称为乘法，且满足： 

1) 结合律：对∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆有：(𝑎 ∘ 𝑏) ∘ 𝑐 = 𝑎 ∘ (𝑏 ∘ 𝑐)； 

2) 有左单位元 e：即对∀𝑒 ∈ 𝐺，𝑒 ∘ 𝑎 = 𝑎；  

3) 有左逆元素：即对∀𝑎 ∈ 𝐺，∃𝑏 ∈ 𝑆，使得𝑏 ∘ 𝑎 = 𝑒（𝑒为上述左单位元）则

称(𝐺, ∘)为群。 

等价定义或判定定理： 

定理一：1) “∘”满足结合律； 2) 对∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺，方程         在𝐺中有解。 

定理二：1) “∘”满足结合律； 2) “∘”满足左右消去律。(有限群) 

交换群（可换群）：设(𝐺, ∘)为群，乘法“∘”满足交换律，即对∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺有 ：𝑎 ∘ 𝑏 =

𝑏 ∘ 𝑎，则(𝐺, ∘)称为交换群（可换群），或称为阿贝尔群（Abel 群） 

有限群：设(𝐺, ∘)为群，且𝐺是有限集，则称(𝐺, ∘)为有限群，此时称𝐺的基数|𝐺|

为𝐺的阶。 

无限群：设(𝐺, ∘)为群，且𝐺含有无穷多个元素。 

§2.2 群的简单性质 

定理 1；设为(𝐺, ∘)群，则对∀𝑎 ∈ 𝐺，𝑎的左逆元也是𝑎的右逆元。 

定理 2：设为(𝐺, ∘)群，则𝐺的左单位元也是右单位元。  

定理 3：设为(𝐺, ∘)群，则对∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺有：(𝑎−1)−1 = 𝑎，(𝑎𝑏)−1 = 𝑏−1𝑎−1 

定理 4：设为(𝐺, ∘)群，则对∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺，方程： 

𝑎𝑥 = 𝑏 

𝑦𝑎 = 𝑏 

关于未知量𝑥与𝑦均有唯一解。 

定理 5：设𝐺为一非空集合， “∘”为𝐺上的二元代数运算，则(𝐺, ∘)为群的充要条 

 

件为：1) “∘”满足结合律 ;  2) 对∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺，方程         在𝐺中有解。 

 



定理 6：设(𝐺, ∘)为群，则𝐺关于乘法“∘ ”满足消去律，即对∀𝑥, 𝑦, 𝑎 ∈ 𝐺有: 

1) 若𝑎𝑥 = 𝑎𝑦，则𝑥 = 𝑦（称为左消去律）  

2) 若𝑥𝑎 = 𝑦𝑎，则𝑥 = 𝑦（称为右消去律） 

定理 7：𝐺为非空有限集合，“∘”为𝐺上的二元代数运算，则(𝐺, ∘)为群的充要条件: 

1) “∘”满足结合律； 2) “∘”满足左右消去律。 

元素的阶：设(𝐺, ∘)为群，𝑎 ∈ 𝐺，使𝑎𝑛 = 𝑒的最小正整数𝑛称为𝑎的阶，记为𝑜(𝑎) =

𝑛. 反之则称𝑎的阶为无穷大。 

注：若𝑎的阶为无穷大，则不可能有𝑎𝑛 = 𝑎𝑘(𝑛 > 𝑘)；有限群的每个元素的阶不超

过该有限群的阶。 

§2.3 子群、生成子群 

子群：设(𝐺, ∘)为群，𝑆是𝐺的非空子集，若“∘”在𝑆中封闭且𝑆对此乘法也构成 

一个群，则称𝑆是𝐺的一个子群。 

子群的性质： 

1) 设𝐺1为群𝐺的子群，则𝐺1的单位元必是𝐺的单位元；𝐺1的元素𝑎在𝐺1中逆元

素𝑎−1也是𝑎在𝐺中的逆元素。 

2) 群𝐺的任意多个子群的交还是𝐺的子群。 

3) 任一群不能是其两个真子群的并。 

4) 群𝐺的非空子集𝑆为𝐺的子群的充分必要条件是：  

 ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆, 𝑎𝑏 ∈ 𝑆 

 ∀𝑎 ∈ 𝑆, 𝑎−1 ∈ 𝑆 

推论：群𝑮的非空子集𝑺为𝑮的子群的充分必要条件： ∀𝒂, 𝒃 ∈ 𝑺, 𝒂𝒃−𝟏 ∈ 𝑺 

5) 群𝐺的有限非空子集𝐹是𝐺的子群的充分必要条件是𝐹𝐹 ⊆ 𝐹，即 :  

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐹, 𝑎𝑏 ∈ 𝐹 

生成子群：设𝑀是群𝐺的非空子集，则𝐺的包含𝑀的所有子群的交称为由𝑀生成的

子群，记为(𝑀)。 

迭代扩张算法：设(𝐺, ∘)为群，𝐴为𝐺的非空子集, 则由𝐴扩充为𝐺的生成子群(𝐴) 

方法:  

1) 构造可逆性𝐴0 = 𝐴 ∪ {𝑎−1| ∀𝑎 ∈ 𝐴}  //𝐴 ∪ 𝐴−1 

2) 构造封闭性𝐴𝑛+1 = 𝐴𝑛 ∪ 𝐴𝑛𝐴𝑛 

3) 验证𝐴𝑛+1𝐴𝑛+1 ⊆ 𝐴𝑛+1 

中心：设(𝐺, ∘)为群，𝑎 ∈ 𝐺,对∀𝑥 ∈ 𝐺，有𝑎𝑥 = 𝑥𝑎，则称𝑎为 𝐺的中心元素。由

𝐺的中心元素所构成的集合𝐶称为𝐺的中心，即：𝐶 = {𝑎| ∀𝑥 ∈ 𝐴, 𝑎𝑥 = 𝑥𝑎, 𝑎 ∈ 𝐺}   



注：群𝐺的中心𝐶是𝐺的可交换子群。 

换位子：设(𝐺, ∘)为群，对∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺, 𝑎𝑏𝑎−1𝑏−1称为𝑎与𝑏的换位子。 

换位子群：𝐺的所有换位子的集合所生成的子群。 

§2.4 变换群、同构 

同构：设(𝐺1, ∘)与(𝐺2, ∗)为群，若存在一一映射𝜑: 𝐺1 → 𝐺2，使得对∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺1有

𝜑(𝑎 ∘ 𝑏) = 𝜑(𝑎) ∗ 𝜑(𝑏)则称𝐺1与𝐺2同构，记为𝐺1 ≅ 𝐺2称𝜑为𝐺1到𝐺2的一个同构。 

注：同构的两个群，除了在元素和代数运算的表示符号不同 外，他们的性质完

全一样， 抽象地看是一样的。 

同构的性质： 

 自反性：𝐺1 ≅ 𝐺1 

 对称性：若𝐺1 ≅ 𝐺2，则𝐺2 ≅ 𝐺1 

 传递性：若𝐺1 ≅ 𝐺2，𝐺2 ≅ 𝐺3，则𝐺1 ≅ 𝐺3 

对称群：设𝑆为非空集合，𝑓: 𝑆 → 𝑆的一一映射，记𝑆𝑦𝑚(𝑆) = {𝑓| 𝑓: 𝑆 → 𝑆}，则

𝑆𝑦𝑚(𝑆)关于映射的合成运算构成一个群，称为𝑆上的对称群。 当𝑆 = {1,2,3, … , 𝑛}

时， 则𝑆𝑦𝑚(𝑆) = 𝑆𝑛为所有𝑛次置换之集，称为𝑛次对称群。 

变换群：𝑆𝑦𝑚(𝑆)的任一子群称为𝑆上的一个变换群。  

置换群：𝑆𝑛的任一子群称为置换群。 

群的 Cayley 同构定理：任何一个群同构于某个变换群。（证明不作要求） 

 推论：任一𝑛阶有限群同构于𝑛次对称群𝑆𝑛的一个𝑛阶子群。即有限群同构

于某个置换群。（要点：1.构造基于群𝑮的变换群； 2.构造同构映射） 

自同构：设(𝐺, ∘)为群，𝜑: 𝐺 → 𝐺上的一一映射，且对∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺有𝜑(𝑎 ∘ 𝑏) =

𝜑(𝑎) ∘ 𝜑(𝑏)，则称𝜑为𝐺的一个自同构。 

自同构群：设(𝐺, ∗)为群，则𝐺的所有自同构之集𝐴(𝐺)对映射的合成运算构成一

个群，称为𝐺的自同构群。 
*内自同构：群𝐺的由其元素𝑎确定的自同构𝜑(𝑥) = 𝑎𝑥𝑎−1，∀𝑥 ∈ 𝐺称为 G的内自

同构。群𝐺所有内自同构之集是𝐺的自同构群的一个子群，称为内自同构群 
*外自同构：𝐺的其他自同构称为外自同构。 

§2.5 循环群 

循环群：若群𝐺由其中的某个元素𝑎生成的，记为𝐺 = (𝑎)，𝑎称为𝐺的生成元。 

 循环群必为交换群（类似循环半群必为交换半群）； 

 设𝐺 = (𝑎)，且𝑎的阶为无穷,则𝐺 = {⋯ , 𝑎−𝑛, ⋯ , 𝑎−2, 𝑎−1, 𝑒, 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛, ⋯ }



循环群𝐺 = (𝑎)为无穷循环群的充要条件是𝑎的阶为无穷大；  

 设𝐺 = (𝑎)，且𝑎的阶为𝑛，即有𝑎𝑛 = 𝑒，则 𝐺 = {𝑒, 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛−1}， 
循环群𝐺 = (𝑎)为𝑛阶循环群的充要条件是𝑎的阶为𝑛。 

 生成元的唯一性问题  

A． 设𝐺 = (𝑎)，且𝑎的阶为无穷， 则𝑎与𝑎−1均为𝐺的生成元； 

B． 设𝐺 = (𝑎)，且𝑎的阶为𝑛， 则其生成元为𝑎𝑙， 且(𝑙, 𝑛) = 1，𝑙 > 1。 

循环群的同构： 

 无穷循环群同构于整数加法群(𝑍, +)； 

 阶为𝑛的有限循环群同构于(𝑍𝑛, ⊕) 
循环群的子群： 

 循环群的子群仍为循环群 

 若 𝐺 = (𝑎) 为无穷循环群，则 𝐺 的子群为 {𝑒} , 或为 𝐻 = (𝑎𝑚) =

{⋯ , 𝑎−2𝑚, 𝑎−𝑚, 𝑒, 𝑎𝑚, 𝑎2𝑚, ⋯ }，且为无限循环子群，从而同构于𝐺。 

 若𝐺 = (𝑎)为𝑛阶循环群，且𝑎的阶为𝑛，则其子群的阶必整除𝑛，对𝑛的任

意因子𝑚，必有一个阶为𝑞 =
𝑛

𝑚
的子群𝐻 = (𝑎𝑚) = {𝑒, 𝑎𝑚, 𝑎2𝑚, ⋯ , 𝑎(𝑞−1)𝑚}，

𝑛 = 𝑚𝑞，即𝑚 | 𝑛 

§2.6 子群的陪集 

左（右）陪集：设𝐻为群𝐺的子群，𝑎为𝐺的任一元素，集合𝑎𝐻称为子群𝐻的一个

左陪集，𝐻𝑎称为𝐻的一个右陪集。 

陪集的性质： 

 设𝐻为群𝐺的子群，𝑎 ∈ 𝐺，则𝑎𝐻 = 𝐻(𝐻𝑎 = 𝐻)的充要条件是𝑎 ∈ 𝐻。 

 设𝐻为群𝐺的子群，则∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺，𝑎𝐻 = 𝑏𝐻当且仅当𝑎−1𝑏 ∈ 𝐻。 

 设𝐻为群𝐺的子群，则∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺，𝑎𝐻 = 𝑏𝐻或𝑎𝐻 ∩ 𝑏𝐻 = ∅。 

 设𝐻为群𝐺的子群，则∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺，有|𝑎𝐻| = |𝑏𝐻|。 

 设𝐻为群𝐺的子群， 𝑆𝑙为𝐻的所有左陪集构成的集族，𝑆𝑟为𝐻所有右陪集

构成的集族，则有|𝑆𝑙| = |𝑆𝑟|。 

 设𝐻为群𝐺的子群，则𝐻的所有左陪集构成的集族是𝐺的一个划分。 

𝐺 = ⋃ 𝑎𝐻

𝑎∈𝐺

 

子集的指数：设𝐻为群𝐺的子群，若𝐻的所有不同的左陪集的个数为有限数𝑗，则 

称𝑗为𝐻在𝐺中的指数，记为𝑗 = [𝐺: 𝐻]，否则说𝐻在𝐺中的指数为无穷大。 

 



Lagrange 定理：设𝑮是一个阶为𝑵的有限群，𝑯为𝑮的一个𝒏阶子群，则 

𝑵 = 𝒏 ∗ [𝑮: 𝑯] 

 推论 1 有限群中每个元素的阶能整除该有限群的阶。  

 推论 2 若有限群𝐺的阶𝑃为素数，则𝐺是个循环群。  

 推论 3 设𝐺是一个𝑁阶群，则对𝐺的每个元素𝑎，都有 𝑎𝑁 = 𝑒。 

§2.7 正规子群、商群 

群子集：设𝐺为群，对任意的集合𝐴，满足𝐴 ⊆ 𝐺，称𝐴为群子集。记为：2𝐺 =

{𝐴 | 𝐴为𝐺的群子集} 

群子集上的乘法：对∀𝐴, 𝐵 ∈ 2𝐺，𝐴 ∘ 𝐵 = {𝑎 ∘ 𝑏 | 𝑎 ∈ 𝐴 ⋀ 𝑏 ∈ 𝐵}则为2𝐺上的二元

代数运算。且对∀𝐴 ∈ 2𝐺，𝐴−1 = {𝑎−1 | 𝑎 ∈ 𝐴 }，显然若𝐴为𝐺的子群，则𝐴−1 = 𝐴。 

 设𝐺为群，则对∀𝐴, 𝐵, 𝐶 ⊆ 𝐺有(𝐴𝐵)𝐶 = 𝐴(𝐵𝐶)，若𝐻是𝐺的子群，则:  

𝐻𝐻 = 𝐻,𝐻−1 = 𝐻, 𝐻𝐻−1 = 𝐻 

 设𝐴, 𝐵为群𝐺的子群，则𝐴𝐵是𝐺的子群的充要条件是𝐴𝐵 = 𝐵𝐴。 

正规子群：设𝐻为群𝐺的子群，若对∀𝑎 ∈ 𝐺，有𝑎𝐻 = 𝐻𝑎，则称𝐻是𝐺的正规子群。 

正规子群的证明： 

 ∀𝑎 ∈ 𝐺，有𝑎𝐻 = 𝐻𝑎。 

 ∀𝑎 ∈ 𝐺，𝑎𝐻𝑎−1 = 𝐻 

 ∀𝒂 ∈ 𝑮，𝒂𝑯𝒂−𝟏 ⊆ 𝑯 

商群：设𝐻为群𝐺的正规子群，𝐻的所有左陪集构成的集族𝑆𝑙对群子集乘法形成一

个群，称为𝐺对𝐻的商群，记为𝐺/𝐻。 

(𝑆𝑙 ,∘): 𝑎𝐻 ∘ 𝑏𝐻 = 𝑎𝑏𝐻 

§2.8 同态基本定理 

同态：设(𝐺1, ∘)与(𝐺2, ∗)为群，若存在映射𝜑: 𝐺1 → 𝐺2, 使得对∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺1有

𝜑(𝑎 ∘ 𝑏) = 𝜑(𝑎) ∗ 𝜑(𝑏)则称𝜑为𝐺1到𝐺2上的一个同态。 

 满同态：若𝜑为满射，记为𝐺1~𝐺2； 

 单同态：若𝜑为单射； 

 同构：若𝜑既为满射又为单射，即一一映射。 

同态的性质： 

定理 1：设(𝐺1, ∘)与(𝐺2, ∗)为群，𝜑: 𝐺1 → 𝐺2的同态，则对∀𝑎 ∈ 𝐺1有： 

𝜑(𝑒1) = 𝑒2，𝜑(𝑎−1) = (𝜑(𝑎))−1 



定理 2：设(𝐺1, ∘)为群，(𝐺2, ∗)是一个具有二元代数运算的代数系，𝜑: 𝐺1 → 𝐺2

的满射，且对∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺1有𝜑(𝑎 ∘ 𝑏) = 𝜑(𝑎) ∗ 𝜑(𝑏)，则𝐺2是群。（主证可逆） 

定理 4：设(𝐺1, ∘)与(𝐺2, ∗)为群，𝜑: 𝐺1 → 𝐺2的满同态，则： 

1) 若𝐻是𝐺1的子群，则𝜑(𝐻)是𝐺2的子群； 

2) 若𝑁是𝐺1的正规子群，则𝜑(𝑁)是𝐺2的正规子群； 

3) 若𝐻̅是𝐺2的子群，则𝜑(𝐻̅)是𝐺1的子群； 

4) 若𝑁̅是𝐺2的正规子群，则𝜑(𝑁̅)是𝐺1的正规子群； 

定理 3：设(𝐺1, ∘)与(𝐺2, ∗)为群，𝜑: 𝐺1 → 𝐺2的满同态，则𝜑−1(𝑒2) = {𝑥|𝜑(𝑥) =

𝑒2, 𝑥 ∈ 𝐺1}是𝐺1的一个正规子群。 

核、同态象：设(𝐺1, ∘)与(𝐺2, ∗)为群，𝜑: 𝐺1 → 𝐺2的满同态，则𝐺1的正规子群

𝜑−1(𝑒2)称为同态𝜑的核，记为𝐾𝑒𝑟 𝜑。𝜑(𝐺1)称为𝜑下的同态象。 

定理 5：设𝑁是𝐺的正规子群，则有：𝐺~𝐺/𝑁(自然同态)。若𝜑是𝐺到𝐺/𝑁的同态，

则𝐾𝑒𝑟 𝜑 = 𝑁 

群的同态基本定理：设𝜑: 𝐺1 → 𝐺2的满同态，𝐸 = 𝐾𝑒𝑟 𝜑，则𝐺1/𝐸 = 𝐺2。（证明不

作要求） 

定理 7：对于群𝐺的任一满同态𝜑均可分解成一个自然同态𝛾与一个同构𝑓的合成。

即𝜑 = 𝛾 ∘ 𝑓，并且𝑓是唯一的。  

第 3 章 环和域 

环：设𝑆为非空集合，𝑆中有两个二元代数运算，分别称为加法“+”与乘法“∘”，

且满足： 

1) (𝑆, +)是一个 Abel 群；  

2) (𝑆, ∘)是一个半群；  

3) 乘法对加法满足左右分配律 

无零因子环：无非零的左零因子，也没有非零的右零因子的环。即对∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆，

若𝑎𝑏 = 0，则必有𝑎 = 0或者𝑏 = 0。 

定理 1：环𝑆是无零因子环的充要条件是在𝑆中乘法满足消去律，即： 

若𝑎 ≠ 0，𝑎𝑏 = 𝑎𝑐，则𝑏 = 𝑐； 

若𝑎 ≠ 0，𝑏𝑎 = 𝑐𝑎，则𝑏 = 𝑐； 

整环：可换无零因子环。 

体：若环𝑆满足： 

1) 至少含有一个非零元素； 

2) 非零元素的全体对乘法构成一个群。 

域：可换体称为域。注：体和域中没有零因子（因为关于乘法满足消去律） 


