
概率论与数理统计
出 !随机事件与概率

必然现象{随机现象⼤量重复试验统计规律性 。

> 统计概率 .

随机试验 : ①可重复 。

②所有结果预先可知 ③每次试验恰好出现其中⼀种结果 ,不可预知

,基本殊样本点,样本空间全体的集合单可能结果
概率论与集合论中的概念对应 :

A +BscA、 B互斥 :

AB < >

AB >、

重要运算性质 :

⻔交换律 : AUB = BOA . AB = BA

2) 结合律 : AUB1UC = AUCBUC ) ,ABC = ACBCS

3 ) 分配律: AUBCIMC = ANC > O ( BrC ) , ANB > OC = AOC, MCBOC )

4 )对偶原理 : AUB = ANB
,
ANB = AUB

运算顺序 : 对⽴ >积 3和差

古典概型 : ① 结果有限 ②等可能发⽣

P (A ) =
A 所包含的基本⻢件个数
基本⻢件的总数

⼏何概型 : ① 基本3件⽆穷 ②等可能发⽣
。

P ( A ) =
A的度量 (⻓度 、

⾯积 )

区域 S



概率的公理化定义 :

1)任 - Z件 A . PCA 120
23 P ( s ) = 1

3 ) 互不相容⼦件A 1 . A 2
… Am .

P ( H, +
H 2+ . … + Ant . . ) = P (A " 1 + … + P (Am ) + . …

⇒推论 :

① P ( ψ ) = 0

② PCA , +Hz+… +An ) = P (A , ) + P (Ar ) + … + PCAn )

③ O ≤ P (A ) ≤ | , P ( A ) = 1 - P( A )解题常⽤以反⾯求解

⼀般概率加法公式 :

孔

P (A ( UA 、 U . … UAn ) = 管
、
D ( A : ) -

1 ≤ icj =
D (A :Ʃ Aj ) +j< k <nP(A : AiAk ) +

… + ( - 1 )
n ~

P (A .
H 2 . .

An )

*概为 0必是不可能了件概率率为也未必是必然Z 件

2 条件概率与独⽴性
条件概率P (AIB){⽆条件概率 P (AP(AB )

事件A与事件B发⽣的条件概率
P ( AIB } = P ( B ) P (AB ) = P (AIP (BIA ) = P ( B ) P (AIB )

(

P (A , A . . An ) = P (A 1 , P (Ar | A , ) P (A 3 |ArA , ) . . P (An A . A 2 … An )

条件概率同样满⾜概率的公理化定义
区分 : P (AB > & P (AIB )

,
B发⽣

1 )在 P (AB ) 中作为结果
2)在 P (A ( B ) 中作为条件

全概率公式 :

设A 1 , Ar , … ,
Aw是互不相容的事件且P (Ai ) > 0 ( i = 1 . 2 .

… .

n )
,

若对于任 -事件 B , 有 A + Az + A 3 +… + An > B
, 则

P ( B ) =

: =

"

P ( Ai ) P ( B |Ai ]



⻉叶斯公式 : 回溯导致 13事件发⽣的因素
设A. , A… … , An是互不相容的事件且RAinoliii.2.nl ,

若对于任⼀事件 13 ,有A , +11 2+A 3+ … + 11- > B ,
且P 1 13) > 0 , 则

先验概率 PIA.JP1131A i)
求解 pcAi B) ⼆ "

pcAi.pl 131A i)
后验概率 ⼼

事件的独⽴性
① A与 B相互独⽴⇔RABFRHRBIPCA1.plB) > 0

s PcA 1 13) = P们 , Pc 131A) :P 1 13 )

s A与 B , A与⾼ ,
Ā的相互独⽴

② PCA , ⼆ 0或 1
, 则 A与任意事件独⽴ ,

oapcAKI.co :P唙 1 , A , 13相互独⽴与互不相容不䏻同时成⽴ .

0 < 1)(A )阳 ) ≠ RAB) : 0 A 13=∅ <

③

④ 九个事件相互独⽴ ,

RAIAizAii.AikkRAi.IRAizl.c.PH ik )
(代表 !G = 2

"
-n - 1个式⼦ ,

即 , 其中任何加个事件相互独⽴
且将其中任意个事件换成对⽴事件仍满⾜相互独⽴ ,

n重伯努利实验。 重复独⽴实验

⼆项根锌公式 : 1名 1 12 ) = àpkqmk
泊松逼迎若 n_n , p→ 0使得 npio.cnpkci-pFR.ie"



互斥 &相互独⽴
互斥 : 两个事件不能同时发⽣ 特例 : 对⽴事件

“

P (AUB ) = P ( A ) + P ( B )

独⽴ : 两个事件各⾃发⽣与否与另⼀事件的发⽣⽆关系 。

P ( AB ) = P ( A 1 P ( B )

互体⼀定不独点—
如何判定独⽴ ?

① A 与 B相互独⽴⇐> A 与B相互独⽴←SA 与 B相互独⽴
⇐> A 与B相互独⽴ .

② 对独⽴事件组不合相同事件作运算 , 得到新事件级独出。

③ P ( BIA ) = P (B
{ P (AIB ) = P (A )

④ P ( BIA ) = P ( B ( A ) ≤> P ( B | A ) + P (BIA 1 = 1

⑤ P (A ) = 0或 P 1A 1 = 1 , 则A与任意事件独⽴ .

离散 :⼆维 Pij = P ( inPj )
⼆维连续 : fix , y ) = fixifiy '

混全型 : Fx , y ) = F 1 x 1 Fiy '

{ P ( x ≤ X 0 , y ≤ y 。 ) = P ( x ≤ x . 」 P ( φ≤φ % )



多 了 ,随机变量及其分布 ,

随机变量 : 随机试验巨的样本空间3 >灿单值实值函数 ,

离散型随机变量 : (有限个值或可列⽆穷多不值)
(概部分布列 :

①数学形式 : RX-XKKPKCR-1.2.in 之
②表格形式 :

> 性质 : a) pk ≥ 01k-1,2 … ) b)⾔ Pk ⼆ 1

⼏种常⻅的分布列 :

XnBcl.ph 0- 1 分布 (伯努利分布 )

XuBln.pl 不 ⼆项分布 全⼆ 1时 ,退化为 0 - 1分布 ,

PIX-ki-Cnpkqn-Rcb.io , 1,2 , … ,以

Xup (⼋) 3. 泊松分布
PCX-ki-jf.NO cb.io , 1,2 , … , 以

Xn Gcp 4 , ⼏何分布 (⽆记忆性 )

PIX-ki-qkpcbi-1.2.nl 直到第六次才成功

xuHm.nl ,以5 .超⼏何分布 chch.no
,

1 . 2 、 … , 1 )P (X = k ) =

分布函数 : Fn :P𢇃。
>性质 : a) 0 ≤ Fnb b) F…单调⾮减 。

C) Fl-XJ-ggFM-O.FI+01⼆战Flx) = 1
d) Flx)是右连读的

连续型随机变量 :

积分
、 分布函数制概率密度和 "

微分

⼏种重要的连读型随机变量 :

XuUIa.tn 1 、 均匀分布 以可能… )

f-ybi.ae x ≤ b s

o
,
其他



Xu EN 2 . 指数分布 1近似寿命分布 … )

加 = {⼼
"
x> 0

0 x ≤ 。

"

X u Nm . 0
2) 3 . 正态分布

题⽬计算时 , 常转化到标准正态分布计算 ,

随机变量函数的分布 :



我 多谁随机变量及其分布
⼏谁随机向量 : 定义在问⼀个样本空间3上的 2个随机变量诅
成的不维向量cx.xz.in)

(⼆元 )分布函数 : Fcxnp-PIXEX.lk g)

>基本性质 : ①恒满⾜ 0 ≤Fnp ≤ 1

②对各⾃变量单调不减且右连读 ⼀

③ 斘⽐和 4 ,有

PIXKXEX2.y.sk y) = Flx.yy-FN2.y.1-Fcx.y.lt Flx.gg

边缘分布函数 : Fx ix) :P 111 ≤ X ) = Fcx , +0) : 4㗊Fcx.gl
FY (g) :P 1 丫 ≤ y ) = Fn , y ) : ↓㗟Fcx.gl

滩离散型随机变量 ,

(联合分布列 :

^

ˋ

X

边缘分布前 :

妈丫独⽴⇔
PIX-xi.hn )
⼆ Plkx.pl YoY i)



离散型条件分布列 :

① ㄨ在条件只 以下的条件分布列

② ㄚ在条件从⼯作的条件分布列

滩连读型随机变量
(联合 1概率密度flxnpiFlx.ynfjffiu.usdudv ,

^ | ⼦Flxnpzny-fix.gl (连读点 )

X
>性质 : 1 .

078ns
(

V 3.
边缘概率密度

a.⼆维均匀分布 b , ⼆维正态分布

⼆维正态分布的两个边缘分布都是谁正态分布 ,



条件概辨废

1 .

随机变量的独⽴性 :

① 对滨数xy , 有 Flxnp-FNF.gl⇔妈丫相互独⽴ 、

② 离散型 :P , x_x ,¥4 :) ⼆⽇X_x :D𣲚 4州 相互独⽴
连读型 : fixynfxif.gl

③ 条件概率 :

PCX-x.lk g) :P 1X_X:)且RY.gl X_x:) :P作 g)lfylxlylfx )且 fyxly ix) ⼆ flyl
eg , ⼆维正态分布性相互独⽴的主要条件是p= 0 .

⼆维随机变量函数的分布 。

① 离散型 。 列举所有可能即可 ,

②连读型

③⾮离散邦连读 , 分布出数法 ,

⑥ Max&Minlx , ㄚ )的分布





出 5 . 随机变量的数字特征与极限定理
∞

数学期望 : 离散型 : E ( X ) =Ʃ xiPi{以连续型: E ( x ) = fxfixidx 注意是否收敛
-∞

设 y= gx . gex )为连续函数 , 代⼊上述x即可 。

⼆维随机变量类推即可

离髓续
:{

性质 : ① E( C ) = C
,

E ( Cx ) = CE ( x )

E ( X, + …tXw ) = E ( X . ) + i +EiX

③, 2 , X 3 … , 如相互独⽴ ⇒ 充分不必要
E ( X , X2 … .

Xw ) = E ( X 1
) E ( X2 ) , …E ( Xw )

⽅差 : D ( X ) = E [ X - E [ X 1]=≤ E( X - c )
2

D ( x ) = E ( X
^

) -
E

= ( x ) ≥ 0

离髓续
:

D ( × ) = [ x:- Ex) }' P
- D ( x ) ={

O

[x - E ( x 1] fx ) dx .

性质 : ① D ( c ) = 0 , D ( CX ) = CiD ( x )

② X , 2 , X 3 , … ,
加相互独⽴ 充分不必要

⇒ {
D 1 X , + Xz + .n +Xr ) = D ( X , ) + . + D 1 Xw )

(XD Y ) = D ( X ) D ( Y 1 + D ( X ) [ E (Y 1
]

= - D ( Y )[ E ( x ) ]
D ( x ) = 0 ≤spix = a ) =1

④ ⼀般情况下 ,

D ( X , + Xz ) = D ( X ) + D (X ) + 2 [E ( X , X 2 ] - E ( x ) E删
Cov ( X . , X 2 )

协分差 : Coo ( x , Y ) = E { [ X - E ( X ) ] [ Y- E ( Y] } = E ( xY ) - E ( x ) E ( Y )

性质 : ① 对称性 Cov ( x , Y 1 = Cov ( Y ,
x )

② Cov ( ax , b { ) = abCov ( x , Y )

③C 0v ( X . + X 2 , Y ) = C 00 ( X , { 3 + Cov ( X 2 , Y '



相关系数 : =
Cov ( x , Y )

0 λ D ( x ) dD ( Y )

注意 : 独⽴⼀定不相关,但不相关不⼀定成⽴
原点矩 : α k = E ( Xk ,

中⼼矩 、 β K = EIX - E ( X ) ]R

常⽤的分布表 :

⼤数定律 :

依概率收敛 : Z 1 ,
Z 2 ,

…

, Zm ,

…是⼀个随机变量序列 ,

limn→xEw = a
☆

或 En ☆aln →X)⇐>对 V τ> 0 , 有 { +∞P
( zm- a <ε ) = 1

lim P ( Zn - a ≥ε ) = 0
,

n→∞

切⽐雪夫不等式 : 对 θ随机变量× , 若D ( X )存在
, 对 θi> 0

{
P [ ( x - E ( x ) ≥ { ] ≤☆
D [ | X - E 1 x ) |<ε] ≥ 1 -

D☆
切⽐雪夫⼤数定律 : X 1 , X 2 , … ,Xw …是相互独⽴的随机变量序列

⼼。 P(×- 点Ex "= 1 = 0

{limn
→
xP { l 点Xi - ☆ 点E( X : 1 |<ε} = 1




