
分支限界
及其应用



• 组合优化问题的相关概念
目标函数（极大化或极小化）
约束条件（解满足的条件）

组合优化问题

• 背包问题
max   x1 + 3x2 + 5x3 + 9x4

2x1 + 3x2 + 4x3 + 7x4 ≤ 10
xi∈N,  i = 1,2,3,4

2

可行解: 搜索空间满足约束条件的解
最优解: 使得目标函数达到极大 (或极

小)的可行解



代价函数

• 计算位置：搜索树的结点

• 值：极大化问题是以该点为根的子树所有
可行解的值的上界 ( 极小化问题为下界）

• 性质：对极大化问题父结点代价不小于子
结点的代价 (极小化问题相反)

3

F 代价函数

可行解 X

F ≥ v(X)
极大化



界
• 含义：当前得到可行解的目标函数

的最大值(极小化问题相反）

• 初值：极大化问题初值为 0 (极小
化问题为最大值)

• 更新：得到更好的可行解时

4

F 代价函数

界 B=v(X)



分支限界
停止分支回溯父结点的依据：

1. 不满足约束条件

2. 对于极大化问题，代价函数值小于
当前界（对于极小化问题是大于界）

界的更新

对极大化问题，如果一个新的可行
解的优化函数值大于 (极小化问题为
小于) 当前的界，则把界更新为该可
行解的值 5



实例
背包问题：

4 种物品，重量 wi 与价值 vi 分别为

v1=1, v2=3, v3=5, v4=9
w1=2, w2=3, w3=4, w4=7 

背包重量限制为10
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• 对结点< x1, x2, …, xk > ，估计以该

结点为根的子树中可行解的上界. 

代价函数的设定

• 按 vi /wi 从大到小排序，i = 1,2, ... , n

7

• 代价函数 = 已装入价值+ ∆
∆：还可继续装入最大价值的上界

∆ = 背包剩余重量 × vk+1/wk+1 (可装)
∆ = 0  (不可装)
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结点<x1, x2, …, xk> 的代价函数

否则
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分支策略----深度优先

代价函数与分支策略
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小结

• 分支限界适用于组合优化问题

• 对结点<x1, ..., xk>定义代价函数

当前结点为根子树的可行解的上界

或下界

极大化问题与极小化问题的区别

• 定义界的初值

得到新的更好的可行解就更新界
11



最大团问题



最大团问题

2

3

5

1

4

实例
最大团：{ 1, 3, 4, 5 }, 

问题: 无向图G=<V,E>, 求G的最大团.  

G的子图：G'= <V ',E'>, 其中V '⊆V, E'⊆E, 
G的补图： =<V, E'>, E'是E关于完全图

边集的补集
G

G中的团：G 的完全子图

G的最大团：顶点数最多的团

2



独立集与团

G 的点独立集：G 的顶点子集 A，且
∀u, v∈A, {u,v}∉ E.

最大点独立集：顶点最多的点独立集

1 2

3

45

6G 的最大团：

U = { 1, 3, 6 }
补图 的最大点独立集G

命题：U 是 G 的最大团当且仅当 U 是
的最大点独立集.  G

3



应用

编码, 故障诊断, 计算机视觉, 聚类分析,
经济学, 移动通信,VLSI电路设计,...

例子: 噪音使信道传输字符发生混淆

混淆图 G=<V,E>，V为有穷字符集，

{u,v}∈E ⇔ u和v易混淆

i

j

nt
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编码设计

ac

ad

ae

bc

bd

be

G与H 的正规积

a b
G

c

d

e
H

xy与uv混淆⇔ x与u混淆且y与v混淆

∨ x=u且y与v混淆∨ x与u混淆且y=v

为减少噪音干扰，设计代码应该找
混淆图中的最大点独立集

5



最大团问题
问题：给定无向图 G = < V, E >, 其中
顶点集 V = { 1, 2, … , n }，边集为 E .  
求 G 中的最大团.

解： < x1, x2, … , xn >为 0-1向量，

xk=1当且仅当顶点 k属于最大团. 

蛮力算法：对每个顶点子集，检查是
否构成团，即其中每对顶点之间是否
都有边.  有 2n 个子集，至少需要指数
时间.  6



分支限界算法设计

搜索树为子集树.
结点 < x1, x2, … , xk > 的含义：

已检索顶点 1, 2, … , k, 其中 xi =1表示

顶点 i 在当前的团内,  i = 1, 2, … , k

约束条件：该顶点与当前团内每个顶

点都有边相连

界：当前已检索到的极大团的顶点数

7



代价函数

代价函数：目前的团可能扩张为极大

团的顶点数上界

F = Cn+ n − k
其中 Cn 为目前团的顶点数（初始为0）

k 为结点层数

最坏情况下时间：O( n2n )

8



实例

顶点编号顺序为 1, 2, 3, 4, 5,
对应 x1, x2, x3, x4, x5, 

xi = 1 当且仅当 i 在团内

分支规定左子树为 1，右子树为 0. 
B 为界，F 为代价函数值.

2

3

5

1

4
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搜索树
a: 极大团 {1,2,4},
顶点数为 3, 界 B=3； e

F=4

a
B=3

b
F=3

c
B=4

d
F=3

输出最大团 {1,3,4,5},  顶点数为 4.    

2

3

5

1

4

b:代价函数值 F=3,  回溯；

c: 极大团 {1,3,4,5}, 
顶点数为 4,
修改界 B=4；

d: F=3,不必搜索; 
e: F=4, 不必搜索.

10



小结
• 最大团问题的定义

与点独立集的关系

• 分支限界算法的设计

树的结构：子集树

分支约束条件

代价函数与界的设定

• 最坏情况的时间复杂度：O(n2n)

11



货郎问题



• 解：1,2,…,n 的排列 k1,k2,…,kn使得：

货郎问题的定义

• 输入

有穷个城市的集合 C={c1,c2, …, cn}, 
距离 d(ci,cj)=d(cj,ci)∈Z+, 1≤ i < j ≤ n
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算法设计

解向量为 <1, i1,i2,…,in-1 >, 其中

i1,i2,…,in-1为 {2,3,…,n} 的排列.   

搜索空间为排列树，结点<i1,i2,…,ik> 
表示得到 k 步路线 .  

约束条件：令 B = { i1, i2, … , ik }, 则
ik+1∈{ 2, … , n }−B

即每个结点只能访问一次 . 
3



代价函数与界

界：当前得到的最短巡回路线长度

代价函数：设顶点 ci 出发的最短边
长度为 li，dj 为选定巡回路线中第 j 
段的长度
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lldL

1

已走过
路径长

剩余长
度下界 4



代价函数

5

24

7
9

1 2
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1

部分路线<1,3,2>
L=9+13+2+2=26

9+13为走过的路径长度

后两项分别为从结点2及4出发的最短
边长

5



搜索树

2 2

B=29 B=23

F=26

2

4

4

3

3
4

2 4 23

1

3

3

6

5
24

7
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1 2

3
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13



实例运行
深度优先遍历搜索树
• 第一个界: <1,2,3,4>，长度为 29
• 第二个界: <1,2,4,3>，长度为 23
• 结点 <1,3,2>: 代价函数值 26>23，

不再搜索, 返回<1,3>,右子树向下
• 结点<1,3,4>，代价函数值

9+7+2+2=20,  继续，得到可行解
<1,3,4,2>，长度 23. 

• 回溯到结点<1>，沿<1,4>向下...

最优解<1,2,4,3>或<1,3,4,2>，长度23 7



算法分析

• 搜索树的树叶个数：O((n−1)!)，
每片树叶对应 1 条路径，每条路
径有 n 个结点. 

• 每个结点代价函数计算时间O(1)，
每条路径的计算时间为 O(n)  

• 最坏情况下算法的时间 O(n!)   

8



小结

• 货郎问题的分支限界算法：

约束条件：只能选没有走过的结点

代价函数：走过长度+后续长度的

下界

• 时间复杂度:  O(n!)

9



园排列问题



圆排列问题
给定n个圆的半径序列, 各圆与底线相
切排列, 假定每个圆占大于1的长度,
求具有最小长度 ln 的圆的排列顺序. 

三个圆,半径给定

两种排列具有不
同排列长度，第
一种方式具有更
小的排列长度

2



算法设计：分支限界
解: <i1,i2,…,in> 为 1,2,…,n 的排列

搜索空间为排列树

下一个园选择 ik+1

约束条件：ik+1∈{ 1, 2, … , n }−B

界：当前得到的最小园排列长度

部分解向量 <i1,i2,…,ik>：表示前 k 
个圆已排好. 令

B={i1,i2, …,ik}

3



符号说明
k ：算法已经选择了第1— k 个圆

rk ：第 k 个圆的半径

dk ：第 k−1个圆到第 k个圆的圆心水平
距离，k>1

xk ：第 k 个圆的圆心坐标，规定 x1=0,  
lk ： 第 1— k 个圆的排列长度

Lk：放好 1—k 个圆以后，对应结
点的代价函数值 Lk ≤ ln

4



圆排列长度估计

lk

xk=xk-1+dk 

部分排列长度 lk=xk+rk+r1

排列长度 ln=xk+dk+1+dk+2+…+dn+rn+r1

xk
rkr1 xk-1 dk

rk

rk+1

dn rn

rk-1
rk

… …0

lk

r1

5



有关量的计算
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代价函数
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时间复杂度

• 搜索树树叶数为 O(n!)
• 每条路径代价函数的计算为 O(n)
• 最坏情况下算法时间复杂度为

O(n n!) = O((n+1)!)

8



实例
输入： R={1,1,2,2,3,5} 
排列 <1,2,3,4,5,6> 
半径排列:  1,1,2,2,3,5

k rk dk xk lk Lk

1 1 0 0 2 12
2 1 2 2 4 12
3 2 2.8 4.8 7.8 19.8
4 2 4 8.8 11.8 19.8
5 3 4.9 13.7 17.7 23.7
6 5 7.7 21.4 27.4 27.4

9

d3d2r1

0 2 4.8

L3=7.8+12=19.8



实例计算

半径排列:  1,1,2,2,3,5，可行解l6 =27.4
最优解：<1,3,5,6,4,2>, 最短长度26.5    

d6d5d4d3d2r1

0 2 4.8 8.8 13.7 21.4 26.4

10



小结

• 园排列问题的定义

• 如何设计代价函数？

已有的排列长度+后续的圆排列

长度的下界

• 时间复杂度估计：O((n+1)!)

11



连续邮资问题



连续邮资问题

问题：给定 n 种不同面值的邮票,每
个信封至多贴 m 张，试给出邮票的
最佳设计，使得从 1 开始，增量为 1 
的连续邮资区间达到最大？

实例：n = 5，m = 4.  
设计1：面值 X1 = <1,3,11,15,32>，

邮资连续区间 {1,2, … ,70}
设计2：面值 X2 = <1,6,10,20,30>，

邮资连续区间 {1,2,3,4} 2



算法设计

可行解 ：< x1,  x2, … , xn >，x1 = 1，
x1< x2< …< xn

约束条件：在结点 < x1, x2,…, xi > 处，
邮资最大连续区间为{1, … , ri }，xi+1
的取值范围是

{ xi +1, … , ri +1 }
若xi+1>ri+1, ri+1的邮资将没法支付.  

搜索策略：深度优先

3



ri 的计算

yi (j)：用至多 m 张面值 xi 的邮票加上

x1, x2, … , xi-1 面值的邮票贴 j 邮资时的

最少邮票数，则

})1(,)(|min{
)(

)}({min)(

1

11
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iii
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−+= −≤≤

界：max，m张邮票连续付的最大邮资
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部分搜索树 n=4,m=3

解：X=<1,4,6,7>，最大连续区间 {1,…,21} 

6

6

710

747 8

…

5

x4=4

x=1
r1=3

x2=2
r2=6

4
7
3

x3=3
r3=9

6

. . . . . . . . .  

r4=1213 15 14 15 1617 18 21

…

5



回溯算法小结
(1) 适于求解组合搜索问题及优化问题

(3) 解的表示：解向量，求解是不断扩
充解向量的过程

(2) 求解条件：满足多米诺性质

(5) 分支策略：深度优先、宽度优先、
宽深结合、函数优先

(4) 回溯条件：

搜索问题——约束条件

优化问题——约束条件 + 代价函数

6



小结（续）

(7) 算法时间复杂度：

W(n) = ( p(n) f(n) ) 
其中 p(n) 为每个结点的工作量

f(n)为结点个数

最坏情况下时间通常为指数级

平均情况下比蛮力算法好

空间代价小

(6) 结点状态：白结点,黑结点,灰结点

7



小结（续）
(8) 降低时间复杂性的主要途径：

• 根据树的分支设计优先策略

结点少分支优先，解多分支优先

8

• 利用搜索树的对称性裁减子树

• 分解为子问题，若求解时间f(n)=c2n, 
组合时间O(2n/k)，分解为k个n/k规模
子问题，则该算法时间为

T(n)=kc2n/k+O(2n/k)=O(2n/k)=o(2n)



算法设计与分析
课程总结



. 

算法的基本概念：
算法的伪码表示
算法的两种时间复杂度
复杂度函数阶的表示

分
治

策
略

算法课程的知识框架

动
态
规
划

算法的数学基础：
序列求和、递推方程求解

贪
心
法

回溯

与分
支限
界

使用条件
主要步骤
分析方法
改进途径
典型例子

2



• 阶的符号：O, Ω,Θ, o,ω

函数的阶

• 注意

阶反映的是大的n（n>n0）的情况
可以忽略前面的有限项

• 阶的高低

至少指数级：2n, 3n, n!, …
多项式级：n, n2, nlogn, n1/2,…
logn的多项式级：logn, log2n,…

3



• 基本求和公式

等比数列

等差数列

调和数级数

序列求和

• 估计和式的阶

放大，然后估计上界

用积分估计上下界

4



• 主要的求解方法

迭代 + 进行序列求和

递归树 + 求和

主定理：注意条件验证

递推方程求解

)()()( nd
b
nafnf +=

• 一些常见的递推方程的解

5



• 设计技术
分治策略
动态规划
贪心法
回溯和分支限界

算法设计技术

• 关注问题
使用条件
主要设计步骤
时间复杂度分析方法
改进途径
典型例子 6



• 适用条件：归约为独立求解子问题

分治策略

• 设计步骤：归约方法, 初始子问题的
计算, 子问题解的综合方法.  注意子
问题划分均衡，类型相同

• 典型问题:  二分检索,归并排序,芯片
测试,幂乘,矩阵乘法,最临近点对,多
项式求值

• 递归算法分析：求解递推方程

• 改进途径：减少子问题数, 预处理

7



动态规划
• 适用条件：优化问题, 多步判断求

解, 满足优化原则,子问题重叠

• 设计步骤：确定子问题边界, 列关于

目标函数的递推方程及初值；自底
向上,备忘录存储；标记函数及解的
追踪方法

• 典型问题:  矩阵链相乘,投资,背包,最
长公共子序列,图像压缩,最大子段和,
最优二分检索树,生物信息学应用

• 复杂度分析：备忘录, 递推方程

8



贪心法
• 适用条件：组合优化问题, 多步判

断求解, 有贪心选择性质

• 设计步骤：局部优化策略的确定及
算法正确性证明 (直接证明, 数学归
纳法,交换论证)

• 典型问题:  活动选择,装载问题, 最小
延迟调度, 最优前缀码,最小生成树,
单源最短路

• 复杂度分析
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回溯和分支限界
• 适用条件：搜索或优化问题, 多步

判断求解, 满足多米诺性质

• 设计步骤：确定解向量, 搜索树结构,
搜索顺序,结点分支搜索的约束条件
与代价函数, 路径存储

• 典型问题: n后问题, 背包问题,货郎
问题,装载问题, 最大团问题, 圆排列
问题, 连续邮资问题

• 搜索树结点数估计

• 复杂度分析
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算法设计
• 设计思想：尽量选复杂度低的算法

• 算法实现依赖于数据结构，选择合
适的数据结构

• 实际问题中的综合考虑：时空权衡, 
实现成本的权衡, ...
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