
两个例子:调度
问题与投资问题



例1：调度问题
问题 有 n 项任务，每项任务加工时间已知.  
从 0时刻开始陆续安排到一台机器上加工.  
每个任务的完成时间是从 0 时刻到任务加工

截止的时间.    
求:  总完成时间（所有任务完成时间之和）

最短的安排方案. 

. 

实例

任务集 S = {1, 2, 3, 4, 5}，
加工时间:   t1=3,   t2=8,   t3=5,   t4=10,  t5=15
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贪心法的解

算法：按加工时间 (3,8,5,10,15) 从小到大安排

解：1, 3, 2, 4, 5

1510853

0 3         8                16                    26                              41

总完成时间：
t = 3+(3+5)+(3+5+8)+(3+5+8+10)+(3+5+8+10+15)
= 3×5 + 5×4 + 8×3 + 10×2 + 15
= 94
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输出：调度 I，S 的排列 i1, i2, …, in，

问题建模

输入: 任务集： S={1, 2, … , n}，
第 j 项任务加工时间:  tj ∈Z+,  j=1,2,…,n.

 }的排列为|)(min{)( * SIItIt =

∑
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)1 ()(目标函数：I 的完成时间，

解 I*：使得 t(I*) 达到最小，即
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贪心算法

设计策略：加工时间短的先做
算法：根据加工时间从小到大排序,依次加工

证：假如调度 f  第 i, j 项任务相邻且有逆序，

即 ti >tj .  交换任务 i 和 j 得到调度 g，

tj ti

tjtif
g

算法正确性：对所有输入实例都得到最优解

总完成时间 t(g) − t(f ) = tj − ti < 0
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直觉不一定是正确的

反例

有4 件物品要装入背包, 物品重量和价值如下:

背包重量限制是 6，问如何选择物品，使得不

超重的情况下装入背包的物品价值达到最大?

标号 1 2 3 4
重量 wi 3 4 5 2
价值 vi 7 9 9 2
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实例的解

贪心法：单位重量价值大的优先，总重不超 6  

按照 从大到小排序：1, 2, 3, 4

2
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贪心法的解： { 1, 4 }，重量 5，价值为 9.    

更好的解：{ 2, 4 }，重量 6，价值 11.
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算法设计

1.  问题建模

2.  选择什么算法？如何描述这个方法？

3.  这个方法是否对所有实例都得到最优解？

如何证明？

4.  如果不是，能否找到反例？
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例2：投资问题
问题：m元钱，投资 n 个项目. 效益函数 fi (x)，
表示第 i 个项目投 x 元的效益， i =1, 2, …, n.  
求如何分配每个项目的钱数使得总效益最大？

x f1(x) f2(x) f3(x) f4(x)
0 0 0 0 0
1 11 0 2 20
2 12 5 10 21
3 13 10 30 22
4 14 15 32 23
5 15 20 40 24

实例： 5 万元，投资给 4 个项目，效益函数：
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建模
输入：n, m, fi(x),  i =1,2, ..., n, x = 1,2, ..., m

解： n 维向量<x1, x2, … , xn>, xi  是第 i 个
项目的钱数，使得下述条件满足：

N,

,)(max

1
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n
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xmx

xf目标函数

约束条件
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蛮力算法

对所有满足下述条件的向量 <x1,x2,…,xn> 
x1+ x2 + … + xn = m
xi 为非负整数, i = 1, 2 , ..., n

计算相应的效益

f1(x1) + f2(x2) + … + fn(xn)  

从中确认效益最大的向量. 
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实例计算

x1 + x2 + x3 + x4 = 5x f1(x) f2(x) f3(x) f4(x)

0 0 0 0 0
1 11 0 2 20
2 12 5 10 21
3 13 10 30 22
4 14 15 32 23
5 15 20 40 24

s3=<0,0,2,3>, v(s3)=32
… 

s56 =<5,0,0,0>,v(s56)=15      

s1=<0,0,0,5>, v(s1)=24

s2=<0,0,1,4>, v(s2)=25 

解：s=<1,0,3,1>,  
最大效益：11+30+20 = 61 12



蛮力算法的效率

方程 x1 + x2 + … + xn = m 的非负整数解

< x1, x2, …, xn > 的个数估计：

可行解表示成 0-1 序列：m 个1,n-1个 0
1 . . . 1 0 1 . . . 1 0 . . . 0 1 . . . 1 

x2个x1个 xn个

n=4,  m=7
可行解 <1, 2, 3, 1>
⇔序列 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1
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蛮力算法的效率
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序列个数是输入规模的指数函数

有没有更好的算法?     
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小结
问题求解的关键

• 建模：对输入参数和解给出形式化
或半形式化的描述

• 设计算法：
采用什么算法设计技术
正确性——是否对所有的实例都得
到正确的解

• 分析算法——效率
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问题计算复杂度
的界定:排序问题



例3 排序算法的效率

算法 最坏情况下 平均情况下

插入排序 O(n2) O(n2)

冒泡排序 O(n2) O(n2)

快速排序 O(n2) O(nlogn)

堆排序 O(nlogn) O(nlogn)

二分归并排序 O(nlogn) O(nlogn)

以元素比较作基本运算
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插入排序的插入操作

5 7 1 3 6 2 4

63 5 71

73 6 41 2 5

42插入2

插入后

输入

前面已经排好，插入2
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插入排序运行实例
5 7 1 3 6 2 4

5 7 21 63 4插入7
5 71 263 4插入1
3 5 71 426插入3

63 5 71 42插入6

63 5 71 2 4插入4

输入

5 7 21 63 4初始

763 51 2插入2 4
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冒泡排序的一次巡回

5 1 6 2 8 3 4 7

36 85 1 2 4 7

巡回

42 31 5 6 7 8

巡回后

巡回前
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冒泡排序运行实例

5 8 1 3 6 2 4 7

43 25 1 6 7 8巡回1

65 41 3 2 7 8巡回2

62 51 3 4 7 8巡回3

63 51 2 4 7 8巡回4

63 51 2 4 7 8巡回5
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快速排序一次递归运行

5 8 1 3 6 2 4 7

21 65 8 3 4 7交换1

21 65 4 3 8 7交换2

61 25 4 3 8 7划分

61 52 4 3 8 7子问题

7



二分归并排序运行实例

5 8 1 3 6 2 4 7

5 8 21 63 4 7划分

1 3 45 28 6 7
递归
排序

1 3 45 28 6 7

合并后的输出

1 3 4 52 86 7
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nlogn

n2

？

问题：
哪个排序算法效率最高？

是否可找到更好的排序算法？

排序问题计算难度如何？

其他问题的计算复杂度

问题计算复杂度估计方法

插入排序
冒泡排序
快速排序

堆排序
归并排序

问题的计算复杂度分析

更好的算
法下界

那个排序算法效率最高?
排序问题的难度？ 9



• 几种排序算法简介
插入排序

冒泡排序

快速排序

归并排序

小结

• 排序问题的难度估计——界定什
么是最好的排序算法
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货郎问题与计算
复杂性理论



问题：

有n个城市，已知任两个城市之间的距

离. 求一条每个城市恰好经过1次的回路，

使得总长度最小. 

例4 货郎问题

5
3

c1

c4
c3c2

10 9
6

9

实
例
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• 输入

有穷个城市的集合 C = { c1, c2, …, cn}, 
距离 d(ci,cj) = d(cj,ci)∈Z+,   1≤ i < j ≤ n

• 解：1, 2 …, n 的排列 k1, k2, …, kn使得：

建模与算法
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• 现状：至今没找到有效的算法
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0-1背包问题：有n个件物品要装入背包，

第i 件物品的重量 wi, 价值vi，i=1,2,…,n. 背
包最多允许装入的重量为B, 问如何选择装

入背包的物品，使得总价值达到最大？

0-1背包问题

实
例

实例：n=4,  B=6，物品的重量和价值如下

标号 1 2 3 4
重量 wi 3 4 5 2
价值 vi 7 9 9 2
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0-1背包问题建模

问题的解：0-1向量 < x1, x2, ..., xn >
xi =1 ⇔物品 i 装入背包

nix
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约束条件
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双机调度

实
例

双机调度问题：有n项任务, 任务 i 的加工时

间为 ti , ti ∈Z+, i=1,2,…,n. 用两台相同的机器

加工，从0时刻开始计时，完成时间是后停

止加工机器的停机时间. 问如何把这些任务

分配到两台机器上，使得完成时间达到最小？

实例: 任务集 S ={1,2,3,4,5,6}
t1=3, t2=10, t3=6, t4=2, t5=1, t6=7

完成时间 ： max{ 3+10+2, 6+1+7 }=15    

解：机器 1 的任务：1, 2, 4
机器 2 的任务：3, 5, 6 
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双机调度建模

实
例

解: 0-1向量 <x1, x2, ..., xn>, xi=1表示任务 i
分 配到第一台机器，i =1,2,...,n.  

如何对该问题建模?目标函数与约

束条件是什么？

不妨设机器1的加工时间 ≤机器2的加工时

间令T=t1+t2+...+tn,  D=T/2，机器1的加工

时间不超过D，且达到最大.
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实
例

• 这样的问题有数千个，大量存在于各
个应用领域.                   

NP-hard问题

• 至今没有人能够证明对于这类问题不
存在多项式时间的算法.

• 至今没找到有效算法：现有的算法的
运行时间是输入规模的指数或更高阶
函数.

• 从是否存在多项式时间算法的角度
看，这些问题彼此是等价的.  这些问
题的难度处于可有效计算的边界.                     
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Algorithm + Data Structure
= Programming 

好的算法

提高求解问题的效率

节省存储空间

算法设计技术

算法分析方法

问题复杂度分析

计算复杂性理论

算法的研究目标

问题→建模并寻找算法

算法→算法的评价

算法类→问题复杂度估计

问题类→能够求解的边界
9



课程主要内容

数学基础、数据结构

分治
策略

动态
规划

贪心
算法

回溯与
分支限界

NP 完全理论简介

近似算法 随机算法

算法分析与问题的计算复杂性
算法设计：

算法分析方法

算法设计技术

基础知识

计算复杂性理论:
NP完全理论

其他算法
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算法研究的重要性
算法设计与分析技术在计算机科学与技术
领域有着重要的应用背景

算法设计分析与计算复杂性理论研究是计
算机科学技术的核心研究领域

 1966-2005期间，Turing奖获奖50人, 其
中10人以算法设计, 7人以计算理论、自
动机和复杂性研究领域的杰出贡献获奖

 计算复杂性理论的核心课题“P=NP?” 
是本世纪 7个最重要的数学问题之一

提高学生素质和分析问题解决问题的能力，
培养计算思维 11



小结

• NP-hard问题的几个例子：货郎问题

0-1背包问题、双机调度问题等

• NP-hard问题的计算现状

• 计算复杂性理论的核心——NP完全
理论

• 算法研究的主要内容及重要意义
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算法及其

时间复杂度

1



• 问题

需要回答的一般性提问，通常含若干参数

有关基本概念：问题问题及实例

• 问题实例
参数的一组赋值可得到问题的一个实例

• 问题描述
定义问题参数(集合,变量,函数,序列等)
说明每个参数的取值范围及参数间的关系
定义问题的解
说明解满足的条件(优化目标或约束条件)
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算法
• 算法

有限条指令的序列

这个指令序列确定了解决某个问题的一

系列运算或操作

• 算法 A 解问题 P
把问题 P 的任何实例作为算法 A 的输入

每步计算是确定性的

A 能够在有限步停机

输出该实例的正确的解
3



基本运算与输入规模
• 算法时间复杂度: 针对指定基本运算,计

数算法所做运算次数

• 基本运算: 比较, 加法, 乘法, 置指针, 交换…  

• 输入规模：输入串编码长度
通常用下述参数度量：数组元素多少，调
度问题的任务个数，图的顶点数与边数等.  

• 算法基本运算次数可表为输入规模的函数

• 给定问题和基本运算就决定了一个算法类
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• 排序：数组中元素个数 n
• 检索：被检索数组的元素个数 n
• 整数乘法：两个整数的位数 m, n
• 矩阵相乘：矩阵的行列数 i, j, k
• 图的遍历：图的顶点数 n, 边数 m

…

输入规模
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基本运算
• 排序: 元素之间的比较

• 检索: 被检索元素 x与数组元素的比较

• 整数乘法: 每位数字相乘(位乘) 1 次
m位和n位整数相乘要做mn次位乘

• 矩阵相乘: 每对元素乘 1 次

i×j矩阵与 j×k 矩阵相乘要做 i jk 次乘法

• 图的遍历: 置指针

...
6



对于相同输入规模的不同实例，算法的基本

运算次数也不一样，可定义两种时间复杂度

算法的两种时间复杂度

最坏情况下的时间复杂度 W(n) 
算法求解输入规模为 n 的实例所需要的最长

时间

平均情况下的时间复杂度 A(n) 
在给定同样规模为 n 的输入实例的概率分布

下，算法求解这些实例所需要的平均时间
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A(n) 计算公式

∑
∈

=
SI

II tPnA )(

在某些情况下可以假定每个输入实例概

率相等

平均情况下的时间复杂度 A(n)
设 S 是规模为 n 的实例集
实例 I∈S 的概率是 PI
算法对实例 I 执行的基本运算次数是 tI
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例子：检索

检索问题

输入：非降顺序排列的数组 L，元素
数为 n； 数 x

输出： j
若 x 在 L中，j 是 x 首次出现

的序标；

否则 j = 0

基本运算：x 与 L中元素的比较

检索问题

输入：非降顺序排列的数组 L,元素数 n，
数 x

输出：j 
若 x 在 L中, j是x首次出现的下标；

否则 j = 0
基本运算：x 与 L 中元素的比较

9



顺序检索算法

j=1, 将x与L[j]比较. 如果 x=L[j]，则算法停

止，输出 j；如果不等，则把 j 加1，继续x
与L[j]的比较，如果 j>n，则停机并输出0. 

1 2 3 4 5

x = 4，需要比较 4 次
x = 2.5，需要比较 5 次

实例
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最坏情况的时间估计

不同的输入有 2n + 1个，分别对应：

x = L[1],  x = L[2],  ... , x = L[n] 
x<L[1], L[1]<x<L[2], L[2]<x<L[3], ... , L[n]<x 

最坏情况下时间：W(n) = n

最坏的输入：x 不在 L中或 x = L[n]
要做 n 次比较
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平均情况的时间估计
输入实例的概率分布：

假设x在L中概率是 p,且每个位置概率相等

npnp

np
n
pinA

n

 i

)1(
2

)1(

)1)(
1

−+
+

=

−+= ∑
=

（

当 p=1/2时，

4
3

24
1)( nnnnA ≈+

+
=

12

等差数
列求和



改进顺序检索算法

1 2 3 4 5

x = 4，需要比较 4 次
x = 2.5，需要比较 3 次

实例

j=1, 将 x与L[j]比较. 如果 x=L[j]，则算法停

止，输出 j；如果 x >L[j]，则把 j 加1，继

续 x与 L[j]的比较；如果 x < L[j]，则停机

并输出0. 如果 j >n，则停机并输出 0. 
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小结：
• 算法最坏和平均情况下的时间复杂度定义

• 如何计算上述时间复杂度

时间估计

平均情况下

输入实例的概率分布：假设 x 在 L 中每个
位置与空隙的概率都相等

最坏情况下：W(n) = n 

改进检索算法平均时间复杂度是多少?     

14



算法的伪码表示

演示者
演示文稿备注
标题改成“图论基础概念图解”也很好



赋值语句：←

分支语句：if …then … [else…]
循环语句：while,  for，repeat  until 
转向语句：goto
输出语句：return
调用：直接写过程的名字

注释：//…

算法的伪码描述

2



例：求最大公约数

算法 Euclid (m, n) 
输入：非负整数 m, n,其中m与n不全为0
输出：m 与 n 的最大公约数

1.  while m > 0 do
2.      r ← n mod m
3.      n ← m
4.      m ← r
5.  return n 

3



运行实例：n=36，m=15

r ← n mod m
n ← m
m ← r                               

m > 0 ?    输出 n

Yes

Nowhile n m r

第1次 36 15

第2次 15 6

第3次 6 3

3 0 0

6

3

0

输出3
4



例：改进的顺序检索

算法 Search (L, x)
输入：数组 L[1..n], 元素从小到大排列, 数 x. 
输出：若 x 在 L中，输出 x 的位置下标 j；

否则输出0. 
1. j ← 1
2.   while  j ≤ n and x > L[j]  do j ← j+1
3.   if  x < L[j] or j > n  then  j ← 0
4.   return j
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例：插入排序

算法 Insert Sort (A, n) 
输入：n个数的数组 A
输出：按照递增顺序排好序的数组 A 
1.  for j←2  to  n  do
2.  x←A[j]
3.  i←j−1   //3-7 行把 A[j] 插入A[1..j−1]  
4.  while i >0  and x<A[i]  do
5.        A[i+1]← A[i] 
6.     i← i−1
7.  A[i+1]← x
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2 4 1 5 3

运行实例

j = 3, x = A[3] = 1 
i = 2，A[2] = 4 i >0 

x<A[i]

A[i+1]←A[i] 
i ← i−1

A[i+1]
←x

Yes

No

4.  while i>0 and x<A[i] do
5.        A[i+1] ← A[i] 
6.        i ← i−1
7. A[i+1] ← x

2 4 4 5 3

A[3]=4,  i = 1, x=1

2 2 4 5 3

A[2]=2,  i = 0, x=1

i > 0,  x < A[2]   √

i > 0,  x < A[1]  √

i > 0   ×
1 2 4 5 3 7



例：二分归并排序
MergeSort (A, p, r)
输入：数组 A[p..r]
输出：按递增顺序排序的数组 A
1. if  p < r
2. then q←(p+r)/2
3. MergeSort (A, p, q)
4. MergeSort (A, q+1, r)
5. Merge (A, p, q, r)

MergeSort有递归调用,也调用Merge过程
8



例：算法A的伪码

算法 A
输入：实数的数组 P[0..n]，实数 x
输出：y
1. y ← P[0]；power ← 1
2.  for  i ←1  to  n do
3.         power ← power ∗ x
4.         y ← y + P[i] ∗ power
5.  return  y

算法
A计
算什
么值
？

9



power ← power ∗ x
y ← y + P[i]∗ power

i power y
1 P[0]

输入 P[0..n]是 n 次多项式 P(x)的系数
算法 A 计算该多项式在 x 的值

初值

对i =1, 2, ..., n
执行

1 x P[0] + P[1]∗x
循
环

3 x3 P[0] + P[1]∗x + P[2]∗x2 + P[3]∗x3

...

2 x2 P[0] + P[1]∗x + P[2]∗x2

10



小结

用伪码表示算法

• 伪码不是程序代码，只是给出算法的
主要步骤

• 伪码中有哪些关键字？

• 伪码中允许过程调用

11



函数的渐近的界 



定义：设  f  和 g是定义域为自然数集  

N上的函数.  若存在正数 c 和 n0，使得 

对一切 n  n0有 

                     0  f(n)  c g(n)  

成立, 则称 f(n) 的渐近的上界是 g(n)， 

记作   

                     f (n) = O(g(n))  

 

 

2 

         大O符号 



3 

1.  f (n) = O(g(n)) ，f(n)的阶不高于g(n)的阶. 

 

 

 

例子：f(n) = n2 + n，则 

             f(n)=O(n2)，取 c = 2，n0 =1 即可 

             f(n)=O(n3)，取 c = 1，n0 =2 即可 

           例子 

设 f(n) = n2 + n，则 

     f(n)=O(n2)，取 c = 2，n0 =1 即可 

     f(n)=O(n3)，取 c = 1，n0 =2 即可 

2. 可能存在多个正数c，只要指出一个即可. 

 3. 对前面有限个值可以不满足不等式. 

 
4. 常函数可以写作O(1).   

 

 



4 

定义：设  f  和 g是定义域为自然数集  

N上的函数.  若存在正数 c 和 n0，使 

得对一切 n  n0有 

                   0  cg(n)  f(n) 

成立,  则称 f(n) 的渐近的下界是 g(n), 

记作   

                    f (n) =  (g(n))  

 

 

     大 符号 



5 

1.  f (n)= (g(n))，f(n)的阶不低于g(n)的阶. 

2. 可能存在多个正数c，指出一个即可. 

3. 对前面有限个 n 值可以不满足上述不等式. 

 

 

设 f(n) = n2 + n，则  

     f(n) =  (n2),  取 c = 1, n0 =1即可 

     f(n) =  (100n), 取 c=1/100,  n0 =1即可 

     例子 



定义  设  f  和 g是定义域为自然数集 N上 

的函数. 若对于任意正数 c 都存在 n0，使 

得对一切 n  n0有 

                     0  f(n) < c g(n)  

成立, 则记作   

                       f (n) = o(g(n))  

 

 

 
6 

   小o符号 



任给1>c >0, 取 n0 > 2/c 即可.  因为 

               cn  cn0 > 2        （当n  n0）   

              n2+n < 2n2 < cn3 

7 

1.  f (n) = o(g(n)) , f(n)的阶低于g(n)的阶 

2. 对不同正数c, n0不一样.  c越小n0越大.   

3. 对前面有限个 n 值可以不满足不等式. 

 

例子：f(n)=n2+n，则 

             f(n)=o(n3) 

           例子 

c1显然成立，因为n2+n<cn3（n0=2） 



定义：设  f  和 g是定义域为自然数集 N上 

的函数.  若对于任意正数 c 都存在 n0，使 

得对一切 n  n0有 

                      0  cg(n) < f(n) 

成立, 则记作   

                      f (n) =  (g(n))  

 
 

 

8 

         小 符号 



9 

1.  f (n)= (g(n)), f (n)的阶高于g(n) 的阶.  

2. 对不同的正数c, n0不等，c 越大n0 越大.   

3. 对前面有限个 n 值可以 不满足不等式. 

 

 

设 f (n) = n2 + n，则 

                       f (n) =  (n)， 

        例子 

不能写  f (n) =  (n2)，因为取 c = 2，不
存在n0 使得对一切 n  n0有下式成立 

                c n2 = 2n2< n2 + n   



若 f (n) = O (g(n)) 且 f (n) =  (g(n)),  

则记作  

                     f (n) =  (g(n))   

10 

1.  f(n) 的阶与 g(n) 的阶相等.  

2.  对前面有限个n 值可以不满足条件.   

 

例子：f(n) =n2 + n, g(n) =100n2，那么有 

                    f(n)= (g(n)) 

  符号 



    例子：素数测试 
算法PrimalityTest(n)     

输入：n,大于2的奇整数 

输出：true 或者false 

1．s n1/2  

2．for   j2  to  s 

3．      if   j 整除 n  

4．      then return false 

5．return true 

 

问题： 

若n1/2 可在O(1) 

计算, 基本运算
是整除,以下表
示是否正确？ 

W(n)=O(n1/2) 

W(n)=(n1/2) 

为什么?      

 
11 



小结 

• 五种表示函数的阶的符号 

      O, , o, ,          

• 定义 

• 如何用定义证明函数的阶？ 

 

 

12 



有关函数渐
近的界的定理



定理1
定理 设 f 和 g是定义域为自然数集合的函数. 

(1) 如果 存在, 并且等于某个

常数c>0, 那么 f(n) = Θ(g(n)). 

(2) 如果 =0，那么

f(n) = o(g(n)). 
(3) 如果 =+∞，那么

f(n) = ω(g(n)). 

)(/)(lim ngnf
n ∞→

)(/)(lim ngnf
n ∞→

)(/)(lim ngnf
n ∞→

证明用到Θ,o,ω定义
2



取ε =c/2,

证明定理1(1) 
根据极限定义，对于给定正数 ε存在某个n0，
只要n ≥ n0，就有

对所有n≥n0,  f(n)≤ 2cg(n), 于是 f(n)=O(g(n))；

| f(n)/g(n)−c | < ε
c −ε <  f(n)/g(n) < c +ε

c/2 < f(n)/g(n) < 3c/2 < 2c

对所有n≥n0, f(n)≥(c/2)g(n),于是 f(n)=Ω(g(n)).

从而 f(n) = Θ(g(n)).
3



例：估计函数的阶

例1 设 ,  证明 f(n) = Θ(n2).nnnf 3
2
1)( 2 −=

证 因为

根据定理1，有 f(n) = Θ(n2).

2
13

2
1

lim)(lim 2

2

2 =
−

=
∞→∞→ n

nn

n
nf

nn

4



可证明：多项式函数的阶低于指数函数的阶

nd = o(rn)，r >1，d > 0 

一些重要结果

证 不妨设d为正整数，

0
)(ln

!lim...

)(ln
1)(lim

ln
limlim 2

21

===

−
==

∞→

−

∞→

−

∞→∞→

dnn

n

d

nn

d

nn

d

n

rr
d

rr
ndd

rr
dn

r
n

分子分母
求导数

5



可证明：对数函数的阶低于幂函数的阶

ln n = o (nd )，d > 0

一些重要结果(续)

证

01lim

1

limlnlim -1

==

=

∞→

∞→∞→

dn

dndn

dn

dn
n

n
n

6



定理 2

定理 设函数f, g, h的定义域为自然数集合，

(1) 如果 f=O(g) 且 g=O(h)，那么 f=O(h).
(2) 如果 f=Ω(g) 且 g=Ω(h)，那么 f =Ω (h).
(3) 如果 f=Θ(g) 和 g=Θ(h)，那么 f =Θ (h).

函数的阶之间的关系具有传递性

7



例子

按照阶从高到低排序以下函数：

f(n)=(n2+n)/2，g(n)=10n
h(n)=1.5n ， t(n)=n1/2

h(n) = ω(f(n))，
f(n) = ω(g(n)),
g(n) = ω(t(n)),

排序 h(n), f(n), g(n), t(n) 
8



定理3
定理 假设函数f 和g的定义域为自然数集，

若对某个其它函数 h, 有 f =O(h) 和 g=O(h)，
那么 f + g = O(h).  

该性质可以推广到有限个函数.
算法由有限步骤构成.  若每一步的时间复

杂度函数的上界都是 h(n)，那么该算法的

时间复杂度函数可以写作 O(h(n)).  
9



• 算法的时间复杂度是各步操作时间之
和，在常数步的情况下取最高阶的函
数即可. 

小结

• 估计函数的阶的方法：

计算极限
阶具有传递性

• 对数函数的阶低于幂函数的阶，多项
式函数的阶低于指数函数的阶.

10



几类重要的函数



基本函数类

阶的高低

至少指数级： 2n, 3n, n!, …
多项式级： n,  n2,  nlogn,  n1/2, …
对数多项式级： logn,  log2n,  loglogn, …

2



对数函数
符号：

logn = log2 n
logkn = (logn)k

loglogn = log(logn)

性质：
(1)   log2n = Θ (logl n)
(2)   logbn = o(nα)         α > 0
(3)   alogb n = nlogb a

3



有关性质(1)的证明

根据定理， logk n = Θ ( logl n)

knk
n

n
n

lll

l

n
l

k

n log
1

loglog
loglim

log
loglim =

⋅
=

∞→∞→

为常数k
k
nn l

l

l
k log

log
loglog =

4



有关性质(2)(3)的说明

logbn=Θ(ln n)

lnn =o(nα ) logbn=o(nα)  α > 0     

alogbn=nlog ba

logbn logba = logba logbn 
5



指数函数与阶乘

))1(1()
e

(2!
n

Θnnn n +π=

n! = o(nn)

n! = ω (2n)

log(n!) = Θ(nlogn)

Stirling公式

6



)!1(!
)!1(

1 n-m
n-mC m

n-m
+

=+

应用：估计搜索空间大小

))1((

))
1-

1(1(1)-()1-(2))1(1(2

))
1-

1(1(1)-()1-(2

-1

-1

1

nm

nm
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Θ
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Θmm

nm
Θnmnm

+

+

+=

++

+
+++

=

ε

ππ

π

m元钱、投资
n个项目的分配方
案数（视频001）

7



log(n!) = Ω (nlogn)的证明

1    2    3   4    5 n-1  n

∫∑ ≥=
=

nn

k
xdxkn

11
loglog)!log(

)log()1ln(elog nnΩnnn =+−=
8



log(n!) = O(nlogn)的证明

1   2    3    4     5 n  n＋1

)log(loglog)!(log
1

21
nnOxdxkn

nn

k
=≤= ∫∑

+

= 9



取整函数

取整函数的定义

x：表示小于等于 x 的最大的整数

x：表示大于等于 x 的最小的整数

应用：二分检索
输入数组长度：n
中位数的位置： n/2
与中位数比较后子问
题大小：n/2

实例

2.6 = 2
2.6 = 3 
2 = 2 = 2

10



取整函数的性质

(1)  x−1< x ≤ x ≤ x < x+1  

nnn
=



+





22
)3(





=




























=
























ab
n

b
a
n

ab
n

b
a
n

,)4(

(2)  x+n = x+n,  x+n = x+n, n为整数

11



证明(1)
(1)  如果x是整数n，根据定义x = x = n，

x−1< x = x = x < x+1

从而有

x−1< n = x，n < x < n+1= x

如果 n < x < n+1，n为整数，那么

x = n,   x = n+1，

⇒ x−1< n = x < x < x = n+1< x+1 
12



例：按照阶排序

n

nnnnnn

nn

nnnnn

n

n

nn

nn

n

log,2

,,log,loglog,,

,2,)(log,log,)2/3(

,,2,!,1,log),!log(

log

3loglog

2log

log/12
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例：按照阶排序

1

,loglog,log,log,log

,2),log()!log(,
,)(log,)2/3(,2,!,2

log/1

2

log3

logloglog2

=

==

=

n

n

nnnn

n

nnnn

nnnΘnn
nnnn

n
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小结

• 几类常用函数的阶的性质

对数函数

指数函数

阶乘函数

取整函数

• 如何利用上述性质估计函数的阶？

15



序列求和的方法 



  数列求和公式 

2 

2
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等差、等比数列与调和级数 



求和的例子 
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二分检索算法 

4 

算法 BinarySearch (T, l, r, x)  

输入：数组 T，下标从 l 到 r；数x 

输出：j 

1.  l  1;  r  n 

2.  while  l  r do 

3.      m  (l+r)/2     

4.      if  T[m]=x  then return m //x中位元素 

5.      else  if  T[m] > x  then  r  m1 

6.              else  l  m+1 

7.  return 0 



二分检索运行实例 

5 

1 2 3 7 4 5 6 

3.5 

第1次 

3.5 < 4 

1 2 3 7 4 5 6 

3.5 

第2次 

3.5 > 2 

1 2 3 7 4 5 6 

3.5 

第3次 

3.5 > 3 

输出 j = 0     



2n+1个输入 
假设 n = 2k 1，输入有 2n + 1 种：             

    

6 

       x < T[1] 

 T[1] < x < T[2]  

         …  

T[n-1] < x < T[n]  

      T[n] < x   

 

      x不在T中 

  x =T[1]  

  x =T[2] 

    … 

 x=T[n-1]  

 x =T[n]  

 

x在T中 



7 

比较1次:1个 x 

x x 比较2次:2个 

比较3次:4个 x x x x 

对t =1, 2, …, k-1,   比较 t 次: 2t-1 个 

比较 k 次的输入有 2k-1 + n + 1个    

比较t 次的输入个数 

总次数：对每个输入乘以次数并求和 
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二分检索平均时间复杂度 
假设 n = 2k-1，各种输入概率相等 
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   放大法： 

    1.  

 

    2.  假设存在常数 r <1，使得 对一切   

          k  0有 ak+1/ak  r 成立 

 

 

    估计和式上界的放大法 

max1
naa

n

k k  

r

a
raraa

k

k

k

k
n

k

k


 






 1

0

0

0

0

0

0

9 
a1  a0r ,  a2  a1r  a0r

2, ... 

放大 



          放大法的例子 

估计              的上界.  

 

解  由 
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    估计和式渐近的界 

估计           的渐近的界.  
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    估计和式渐近的界 
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小结 
• 序列求和基本公式： 
     等差数列 
     等比数列 
     调和级数 

13 

• 应用：计数循环过程的基本运算次数 

 

• 估计序列和： 
     放大法求上界 
     用积分做和式的渐近的界 



递推方程与 
算法分析 



递推方程 

设序列 a0, a1, … , an, … , 简记为 { an },   

一个把 an与某些个 ai  ( i < n ) 联系起
来的等式叫做关于序列 { an } 的递推
方程   

递推方程的求解：   

给定关于序列{ an }的递推方程和若干
初值，计算an        

2 

设序列 a0, a1, …, an, …, 简记为 {an},   

一个把an与某些个ai (i<n) 联系起来的

等式叫做关于序列 {an} 的递推方程   

递推方程的求解：   

给定关于序列{ an }的递推方程和若
干初值，计算an        



递推方程的例子 

3 

数学家Fibonacci 
意大利1170-1240 

Fibonacci数 

    1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,  

    34, 55, … 

递推方程： fn=fn-1+fn-2 

初值：        f0=1,  f1=1  

解： 



Fibonacci数的存在 

4 



5 

n个盘子从大到小顺序放在A 柱上，
要把它们从 A 移到 C，每次移动 1个
盘子，移动时不允许大盘压在小盘上.  

设计一种移动方法.   

  A                  B                     C 

Hanoi塔问题 



6 

递归算法 

算法  Hanoi (A, C, n)     // n个盘子A到C 

1.  if  n=1  then move (A, C)  // 1个盘子A到C 

2.  else  Hanoi (A, B, n1)     

3.          move (A, C) 

4.          Hanoi (B, C, n1)     

 T(n) = 2 T(n1) + 1， 

 T(1) = 1， 

设 n个盘子的移动次数为 T(n) 



Hanoi塔算法 
   T(n) = 2 T(n1) + 1，T(1) = 1， 

1 秒移1个，64个盘子要多少时间？  

5000亿年！千万亿次/秒，4个多小时 

分析算法 

有没有更好的算法?      

 

 

 

没有！这是一个难解的问题，不存在
多项式时间的算法！ 

7 

解 T(n) = 2n  1 



算法  Insert Sort (A, n)    

1.  for j2 to n 

2.       xA[ j ] 

3.       ij1      // 把 A[j] 插入   

4.       while  i >0  and  x<A[ i ]  do  

5.           A[ i+1]  A[ i ]  

6.            i  i1 

7.       A[ i+1]x 

插入排序 

8 



最坏情况下时间复杂度 

插入排序： 

设基本运算是元素比较，对规模为 n 

的输入最坏情况下的时间复杂度W(n) 

               W(n)=W(n1)+n1 

               W(1)=0 

解为 

              W(n) = n(n1)/2 

                
9 



•   递推方程的定义及初值 

•   递推方程与算法时间复杂度的关系 

    Hanoi塔的递归算法 

    插入排序的迭代算法      

小结 
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迭代法求解 
递推方程 



•   不断用递推方程的右部替换左部    

迭代法 

2 

•   直到出现初值停止迭代 

•   每次替换，随着 n 的降低在和式中  

    多出一项    

•   将初值代入并对和式求和     

•   可用数学归纳法验证解的正确性 



T(n) = 2 T(n1) + 1 

Hanoi 塔算法  T(n) = 2 T(n1) + 1 

 T(1) = 1 

= … 

 = 2n1T(1) + 2n2+2n3+…+2+1 

 = 2n1  + 2n11 

 = 2n1      

= 2 [ 2T(n2) + 1] + 1 

= 22 T(n2) + 2 + 1 

3 

代入初值
求和 



插入排序算法 







0)1(

 1)1()(

W

nnWnW

W(n)=W(n1) + n1   

= [W(n2) + n2] + n1 

= W(n2) + n2 + n1 

4 

= … 

= W(1) + 1 + 2 + … + (n2) + (n1)    

= 1 + 2 + … + (n2) + (n1) 

= n(n1)/2    



•    将对 n 的递推式换成对其他变元    

      k  的递推式 

•    对 k 直接迭代 

•    将解 (关于 k 的函数) 转换成关于   

      n 的函数 

换元迭代 

5 



 换元：将对 n 的函数
转换成对 k 的函数 

二分归并排序 
MergeSort (A, p, r) 

输入：数组 A[p..r] 

输出：按递增顺序排序的数组 A 

1. if  p < r 

2. then q(p+r)/2 

3.         MergeSort (A, p, q) 

4.         MergeSort (A, q+1, r) 

5.         Merge (A, p, q, r) 

6 



    换元 

假设 n=2k,  递推方程如下： 

         W(n)=2W(n/2)+n1 

         W(1)=0 
 

 

换元： 

          W(2k) = 2W(2k-1) + 2k1 

          W(0) = 0 

7 



1log

122

)12...22(2(1)2

...

12221]2)2(2[2

1222)2(2

12]12)2(2[2

 12  )2 (2  )(

21

232

22

12

1



























nnn

k

kW

W

W

W

WnW

kk

kkkk

kkkk

kkk

kkk

kk

    迭代求解 W(2k) = 2W(2k-1) + 2k1 

8 

换元，
对k迭代 



解的正确性-归纳验证 

方法：数学归纳法 

证   n=1，W(1)=1(11)/2 = 0 

证明:下述递推方程的解是 W(n)=n(n1)/2 

       W(n)=W(n1)+n1 

       W(1)=0 

9 

假设对于n ,  解满足方程，则 

       W(n+1)  

    = W(n)+n = n(n1)/2 + n 

    = n[(n1)/2+1] = n(n+1)/2      



迭代法求解递推方程 

• 直接迭代，代入初值，然后求和 

• 对递推方程和初值进行换元，然
后求和，求和后进行相反换元，
得到原始递推方程的解 

• 验证方法——数学归纳法 

         小结 
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差消法化简 
高阶递推方程 



快速排序 

• 假设 A[p..r] 的元素彼此不等 

    以首元素A[1]对数组 A[p..r]划分,使得： 

         小于x 的元素放在 A[ p..q1]    

         大于 x 的元素放在 A[q+1..r]  

• 递归对 A[ p..q1]和 A[q+1..r] 排序  

工作量：子问题工作量+划分工作量   

2 



输入情况 
• 有 n 种可能的输入 

 

 

 

     对每个输入，划分的比较次数都是 n1 

x 排好序位置 子问题 1规模 子问题 2规模 

1 0 n1 

2 1 n2 

3 2 n3 

... ... ... 

n1 n2 1 

n n1 0 

3 



工作量总和  

 T(0) + T(n1) + n1 

 T(1) + T(n2) + n1 

 T(2) + T(n3) + n1 

      ... 

 T(n1) + T(0) + n1  

+ 

总工作量 
  2[T(1)+...+T(n1)]+n(n1) 

4 



快速排序平均工作量 

假设首元素排好序在每个位置是等 

概率的 

0)1(

2)()(
2

)(
1

1
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全部历史递推方程 

对于高阶方程应该先化简，然后迭代 
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差消化简 
利用两个方程相减，将右边的项尽可能 

消去，以达到降阶的目的 

cniT
n

nT
n

i
 





1

1
)(

2
)(







1

1

2
)(2)(

n

i
cniTnnT

22

1
)1()(2)1()1(  




nciTnTn

n

i

6 



差消化简 

    nT(n)  (n1)T(n1) 

= 2T(n1) + cn2  c(n1)2 

    nT(n) = (n+1)T(n1) + c1n 
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化简 

变形 



迭代求解 
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T(n) = (nlogn) 8 

代入
初值 



• 对于高阶递推方程先要用差消 
     法化简为一阶方程 

• 迭代求解 

         小结 
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递归树 



递归树的概念 

• 递归树是迭代计算的模型. 

2 

• 递归树的生成过程与迭代过程一致. 

 

• 对递归树上的项求和就是迭代后方
程的解.  

 

• 递归树上所有项恰好是迭代之后产
生和式中的项. 



迭代在递归树中的表示 
如果递归树上某结点标记为W(m) 

       W(m) = W(m1)+...+W(mt) 

                 + f(m)+...+g(m)，m1, ... , mt< m  

     其中W(m1),...,W(mt)称为函数项.   

W(m) 
... 

W(m1)  W(m2)  W(m3)  ...  W(mt) 

    每个叶结点是一个函数项 

f(m)+...+g(m) 

结点总值相等 

3 



二层子树的例子 

W(n/2)     W(n/2) 

         n-1 

二分归并排序     

 W(n) = 2W(n/2) + n-1 

4 



递归树的生成规则 

• 初始，递归树只有根结点,  其值为W(n) 

5 

• 继续递归树的生成，直到树中无函数项 
     (只有初值)为止.  

• 不断继续下述过程： 

      将函数项叶结点的迭代式W(m)表示成二
层子树 

      用该子树替换该叶结点   



递归树生成实例 

W(n) 

n-1 

W(n/2) W(n/2) 

W(n) = 2W(n/2) + n-1 

初始 

第一步迭代 

6 



递归树生成实例 

n/2-1 

n-1 

n/2-1 

W(n/4) W(n/4) W(n/4) W(n/4) 

n-1 

W(n/2) W(n/2) 

第二步迭代 

7 



递归树 
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递归树应用实例 
求解方程：T(n)=T(n/3)+T(2n/3)+n 

)(1       
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求和 

方程：T(n)=T(n/3)+T(2n/3)+n 

递归树层数 k，每层O(n) 

            n(2/3)k =1  

        (3/2)k = n   

        k = O(log3/2n)  

T(n)=O(nlogn) 

11 



• 递归树是迭代的图形表述 

• 递归树的生成规则 

• 如何利用递归树求解递推方程? 

         小结 
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主定理及其证明 



 主定理的应用背景 

求解递推方程 

                 T(n) = a T(n/b) + f(n) 

      a：   归约后的子问题个数 

     n/b：归约后子问题的规模 

     f(n)：归约过程及组合子问题的解的 

                 工作量 

二分检索：          T(n) = T(n/2)+1 

二分归并排序： T(n) =2T(n/2)+n-1 

       
2 



 主定理 
定理：设a1, b>1为常数, f(n)为函数, T(n)

为非负整数，且T(n)=aT(n/b)+f(n)， 则 

1. 若 f(n)=O(nlogba),  >0, 那么 

                 T(n)=(nlogba) 

2. 若 f(n)=(nlogba), 那么 

                T(n)=(nlogba logn) 

3. 若 f(n)=(nlogba+),  >0,且对于某个常数   

     c<1和充分大的 n 有af(n/b)cf(n), 那么    

                     T(n)=(f(n)) 

存在 

存在 

3 存在c

和n0 



证明 
设 n = bk  

c1 = T(1) 

迭代 
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迭代结果 
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•  第一项为所有最小子问题的计算工作量 

•  第二项为迭代过程归约到子问题及综合解 

    的工作量 5 
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情况2  f(n)= (n log b a ) 
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f(n)= (n log b a + )， >0， 
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Case3 (续) 
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• 主定理的应用背景 

• 主定理的内容 

• 主定理的证明 

         小结 
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主定理的应用 



 求解递推方程：例1 

例1   求解递推方程 

      T(n) = 9T(n/3) + n   

 

 

 

 

2 

解  上述递推方程中的 

    a = 9， b = 3，f (n) = n  

    nlog39 = n2,   f (n) = O(nlog39-1) 
 

相当于主定理的case1，其中 =1.  

根据定理得到       T(n) =  (n2)  
 



例2  求解递推方程 

       T(n) = T(2n/3) + 1  
 

 求解递推方程：例2  求解递推方程：例2 

解  上述递推方程中的  

      a = 1, b = 3/2,  f(n) = 1， 

       n 
log3/21 = n0 = 1 

 

3 

相当于主定理的Case2 .     

根据定理得到  T(n) =  ( log n) 
 



例3  求解递推方程  

     T(n) = 3T(n/4) + nlogn 

 求解递推方程：例3  求解递推方程：例3 

解  上述递推方程中的 

    a = 3,   b = 4,    f(n) = nlogn 

    nlogn= ( nlog43+ )  ( n0.793+ ) 

取  = 0.2 即可.    
  4 



要使 a f (n/b)  c f (n) 成立， 

   
 

 条件验证 

5 

代入 f (n) = n logn，得到 

      3 (n/4) log (n/4)  c n log n  

   
 
只要 c  3/4，上述不等式可以对所有
充分大的n 成立.  相当于主定理的
Case3.  

因此有   T(n)= (f (n))= (nlogn) 

   
 



递归算法分析 
二分检索：W(n)=W(n/2)+1, W(1)=1 

  

二分归并排序： 

     W(n)=2W(n/2)+n1, W(1)=0 

  

6 

           a=1, b=2, nlog21=1,  f(n)=1,  

      a=2, b=2, nlog22=n,  f(n)=n1  

  

属于Case2， 

             W(n)=(logn) 

属于Case2， 

             W(n)=(nlogn) 



不能使用主定理的例子 
例4  求解   T(n)=2T(n/2)+nlogn  

7 

不存在 c <1 使 af(n/b)cf(n)对所有 

充分大的 n 成立 

2(n/2)log(n/2)=n(logn-1)  cnlogn 

 

解    a=b=2,  nlogba=n,  f(n)=nlogn  

不存在 >0 使下式成立  

            n logn =  ( n1+ )  



递归树求解 
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• 使用主定理求解递推方程需要
满足什么条件？ 

• 主定理怎样用于算法复杂度分
析？ 

 

         小结 
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分治策略 
的设计思想 



分治策略（ Divide and Conquer ） 

1. 将原始问题划分或者归结为规模较 

     小的子问题 

1. 递归或迭代求解每个子问题 

2. 将子问题的解综合得到原问题的解 

 

分治策略的基本思想 

注意： 

1. 子问题与原始问题性质完全一样 

2. 子问题之间可彼此独立地求解 

3. 递归停止时子问题可直接求解 

 
2 



二分检索 
算法  Binary Search (T, l, r, x)  

输入：数组 T，下标从 l 到 r；数 x 

输出：j   // 若x在T 中, j 为下标; 否则为 0 

1.   l1;  rn 

2.   while lr do 

3.      m(l +r)/2    // m为中间位置 

4.      if T[m]=x then return m // x是中位数 

5.      else  if T[m]>x then rm1 

6.               else lm+1 

7.  return 0 
3 



二分检索算法设计思想 
• 通过 x 与中位数的比较，将原问题归结

为规模减半的子问题，如果 x 小于中位

数，则子问题由小于 x 的数构成，否则

子问题由大于 x 的数构成.  

 

 

 

是否能够递归实现?      

 
4 

• 当子问题规模为 1 时，直接比较 x与 

T[m]，若相等则返回 m，否则返回 0.      

 

 

 

• 对子问题进行二分检索. 

 

 

 



二分检索时间复杂度分析 

可以解出  W (n) = log n＋1.   

二分检索问题最坏情况下时间复杂度 

      W(n) = W( n/2 )+1 

      W(1) = 1 

可以解出 

      W(n)= logn + 1 

5 



二分归并排序 

算法   Merge Sort (A, p, r)  

输入：数组  A[ p .. r] 

输出：元素按从小到大排序的数组 A  

1.  if  p < r 

2.  then  q  ( p + r)/2                        

3.           Merge Sort (A, p, q)    

4.           Merge Sort (A, q+1, r) 

5.           Merge (A, p, q, r) 

 

对半划分 

子问题1 

综合解 

子问题 2 

6 



二分归并排序设计思想 

• 划分将原问题归结为规模为 n/2 的

2 个子问题 

 

 

7 

• 继续划分，将原问题归结为规模为 

n/4 的 4 个子问题.  继续...，当子问

题规模为1 时，划分结束.   

 

 

 

• 从规模 1到 n/2，陆续归并被排好

序的两个子数组.  每归并一次，数

组规模扩大一倍，直到原始数组.       

 

 



二分归并排序时
间复杂度分析 

可以解出 W(n) = nlogn n＋1.   

假设n为2的幂，二分归并排序最坏
情况下时间复杂度 

      W(n) = 2W(n/2) + n1 

      W(1) = 0 

 

8 

可以解出 

       W(n) = nlogn  n + 1 

 



9 

Hanoi塔的递归算法 
算法  Hanoi (A, C, n)     // n个盘子A到C 

1.  if n=1 then move (A, C)  //1个盘子A到C 

2.  else  Hanoi (A, B, n1)     

3.          move (A, C) 

4.          Hanoi (B, C, n1)     

 T(n) = 2 T(n1) + 1， 

 T(1) = 1， 

 T(n)=2n1 

 

设 n个盘子的移动次数为 T(n) 



10 

算法设计思想 
• 将原问题归结为规模为 n-1 的2个

子问题.  

 

 
• 继续归约，将原问题归结为规模为 

n-2 的 4 个子问题.  继续...，当子问

题规模为1 时，归约过程截止.    

 

 

 

• 从规模 1到 n-1，陆续组合两个子问

题的解.  直到规模为n.       

 

 

 



• 算法可以递归也可以迭代实现.   

 

 

通过几个例子展示分治算法的特点： 

• 将原问题归约为规模小的子问题，
子问题与原问题具有相同的性质. 

 

 

• 算法的分析方法：递推方程.  

 

 

• 子问题规模足够小时可直接求解. 

 

小结 
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分治算法的一般 
描述和分析方法 



分治算法的一般性描述 

分治算法  Divide-and-Conquer(P)    

 1.  if  | P | c  then  S(P) 

 2.  divide  P  into  P1, P2, …, Pk   

 3.  for  i1  to  k  

 4.       yi Divide-and-Conquer(Pi)  

 5.  Return Merge ( y1, y2, … , yk )   

 

 

 
2 

划分 

求解子
问题 

综合
解 



设计要点 

• 原问题可以划分或者归约为规模
较小的子问题 
     子问题与原问题具有相同的性质 

     子问题的求解彼此独立 

     划分时子问题的规模尽可能均衡 

     •   子问题规模足够小时可直接求解  

• 子问题的解综合得到原问题的解 

• 算法实现：递归或迭代 
3 



时间复杂度函数的递推方程 

W(n)=W(|P1|)+W(|P2|)+...+W(|Pk|)+f(n)  

W(c)=C 

• P1, P2, …, Pk 为 划分后产生的 子问题 

•  f(n)为划分子问题以及将子问题的解 

     综合得到原问题解的总工作量 

• 规模为c的最小子问题的工作量为C 

  
 

分治算法时间分析 

4 



两类常见的递推方程 
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例子： 

Hanoi塔，  W(n)=2W(n-1)+1      

二分检索，W(n)=W(n/2)+1 

归并排序，W(n)=2W(n/2)+ n-1 

 
5 

(1)  

(2)  



递推方程的求解 

)()()(

)()()(
1

nd
b

n
afnf

nginfanf
k

i

i






方程1 

 

方程2 

6 

求解方法 

方程1：迭代法、递归树 

方程2：迭代法、换元法、递归树、 

       主定理 



方程2的解 
方程 

d(n)为常数 

     

 

d(n) = cn 
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• 分治算法的一般描述 
     划分或归约为彼此独立的子问题 

      分别求解每个子问题 
      给出递归或迭代计算的终止条件 
      如何由子问题的解得到原问题解 

         小结 

8 

• 分治算法的分析方法 
     求解时间复杂度的递推方程 
     常用的递推方程的解 



芯片测试 



测试方法：将2片芯片（A和B）置于
测试台上，互相进行测试，测试报
告是“好”或“坏”，只取其一.   

芯片测试问题 

A B 

一次测试过程 

2 

假设：好芯片的报告一定是正确的，
坏芯片的报告是不确定的（可能会
出错） 

B好 A坏 



A 报告 B 报告 结论 

B是好的 A是好的 

B是好的 A是坏的 

B是坏的 A是好的 

B是坏的 A是坏的 

测试结果分析 

A, B 都好或 A, B 都坏 

至少一片是坏的 

至少一片是坏的 

至少一片是坏的 

3 



输入： 
n 片芯片，其中好芯片至少比坏
芯片多 1片.   

芯片测试问题 问题 

4 

问题： 

设计一种测试方法，通过测试从 

n 片芯片中挑出 1 片好芯片.   

要求：使用最少的测试次数.  



判定芯片A 的好坏 
问题：给定芯片A，判定A的好坏 

方法：用其他 n-1片芯片对 A 测试 .  

5 

n是奇数：好芯片数  (n+1)/2.   

   A 好,  至少有 (n1)/2个报“好”            

   A 坏,  至少有 (n+1)/2个报告“坏”  

n=7：好芯片数  4.   

   A 好,  6个报告中至少 3 个报“好”            

   A 坏,  6个报告中至少 4 个报“坏”  

结论：至少一半报“好”，A是好芯片， 

           超过一半报“坏”，A是坏芯片.   



判定芯片A 的好坏 

5 

n是偶数：好芯片数  n/2+1.  

   A 好,  至少有 n/2个报告“好”  

   A 坏,  至少有 n/2+1个报告“坏”      

结论：n-1 份报告中， 

至少一半报“好”, 则 A 为好芯片 

超过一半报“坏”, 则 A为坏芯片  

n=8：好芯片数  5.   

   A 好,  7个报告中至少 4 个报“好”            

   A 坏,  7个报告中至少 5 个报“坏”  



蛮力算法 
测试方法：任取 1片测试，如果是好
芯片，测试结束；如果是坏芯片，抛
弃，再从剩下芯片中任取 1片测试，
直到得到 1片好芯片.  

时间估计： 
第1片坏芯片，最多测试 n-2次， 

第2片坏芯片，最多测试 n-3次， 

 
总计 (n2) 

6 



淘汰规则： 

    "好, 好"      任留 1片，进入下轮 

    其他情况     全部抛弃 

分治算法设计思想 
假设 n为偶数，将 n片芯片两两一组做
测试淘汰，剩下芯片构成子问题，进
入下一轮分组淘汰.  

递归截止条件：n  3 

3 片芯片，1 次测试可得到好芯片.  

1 或  2 片芯片，不再需要测试.  
7 



分治算法的正确性 

命题1  当 n 是偶数时，在上述淘汰规
则下，经过一轮淘汰，剩下的好芯片
比坏芯片至少多1片.  

 

 

          

证  设A, B都好的芯片 i 组, A与B一好
一坏 j 组，A与B 都坏的 k 组. 淘汰后
好芯片至少 i片，坏芯片至多 k片 .   

 

 

          

8 

          2i + 2j + 2k = n 

           2i + j > 2k + j 

 

 

          

i > k 

                                        初始芯片总数 

                                      初始 好芯片多于坏芯片 



n为奇数时的特殊处理 
当 n 是奇数时，可能出问题 

 

 

          好 好 

好 好 坏 处理办法：当 n 为奇数时，增加
一轮对轮空芯片的单独测试.   

如果该芯片为好芯片，算法结束；
如果是坏芯片，则淘汰该芯片.  

输入： 好 好 好 好 坏 坏 坏 

分组： 好 好 好 好 坏 坏 坏 

淘汰后： 好 好 坏 坏 

9 



伪码描述 
算法  Test(n) 

1．k  n  

2．while  k >3  do  

3．    将芯片分成 k/2 组   // 轮空处理 

4．    for  i =1  to  k/2  do  

5.             if  2片好 then 则任取1片留下 

6.             else  2片同时丢掉 

7．     k剩下的芯片数 

8．if  k =3  then          

9.        任取2片芯片测试 

10.       if  1好1坏  then 取没测的芯片   

11.       else  任取1片被测芯片 

12   if  k =2 or 1 then 任取1片  10 

递归
结束 

分组
淘汰 



时间复杂度分析 

设输入规模为n 

每轮淘汰后，芯片数至少减半 

测试次数(含轮空处理)：O(n) 

时间复杂度： 

            W(n) = W(n/2) + O(n) 

          W(3) = 1,  W(2) = W(1) = 0    

11 

解得             W(n) = O(n) 



• 芯片测试的分治算法 

如何保证子问题与原问题性质相同:
增加额外处理 

额外处理的工作量不改变函数的阶 

时间复杂度为O(n) 

         小结 
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快速排序 



基本思想 

• 用首元素 x 作划分标准，将输入数
组 A划分成不超过 x 的元素构成的数
组 AL，大于 x 的元素构成的数组 AR. 

其中 AL, AR从左到右存放在数组 A 

的位置.    

• 递归地对子问题 AL和 AR 进行排序，
直到子问题规模为 1 时停止.     

 
2 



伪码 
算法 Quicksort (A, p, r) 

输入：数组A[p..r] 

输出：排好序的数组 A 

      1.  if  p < r 

      2.   then qPartition (A, p, r) 

      3.            A[p]A[q] 

      4.            Quicksort (A, p, q-1) 

      5.            Quicksort (A, q+1, r) 

初始置 p=1, r=n，然后调用上述算法  
3 



划分过程 Partition (A, p, r) 

1.  x  A[p] 

2.  i  p 

3.  j  r + 1   

4.  while true do 

5.       repeat  j  j 1 

6.       until  A[ j ] x  // 不超过首元素的 

7.       repeat  i  i +1   

8.       until  A[ i ]>x  // 比首元素大的 

9.       if  i < j   

10.     then  A[ i ]  A[ j ] 

11.     else  return j  4 



划分实例 
 
 27  99  0  8  13  64  86  16  7  10  88  25  90 

          i                                                    j    

5 

 
16  25  0  8  13  10   7   27 86  64  88  99  90                              

  

 
27  25  0  8  13  64  86  16  7  10  88  99  90 

                            i                       j    
 
27  25  0  8  13  10  86  16  7  64  88  99  90 

                                  i           j    
 
27  25  0  8  13  10   7  16  86  64  88  99  90 

                                        j     i     



时间复杂度 

最坏情况: W(n) = W(n1)+n1 

                   W(1) = 0 

                   W(n) = n(n1)/2 

最好划分:  T(n) = 2 T(n/2)+n1 

                    T(1) = 0 

                    T(n) =  (nlogn)  

 6 



均衡划分的时间复杂度 

均衡划分：子问题的规模比不变 

例如为 1:9 

    T(n) = T(n/10) + T(9n/10) + n  

    T(1) = 0  
            

根据递归树，时间复杂度 

            T(n) =  (nlog n)             

7 



递归树 

1 

10

n

1000

81n

10
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n 

1000
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100
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81n
100
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  …  … … 

O(n) 

O(n) 

O(n) 

O(n) 

. 

. 

. 

8 T(n)=O(nlogn) 



子问题工作量 2[T(1)+T(2)+…+T(n-1)]     

划分工作量   n-1 

平均时间复杂度 
首元素排好序后处在 1, 2, … , n  

各种情况概率都为 1/n  

9 

首元素在位置 1：      T(0), T(n-1) 

首元素在位置 2：      T(1), T(n-2)  

     …. 
     首元素在位置 n-1：  T(n-2), T(1) 

     首元素在位置 n：     T(n-1), T(0)  



平均时间复杂度 

T (n) =  (n logn)        

首元素划分后每个位置概率相等   
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小结 

快速排序算法 

• 分治策略 

• 子问题划分是由首元素决定 

• 最坏情况下时间O(n2) 

• 平均情况下时间为O(nlogn) 
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幂乘算法及应用 



幂乘计算 

输入： a为给定实数，n为自然数 

输出： an 

幂乘问题 

传统算法:   顺序相乘 

           an = (…(((a a)a)a)…)a   

乘法次数： Q (n) 

2 



分治算法 分治算法——划分 

n为偶数   a . . . . . . a | a . . . . . . a 

 n/2个  n/2个 

n为奇数   a . . . . . . a | a . . . . . . a | a 

(n-1)/2个  (n-1)/2个 

an = 
an/2an/2                         n 为偶数 

a(n–1)/2a(n–1)/2a    n 为奇数 

3 



分治算法 

W (n) = W (n/2) + Q (1) 

W (n) = Q (log n)   

分治算法分析 

以乘法作为基本运算 

•  子问题规模：不超过n/2 

•  两个规模近似 n/2的子问题完全一  

   样，只要计算1次  

4 



计算 Fibonacci 数 Fn 
Fibonacci数列： 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, … 

增加 F0=0，得到数列 

     0,1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,  … 

问题:已知 F0=0, F1=1, 给定n, 计算 Fn.  

幂乘算法的应用 

通常算法：从 F0, F1, … 开始，根据递 

推公式 

                     Fn = Fn-1+ Fn-2 

陆续相加可得 Fn ， 时间复杂度为Q (n) 
5 



Fibonacci 数的性质 
定理1  设 {Fn}为 Fibonacci 数构成

的数列，那么 
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归纳证明（续） 
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假设对任意正整数 n，命题成立，即 

Fibonacci数的性质(续) 

那么 
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分治算法 

令矩阵        ,用乘幂算法计算Mn    

时间复杂度： 

•  矩阵乘法次数    T(n)= Q (log n)  

•  每次矩阵乘法需要做 8 次元素相乘 

•  总计元素相乘次数为  Q (log n)  

 

 











01

11
M

算法 
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• 分治算法的例子——幂乘算法 

• 幂乘算法的应用 

计算Fibonacci数 

通常算法O(n)，分治算法为O(logn) 

 

         小结 

9 



改进分治算法的途
径1:减少子问题数 



减少子问题个数的依据 
分治算法的时间复杂度方程 

            W(n) = aW(n/b) + d(n) 

      a：子问题数，n/b：子问题规模,  

      d(n)：划分与综合工作量.  

减少a是降低函数W(n)的阶的途径.  

利用子问题的依赖关系，使某些子问题
的解通过组合其他子问题的解而得到.  

 2 

当 a 较大, b较小, d(n)不大时,方程的解： 

                   W(n) =  (nlogba ) 



  简单划分：令 

      X＝ A2n/2 +B,    Y= C2n/2 +D.  

      XY= AC 2n + (AD + BC) 2n/2 + BD  

 

例1：整数位乘问题 
输入：X ,Y 是 n 位二进制数， n = 2k 

输出：XY 

普通乘法：需要O(n2)次位乘运算 

A B 

C D 

X 

Y 

W(n) = 4W(n/2)+O(n)W(n)=O(n2)   
3 



减少子问题个数 

子问题间的依赖关系：代数变换   

AD+BC = (A－B)(D－C) + AC + BD 

算法复杂度                        

            W(n) = 3 W(n/2) + cn 

            W(1) = 1 

方程的解  

             W(n) =O(nlog3) =O(n1.59)  

 4 



输入：A, B 为 n 阶矩阵，n =2k  

输出：C = AB 

例2  矩阵乘法 例2：矩阵相乘问题 

通常矩阵乘法： 

        C 中有 n2个元素 

        每个元素需要做 n 次乘法 

        以元素相乘为基本运算       

                 W(n)= O(n3) 

5 



分治法    将矩阵分块，得 

                

 

其中 

 

 

递推方程  W(n) = 8 W(n/2) + cn2 

                  W(1) = 1 

解              W(n) = O(n3). 
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简单分治算法 
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Strassen 矩阵乘法 
变换方法：  

设计 M1, M2, …, M7，对应7个子问题 

        M1 = A11 ( B12－B22 )   

        M2 = ( A11 + A12 ) B22 

        M3 = ( A21 + A22 ) B11                      

        M4 = A22 ( B21－ B11) 

        M5 = ( A11 + A22 ) ( B11 + B22 ) 

        M6 = (A12－A22) ( B21 + B22 ) 

        M7 = (A11－A21) ( B11 + B12 ) 7 



Strassen 矩阵乘法(续) 

利用中间矩阵，得到结果矩阵 

     C11 = M5 + M4－M2 + M6   

     C12 = M1 + M2 

     C21 = M3 + M4 

     C22 = M5+ M1－M3－M7 

时间复杂度函数： 

     W(n) = 7 W(n/2) + 18(n/2)2  

      W(1) = 1 

解    W(n) = O(nlog7)  = O(n2.8075) 
8 



矩阵乘法的研究及应用 

矩阵乘法问题的难度： 

•   Coppersmith–Winograd算法：O(n2.376)   

    目前为止最好的上界   

•   目前为止最好的下界是： (n2) 

应用： 

•  科学计算、图像处理、数据挖掘等 

•   回归、聚类、主成分分析、决策树  

     等挖掘算法常涉及大规模矩阵运算   
9 



改进途径小结 

• 适用于：子问题个数多，划分和综
合工作量不太大，时间复杂度函数 

               W(n) =  (nlogba)   

• 综合解的工作量可能会增加，但增
加的工作量不影响 W(n)的阶.  

• 利用子问题依赖关系，用某些子问
题解的代数表达式表示另一些子问
题的解，减少独立计算子问题个数.  

10 



改进分治算法的途
径2：增加预处理 



输入: 平面点集 P 中有n 个点, n >1 

输出: P中的两个点，其距离最小 

例子：平面点对问题 

蛮力算法： 

C(n,2)个点对,计算最小距离，O(n2) 

分治策略: P 划为大小相等的PL和PR 

   1.  分别计算 PL、PR中最近点对 

   2.  计算 PL与PR中各一个点的最近 

        点对 

   3.  上述情况下的最近点对是解 2 



划分实例：n=10 

l 
PL PR 

3 



算法伪码 
MinDistance (P, X, Y) 

输入: 点集P,  X和Y为横、纵坐标数组 

输出: 最近的两个点及距离 

 1. 若|P|3，直接计算其最小距离 

 2. 排序X,Y 

 3. 做中垂线 l 将P划分为PL和PR 

 4. MinDidtance (PL,XL,YL)  

 5. MinDistance (PR,XR,YR)  

 6. =min(L,R)//L,R为子问题的距离 

 7. 检查距 l 不超过两侧各1个点的距 

     离.  若小于，修改 为这个值 4 



右边每个小方格至多1个点，每个点
至多比较对面的6个点，检查1个点是
常数时间，O(n) 个点需要O(n)时间 

6/536/25

9/44/
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跨边界处理 
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算法分析 
步1 递归边界处理：    O(1)      

步2 排序：             O(nlogn) 

步3 划分：                    O(1)  

步4-5子问题：         2T(n/2) 

步6确定:                      O(1) 

步7检查跨边界点对:   O(n) 

 

6 

     T(n)=2T(n/2)+O(nlogn) 

     T(n)=O(1), n3 

递归树求解   T(n)=O(nlog2n) 



改进算法： 
1. 在递归前对 X,Y 排序，作为预处理 

2. 划分时对排序的数组 X,Y 进行拆分，    

    得到针对子问题 PL的数组 XL,YL 及  

    针对子问题 PR的数组 XR,YR 

原问题规模为 n，拆分的时间为O(n)  

原算法： 
在每次划分时对子问题数组重新排序 

增加预处理     

7 



实例：递归中的拆分 

P 1 2 3 4 

X 0.5 2 -2 1 

Y 2 3 4 -1 

XL 2(3) 0.5(1) 

输 

入 

预 

处 

理 

拆分后 

X -2(3) 0.5(1) 1(4) 2(2) 

Y -1(4) 2(1) 3(2) 4(3) 
p1 

p3 

p2 

p4 

8 

YR -1(4) 3(2) 

XR 1(4) 2(2) 

YL 2(1) 4(3) 



改进算法时间复杂度   

 

 解得    T(n) = O(nlogn)    

于是    W(n) = O(nlogn)   

W(n)为算法时间复杂度 
递归过程:T(n) ，预处理:O(nlogn) 

     W(n) = T(n) + O(nlogn) 

          T(n) = 2T(n/2) + O(n) 

          T(n) = O(1)         n  3 

9 



• 提高算法效率的方法： 

– 减少子问题个数a：    

   W(n)=O(nlogba)    

– 增加预处理，减少f(n) 

         小结 
• 依据 

        W(n) = aW(n/b) + f(n) 

10 



选最大与最小 



选择问题 
输入：集合 L (含n个不等的实数) 

输出：L中第 i 小元素 

 

i=n，称为最大元素 

 

 

i=1, 称为最小元素 

 

位置处在中间的元素，称为中位元素 

n为奇数，中位数唯一，i = (n+1)/2 

n为偶数，可指定 i = n/2+1  

 

 

2 



选最大 

1 8 4 17 3 12 

算法：顺序比较 
 

1 

max 

k=1 

输出：max = 17，k=4 
 
算法最坏情况下的时间W(n)=n1 
 

3 

8 

max 

k=2 

17 

max 

k=4 



伪码 

算法 Findmax 

输入：n 个数的数组 L 

输出：max, k  

  1.  max  L[1] 

  2.  for i  2 to n do 

  3.        if  max < L[i]  

  4.        then  max  L[i] 

  5.                  k  i 

  6.  return  max, k 
4 



选最大最小 

通常算法： 

1.  顺序比较，先选最大 max  

2.  顺序比较，在剩余数组中选最
小 min，类似于选最大算法，但
比较时保留较小的数  

时间复杂性： 

      W(n) = n-1 + n-2 = 2n3 
5 



分组算法 

… 

… 

    组1     组2       …           组 n/2              

 

 

 

 
 

6 

大 大 大 大 

小 小 小 小 

轮空 



伪码 
算法  FindMaxMin 

输入：n个数的数组L 

输出：max，min 

 1．将 n 个元素两两一组分成 n/2 组 

 2．每组比较，得到 n/2 个较小和   

        n/2 个较大 

3．在 n/2 个较大（含轮空元素）中 

       找最大 max 

4．在 n/2 个较小（含轮空元素）中 

       找最小 min   

 
7 



最坏情况时间复杂度 

行2 的组内比较： n/2 次 

行3--4 求 max 和 min 比较： 

至多        2 n/2 2次 

W(n) = n/2  + 2 n/2 2  

         = n + n/2 2  

         = 3n/2 2 
8 



分治算法 

1. 将数组 L从中间划分为两个
子数组 L1 和 L2 

9 

4.   max  max{ maxl , max2}  

5.   min  min{ minl , min2} 

2.  递归地在 L1中求最大 maxl 和 

min1 

3.  递归地在 L2中求最大 max2 和 

min2 



最坏情况时间复杂度 
假设 n = 2k，     

     W(n) = 2W(n/2) + 2   

     W(2) = 1 

解   W(2k) = 2W(2k-1) + 2   

       = 2[2W(2k-2) + 2] + 2  

       = 22W(2k-2) + 22+2 =  …   

       = 2k-1 + 2k-1 + …  + 22 + 2 

       = 3  2k-1 – 2 = 3n/2 - 2 
10 



选择算法小结 

选最大：顺序比较, 比较次数   n-1 

选最大最小 

• 选最大+ 选最小, 比较次数 2n-3 

• 分组： 比较次数  3n/2 2 

• 分治：n=2k，比较次数  3n/2-2 

 

 11 



选第二大 



选第二大 
输入：n个数的数组 L 

输出：第二大的数 second 

时间复杂度： 

      W(n) = n 1 + n2 = 2n 3 

通常算法：顺序比较 

  1．顺序比较找到最大 max  

  2．从剩下 n 1个数中找最大，就  

        是第二大second 

2 



提高效率的途径 

• 成为第二大数的条件：仅在与最大

数的比较中被淘汰.     

• 要确定第二大数，必须知道最大数. 

• 在确定最大数的过程中记录下被最

大数直接淘汰的元素. 

• 在上述范围（被最大数直接淘汰的

数）内的最大数就是第二大数.  

• 设计思想： 用空间换时间.  

 

3 



锦标赛算法 

1. 两两分组比较，大者进入下一轮，
直到剩下 1个元素 max 为止 

4 

2.   在每次比较中淘汰较小元素，将  

      被淘汰元素记录在淘汰它的元素 

      的链表上 

3.   检查 max 的链表，从中找到最大 

      元，即second 



算法  FindSecond 

输入: n个数的数组 L,  输出: second 

1．kn    // 参与淘汰的元素数 

2．将k个元素两两1组, 分成 k/2 组 

3．每组的2个数比较，找到较大数 

4．将被淘汰数记入较大数的链表 

5．if  k 为奇数  then  kk/2 +1 

6．else  kk/2 

7．if  k>1  then  goto 2 

8．max 最大数 

9．second  max 的链表中的最大 

伪 

码 

伪码 

5 

继续分
组淘汰 

一 

轮 

淘 

汰 



实例 

5 3 6 7 2 1 4 8 分组1 

5 7 2 8 

3 6 1 4 

分组2 

6 5 4 2 

7 8 分组3 

4 2 7 6 



时间复杂度分析 
命题1  设参与比较的有 t 个元素，经过 

i 轮淘汰后元素数至多为  t /2i .      

 
证  对 i 归纳.  i =1,分 t /2 组，淘汰 

t /2 个元素，进入下一轮元素数是   

                t  t /2 = t /2   

假设 i 轮分组淘汰后元素数至多为t /2i ,

那么 i +1 轮分组淘汰后元素数为       

                t /2i /2 = t /2i+1 7 



时间复杂度分析（续） 

命题2  max 在第一阶段分组比较
中总计进行了 log n 次比较.    

  证   假设到产生 max 时总计进行 

k 轮淘汰, 根据命题 1有 n/2k =1.   

若 n=2d，那么有   

         k = d = log n = logn 

若 2d < n < 2d+1,   那么   

             k = d + 1 = logn    
8 



时间复杂度分析（续） 
第一阶段元素数：n 

比较次数:  n1  

淘汰了 n1个元素 

 

时间复杂度是 

     W(n) = n 1 + log n 1 

              = n + log n 2.  

 

第二阶段：元素数 log n  

比较次数:  log n 1 

淘汰元素数为 log n 1   

9 



小结 

求第二大算法 

• 调用2次找最大：2n3 

• 锦标赛算法： n + log n 2 

    主要的技术：用空间换时间 

10 



一般选择问题 
的算法设计 



一般性选择问题 

问题：选第 k 小.  

输入：数组 S, S 的长度 n, 正整数 k,   

             1 k n.  

输出：第 k 小的数 

实例 1 

 S={ 3,4,8,2,5,9,18 }，k = 4，解:  5  

实例 2     

统计数据的集合S，|S|=n， 

选中位数，k=n/2 2 



一个应用：管道位置  
问题：某区域有n口油井，需要修建输
油管道. 根据设计要求，水平方向有一
条主管道，每口油井修一条垂直方向的
支管道通向主管道.  如何选择主管道的
位置，以使得支管道长度的总和最小？    

3 



…
 

…
 

最优解:Y 坐标的中位数 

…
 

 yn 

 y1 
 y2 

 yn/2 

yn/2+1 
 y 

下移  

k个油井 

每条管线增
加长度 

每条管线
减少长度 

每条管线
增加或减
少至多 

4 下移后支管线总长度增加 



简单的算法 

算法一： 

     调用 k 次选最小算法 

     时间复杂度为 O (k n)    

算法二：   

     先排序，然后输出第 k 小的数 

     时间复杂度为 O(n logn) 

5 



分治算法 
假设元素彼此不等，设计思想：  

1.  用某个元素 m*作为标准将 S 划分
成 S1 与 S2，其中 S1的元素小于 m*, 

S2 的元素大于等于 m*.    

2. 如果 k  |S1|，则在 S1中找第 k 小.   

    如果 k = |S1|+1，则 m*是第 k 小 

    如果 k > |S1|+1，则在 S2中找第 

k|S1|  1小 

 
算法效率取决于子问题规模， 

如何通过m*控制子问题规模？ 

 

6 



... ... 

大 

小 

A: 数需要与m*比大小，B：数大于m* 

C: 数小于m*,    D:数需要与m*比大小 

m*的选择与划分过程 
分组   1       2                ...                          n/5 

M m* 

7 



输入 

实例：n=15, k=6 
8 2 3 5 7 6 11 14 1 9 13 10 4 12 15 

8 

7 

5 

3 

2 

14 

11 

9 

6 

1 

15 

13 

12 

10 

4 

M m* = 9 

8 

7 

5 

3 

2 

14 

11 

9 

6 

1 

15 

13 

12 

10 

4 
C 

B A 

D 

8, 7, 10, 4  需要与9比较 8 



8 

7 

5 

3 

2 

14 

11 

9 

6 

1 

15 

13 

12 

10 

4 

S1 
S2 

8 7 5 3 2 6 1 4 

子问题 

子问题规模 = 8，k=6 

归约为子问题 

9 



算法 Select (S, k) 

输入：数组 S，正整数 k ， 

输出：S 中的第 k 小元素 

1．将S分5个一组, 共 nM = n/5组 

2．每组排序,中位数放到集合 M 

3．m*Select(M,|M|/2) //S分A,B,C,D 

4．A,D元素小于m*放 S1,大于m*放S2 

5．S1  S1 C;   S2  S2 B 

6．if  k = |S1| + 1  then  输出 m*    

7．else if  k  |S1|       

8．       then  Select (S1, k) 

9.          else  Select (S2, k－|S1|－1)  

伪码 

10 

 递归计算子问题 

划分 



小结 

选第 k 小的算法： 

• 分治策略 

• 确定m* 

• 用m*划分数组归约为子问题 

• 递归实现 
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选择问题的 
算法分析 



算法 Select (S, k) 

1．将S分5个一组, 共 nM = n/5组 

2．每组排序,中位数放到集合 M 

3．m*Select(M,|M|/2) //S分A,B,C,D 

4．A,D元素小于m*放 S1,大于m*放S2 

5．S1  S1 C;   S2  S2 B 

6．if  k = |S1| + 1  then  输出 m*    

7．else if  k  |S1|  

8．       then  Select (S1, k) 

9.          else  Select (S2, k－|S1|－1)  

伪 
码 

伪码 

2 



子问题规模至多： 2r+2r+3r+2 = 7r+2 

子问题规模估计 

n = 5 (2r +1),   |A| = |D| = 2r 

用m*划分 

3 



子问题规模估计 
不妨设 n = 5(2r +1)，|A|=|D|=2r, 

 

 

划分后子问题规模至多为 

       

 

  

2

1

102

1/5





nn
r
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7

2

3

10

7

2)
2

1

10
7(27

nn

n
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时间复杂度递推方程 

算法工作量  W(n) 

行2: O(n)  //每5个数找中位数,构成M         

行3: W(n/5)  // M 中找中位数 m* 

行4: O(n)      // 用m*划分集合 S 

行8-9：W(7n/10)  //递归 

5 

W(n)  W(n/5) + W(7n/10) + O(n)  

 



递归树 W(n)=W(n/5)+W(7n/10)+cn  

cn 

0.9cn 

0.81cn 

cn 

cn 

5 

7cn 

10 

cn 

25 

7cn 

50 

7cn 

 50 

49cn 

100 

...... 

W(n)  cn (1+0.9+0.92+...)=O(n)   
6 



讨论 

分析：递归调用 

1. 求 m*的工作量与 |M| = n/t 相  

    关，t 为每组元素数. t大, |M|小  

 

分组时为什么5个元素一组？ 

3个一组或 7个一组行不行？ 

 

 

 

7 

2. 归约后子问题大小与分组元素  

    数t 有关 . t 大，子问题规模大   

 



3分组时的子问题规模 

假设 t =3,  3个一组：  

8 

        n = 3(2r +1)     

        r = (n/3 1)/2 = n/6 1/2 

子问题规模最多为  4r+1= 4n/61      

r r 



算法的时间复杂度 

算法的时间复杂度满足方程  

   W(n) = W(n/3) + W(4n/6) + cn  

关键： 

|M|与归约后子问题规模之和小于 n，

递归树每行的工作量构成公比小于 1 

的等比级数， 算法复杂度才是O(n).    

9 

由递归树得   W(n)= (nlogn)  



小结 

选第 k 小算法的时间分析 

• 递推方程 

• 分组时每组元素数的多少对时间复
杂度的影响 

10 



卷积及其应用 



向量计算 
给定向量      a = (a0, a1, …, an-1) 

                       b = (b0, b1, …, bn-1) 

向量和   a+b = (a0+b0, a1+b1, …, an-1+bn-1) 

内积        ab = a0b0 + a1b1 + … + an-1bn-1 

卷积        ab = (c0, c1, …, c2n-2)，其中 

22,...,1,0  



nkbac

ni,j
kji

jik ，

2 



卷积的含义 

在下述矩阵中，每个斜线的项之和恰好
是卷积中的各个分量  

a0 b 

a1 b 

an-1b 

ab0            ab1                            abn-2         abn-1 

3 

a0b0         a0b1                           a0bn-2     -a0bn-1 

a1b0         a1b1                           a1bn-2     -a1bn-1 

an-1b0     an-1b1                       an-1bn-2  -an-1bn-1 

c0 

an-2 b 

. 

. 

. 
an-2b0     an-2b1                       an-2bn-2  -an-2bn-1 

c1 cn-1 

c2n-3 c2n-2 

. . . 

. . . 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. . . 

. . . 

. . . 



计算实例 
向量   a = (1, 2, 4, 3),    b = (4, 2, 8, 0) 

          ab0        ab1       ab2         ab3 

a0b   1  4     1  2     1  8      1  0 

a1b   2  4     2  2     2  8      2  0 

a2b   4  4     4  2     4  8      4  0 

a3b   3  4     3  2     3  8      3  0  

4 

则     a+b = ( 5, 4, 12, 3 ) 

         ab  = ( 4, 4, 32, 0 ) 

         ab = (4, 10, 28, 36, 38, 24, 0 ) 

c2 = 44 + 22 +18 = 28 



卷积与多项式乘法 
多项式乘法：C(x) = A(x) B(x)  

  A(x) = a0 + a1x + a2x
2 + … + am1x

m1 

  B(x) = b0 + b1x + b2x
2 + … + bn1x

n1 

  C(x) = a0b0 + (a0b1+a1b0) x + …  

             + am1bn1 x
m+n2    

其中 xk 的系数 

 

 
2,...,1,0

}1,...,1,0{
}1,...,1,0{

 






nmkbac

nj
mi

kji

jik ，
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卷积应用：信号平滑处理 
由于噪音干扰，对信号需要平滑处理 

 

 

 

 

 

  

6 



平滑处理 
信号向量： a=(a0, a1, … , am1) 

 b=(b2k,b2k1,…,b0) =(w-k , ... , wk) 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

    
k

ks ssi

k

ks sksii wabaa '

把向量 b 看作2k+1长度窗口在a上移
动计算 ab, 得到 (a0, a1,…,am-1). 有
少数项有误差.  

 
7 



信号向量:   a = ( a0, a1, … , a8 )     

步长：        k = 2   

权值： w = (w2, w1, w0, w1, w2)  

                 = ( b4, b3, b2, b1, b0 ) 

    ai  = ai2b4 + ai1b3 + aib2 + ai+1b1 + ai+2b0 

下标之和为 i + k     

实例 

a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 

w2   w1   w0    w1   w2 

    
8 



a0 b0 a0 b1 a0 b2  a0 b3  a0 b4  

a1 b0 a1 b1 a1 b2  a1 b3  a1 b4 

a2 b0 a2 b1 a2 b2  a2 b3  a2 b4 

a3 b0 a3 b1  a3 b2   a3 b3  a3 b4 

a4 b0 a4 b1 a4 b2  a4 b3  a4 b4 

a5 b0 a5 b1 a5 b2  a5 b3  a5 b4 

a6 b0 a6 b1  a6 b2   a6 b3  a6 b4 

a7 b0 a7 b1 a7 b2  a7 b3  a7 b4 

a8 b0 a8 b1 a8 b2  a8 b3  a8 b4 

a2 

a3 

a4 

a5 

a6 

      ai = ai2b4 + ai1b3 + aib2 + ai+1b1 + ai+2b0 

实 
例 

10 



小结 

• 卷积的定义 

• 卷积与多项式乘法的关系 

• 卷积的应用——信号平滑处理 
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卷积计算 



卷积计算：蛮力算法 
向量 a=(a0,a1,…,an1)和b=(b0,b1,…,bn1) 

 

 

 

 

 

   A(x)=a0+a1x+a2x
2+…+an1x

n1 

   B(x)=b0+b1x+b2x
2+…+bn1x

n1 

 

 

 

 
C(x)的系数向量就是ab.  

 

 

 

 

蛮力算法的时间：O (n2)    

 

 

   C(x) =A(x)B(x)  

 =a0b0 + (a0b1+a1b0) x + …+ an1bn1 x
2n2    

2 

卷积 ab 计算等价于多项式相乘 



计算2n-1次多项式C(x) 

1.  选择值 x0 , x1 , … , x2n-1， 

     求出 A(xj) 和 B(xj)， 

      j = 0, 1, … , 2n-1 

主要步
骤:多项
式求值 

3 

2.  对每个 j,计算C(xj)=A(xj)B(xj) 

  

 

 

3.  利用多项式插值方法，由C(x) 在  

            x = x0 ,  x1 , … , x2n-1 

         的值求出多项式 C(x)的系数  

 如何选择x0,x1,...,x2n-1的值？ 

高效多项式求值算法 



高斯滤波的权值函数 





k

ks

ssii waa '

2

e
x

其中 z 用于归一化处理，使所有的
权值之和为1.  处理结果 

),...,,,,...,(

...,,1,0e
1

101

2

kk

s

s

wwwwww

ks
z

w







 ，

高斯滤波的权值函数为 
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2n个数的选择:1的2n次根 

n

j

n

j

n

j

n

j

j






sinicos

ee
ii

2

2





j＝0,1,…,2n－1，i = 1-

5 



7 
6 

5 

3 

4 

2 
1 

0 

i 2/22/2ei,e

i, /22/22e,1e

i,/22/22ei,e

i,/22/22e,1

i
4

7

7

i
2

3

6

i
4

5

5

i

4

i
4

3

3

i
2

2

i
4
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快速傅立叶变换FFT 
1.  对 x=1, ω1, ω2 , … , ω2n-1, 分别计算 

A(x)，B(x)   

7 

3.  构造多项式 

      D(x) = d0+d1x+d2x
2+…+d2n-1x

2n-1 

2.  利用步1的结果对每个 x =1, ω1, ω2 , 

… , ω2n-1, 计算  C(x)，得到 

      C(1)=d0, C(ω1)=d1,…,C(ω2n-1)=d2n-1  

4.   对x=1, ω1, ω2,…,ω2n-1, 计算D(x),  

         D(1),  D(ω1),  … ,  D(ω2n-1) 



快速傅立叶变换FFT(续) 
可以证明： 

 D(1) = 2n c0               

 D(ω1) = 2n c2n-1       

            …   

 D(ω2n-1) = 2nc1         

 

8 

c0 = D(1)/2n      

c2n-1 = D(ω1)/2n 

           …   

c1  = D(ω2n-1)/2n 

 
知道了D(x)的值，就能求C(x)的系数 



• 步 1对 2n个x值分别求值多项式 

A(x), B(x) 

 

 • 步3 对2n个x值求值多项式 D(x)        

 

 

算法的关键 
令 x = 1, ω1, ω2 , … , ω2n-1， 

 

 

9 

关键：一个对所有的 x 快速多项式求
值算法 

• 步2 做 2n次乘法 

 



小结 
卷积计算 

• 蛮力算法O(n2) 

• 快速傅立叶变换FFT算法 

     确定x的取值：1 的 2n 次根 

     关键步骤：多项式对x求值 

 

10 

如何设计多项式求值的快速算法？ 



快速傅立叶 
变换:FFT算法 



多项式求值算法 
给定多项式： 

          A(x)=a0+a1x+…+an1x
n1 

设 x 为1 的 2n 次方根，对所有的 x 

计算 A(x) 的值.  

 算法1：对每个 x 做下述运算： 

依次计算每个项  ai  x
i，i =1, ... , n-1 

对 ai x
i (i=0,1,...,n-1)求和.   

 

2 

蛮力算法的时间复杂度 
                   T1(n) = O(n3) 

 



改进的求值算法 

算法2： 

         

 

3 

时间复杂度   

                   T2(n) = O(n2) 

 

A2(x) =an2+xA1(x) = an2+an-1x 

A3(x) =an3+xA2(x) = an-3+an2 x+an-1x
2 

 

 

 

                      … 

        An(x) =a0+ x An1(x) = A(x) 

A1(x)=an1 

 

依次对 每个 x 做下述计算  



偶系数与奇系数多项式 
n=4 

A(x)=a0+a1x+a2x
2+a3x

3 

        A even(x) = a0+a2x
 

        A odd(x) = a1+a3x
 

A(x) = Aeven(x2) + xAodd(x2) 

         = a0+a2x
2 + x(a1+a3x

2)   

4 



分治多项式求值算法 
一般公式（n为偶数） 

    A(x)= a0+a1x+a2x
2+…+an1x

n1 

    A even(x)=a0+a2x+a4x
2+…+an2x

(n2)/2 

    A odd(x)=a1+a3x+a5x
2+…+an1 x

(n2)/2  

         A(x) = Aeven(x2) + xAodd(x2)  

 •  x2 也是1 的 2n 次根 

•   偶次数与奇次数多项式计算作为 n/2    

     规模的子问题，然后利用子问题的  

     解 Aeven(x2) 与 Aodd(x2) 得到 A(x)                
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分治求值算法设计 
算法 3：  

1.   计算 1 的所有的 2n 次根 

           1, ω1, ω2 , … , ω2n-1     

注意：x2不需要重新计算，所有根 

在单位圆间隔分布，隔一取一即可.                           

 

2.   分别计算Aeven(x2)与Aodd (x
2)   

 
3.   利用步2 的结果计算 A(x) 

      A(x) = Aeven(x2) + x Aodd(x2) 
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分治求值算法分析 
           T(n) = T1(n) + f(n)  

f(n)=O(n) 是步 1 计算2n次根的时间 

 
递归过程   T1(n) = 2T1(n/2) + g(n)   

                   T1(1) = O(1)， 

g(n) = O(n) 是对所有2n次根在步3组 

合解的时间  

                  T1(n)=O(nlogn) 

7 

T(n)=O(nlogn)+O(n)=O(nlogn)                        

 



FFT算法伪码 

1. 求值A(j)和B(j)，j =0,1,…,2n1 

2. 计算 C(j)，          j =0, 1, … , 2n1 

3. 构造多项式 

   D(x)=C(0)+C(1)x+…+C(2n1)x
2n1 

4. 计算所有的 D(j)，j =0,1,…,2n1 

5. 利用下式计算C(x)的系数 cj，      

                D(j) = 2nc2nj 

                 j = 0, 1, … , 2n1 

                                                                            8 



FFT算法分析  

步1: 求值 A(j) 和 B(j)   O (nlogn) 

步2: 计算所有的 C(j)      O (n) 

步3:   

步4: 计算所有的 D(j)    O (nlogn) 

步5: 计算所有的 cj            O (n) 

算法时间为                    O (nlogn)                          
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小结 

• 多项式求值算法 

     蛮力算法：O(n3) 

     改进的求值算法：O(n2)      

     FFT算法：O(nlogn)      

• FFT算法的设计与分析 

          

10 



平面点集的凸包 



平面点集的凸包 

问题（平面点集的凸包） 

给定大量离散点的集合Q，求一个最
小的凸多边形，使得Q中的点在该多
边形内或者边上.  

2 

应用背景 

图形处理中用于形状识别：字形识   

别、碰撞检测等 



1.  以 连接最大纵坐标点 ymax 和最小
纵坐标点 ymin 的线段d={ymax,ymin}划
分L 为左点集  Lleft 和右点集 Lright 

      
 

 

 

 

 

 

分治算法 

d 

ymax 

ymin 

2.  Deal (Lleft )；Deal (Lright )   3 



Deal (Lleft ) 

a d 

ymax 

ymin 

P 
b 

考虑 Lleft：确定距d 最远的点P   

    在三角形内的点，删除； 

    a 外的点与 a 构成 Lleft 的子问题;  

    b 外的点与 b 构成 Lleft 的子问题 .   

4 



Deal ( Lleft ) 

1.  以 d 和距离 d 最远点 P 构成三角
形，P加入凸包，另外两条边分别记
作 a 和 b   

 

 

 

 

 

 

伪码 

5 

2.  检查 Lleft 中其他点是否在三角形
内；在则从 L中删除；否则根据在 a 

或 b 边的外侧划分在两个子问题中 

 

 

 

 

3.  Deal (a) 

4.  Deal (b) 

 



    算法分析 
• 初始用d 划分      O(n) 

• Deal 递归调用     W(n) 

– 找凸包顶点 P      O(n) 

– 根据点的位置划分子问题  O(n) 

 

• Graham扫描算法 O (nlogn) 

 

6 

•         W(n) = W(n-1) + O(n)  

             W(3) = O(1)   

     最坏情况为O(n2) 

     T(n) = O(n) + W(n) = O(n2) 

 



小结：分治算法设计 
• 将原问题归约为子问题 
    直接划分注意尽量均衡 
    通过计算归约为特殊的子问题 
    子问题与原问题具有相同的性质 
    子问题之间独立计算 

 
• 算法实现： 
    递归或迭代实现 
    注意递归执行的边界 
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小结：分治算法的 
分析及改进 

• 时间复杂度分析 
    给出关于时间复杂度函数的   
    递推方程和初值 
    求解方程 

8 

• 提高效率的途径 
    减少子问题个数 
    预处理 

 



重要的分治算法 

• 检索算法：二分检索 

• 排序算法：快速排序、二分归并
排序 

• 选择算法 

• 快速傅立叶变换 FFT 算法 

• 平面点集的凸包 
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动态规划 
算法的例子 



最短路径问题 

问题： 

输入：起点集合 { S1, S2, ..., Sn } ， 

            终点集合{T1, T2, ... , Tm}， 

            中间结点集， 

            边集 E，对于任意边 e 有长度 

 输出：一条从起点到终点的最短路 
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一个实例 

3 



算法设计 
蛮力算法：考察每一条从某个起点
到某个终点的路径，计算长度，从
其中找出最短路径 .   

 

         

动态规划算法：多阶段决策过程.

每步求解的问题是后面阶段求解问
题的子问题. 每步决策将依赖于以
前步骤的决策结果.   

         

在上述实例中，如果网络的层数为 
k，那么路径条数将接近于2k  
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动态规划求解 

5 阶段1 阶段2 阶段3 阶段4 

u,2 

d,3 

u,7 

u,1 

d,11 

u,5 

u,7 

d,5 

u,4 

d,9 

u,8 

d,6 

u,7 

d,15 

u,13 

d,10 

d,11 

u,10 



子问题界定 

Si        Aj        Bk       Cl        Tm 

决策 1 

后边界不变, 前边界前移 

6 

决策 4 

决策 2 

决策 3 



最短路长的依赖关系 
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 决策 1 

决策 2 

决策 3 

决策 4 

优化函数值之间存在依赖关系 
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优化原则:最优子结构性质 

• 优化函数的特点：任何最短路的子
路径相对于子问题始、终点最短 

• 优化原则：一个最优决策序列的任  

  何子序列本身一定是相对于子序列  

  的初始和结束状态的最优决策序列 
8 

全局最短 

子问题最短 



一个反例 

求总长模10的最小路径 

动态规划算法的解：下, 上, 上, 上 

u,6 u,4 u,2 d,1 2 2 2 2 

5 5 5 5 

T S S T 

最优解：下, 下, 下, 下 

不满足优化原则，不能用动态规划 
9 



小结 
动态规划(Dynamic Programming) 

• 求解过程是多阶段决策过程，每
步处理一个子问题，可用于求解
组合优化问题 

 • 适用条件：问题要满足优化原则
或最优子结构性质，即：一个最
优决策序列的任何子序列本身一
定是相对于子序列的初始和结束
状态的最优决策序列 
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动态规划 
算法设计 



2 

动态规划设计要素 
1. 问题建模，优化的目标函数是什
么？约束条件是什么？   

3.  问题的优化函数值与子问题的优
化函数值存在 着什么依赖关系？ 

     (递推方程) 

 

2.  如何划分子问题（边界）？ 

4.  是否满足优化原则？ 

5.  最小子问题怎样界定？其优化函
数值，即初值等于什么？ 



矩阵链相乘 
问题：设 A1, A2 , … , An 为矩阵序列，
Ai 为 Pi-1 Pi 阶矩阵，i  = 1, 2, … , n.  

试确定矩阵的乘法顺序，使得元素相
乘的总次数最少.  

输入：向量  

             P = < P0, P1, … , Pn >， 

其中 P0, P1, …, Pn为 n 个矩阵的行数
与列数  

输出：矩阵链乘法加括号的位置.    

 
3 



矩阵A： i 行 j 列，B: j 行 k 列，以元
素相乘作基本运算,计算 AB的工作量 

 

 

 

  

 

矩阵相乘基本运算次数 

AB:  i 行 k列，计算每个元素需要做 j 

次乘法,  总计乘法次数 为 i j k       

 

 

cts = at1 b1s + at2 b2s + ... + atj bjs   

4 

. . . 
at1 at2  ... atj 

b1s  
b2s 
    
bjs 

cts 

 

 

. . . 
. . . 



实例 

实例： P = <10, 100, 5, 50>  

    A1: 10100,  A2: 1005,  A3: 550,    

乘法次序   

(A1A2)A3: 101005+10550 = 7500 

 

5 

A1(A2A3): 1010050+100550=75000 

 
第一种次序计算次数最少.   

 



蛮力算法  
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动态规划算法 
• 子问题划分 

 Ai .. j ：矩阵链 Ai Ai+1 ... Aj，边界i, j 

输入向量： < Pi-1, Pi, ... , Pj > 

其最好划分的运算次数： m[i, j]         

  

 
• 子问题的依赖关系 

    最优划分最后一次相乘发生在矩阵   

k 的位置，即 

                  Ai ..j = Ai ..k  Ak+1..j        

     Ai..j最优运算次数依赖于 Ai..k与 

     Ak+1..j 的最优运算次数 
7 



优化函数的递推方程 
递推方程： 

m[i,j] ：得到 Ai..j 的最少的相乘次数 















jiPPPjkmkim

ji

jim

jki
jki

}],1[],[{min

0

],[

1

8 
该问题满足优化原则 

Ai      ...          Ak Ak+1   ...   Aj 

         Pi-1×Pk                 Pk×Pj 



小结 

动态规划算法设计要素 

• 多阶段决策过程，每步处理一个子
问题，界定子问题的边界 

 • 列出优化函数的递推方程及初值 

9 

• 问题要满足优化原则或最优子结构
性质，即：一个最优决策序列的任
何子序列本身一定是相对于子序列
的初始和结束状态的最优决策序列 

 



动态规划算法
的递归实现



算法1  RecurMatrixChain (P, i, j)
1.  m[i,j]←∞
2.  s[i,j]←i
3.  for k←i to j−1 do
4.     q←RecurMatrixChain(P,i,k)

+RecurMatrixChain(P,k+1,j)+pi−1 pk pj
5.     if q< m[i,j]
6.     then m[i,j]←q
7.             s[i,j]←k
8. return  m[i,j]

递归
实现

部分伪码

划分
位置k

找到更
好的解

2

这里没有写出算法的全部描述（递归边界）

子问
题 i-j



算法分析
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时间复杂度

数学归纳法证明：T(n) ≥ 2n−1

n=2,显然为真. 
假设对于任何小于n 的 k, 命题为真

11
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子问题的产生,n=5

划分： A1..4 A5..5 , A1..3 A4..5 ,  A1..2 A3..5 , A1..1 A2..5

产生 8 个子问题，即第一层的 8 个结点.  

1-1

2-5

1-2

3-5

1-3
4-5

1-4
5-5

5



子问题的计数
边界 次数 边界 次数 边界 次数

1-1 8 1-2 4 2-4 2
2-2 12 2-3 5 3-5 2
3-3 14 3-4 5 1-4 1
4-4 12 4-5 4 2-5 1
5-5 8 1-3 2 1-5 1

边界不同的子问题：15 个
递归计算的子问题：81 个

6



结论
• 与蛮力算法相比较，动态规划算法
利用了子问题优化函数间的依赖关
系，时间复杂度有所降低

• 采用空间换时间策略，记录每个子
问题首次计算结果，后面再用时就
直接取值，每个子问题只算一次.   

• 动态规划算法的递归实现效率不高，
原因在于同一子问题多次重复出现，
每次出现都需要重新计算一遍. 
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动态规划算法
的迭代实现



迭代计算的关键

• 每个子问题只计算一次

• 解的追踪
– 设计标记函数标记每步的决策
– 考虑根据标记函数追踪解的算法

• 迭代过程
– 从最小的子问题算起

– 考虑计算顺序，以保证后面用到的值
前面已经计算好

– 存储结构保存计算结果——备忘录

2



矩阵链乘法不同子问题
长度1：只含1个矩阵，有n个子问题
(不需要计算)

...
长度n-1：含n-1个矩阵，2个子问题

长度 n：原始问题，只有1个

长度2：含2个矩阵，n-1个子问题

长度3：含3个矩阵，n-2个子问题

3



长度为1：初值，m[i, i] = 0
长度为2：1..2,  2..3,  3..4,  ... , n-1..n
长度为3：1..3, 2..4, 3..5, ... , n-2..n

...
长度为 n-1：1..n-1,  2..n
长度为n：1..n

矩阵链乘法迭代顺序

4



A1  A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8
r=2

r=3
r=4
r=5
r=6
r=7
r=8

n=8的子问题计算顺序

5



算法 MatrixChain (P, n)
1. 令所有的 m[i,i]初值为0
2. for r←2 to n do // r为链长
3. for i←1 to n−r+1 do  // 左边界i
4. j←i+r−1 // 右边界j 
5. m[i,j]←m[i+1,j]+pi−1pi pj //k=i
6.      s[i,j]←i //记录k
7.      for k←i+1 to j−1 do  // 遍历k
8.          t←m[i,k]+m[k+1,j]+pi−1 pk pj
9.          if  t<m[i,j]
10.        then m[i,j]←t //更新解
11.                 s[i,j]←k 

迭代实现
遍历
长r子
问题

遍历所
有划分

二维数组m与s为备忘录 6



时间复杂度
• 根据伪码：行 2, 3, 7 都是O(n)，循环

执行O(n3)次，内部为O(1)
W(n) = O(n3)

• 根据备忘录：估计每项工作量, 求和. 
子问题有O(n2)个，确定每个子问题的
最少乘法次数需要对不同划分位置比
较，需要O(n)时间. 

W(n) = O(n3)

• 追踪解工作量 O(n)，总工作量O(n3).   
7



实例
输入： P = < 30, 35, 15, 5, 10, 20 >, 

n = 5

8

备忘录：存储所有子问题的最小乘法
次数及得到这个值的划分位置.  

矩阵链：A1 A2 A3 A4 A5，其中

A1: 30×35，A2: 35×15，A3: 15×5，
A4: 5×10，A5: 10×20



备忘录 m[i,j]
r=1 m[1,1]=0 m[2,2]=0 m[3,3]=0 m[4,4]=0 m[5,5]=0

r=2 m[1,2]=15750 m[2,3]=2625 m[3,4]=750 m[4,5]=1000

r=3 m[1,3]=7875 m[2,4]=4375 m[3,5]=2500

r=4 m[1,4]=9375 m[2,5]=7125

r=5 m[1,5]=11875

9

m[2,5] = min{ 0+2500+35×15×20, 2625+1000+35×5×20,
4375+0+35×10×20} = 7125

P = < 30, 35, 15, 5, 10, 20 >



标记函数 s[i,j] 
r=2 s[1,2]=1 s[2,3]=2 s[3,4]=3 s[4,5]=4

r=3 s[1,3]=1 s[2,4]=3 s[3,5]=3

r=4 s[1,4]=3 s[2,5]=3

r=5 s[1,5]=3

解的追踪：s[1,5]=3 ⇒ (A1A2A3)(A4A5)
s[1,3]=1 ⇒ A1(A2A3)

输出
计算顺序： (A1(A2A3))(A4A5)
最少的乘法次数：m[1,5]=11875

10



两种实现的比较
递归实现：时间复杂性高，空间较小

迭代实现：时间复杂性低，空间消耗多

原因：递归实现子问题多次重复计算，
子问题计算次数呈指数增长. 迭代实现每
个子问题只计算一次. 

动态规划时间复杂度：

备忘录各项计算量之和 + 追踪解工作量

通常追踪工作量不超过计算工作量，是
问题规模的多项式函数

11 11



动态规划算法的要素
• 划分子问题，确定子问题边界，将问
题求解转 变成多步判断的过程. 

• 定义优化函数,以该函数极大(或极小)  
值作为依据,确定是否满足优化原则. 

• 考虑是否需要设立标记函数

• 列优化函数的递推方程和边界条件

• 自底向上计算，设计备忘录 (表格)

• 用递推方程或备忘录估计时间复杂度
12



投资问题 



投资问题的建模 

问题：m 元钱，n项投资， fi (x):  将 x 

元投入第 i 个项目的效益.   求使得总
效益最大的投资方案.   

2 

建模： 

问题的解是向量 < x1, x2, ..., xn >，  

xi 是投给项目i 的钱数，i =1, 2, ... , n.    

目标函数  max{f1(x1)+f2(x2)+…+fn(xn)} 

约束条件  x1+x2+…+xn=m，xiN 



实例 
• 实例：5万元钱，4个项目 

    效益函数如下表所示 

 x f1(x) f2(x) f3(x) f4(x) 

0 0 0 0 0 

1 11 0 2 20 

2 12 5 10 21 

3 13 10 30 22 

4 14 15 32 23 

5 15 20 40 24 

3 



子问题界定和计算顺序 
子问题界定：由参数 k 和 x 界定  

    k：考虑对项目1, 2, ..., k 的投资 

    x：投资总钱数不超过 x    

 

原始输入：k = n,  x = m 

子问题计算顺序： 

        k = 1, 2, ... , n 

        对于给定的 k，x = 1, 2, ... , m    

这两个参数与矩阵链相乘问题
的参数有什么区别?      

 

 

 

4 



优化函数的递推方程 

满足优化原则 

Fk(x):  x元钱投给前k个项目最大效益 

多步判断：若知道 p元钱 ( p  x) 投给

前 k1个项目的最大效益Fk-1(p), 确定

x元钱投给前k个项目的方案 

)()(

1)}()({max)(

11

1
0

xfxF

kxxFxfxF kkkk
xx

k
k



 


递推方程和边界条件 
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    k=1时实例的计算 

k =1为初值 

F1(1)=11, F1(2)=12, F1(3)=13,  

F1(4)=14, F1(5)=15， 

 

          

x f1(x) f2(x) f3(x) f4(x) 

0 0 0 0 0 

1 11 0 2 20 

2 12 5 10 21 

3 13 10 30 22 

4 14 15 32 23 

5 15 20 40 24 

6 



  k=2时实例计算 
x f1(x) f2(x) 

0 0 0 

1 11 0 

2 12 5 

3 13 10 

4 14 15 

5 15 20 

类似地计算 

F2(4) = 21，F2(5)= 26 

 

          

方案(项目2,其他)： (1,0),  (0,1)  

F2(1) = max{ f1(1), f2(1) }=11 

方案：(2,0),  (1,1), (0,2) 

F2(2) = max{ f2(2),F1(1)+f2(1),F1(2)}=12 

方案： (3,0), (2,1), (1,2), (0,3) 

F2(3) = max{ f2(3), F1(1)+f2(2),     

                      F1(2)+f2(1), F1(3)}=16 

7 



备忘录和解 

解：x1=1,  x2= 0,  x3= 3,  x4=1，F4(5) = 61 

x F1(x)  x1(x) F2(x)  x2(x) F3(x)  x3(x) F4(x)  x4(x) 

1 11     1 11     0 11     0 20     1 

2 12     2 12     0 13     1 31     1 

3 13     3 16     2 30     3 33     1 

4 14     4 21     3 41     3 50     1 

5 15     5 26     4 43     4 61     1 

x4(5)=1  x4=1，x3(51) = x3(4) 

x3(4)=3  x3=3，x2(43) = x2(1) 

x2(1)=0  x2=0，x1(10) = x1(1) 

x1(1)=1  x1=1 

8 



时间复杂度分析 
备忘录表中有 m 行 n 列, 共计 mn 项 

)()(

1)}()({max)(

11

1
0

xfxF

kxxFxfxF kkkk
xx

k
k



 


xk有 x +1 种可能的取值，计算Fk(x)

项 (2 k n, 1 x  m)需要：   

    x+1次加法 

    x 次比较 
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时间复杂度分析 
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对备忘录中所有的项求和： 

W(n)=O(nm2) 

10 

加法次数 

 

 

比较次数 



小结 

投资问题的动态规划算法 

•  用两个不同类型的参数界定子问题 

•  优化函数的递推方程及初值 

•  根据备忘录中项的计算估计时间复 

    杂度 

•   时间复杂度为：O(nm2)      
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动态规划算法 
解背包问题 



背包问题 (Knapsack Problem) 

一个旅行者随身携带一个背包.  可以放
入背包的物品有n 种, 每种物品的重量
和价值分别为 wi , vi . 如果背包的最大
重量限制是 b, 每种物品可以放多个. 怎
样选择放入背包的物品以使得背包的
价值最大 ?   不妨设上述 wi , vi , b 都是
正整数.   

实例： n = 4，b =10  

     v1= 1,   v2= 3,   v3= 5,  v4= 9, 

     w1= 2,   w2= 3,  w3= 4,  w4= 7,               

 

2 



建模 

N,

max

1

1









i

n

i ii

n

i ii

xbxw

xv

线性规划问题: 由线性条件约束的线性函

数取最大或最小的问题 

整数规划问题: 线性规划问题的变量 xi 

都是非负整数 

解是<x1, x2,..., xn>，其中xi 是装入背包的
第 i 种物品个数 

目标函数 
 
约束条件 

3 



子问题界定和计算顺序 

子问题界定：由参数 k 和 y 界定  

        k：考虑对物品1, 2, ... , k 的选择 

        y：背包总重量不超过  y    

原始输入：k = n,  y = b 

子问题计算顺序： 

        k = 1, 2, ... , n 

        对于给定的 k，y = 1, 2, ... , b    

4 



优化函数的递推方程 

满足优化原则 

0)()(

0,0)0(,0,0)(
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Fk(y):  装前 k 种物品,  总重不超过 y,  

            背包达到的最大价值 

5 

类似于投资问题,如何写递推方程 

这两种写法有什么区别      
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ik(y):  装前 k 种物品,  总重不超 y, 背包达 

          到最大价值时装入物品的最大标号 
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1

1
1

0
)(

wy

wy
yi
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实例 
输入：v1 =1,  v2=3,  v3=5, v4=9, 

            w1=2,  w2=3, w3=4, w4=7, 

            b=10 

k  y 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 

2 0 1 3 3 4 6 6 7 9 9 

3 0 1 3 5 5 6 8 10 10 11 

4 0 1 3 5 5 6 9 10 10 12 

Fk (y) 的计算表如下: 

7 



i4(10)=4  x41  

k y 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

2 0 1 2 2 2 2 2 2 2 2 

3 0 1 2 3 3 3 3 3 3 3 

4 0 1 2 3 3 3 4 3 4 4 

追踪解 

8 解  x1=0,  x2=1, x3=0,  x4=1，价值12    

i4(10－w4)=i4(3)=2  x21, x4 =1, x3=0 

i2(3－w2)=i2(0)=0  x2=1, x1=0  



追踪算法 
算法  Track Solution 

输入: ik (y)表, k=1,2,…,n, y=1,2,…,b 

输出: x1, x2,…,xn，n种物品的装入量 

  1.   for  k1  to  n  do  xk  0 

  2.    yb,   kn 

  3.    jik (y) 

  4.    xk 1  

  5.    yy wk 

  6.    while  ik(y)=k   do 

  7.           yy wk 

  8.           xkxk+ 1 

  9.   if   ik(y)0  then  goto   4 

 
9 

初始追
踪位置 

继续放k

种物品 

继续追
下一种 



根据公式 

 

备忘录需计算 nb 项，每项常数时间, 
计算时间为 O(nb) .   

时间复杂度 O(nb) 

})(),(max{)( 1 kkkkk vwyFyFyF  

10 

    伪多项式时间算法：时间为参数 b和  

     n的多项式，不是输入规模的多项式. 

    参数 b 是整数，表达 b 需要 logb 位，  

    输入规模是 log b .   



背包问题的推广 
物品数受限背包：第 i 种物品最多用 ni 个 

11 

二维背包问题：每件物品有重量 wi 和体
积 ti, i =1, 2, … , n，背包总重不超过 b，
体积不超过V,  如何选择物品以得到最大
价值.   

 

0-1背包问题： xi = 0, 1，i = 1, 2, … , n  

多背包问题：m个背包，背包 j 装入最大
重量 Bj , j =1,2, … , m.  在满足所有背包   

重量约束条件下使装入物品价值最大. 

 



小结 
•  划分子问题，确定子问题边界，将问   

    题求解转变成多步判断的过程.  

•  定义优化函数,以该函数极大(或极小)   

    值作为依据,确定是否满足优化原则.  

• 考虑是否需要设立标记函数 

•  列优化函数的递推方程和边界条件  

 • 自底向上计算，设计备忘录 (表格) 

 

 
• 时间复杂度估计 
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最长公共子序列 



X 与 Y 的公共子序列 Z ：Z 是 X 和 Y  

的子序列 

子序列的长度：子序列的元素个数 

子序列 
设序列 X, Z, 

     X = <x1, x2, ... , xm > 

     Z = <z1, z2, ... , zk >  

若存在 X 的元素构成的严格递增序列 

使得                                            

 

则称 Z 是 X 的子序列 

kjxz
jij ,...,2,1, 

2 



最长公共子序列 
问题：给定序列   

        X = < x1, x2, … , xm >   

        Y = < y1, y2, … , yn > 

求 X 和 Y 的最长公共子序列 

实例： 

X:     A    B    C    B    D    A    B 

Y:     B    D    C    A    B    A 

最长公共子序列:   B  C  B  A,  长度4 

3 



蛮力算法 

不妨设  m  n，|X| = m，|Y| = n  

算法：依次 检查 X 的每个子序列在 Y  

中是否出现 

 
时间复杂度： 

         每个子序列 O(n) 时间 

         X 有 2m 个 子序列 

最坏情况下时间复杂度：O( n 2m ) 

 4 



子问题界定 
参数 i 和 j 界定子问题  

X 的终止位置是 i，Y 的终止位置是 j 

Xi =<x1, x2, …, xi>，Yj =<y1, y2, …, yj> 

Y 

X 

y1 yn 

x1  

xm  

xi  

yj 

 
 

               原问题 

5 

子问题 



子问题间的依赖关系 
设  X=<x1,x2,…, xm>, Y=<y1,y2,…,yn>,   

Z =<z1,z2,…,zk> 为X和Y的LCS，那么 

 

 

6 

(1) 若 xm= yn  zk = xm = yn,  且 

       Zk1 是Xm1与Yn1 的LCS； 

(2) 若 xm  yn ,  zk  xm  

       Z 是 Xm1 与 Y  的  LCS； 

 (3) 若 xm  yn,  zk  yn    

      Z 是 X 与 Yn1 的  LCS. 

 满足优化原则和子问题重叠性 

 



优化函数的递推方程 

















ji
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yxjijiCjiC

yxjijiC

ji
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,0,]},1[],1,[max{

,0,1]1,1[

000

],[

若

若

或若

令 X 与 Y 的子序列 

Xi = <x1, x2, … , xi>， Yj = <y1, y2, … , yj>   

 C[i,j]： Xi 与 Yj  的 LCS 的长度 
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标记函数 
标记函数：B[i, j],  值为↖、、 

 

Yj 

Xi 

y1 yj 

x1  

xi  

xi-1  

yj-1 

 
 

C[i, j]=C[i-1,j-1]+1:  ↖       
     
C[i, j]=C[i-1,j]:   

 

    C[i, j]=C[i,j-1]:       

•   

8 



伪码 
算法  LCS (X, Y, m, n)    
1.  for  i1  to  m  do   C[i,0]  0 

2.  for  i1  to  n  do   C[0,i]  0 

3.  for  i1  to  m  do                

4．     for  j 1 to  n  do 

5.             if  X[i]=Y[j] 

6.            then  C[i, j] C[i-1,j-1]+1 

7.                  B[i, j] "" 

8.             else if  C[i-1, j]  C[i,j-1]  

9.             then   C[i, j]C[i-1,j] 

10.                      B[i, j]"" 

11.            else   C[i, j]C[i,j-1]    

12.                      B[i, j]"" 

  

    

9 

初值 

子问题
Xi , Yj 



追踪解 
算法  Structure Sequence(B, i, j) 

输入：B[i, j] 

输出：X与Y的最长公共子序列  

1.  if  i=0  or  j=0  then  return  //序列为空 

2.  if  B[i, j] =“↖”   

3.  then  输出X[i] 

4.           Structure Sequence(B, i－1, j－1)  

5.  else  if  B[i,j]=“” 

6.          then  Structure Sequence (B, i－1, j) 

7.          else  Structure Sequence (B, i, j－1)    

 10 



标记函数的实例 
输入：X = < A, B, C, B, D, A, B >, 

            Y = < B, D, C, A, B, A >， 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

1 2 3 4 5 6 

1 B[1,1]=  B[1,2]= B[1,3]=  B[1,4]=↖ B[1,5]=  B[1,6]=↖ 

2 B[2,1]=↖ B[2,2]=  B[2,3]=  B[2,4]=  B[2,5]=↖ B[2,6]=  

3 B[3,1]=  B[3,2]=  B[3,3]=↖ B[3,4]=  B[3,5]=  B[3,6]=  

4 B[4,1]=  B[4,2]=  B[4,3]=  B[4,4]=  B[4,5]=↖  B[4,6]=  

5 B[5,1]=  B[5,2]=  B[5,3]=  B[5,4]=  B[5,5]=  B[5,6]=  

6 B[6,1]=  B[6,2]=  B[6,3]=  B[6,4]=↖ B[6,5]=  B[6,6]=↖  

7 B[7,1]=  B[7,2]=  B[7,3]=  B[7,4]=  B[7,5]=  B[7,6]=  

解：X[2],X[3], X[4], X[6],  即 B, C, B, A  

11 



算法的时空复杂度 

计算优化函数和标记函数：  

     赋初值，为O(m)+O(n)  

     计算优化、标记函数迭代  (mn)次， 

     循环体内常数次运算，时间为 (mn) 

 

 

构造解： 
     每步缩小 X 或Y的长度，时间 (m+n)   

 算法时间复杂度：  (mn)  

空间复杂度： (mn)    

 12 



小结 

• 最长公共子序列问题的建模 

• 子问题边界的界定 

• 递推方程及初值，优化原则判定 

• 伪码 

• 标记函数与解的追踪 

• 时间复杂度 
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图像压缩



黑白图像存储

像素点灰度值 : 0∼255，为8位二进制数

图像的灰度值序列 :  { p1, p2, … , pn}，pi
为第i个像素点灰度值

有没有更好的存储

方法

2

图像存储：每个像素的灰度值占8位，
总计空间为 8n



图像变位压缩的概念

变位压缩存储: 将{p1, p2,…,pn}分成 m 段
S1, S2, … , Sm

S1 S2 ... Sm

同一段的像素占用位数相同

第 t 段有 l[t]个像素，每个占用 b[t]位
段头：记录l[t](8位)和b[t](3位)需要11位

总位数为

b[1]⋅l[1]+b[2]⋅l[2]+... +b[m]⋅l[m]+11m
3



图像压缩问题

8)1maxlog(][ ≤



 +=

∈ kSp
ptb

tk

约束条件：第 t 段像素个数 l[t] ≤256
第 t 段占用空间：b[t]×l[t] + 11  

为分段 },...,,{   

)},11][][({min

21

1

m

m

tT

SSST

tltb

=

+×∑ =

问题 ：给定像素序列{ p1, p2, …, pn}，
确定最优分段，即

4



实例
灰度值序列
P={10,12,15,255,1,2,1,1,2,2,1,1}

存储空间
分法1：11×3+4×3+ 8×1+2×8 = 69
分法2：11×1+8×12 =107
分法3：11×12+4×3+8×1+1×5+2×3=163

分法1： S1= {10, 12, 15}，S2={255}, 
S3={1, 2, 1, 1, 2, 2, 1, 1}

分法2：S1={10,12,15,255,1,2,1,1,2,2,1,1}
分法3： 分成12组，每组一个数

5



子问题界定与计算顺序
子问题前边界为1，后边界为 i 
对应像素序列为 < p1, p2, ... , pi >
优化函数值S[i]为最优分段存贮位数

6

i = 1
i = 2
...

i = n

计算顺序



递推方程:  设S[i]是{ p1, p2, … , pi} 的最
优分段需要的存储位数，Sm是最后分段

8)1maxlog(],1[

11]},1 [][ {min][
} 256, min{1

≤



 +=+−

++−×+−=

∈

≤≤

kSp

ij

pijib

ijibjjiSiS

mk

j×b[i−j+1,i]位

p1 p2 …         pi−j pi−j+1 …     pi

S[i−j]个位 j 个灰度

算法设计

7



伪码Compress (P,n)
1. Lmax ←256; header←11; S[0]←0
2.   for  i ←1  to  n do
3.     b[i] ←length(P[i])
4.      bmax ←b[i]
5.      S[i]←S[i−1]+bmax
6.     l[i] ←1
7.   for  j←2  to  min{i, Lmax} do 
8.         if  bmax < b[i−j+1]
9.          then  bmax ← b[i−j+1]
10.       if  S[i] > S[i− j] + j *bmax
11.        then S[i] ← S[i− j] + j *bmax
12.                l[i]← j 
13.  S[i]← S[i] + header 8

子问题后
边界i

最后
段长 j

找到更
好分段



实
例

P = <10, 12, 15, 255, 1, 2>. 
S[1]=15,  S[2]=19,  S[3]=23,  S[4]=42,  S[5]=50
l[1]=1,  l[2]=2,  l[3]=3, l[4]=1,  l[5]=2  

10 12 15 255 1 2

S[5]=50                1×2＋11 63
10 12 15 255 1 2
S[4]=42                2×2＋11 57
10 12 15 255 1 2
S[3]=23                3×8＋11 58
10 12 15 255 1 2
S[2]=19                4×8＋11 62
10 12 15 255 1 2

S[1]=15                5×8＋11 66
10 12 15 255 1 2

6×8＋11 59 9



追踪解
算法 Traceback ( n , l ) 
输入：数组 l  
输出：数组 C
1.  j ← 1             //  j 为正在追踪的段数

2.  while  n ≠ 0  do 
3.     C[ j ] ← l [n]         
4.     n ← n－ l [n] 
5.     j ← j + 1        

C[ j ]：从后向前追踪的第 j段的长度

时间复杂度：O(n)
10

第j段
长度



小结

• 图像变位存储问题的建模

• 子问题边界的界定

• 递推方程及初值

• 伪码

• 标记函数与解的追踪

• 时间复杂度



最大子段和 



最大子段和 

问题：给定n个数(可以为负数)的序列 

                  (a1, a2, ... , an) 

求  max{0,                    }   

j

ik k
nji

a
1
max

实例 

             (-2, 11, -4, 13, -5, -2) 

解：最大子段和为 a2+a3+a4=20  

2 



算法 

算法1：对所有的 ( i, j )对，顺序求和  

 ai + ... + aj 并比较出最大的和 

算法3：动态规划 

算法2：分治策略，将数组分成左右两 

半，分别计算左边的最大和、右边的最 

大和、跨边界的最大和，然后比较其中 

最大者 

3 



算法1 算法  Enumerate 

输入：数组 A[1..n]， 

输出：sum, first, last  

1.  sum  0                   

2.  for  i 1  to  n  do        

3.      for  j  i  to  n  do  

4.             thissum  0  

5.            for  k  i  to  j  do 

6.                  thissum  thissum +A[k]  

7.           if  thissum > sum   

8.           then  sum  thissum 

9.                     first  i 

10．                last  j 

 

    
时间复杂度：O (n3)  4 

和的
边界i-j 

找到更
大和 



算法2  分治策略 
将序列分成左右两半，中间分点center 

递归计算左段最大子段和 leftsum 

递归计算右段最大子段和 rightsum 

 center 到a1的最大和 S1,  k=center 

 center +1 到 an 的最大和 S2 

 max { leftsum, rightsum, S1+S2 }  

 

leftsum rightsum 

 A[1]    …         A[k]      A[k+1]   …     A[n] 

 S1+S2 

5 



伪码 
算法  MaxSubSum (A, left, right） 

输入：数组 A, left, right (左,右边界) 

输出：最大子段和sum及子段边界 

1．if  |A|=1 then 输出元素(值为负输出0) 

2．center( left+right)/2       

3．leftsumMaxSubSum(A, left,center ) 

4．righsumMaxSubSum(A, center+1, right) 

5．S1  A1[center]      //从center向左 

6．S2  A2[center+1]  //从center+1向右 

7．sum  S1+S2  

8．if  leftsum>sum  then sumleftsum 

9．if  rightsum>sum  then sumrightsum  
 

伪码 

6 



时间复杂度 
计算 从k = center 开始到 a1方向的最 

大和，每次加1个元素，得到              

A[k],  A[k]+A[k-1], A[k]+A[k-1]+A[k-2], 

         ... , A[k]+... +A[1]   

比较上述的最大和，时间为O(n) ， 

右半边也是O (n)    

7 

T (n) = 2T (n/2) + O (n)  

T (c) = O (1)   

T (n) = O (n log n) 



算法3：动态规划 
子问题界定：前边界为 1，后边界 i， 

C[i] 是 A[1.. i]中必须包含元素 A[i] 的
向前连续延伸的最大子段和 

 
}][{max][

1






i

kj
ik

jAiC

8 

A[1] A[2] A[3]  …    A[i-1]  A[i]  … A[n] 

最大子段和 C[i]  

... 



递推方程:     

C[i]= max{C[i－1]+A[i], A[i]}  

          i =2, …, n 

C[1]=A[1]  若A[1]>0 

C[1]=0       否则 

解： 

 

优化函数的递推方程 

]}[{max)(OPT
1

iCA
ni



9 



伪码 算法 MaxSum (A, n) 

输入：数组A 

输出：最大子段和sum, 子段最后位置c 
   1.  sum  0 
   2.  b  0   
   3.  for  i 1  to  n  do 
   4.      if  b > 0   
   5.      then  b  b + A[i] 
   6.      else  b  A[i] 
   7.      if  b > sum   
   8.      then  sum  b 
   9.                c  i         
  10.  return sum , c  

   时间复杂度：O(n), 空间复杂度：O(n) 
10 

子问题
后边界i 

找到更
大的和 



小结 
•  几个算法：蛮力, 分治, 动态规划  

•  动态归划算法： 

    子问题界定 

    列优化函数的递推方程和边界条件 

    (不一定是原问题的优化函数) 

    自底向上计算，设计备忘录 (表格) 

    如何根据动态规划的解找原问题的解 

    时间复杂度估计 

 

 

 

 
11 



最优二叉检索树



二叉检索树
集合S为排序的 n个元素,  x1<x2<…<xn，

将这些元素存储在一棵二叉树的结点

上，以查找 x 是否在这些数中.  如果 x 
不在，确定 x 在那个空隙（方结点）.

4

2 6

531

L0 L1 L2 L4 L5

L6

L3

实例：
S=<1,2,3,4,5,6>

2



二叉树的检索方法
1. 初始，x与根元素比较；
2. x < 根元素，递归进入左子树；
3. x > 根元素，递归进入右子树；
4. x = 根元素，算法停止，输出 x；
5. x 到叶结点算法停止，输出 x不在数组.   

x=3.54

2 6

531

L0 L1 L2 L4 L5

L6

L3

1 2 3 4 5 6

3.5

3



数据元素存取概率分布
空隙:

(x0, x1), (x1, x2), … , (xn−1, xn), (xn, xn+1) ,
x0 = - ∞,   xn+1= +∞

给定序列 S = < x1, x2, …, xn >, 
x 在 xi 的概率为bi ,  
x 在(xi , xi+1)的概率为ai ,

S 的存取概率分布如下：

P = < a0, b1, a1, b2, a2, … , bn, an >
4



实例

实例： S = < 1, 2, 3, 4, 5, 6 >
P = < 0.04, 0.1, 0.01, 0.2, 0.05, 0.2, 0.02, 

0.1, 0.02, 0.1, 0.07,  0.05, 0.04 >

1, 2, 3, 4, 5, 6 检索的概率分别为：

0.1, 0.2, 0.2, 0.1, 0.1, 0.05

各个空隙的检索概率分别为：

0.04, 0.01, 0.05,  0.02, 0.02, 0.07, 0.04
5



检索数据的平均时间
S = < 1, 2, 3, 4, 5, 6 >
P = < 0.04, 0.1, 0.01, 0.2, 0.05, 

0.2, 0.02, 0.1, 0.02, 0.1, 
0.07, 0.05, 0.04 >

m (T1) 
= [1×0.1+2×(0.2+0.05) +3×(0.1+0.2+0.1)]
+[3×(0.04+0.01+0.05+0.02+ 0.02+0.07)
+2×0.04 ]

= 1.8 + 0.71 = 2.51

T1
4

2 6

531

L0 L1 L2 L4 L5

L6

L3

T1

6



检索数据的平均时间

T1
2

1

63

5

4

L0

L1

L2

L4 L5

L6L3

m (T2) 
= [1×0.1+2×0.2+3×0.1+4×(0.2+0.05)+5×0.1]
+ [1×0.04+2×0.01+4×(0.05+0.02+0.04)
+ 5×(0.02+0.07)]

= 2.3 + 0.95 = 3.25

S = < 1, 2, 3, 4, 5, 6 >
P = < 0.04, 0.1, 0.01, 0.2,

0.05, 0.2, 0.02, 0.1, 
0.02, 0.1, 0.07, 0.05, 
0.04 >

T2

7



平均比较次数计算

数据集 S＝<x1, x2,…, xn>
存取概率分布

P=<a0, b1, a1, b2, … , ai, bi+1, …, bn, an>
结点 xi 在T 中的深度是 d(xi), i=1,2,…,n，
空隙 Lj 的深度为 d(Lj), j=0,1,…,n，

平均比较次数为：

∑ ∑
= =

++=
n

i

n

j
jjii Ldaxdbt

1 0
)())(1(

3

4

L0

L2

L1

8



问题

给定数据集

S = < x1 , x2 , …, xn >, 
及 S 的存取概率分布如下：

P = < a0 , b1 , a1 , b2 , a2 , … , bn , an >

求一棵最优的 ( 即平均比较次数最
少的 ) 二分检索树. 

9



小结

• 二叉检索树的构成

• 给定概率分布下，一棵二叉检索树

的平均检索时间估计

• 什么是最优二叉检索树

10



最优二叉检索
树的算法



关键问题

子问题边界界定

如何将该问题归结为更小的子问题

优化函数的递推方程及初值

计算顺序

是否需要标记函数

时间复杂度分析

2



子问题划分
子问题边界为( i, j )
数据集： S [i, j] = < xi ,  xi+1, … , xj >
存取概率分布：

P[i, j]=<ai－1, bi , ai , bi+1 , … , bj , aj>

输入实例: S = < A, B, C, D, E >
P = < 0.04, 0.1, 0.02, 0.3, 0.02, 0.1,

0.05, 0.2,  0.06, 0.1, 0.01>

子问题： S[2,4] = < B, C, D > 
P[2,4]=<0.02,0.3,0.02,0.1,0.05, 0.2,0.06>

3



子问题归约
以 xk 作为根归结为子问题：

S[ i, k−1], P[ i, k−1]
S[ k+1, j ], P[ k+1, j ]  

A C  D  E

B

S[1,5] = < A, B, C, D, E >
P[1,5]= < 0.04, 0.1, 0.02, 0.3, 0.02, 0.1, 

0.05, 0.2, 0.06, 0.1, 0.01> 

S[1,1] = < A >，
P[1,1] = < 0.04, 0.1, 0.02 >
S[3,5] = < C,D,E >,    
P[3,5] = < 0.02, 0.1, 0.05, 0.2, 0.06,0.1,0.01>

4



子问题的概率之和
子问题界定 S[i,j] 和 P[i,j]，令

是P[i,j]中所有概率(数据与空隙)之和

∑∑
=−=

+=
j

iq
q

j

ip
p bajiw

1

],[

实例：S[2,4]=<B,C,D>
P[2,4]=<0.02,0.3,0.02,0.1,0.05,0.2,0.06>
w[2,4]=(0.3+0.1+0.2)

+(0.02+0.02+0.05+0.06) 
= 0.75

5



优化函数的递推方程
设 m[i,j] 是相对于输入 S[i,j] 和 P[i,j] 的
最优二叉搜索树的平均比较次数

递推方程：

niiim
nji

jiwjkmkimjim
jki

,...,2,1,0]1,[
1           

]},,[],1[]1,[{min],[

==−
≤≤≤

+++−=
≤≤

xk

xi ....xk-1 xk+1 ....xj
6



m[ i, j ]k公式的证明
m[i, j]k：根为 xk时平均比较次数的最小值

],[],1[]1,[

]),1[]1,[(

)()(]),1[]1,[(

]),1[]1,[(]),1[]1,[(
1]),1[],1[(])1,[]1,[(

],[

1

1
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作为子
树增加
次数

代入概
率公式

化简
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递推方程
平均比较次数：在所有 k 的情况下

m[i,j]k的最小值

m[ i, j ] = min{ m[ i, j ]k | i ≤ k ≤ j }

A

B   C    D    E

初值 m[i, i-1]=0对应于空的子问题，

例如 S = <A,B,C,D,E>，取 A 作根，
i = 1，k=1, 左边子问题为空树，

对应于：S[1,0]，m[1,0]=0的情况. 

,j,iwj,kmk,imj,im
jki

]}[][][{min][ +++−=
≤≤

11
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实例

B

A

E

D

CL0 L1

L2 L4 L5L3

0.3
0.2

0.1

0.1
0.1

0.04 0.02

0.02 0.05 0.06 0.01

0]1,[

 ]},[],1[]1,[{min],[

=−

+++−=
≤≤

iim

jiwjkmkimjim
jki

04.2}88.016.0{1]}5,3[]1,1[{1

]}5,1[]1,1[{min1]5,1[
4,3,2

=++=++=

++−+=
=

mm

kmkmm
k

实例

以B为根
k=2
m[1,1]=0.16
m[3,5]=0.88

9



计算复杂性估计

i, j 的所有组合O(n2)种
每种要对不同的 k 进行计算，k=O(n)
每次计算为常数时间

时间复杂性： T (n) = O (n3) 
空间复杂度： S (n) = O (n2)  

m[i,i-1] = 0,    i =1,2,…,n

nji

jiwjkmkimjim
jki

≤≤≤

+++−=
≤≤

1

]},[],1[]1,[{ min],[
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小结
• 划分子问题,以数据结点作为树根

• 定义优化函数, 列出递推方程与边界

条件

• 设立标记函数记录构成最优二叉搜索
树或子树时根的位置.  

• 自底向上计算，设计备忘录 (表格)

• 时间复杂度估计

11



RNA二级结构预测 



375nt 的环形类病毒GHVd 的 RNA二级结 

构预测和RT-PCR、Northern blot检测结果 

2 



RNA二级结构 
一级结构：由字母 A, C, G, U 标记 

的核苷酸构成的一条链.  

实例： A-C-C-G-C-C-U-A-A-G-C-C-G-  

            U-C-C-U-A-A-G- ... 

二级结构： 

核苷酸相互 

匹配构成的 

平面结构 

3 



匹配原则 
• 配对 U-A, C-G  

 

i1 i2 j1 j2 i1 i2 j1 j2 

j i 

j i 

j i 

• 每个核苷酸只能参加一个配对 

• 末端不出现“尖角”, 位置 i-j 配对,  

     则 i  j－4 

 
• 不允许交叉，即如果位置 i1, i2, j1, j2 

满足 i1<i2<j1<j2，不允许 i1-j1, i2-j2 配
对，但可以允许  i1-j2,  i2-j1 配对.  

 

4 



匹配的结构 

发夹环 内环 

臂 

5 



RNA二级结构问题 

给定RNA的一条链（一级结构），预测 

它的可能的稳定的二级结构 

稳定二级结构满足的条件 

    生物学条件：具有最小自由能 

    简化条件：具有最多的匹配对数  

6 

问题：给定RNA链，求具有最多匹配对 

数的二级结构，即最优结构.   



• 子问题界定:  前边界 i , 后边界 j    

建模 

i i+

1 

k1 k+1  k j1  j 

子问题1 子问题2 

7 

• 若 j 不参与匹配，则原问题归约为 i 

到 j-1 的子问题 

• 若 j与k (所有可能)位置匹配，归约为 

        子问题 1：i 到 k-1的链 

        子问题 2：k+1到 j-1的链 



优化函数的递推方程 

令C[i,j]是序列S[i..j]的最大匹配对数                             

40],[

4,,1

]}}1,1[]1,[1{max                       

],1,[ max{],[

4











ijjiC

ijnji

jkCkiC

jiCjiC

jki

满足优化原则 

计算顺序：按照子问题长度计算 
8 



计算复杂度分析 

子问题个数： i, j 对的组合有 O (n2) 个 

对于给定的 i 和 j ，j 需要考察与所有可
能的 k 是否匹配，其中 i  k  j  4，需
要 O (n) 时间.        

算法时间复杂度是 O (n3).   

9 



小结 
•   划分子问题，确定子问题边界i, j 

    与归约方法.  

•   定义优化函数,列递推方程和初值.     

•  设立标记函数，记下最优划分位置 

•  自底向上计算，设计备忘录 (表格) 

 

 
•  时间复杂度估计 

 

10 



序列比对



序列比对
• 为确定两个序列之间的相似性或同源

性，将它们按照一定的规律排列，进
行比对.  

• 应用：

生物信息学中用于研究同源性，如蛋
白质序列或 DNA 序列.  在比对中，

错配与突变相对应，空位与插入或缺
失相对应.    
计算语言学中用于语言进化或文本相
似性的研究.   

2



序列之间的编辑距离

编辑距离：

给定两个序列 S1 和 S2，

通过一系列字符编辑（插入、删除、

替换）等操作，将S1 转变成 S2.  

完成这种转换所需要的最少的编辑操

作个数称为 S1 和S2  的编辑距离. 

2



实例

v i n t n e r 转变成 w r i t e r s，
编辑距离 ≤ 6

v i n t n e r
删除 v： − i n t n e r
插入 w： w i n t n e r
插入 r： w r i n t n e r

删除 n： w r i t − e r
删除 n： w r i − t n e r

插入 s： w r i t e r s
3



子问题界定和归约

S1 [1.. n] 和 S2 [1.. m] 表示两个序列

子问题：S1[1.. i] 和 S2[1.. j]，边界(i, j)

操作 归约子问题 编辑距离

删除S1[i] (i-1, j) +1

S1[i]后插入S2[j] (i, j-1) +1

S1[i]替换为S2[j] (i-1, j-1) +1

S1[i]=S2[j] (i-1, j-1) +0

5



优化函数的递推方程
C[i,j]： S1[1..i] 和 S2[1..j] 的编辑距离

iiC
jjC

jSiS
jSiS

jit

jitjiC
jiCjiCjiC

=
=





≠
=

=

+−−
+−+−=

]0,[
,],0[

][][1
][][0

],[

]},[]1,1[                       
,1]1,[,1],1[min{],[

21

21
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计算复杂度分析

• 子问题 由 i, j界定，

有O (m n) 个子问题

• 每个子问题的计算

为常数时间

• 算法的时间复杂度是O (n m)

7



动态规划算法设计要点

(1) 引入参数来界定子问题的边界. 注意
子问题的重叠程度. 

(4)  考虑是否需要标记函数.   

(2)  给出带边界参数的优化函数定义与
优化函数的递推 关系，找到递推关
系的初值. 

(3) 判断该优化问题是否满足优化原则.

8



(5)  采用自底向上的实现技术，从最小的
子问题开始迭代计算，计算中用备忘
录保留优化函数和标记函数的值.

动态规划算法设计要点(续)

(6) 动态规划算法的时间复杂度是对所有
子问题(备忘录)的计算工作量求和(可
能需要追踪解的工作量)  

(7)  动态规划算法一般使用较多的存储空
间，这往往成为限制动态规划算法使
用的瓶颈因素.       

9



贪心法的例子：
活动选择问题



活动选择问题
输入：S = {1, 2, … , n}为n 项活动的
集合， si ,  fi 分别为活动 i 的开始和
结束时间. 

活动 i 与 j 相容⇔ si ≥fj 或 sj ≥fi .
求：最大的两两相容的活动集 A

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
si 1 3 2 5 4 5 6 8 8 2
fi 4 5 6 7 9 9 10 11 12 13

输入实例：

2解：{1, 4, 8}



贪心算法
挑选过程是多步判断，每步依据某
种“短视”的策略进行活动选择，
选择时注意满足相容性条件.   
策略1：开始时间早的优先
排序使 s1≤s2≤…≤sn，从前向后挑选

策略3：结束早的优先
排序使 f1≤f2≤…≤ fn，从前向后挑选

策略2：占用时间少的优先
排序使得 f1－s1≤ f2－s2≤…≤fn－sn，
从前向后挑选

3



策略1的反例

活动2 活动3
活动1

0    2       5       8                   15           20  

策略1：开始早的优先

反例：S ={1,2,3 }
s1=0,  f1=20,  s2=2, f2=5,  s3=8, f3=15 

4



策略2：占时少的优先

策略2的反例

活动2
活动3活动1

0                           8                    15                
5

反例： S = { 1, 2, 3 }
s1=0, f1=8, s2=7, f2=9, s3=8, f3=15 



算法 Greedy Select
输入：活动集 S，si , fi, 

i = 1, 2, … , n， f1 ≤ … ≤ fn
输出：A ⊆ S，选中的活动子集
1. n ← length[S]       
2.  A ← {1}
3.  j ← 1
4.  for  i ← 2  to  n do
5. if  si ≥ fj               
6.      then  A ← A∪{ i }
7.              j ← i
8.  return A

伪
码

完成时间 t = max { fk: k∈A }

策略3伪码

已选入的
最后标号

判相容

6



运行实例
输入：S = { 1, 2, … , 10 }

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
si 1 3 0 5 3 5 6 8 8 2
fi 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

解: A = {1, 4, 8},  t =11
时间复杂度

O(nlogn) + O(n) = O(nlogn)

如何证明该算法对所有的实例
都得到正确的解?     

7



贪心算法的特点
设计要素：

(1) 贪心法适用于组合优化问题.
(2) 求解过程是多步判断过程，最终的

判断序列对应于问题的最优解. 
(3) 依据某种“短视的”贪心选择性质

判断，性质好坏决定算法的成败.  
(4) 贪心法必须进行正确性证明.
(5) 证明贪心法不正确的技巧：举反例.

贪心法的优势：算法简单，时间和空
间复杂性低 8



贪心法正确性
证明:活动选择



一个数学归纳法的例子
例：证明对于任何自然数n，

1+2+...+n = n (n + 1)/2

证 n=1, 左边=1, 右边=1× (1+1)/2=1

假设对任意自然数 n 等式成立，则
1+2+...+ (n+1)

= (1+2+...+n) + (n+1)
= n(n+1)/2 + (n+1)
= (n+1) (n/2+1)
= (n+1) (n+2)/2    

2

归纳假
设代入



适合证明涉及自然数的命题 P(n)

第一数学归纳法

归纳基础：证明P(1)为真 (或P(0)为真).
归纳步骤:  若对所有n有P(n)为真，证明

P(n+1)为真

3

∀n, P(n)→P(n+1)
P(1)  

n=1， P(1) ⇒ P(2)
n=2,    P(2) ⇒ P(3)

…



适合证明涉及自然数的命题 P(n)

第二数学归纳法

归纳基础：证明 P(1)为真 (或P(0)为真).
归纳步骤：若对所有小于n 的 k 有 P(k)真，

证明 P(n)为真

4

∀k ( k<n ∧ P(k) ) → P(n)  
P(1)  

n=2， P(1) ⇒ P(2)
n=3,    P(1)∧P(2) ⇒ P(3)

…



两种归纳法的区别

归纳基础一样 P(1)为真

归纳步骤不同

归纳法1： P(1) ⇒P(2) ⇒P(3)...

第二归纳法

证明逻辑

P(1) 
P(2)

P(1) ⇒ P(2) 
P(1) P(3) 

P(4) ... 
⇒

⇒
归纳法2：

5



算法正确性归纳证明
证明步骤：

1.  叙述一个有关自然数n的命题，该

命题断定该贪心策略的执行最终将
导致最优解.  其中自然数 n 可以代
表算法步数或者问题规模 .  

2.  证明命题对所有的自然数为真 .  
归纳基础(从最小实例规模开始)
归纳步骤(第一或第二数学归纳法)

6



活动选择算法的命题

命题

算法 Select执行到第 k 步,  选择 k 项活动

i1 = 1,  i2 ,  … , ik  

则存在最优解 A包含活动 i1=1, i2 ,…, ik . 

根据上述命题：对于任何 k，算法前 k 
步的选择都将导致最优解，至多到第
n 步将得到问题实例的最优解

7



归纳证明：归纳基础
令 S={1,2,…,n}是活动集,且f1≤…≤ fn 

归纳基础:  k=1, 证明存在最优解包含活动 1

8

证 任取最优解A， A中活动按截止时间
递增排列.   如果A的第一个活动为 j，j ≠
1,  用1替换A的活动 j 得到解 A'，即

A' = (A−{ j }) ∪{1}, 
由于 f1 ≤ fj ,  A' 也是最优解，且含有1.  

j …

1 …

A

A’
f1≤ fj



归纳步骤

证 算法执行到第 k 步, 选择了活动i1=1,
i2, …, ik , 根据归纳假设存在最优解 A包
含i1=1,i2,…,ik ,  A中剩下活动选自集合S'

S' = { i | i∈S,  si ≥ fk }
A = { i1, i2, … , ik } ∪ B

10

i1,i2,…,ik
待选
集S’

不相容
元素集

B

A

假设命题对k为真,  证明对k+1也为真. 



B是 S'的最优解.（若不然,  S' 的最优
解为B*, B*的活动比 B多，那么

B*∪{1, i2, … , ik }
是 S 的最优解，且比 A的活动多,与 A 
的最优性矛盾.）

归纳步骤（续)

待选
集S’i1,i2,…,ik

B

B*

11



归纳步骤(续)

将S' 看成子问题，根据归纳基础，

存在 S' 的最优解B' 有S' 中的第一个
活动 ik+1, 且 |B' | = |B|, 于是

{ i1, i2, ... , ik } ∪ B'
= { i1, i2, ... , ik , ik+1 } ∪ ( B'−{ ik+1})

也是原问题的最优解.

11

i1,i2,…,ik
待选
集S’

B
B’
ik+1



小结
• 贪心法正确性证明方法：数学归纳法
第一数学归纳法、第二数学归纳法

• 活动选择问题的贪心法证明：

叙述一个涉及步数的算法正确性命题

证明归纳基础

证明归纳步骤

12



最优装载问题



最优装载问题
问题：

n 个集装箱1, 2, … , n 装上轮船，集
装箱 i 的重量 wi , 轮船装载重量限制
为C, 无体积限制.  问如何装使得上船
的集装箱最多？不妨设每个箱子的重
量 wi≤C. 

该问题是0-1背包问题的子问题.  集装
箱相当于物品，物品重量是 wi，价值
vi 都等于1，轮船载重限制 C 相当于
背包重量限制 b.       2



建模

nix

Cxw

x

i

i

n

i
i

n

i
i

,...,2,11,0

max

1

1

==

≤∑

∑

=

=

设 <x1, x2, ... , xn> 表示解向量，xi = 0,1,
xi = 1当且仅当第 i 个集装箱装上船

目标函数

约束条件

3



算法设计

• 贪心策略：轻者优先

• 算法设计：

将集装箱排序，使得

w1 ≤ w2 ≤ ... ≤ wn

按照标号从小到大装箱，直到装入

下一个箱子将使得集装箱总重超过

轮船装载重量限制，则停止.     

4



正确性证明思路
• 命题：对装载问题任何规模为 n 的

输入实例，算法得到最优解.    

• 归纳步骤 证明：假设对于任何n个
箱子的输入实例贪心法都能得到最
优解，那么对于任何n+1个箱子的输
入实例贪心法也得到最优解.  

• 设集装箱从轻到重记为1, 2, … , n.

归纳基础 证明对任何只含 1个箱子
的输入实例，贪心法得到最优解.     
显然正确.       

5



归纳步骤证明思路

N={1,2,...,n+1}, w1≤w2≤...≤wn+1 

去掉箱子1，令 C' = C− {w1}，
得到规模 n 的输入 N'= {2,3,...,n+1} 

关于输入 N' 和C'的最优解 I'

在 I' 加入箱子1，得到 I

证明 I 是关于输入 N 的最优解
6



正确性证明
假设对于 n 个集装箱的输入，贪心法
都可以得到最优解，考虑 输入

N = { 1, 2, … , n+1 } 
其中 w1 ≤ w2 ≤ … ≤ wn+1.

由归纳假设，对于

N' = {2, 3, …, n+1}，C' = C− w1, 
贪心法得到最优解 I'.  令

I = I '∪{1}  
7



正确性证明(续)
I (算法解)是关于 N 的最优解.  
若不然，存在包含 1 的关于 N 的最优
解 I*(如果 I* 中没有1，用 1 替换 I* 中
的第一个元素得到的解也是最优解), 且
|I*|>| I |；那么I*−{1}是 N' 和C' 的解且

| I*− {1}| > | I − {1} | = | I' | 

与 I'是关于N' 和C' 的最优解矛盾.  

1 I*-{1}

1 I-{1}

I*-{1}

I-{1}=I '
不最
优

I*

I
8



小结
• 装载问题是0-1背包的子问题 (每件

物品重量为1)，NP难的问题存在多

项式时间可解的子问题. 

• 贪心法证明：对规模归纳

9



最小延迟调度问题



最小延迟调度
问题：

客户集合A，∀i∈A，ti 为服务时间，di 为
要求完成时间，ti,  di为正整数. 一个调度
f : A→N，f(i)为客户 i 的开始时间.  求
最大延迟达到最小的调度，即求 f 使得

}})({max{min iiAif
dtif −+

∈

)()(or
)()(,,,

iftjf
jftifjiAji

j

i

≤+

≤+≠∈∀

2



实例：调度1

调度1：顺序安排

f1(1)=0, f1(2)=5, f1(3)=13, f1(4)=17, f1(5)=27

1            2               3 4 5

0          5                 13       17                      27    30      

A = {1, 2, 3, 4, 5}, T = <5, 8, 4, 10, 3>, 
D = <10, 12, 15, 11, 20> 

各任务延迟：0, 1, 2, 16, 10;   
最大延迟：16   

3



调度2：按截止时间从前到后安排

f2(1)=0, f2(2)=15, f2(3)=23, f2(4)=5, f2(5)=27  

1        4               2            3    5

0       5              15        23  27   30

更优的调度2
A = {1, 2, 3, 4, 5}, T = <5, 8, 4, 10, 3>, 
D = <10, 12, 15, 11, 20> 

各任务延迟：0, 11, 12, 4, 10;  
最大延迟：12

4



贪心策略

贪心策略1：按照 ti 从小到大安排

贪心策略2：按照 di − ti 从小到大安排

贪心策略3：按照 di 从小到大安排

策略1 对某些实例得不到最优解. 
反例：t1=1, d1=100, t2=10, d2=10

策略2 对某些实例得不到最优解. 
反例：t1=1, d1=2, t2=10, d2=10   

5



算法 Schedule 
输入：A, T, D
输出：f
1.  排序 A 使得 d1 ≤ d2 ≤ … ≤ dn
2.  f(1) ← 0
3.  i ← 2
4.  while  i ≤ n do
5. f(i) ← f(i−1) + ti−1  
6. i ← i + 1

伪
码

设计思想：按完成时间从早到晚安
排任务，没有空闲.    

策略3伪码

没有
空闲

从0时
刻起

6



交换论证：正确性证明
证明思路：

• 分析一般最优解与算法解的区别（成
分,排列顺序不同）

• 设计一种转换操作（替换成分或交换
次序），可以在有限步将任意一个普
通最优解逐步转换成算法的解

• 上述每步转换都不降低解的最优性质

贪心算法的解的性质：
没有空闲时间,  没有逆序.  
逆序 ( i, j ): f (i) < f (j) 且 di > dj 7



证:   设 f 没有逆序，在 f 中具有相同
完成时间 d 的客户i1, i2, … , ik连续安
排, 其开始时刻为 t0, 完成这些任务的
时刻是 t，最大延迟为最后任务延迟
t−d, 与 i1, i2, … , ik的排列次序无关. 

t = t0+ (ti1+ ti2
+ ...+ tik

)

引理1 所有没有逆序、没有空闲时间
的调度具有相同的最大延迟.  

引理

i1,  i2,  ... , ikt0 t
8



证明要点

(1) 如果一个最优调度存在逆序，那么存在
i<n 使得(i, i+1) 构成一个逆序，称为相
邻的逆序.       

从一个没有空闲的最优解出发，逐步转
变成没有逆序的解. 根据引理 1，这个
解和算法解具有相同的最大延迟.  

(3) 每次交换后逆序数减 1，至多经过
n(n−1)/2 次交换得到一个没有逆序的最
优调度——等价于算法的解.

(2) 交换相邻逆序i 和j,  得到的解仍旧最优. 

9



设 f1是一个任意最优解，存在相邻逆序
( i, j ) .  交换 i 和 j 的顺序, 得到解 f2. 那
么 f2的最大延迟不超过 f1的最大延迟.   

交换相邻逆序仍旧最优

理由：

(1) 交换 i, j 与其他客户延迟时间无关

(3) i 在 f2的延迟小于 j 在 f1 的延迟 ，因此

小于f 1的最大延迟 r

(2) 交换后不增加 j 的延迟，但可能增加 i
的延迟

10



i 在 f2的延迟不超过
j 在f1 的延迟

dj<di

delay( f2,i)=s+tj +ti－ di

delay( f1, j)=s+ti +tj－dj

delay(f2,i) < delya(f1,j) ≤ r

ji

ij
s s+tj +ti

f1

f2

11



小结

• 分析算法解与一般最优解的区别,
找到把一般解改造成算法解的一
系列操作(替换成份、交换次序)  

贪心法正确性证明方法：交换论证

• 证明操作步数有限

• 证明每步操作后的得到解仍旧保
持最优

12



得不到最优解
的处理方法



得不到最优解的处理

• 输入参数分析：
考虑输入参数在什么取值范围内使

用贪心法可以得到最优解

• 误差分析：

估计贪心法——近似算法所得到的

解与最优解的误差（对所有的输入

实例在最坏情况下误差的上界）

2



找零钱问题
问题 设有 n 种零钱，重量分别为w1, 
w2, ... , wn, 价值分别为v1 = 1, v2, ... , 
vn. 需要付的总钱数是 y .不妨设币值
和钱数都为正整数. 问：如何付钱使
得所付钱的总重最轻?

实例
v1=1, v2=5, v3=14, v4=18, wi=1, i=1,2,3,4.
y=28

3
最优解：x3=2, x1=x2=x4=0，总重2



建模

令选用第 i 种硬币的数目是 xi，

i = 1, 2, … , n
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设Fk(y)表示用前 k种零钱，总钱数为
y 的最小重量

动态规划算法
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贪心法
单位价值重量轻的货币优先，设
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1
1

11

1-

)(

1)mod()(

=







=

>+







=

使用前 k 种零钱，总钱数为 y
贪心法的总重为 Gk(y)，

6



n=1,2贪心法是最优解

F1( y − v2( x2+δ )) + w2( x2+δ )] 
− [F1( y−v2x2) + w2x2]

= [ w1( y−v2x2−v2δ ) + w2 x2+w2δ )]
−[w1( y−v2x2) + w2x2]

= − w1v2δ + w2 δ
= δ (− w1v2 + w2) ≤ 0 

n = 1 只有一种零钱，F1(y) = G1(y)

 
})({min)( 22221/02

22

xwxvyFyF
vyx

+−=
≤≤

7

n = 2, x2越大，得到的解越好

w1 ≥
w2/v2



判别条件
定理 对每个正整数 k，假设对所有非负
整数 y 有Gk(y) = Fk(y)，且存在 p 和 δ满
足 vk+1 = pvk－δ,
其中 0 ≤ δ < vk，vk≤ vk+1, p为正整数，

则下面的命题等价：

8

(1) Gk+1(y) = Fk+1(y)    对一切正整数 y；

(3) wk+1 + Gk(δ) ≤ pwk. 

(2) Gk+1(pvk) = Fk+1(pvk)；



• 条件(2)是条件(1) 在 y = pvk 时的特殊
情况.  若条件(1)成立，显然有条件(2)
成立.  反之，若条件(2)不成立，则条
件(1)不成立，钱数 y = pvk 恰好提供
了一个贪心法不正确的反例. 

几点说明
• 根据条件(1)与(3)的等价性，可以对 k

= 3, 4, ... , n，依次利用条件(3)对贪心
法是否得到最优解做出判别. 

9

• 条件(3)验证 1 次需 O(k) 时间，k = 
O(n)，整个验证时间O(n2)



验证实例
kkk

kkk

pwGw
pvpvv

≤+

∈<≤−=

+

+
+

)(
Z,0,

1

1

δ
δδ

例 v1=1,v2=5,v3=14,v4=18, wi=1, 
i=1,2,3,4. 对一切 y 有

G1(y)=F1(y),   G2(y)=F2(y). 
验证 G3(y) = F3(y)

贪心法对于 n=3 的实例得到最优解
10

w3+G2(δ)=1+1=2
pw2=3×1=3 
w3+G2(δ)≤pw2

v3 = pv2－δ ⇒ p = 3, δ = 1.



验证实例
kkk

kkk

pwGw
pvpvv

≤+

∈<≤−=

+

+
+

)(
Z,0,

1

1

δ
δδ

例 v1=1,v2=5,v3=14,v4=18, wi=1, 
i=1,2,3,4.  对一切 y有

G1(y)=F1(y),G2(y)=F2(y),G3(y)=F3(y)
验证 G4(y) = F4(y)

n=4, y=pv3=28,
最优解: x3=2, 贪心法: x4=1,  x2=2 11

w4 + G3(δ) > pw3 

w4 +G3(δ)=1+2=3
pw3 =2×1=2

v4 = pv3 − δ ⇒ p=2, δ=10



小结

• 贪心策略不一定得到最优解，在这

种情况下可以有两种处理方法：

(1) 参数化分析：分析参数取什么值

可得到最优解

(2) 估计贪心法得到的解在最坏情况

下与最优解的误差

12

• 一个参数化分析的例子:找零钱问题



最优前缀码



二元前缀码
• 二元前缀码

用0-1字符串作为代码表示字符，要

求任何字符的代码都不能作为其它
字符代码的前缀

• 非前缀码的例子
a: 001, b: 00,  c: 010, d: 01

• 解码的歧义，例如字符串 0100001
解码1:   01, 00, 001 d, b, a
解码2:   010, 00, 01   c, b, d

2



前缀码：
{00000, 00001, 0001, 001, 01,100,101,11}

构造树：

0 -左子树

1-右子树

码对应一片树叶

最大位数为树深

前缀码的二叉树表示

00000 00001
0001

001

01

100 101

11

3



问题：给定字符集C={x1,x2,...,xn}和每个
字符的频率f(xi)，i=1,2,...,n. 求关于C的
一个最优前缀码(平均传输位数最小). 

平均传输位数

B=[(5+5)×5+10×4+(15+10+10)×3
+(25+20)×2]/100=2.85

)()(
1
∑
=

=
n

i
ii xdxfB

4



哈夫曼树算法伪码
算法 Huffman(C )  
输入：C ={x1, x2,…, xn}, f(xi), i=1,2,…,n.  
输出：Q / /队列

1. n←|C |
2. Q←C //频率递增队列Q
3. for  i←1  to  n−1 do
4.    z←Allocate-Node()  //生成结点 z
5.     z.left←Q中最小元 //最小作z左儿子
6.     z.right←Q中最小元 //最小作z右儿子
7.     f(z)←f(x)+f(y)  
8.     Insert(Q,z)                // 将 z 插入Q
9. return Q

5



输入 a:45; b:13; c:12; d:16; e:9; f:5

平均位数：
4×(0.05+0.09)+3×(0.16+0.12+0.13)+1×0.45=2.24

编码：
f--0000, 
e--0001, 
d--001, 
c--010,
b—011, 
a--1

5 9

实例

f e

14 d c b

2530

55

100

a

16 12 13

45

6



引理1: C是字符集，∀c∈C, f(c)为频率, x,y∈C,
f(x), f(y)频率最小, 那么存在最优二元前缀码

使得 x, y 码字等长且仅在最后一位不同.

最优前缀码性质:引理1

y
a b

xT

b
x y

a
T’

其中dT(i)为i 在T 中的层数(i到根的距离)

∑ ∑ ≥−=−
∈ ∈Ci Ci

TT idifidifTBTB 0)(][)(][)'()( '

7

f(x)≤f(a) 
f(y)≤f(b)



引理 设T是二元前缀码的二叉树,∀ x, y
∈T, x, y是树叶兄弟，z 是 x, y的父亲, 令

T' =T−{x, y} 
且令 z 的频率

f(z) = f(x)+f(y)
T'是对应二元前缀码

C' = (C−{ x, y })∪{ z }
的二叉树，那么

B(T)=B(T')+f(x)+f (y) 

引理2

8

T

x y

T'
z



引理2证明

)()()'(

))()(()()()()(

)()()()()()(

)()()(

'
,'

'

,,

yfxfTB

yfxfzdzfidif

ydyfxdxfidif

idifTB

T
ziTi

T

TT
yxiTi

T

Ti
T

++=

+++=

++=

=

∑

∑

∑

≠∈

≠∈

∈

证 ∀c∈C−{x,y},有
dT(c) = dT ’(c) ⇒ f(c)dT(c) = f(c)dT ’(c)   

9

dT(x) = dT(y) = dT ’(z) +1



小结
• 二元前缀码及其二叉树表示

• 给定频率下的平均传输位数计算公式

• 前缀码的性质

• 最优前缀码——平均传输位数最少

• 哈夫曼算法

10



哈夫曼算法
的证明及应用



两个引理
引理1:设C是字符集，∀c∈C,  f(c)为频
率，x, y∈C, f(x), f(y)频率最小，那么
存在最优二元前缀码使得 x, y 码字等
长，且仅在最后一位不同.

引理2 设 T 是二元前缀码所对应的二
叉树，∀ x, y∈T, x, y是树叶兄弟，z 是
x, y  的父亲，令T'= T − {x, y}, 且令 z 
的频率f(z)=f(x)+f(y)，T'是对应于二元
前缀码 C' =(C−{x, y})∪{z}的二叉树，
那么 B(T)=B(T' )+f(x)+f(y). 

2



算法正确性证明思路
定理 Huffman 算法对任意规模为n
（n≥2）的字符集C 都得到关于C 的最
优前缀码的二叉树. 

归纳基础 证明：对于n=2的字符集, 
Huffman算法得到最优前缀码. 

归纳步骤 证明：假设Huffman算法对
于规模为 k 的字符集都得到最优前缀
码，那么对于规模为k+1的字符集也得
到最优前缀码. 

3



归纳基础

n=2，字符集 C={x1, x2}，

对任何代码的字符至少都需要1位二

进制数字. Huffman算法得到的代码

是 0 和 1，是最优前缀码.

0 1
4



归纳步骤
假设Huffman算法对于规模为 k 的字
符集都得到最优前缀码. 考虑规模为
k+1的字符集

C = {x1, x2, ..., xk+1}, 
其中 x1, x2∈C是频率最小的两个字符. 

令 C'= (C－{ x1, x2})∪{z}，
f (z) = f (x1) + f (x2)

根据归纳假设，算法得到一棵关于字
符集 C',频率f(z)和f(xi) (i =3,4, ...,k+1)
的最优前缀码的二叉树T'. 5



把 x1, x2作为 z 的儿子附到 T'上，得到
树T，那么T是关于C=(C'－{z})∪{x1, x2} 
的最优前缀码的二叉树. 

归纳步骤(续)

6

z

T'

z z

T
x1 x2



归纳步骤(续)

如若不然, 存在更优树 T*, B(T*)<B(T),
且由引理1，其树叶兄弟是 x1和 x2.

7

去掉 T*中 x1和 x2，得到T*'. 根据引理2
B(T*')＝B(T*)－( f(x1)+f(x2))

< B(T)－( f(x1)+f(x2)) 
= B(T' )

与 T'是一棵关于 C'的最优前缀码的二
叉树矛盾.                       



应用:文件归并

问题：给定一组不同长度的排好序文

件构成的集合 S = { f1, … , fn}，其中 fi
表示第 i 个文件含有的项数. 使用二分

归并将这些文件归并成一个有序文件. 

归并过程对应于二叉树：

文件为树叶. fi 与 fj 归并的文件是它们

的父结点. 

8



两两顺序归并

实例：S = { 21,10,32,41,18,70 }

32

31

10

70

21 41

1873

88104

192

9



归并代价

(1)  (21+10−1)+(32+41−1)+(18+70−1)+
(31+73−1)+(104+88−1) = 483

(2)  (21+10+32+41)×3+(18+70)×2−5=483

32

31

10

70

21 41

1873

88104

192

10
)1()( −−∑

∈

nfid i
Si

代价计算公式



实例：Huffman树归并

代价: (10+18)×4+21×3+(70+41+32)×2−5=456

2128

18

70

10

324149

73119

192

11

输入：S={21,10,32,41,18,70}



小结

• 哈夫曼算法的正确性证明：

对规模归纳

• 哈夫曼算法的应用：

文件归并

11



最小生成树



最小生成树

无向连通带权图

G = (V, E, W)，
其中 w(e)∈W 是边 e 的权. 

G 的一棵生成树 T 是包含了G 的所

有顶点的树,  树中各边的权之和

W(T) 称为树的权，具有最小权的

生成树称为 G 的最小生成树. 
2



最小生成树的实例

G=(V,E,W),V={1,2,3,4,5,6},W 如图所示. 
E = {{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,5},

{3,4},{3,5},{3,6},{4,6},{5,6}} 

1

2 43

5 6

6
1

5

5

63

6

5

4 2

1

2 43

5 6

6
1

5

5

63

6

5

4 2

生成树 T
W(T) = 15

3

2



生成树的性质
命题1 设G是 n 阶连通图, 那么

(1)  T 是G 的生成树当且仅当T 无圈
且有 n－1条边.   

(2) 如果 T 是 G 的生成树，e∉T，那
么 T∪{ e }含有一个圈C (回路).

4
T e



生成树的性质（续）

(3) 去掉圈C的任意一条边，就得到G
的另外一棵生成树T'。

4
T'



生成树性质的应用
• 算法步骤：选择边.  

约束条件：不形成回路
截止条件：边数达到 n-1.  

• 改进生成树 T 的方法
在 T 中加一条非树边 e , 形成回路
C, 在 C 中去掉一条树边 ei，形成
一棵新的生成树 T'

W(T' )−W(T ) = W(e)−W(ei ) 
若 W(e) ≤ W(ei )，则 W(T' )≤W(T )

5



求最小生成树

问题：

给定连通带权图 G = (V, E, W)，
w(e)∈W是边 e 的权.  求 G 的一棵最小
生成树.

贪心法：

Prim 算法，
Kruskal 算法

生成树在网络中有着重要应用 7



小结

• 生成树与生成树的权

• 最小生成树

• 生成树的性质

8



Prim算法



设计思想
输入：图 G=(V,E,W), V={1,2,…,n}
输出：最小生成树 T

2

设计思想：

初始 S = {1}，
选择连接 S 与 V−S 集合的最短边 e = 
{ i, j }，其中 i∈S, j∈V−S. 将 e 加入树
T，j 加入 S.  
继续执行上述过程，直到 S=V 为止.   



伪码

算法 Prim ( G, E, W )
1．S ← { 1 }
2．while V − S ≠ ∅ do
3． 从V−S中选择 j 使得 j 到 S

中顶点的边权最小

4． S ← S ∪{ j }

3



实例

1
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5 6

6
1

5

5

6
3

6

5

4
2

4

1

2 43

5 6

6
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6
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正确性证明:归纳法
命题：对于任意 k < n, 存在一棵最小
生成树包含算法前 k 步选择的边.  

归纳基础： k = 1, 存在一棵最小生成
树 T 包含边 e = {1, i }, 其中{1, i }是所
有关联 1 的边中权最小的.   

归纳步骤：假设算法前 k 步选择的边
构成一棵最小生成树的边，则算法前
k+1 步选择的边也构成一棵最小生成
树的边. 5



归纳基础
证明：存在一棵最小生成树 T 包含关
联结点1的最小权的边e={1,i }. 

证 设 T 为一棵最小生成树，假设 T  
不包含{1, i }, 则T ∪{{1,i }} 含有一条回
路，回路中关联1的另一条边{1, j }. 用
{1, i }替换{1, j}得到树 T'， 则 T' 也是
生成树，且 W(T' ) ≤ W(T).

1
ji

T

1
ji

T' 6



算法第 k+1 步选择
顶点 ik+1, 则 ik+1 到S
中顶点边权最小,设
此边 ek+1={ik+1,il}. 
若ek+1∈T，算法
k+1步显然正确. 

S

V-S

il

ik+1

ek

归纳步骤
假设算法进行了k步，生成树的边为
e1, e2, … , ek,  这些边的端点构成集
合S.   由归纳假设存在 G 的一棵最
小生成树 T 包含这些边.     

ek+1权最小

7



假设 T 不含有 ek+1，则将 ek+1加到 T  
中形成一条回路.   这条回路有另外一

条连接 S 与 V−S中 顶点的边 e,  

归纳步骤（续）

eke

令 T*= (T−{e}) ∪{ek+1}
则 T*是 G 的一棵生成

树,包含e1,e2,…,ek+1 , 且
W(T*) ≤ W(T)

算法到 k+1步仍得到最
小生成树. 

S

V-S

il

ik+1

e

T*T 8

ek+1权最小



时间复杂度

算法步骤执行O(n)次

每次执行O(n)时间：

找连接 S与V-S 的最短边

算法时间：T(n) = O (n2)

9



小结

• Prim算法的设计

贪心策略：连接S与V-S的最短边

正确性证明：对步数归纳

伪码

• 时间复杂度：O(n2)

10



Kruskal算法



设计思想
输入：图G=(V,E,W ), V={1,2,…,n}
输出：G的最小生成树 T

设计思想：

(1) 按照长度从小到大对边排序. 
(2) 依次考察当前最短边 e ，如果 e与

T 的边不构成回路，则把 e 加入

树 T，否则跳过 e. 直到选择了n-1  
条边为止.   2



伪码
算法 Kruskal
输入：连通图G       // 顶点数n，边数m  
输出：G 的最小生成树

1. 权从小到大排序E的边, E={e1,e2,…,em}   
2. T ←∅
3．repeat 
4.        e ← E中的最短边

5． if  e 的两端点不在同一连通分支

6.        then  T ←T∪{e}
7.        E ← E－{e}
8.  until T 包含了n－1条边 3



实例
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正确性证明思路

命题：对于任意 n, 算法对 n 阶图找
到一棵最小生成树.  

证明思路：

归纳基础 证明：n = 2, 算法正确. 
G只有一条边，最小生成树就是 G.   

归纳步骤 证明：假设算法对于n 阶
图是正确的，其中n>1，则对于任何

n+1阶图算法也得到一棵最小生成树. 5



短接操作

任给 n+1个顶点的图 G,  G中最小权边

e = {i, j}，从G 中短接i 和 j,得到图 G’. 

e

G G’

短接 e

G’

6



对于任意 n+1阶图G短接
最短边e，得到 n 阶图 G’

归纳步骤证明

根据归纳假设算法得到G’
的最小生成树 T’

证明 T 是 G 的最小生成树

将被短接的边 e “拉伸”
回到原来长度，得到树 T

G’

G

e

T’

T

e

7



T是G的最小生成树
T=T ’∪{e}是关于G 的最小生成树.

否则存在G 的含边e 的最小生成树
T*,W(T*)<W(T). (如果 e ∉T*, 在T*
中加边e，形成回路. 去掉回路中任
意别的边所得生成树的权仍旧最小). 

在T*短接e得到G’ 的生成树T*−{e}, 
W(T*−{e}) = W(T*) − w(e) 

< W(T) − w(e ) = W(T’ )
与T’ 的最优性矛盾. 8



算法实现与时间复杂度

时间：O(m logm)+O(nlogn)+O(m)
= O(m logn)

建立FIND数组，FIND[ i ] 是结点 i 的
连通分支标记.
(1) 初始 FIND[ i ] = i.
(2) 连通分支合并，较小分支标记更新

为较大分支标记

每个结点至多更新 logn次，
建立和更新 FIND数组: O (n logn)

9



一组数据(照片,文件,生物标本)要把
它们按照相关性进行分类. 

应用：数据分组问题

用相似度函数或“距离”来描述个体
之间的差距. 

如果分成5类，使得每类内部的个体尽
可能相近，不同类之间的个体尽可能
地“远离”. 如何划分？

10
10



13
3

7
4 5

8
6

8

11

9

3

56

6
9

应用：数据分组问题

11



单链聚类
类似于Kruskal算法

(1) 按照边长从小到大对边排序

(3) 直到保留了k个连通分支为止.   

(2) 依次考察当前最短边 e ，如果 e
与 已经选中的边不构成回路，则

把 e 加入集合，否则跳过 e. 计数

图的连通分支个数.  

12



小结

• Kruskal算法的贪心策略：在不

构成回路条件下选当前最短边

• 正确性证明：对规模归纳

• 时间复杂度：O(mlogn) 

• 应用：单链聚类

13



单源最短路径



单源最短路问题
给定带权有向网络 G=(V,E,W)，每条
边 e=<i,j>的权 w(e)为非负实数，表示
从 i 到 j 的距离. 源点 s∈V.
求: 从 s 出发到达其它结点的最短路径.

源点：1
1→6→2：short [2] = 5
1→6→2→3：short [3] = 12
1→6→4：short [4] = 9
1→6→5：short [5] = 4
1→6：short [6] = 3

1

7

10

4

1

6

5 4

3

3 7
3

6

2
2

5

7

4

2



Dijkstra算法有关概念
x∈S ⇔ x∈V 且从 s 到 x 的最短路径已
经找到

dist [u]：从s到u相对S最短路径的长度
short [u]：从s到u的最短路径的长度
dist [u] ≥ short[u]

初始：S = { s } ，S = V 时算法结束

从s到u相对于S的最短路径：从s到u且
仅经过 S 中顶点的最短路径

3



算法设计思想
输入：有向图 G = (V, E, W ), 

V = { 1, 2, … , n }，s = 1 
输出：从s到每个顶点的最短路径

1.  初始 S={1} 

3. 选择V− S中 dist 值最小的 j，将 j
加入 S，修改V− S中顶点的dist 值. 

2. 对于i∈V− S，计算1到 i 的相对 S 
的最短路，长度 dist [i]

4.  继续上述过程，直到 S=V为止.   
4



伪码
算法 Dijkstra
1. S←{ s }
2. dist [s]←0
3. for  i∈V −{ s } do
4. dist[i]←w(s,i) //s到i没边, w(s,i)=∞
5. while  V− S≠∅ do
6. 从V− S取相对S的最短路径顶点 j
7. S←S∪{ j}
8. for  i∈V−S do
9. if  dist [j]+w(j,i)<dist [i]
10.         then dist [i]←dist [j]+w(j,i) 

更新
dist值

5



10

4

1

6

5 4

3
3 7

3

7

61

2
2

5

dist[1]=0
dist[2]=10 
dist[6]=3
dist[3]=∞
dist[4]=∞
dist[5]=∞

运行实例
输入：G=<V,E,W>，源点 1

V={1,2,3,4,5,6}
S={1}, 

6



dist [1] = 0 
dist [6] = 3
dist [2] = 5
dist [4] = 9
dist [5] = 4 
dist [3] = ∞

运行实例（续）

10

4

1

6

5 4

3
3 7

3

7

61

2
2

5

S={1,6} 

7



dist [1]=0
dist [6]=3
dist [5]=4   
dist [2]=5
dist [4]=9
dist [3]=∞

运行实例（续）

10

4

1

6

5 4

3
3 7

3

7

61

2
2

5

S={1,6,5} 

8



运行实例（续）

dist[1]=0
dist[6]=3
dist[5]=4   
dist[2]=5
dist[4]=9
dist[3]=12

10

4

1

6

5 4

3
3 7

3

7

61

2
2

5

S ={1,6,5,2} 

9



dist[1]=0
dist[6]=3
dist[5]=4   
dist[2]=5
dist[4]=9
dist[3]=12

运行实例（续）

10

4

1

6

5 4

3
3 7

3

7

61

2
2

5

S={1,6,5,2,4} 

10



S={1,6,5,2,4,3}
dist [1]=0
dist [6]=3
dist [5]=4    
dist [2]=5   
dist [4]=9
dist [3]=12     

运行实例（续）

10

4

1

6

5 4

3
3 7

3

7

61

2
2

5

short[1]=0, short[2]=5, short[3]=12,  
short[4]=9, short[5]=4, short[6]=3.     

11



小结

• 单源最短路径问题

• Dijkstra算法设计思想及伪码

• 运行实例

12



Dijkstra算法
的正确性



归纳证明思路

命题：当算法进行到第 k 步时，对于

S 中每个结点 i，
dist [i] = short [i] 

归纳基础
k = 1, S = {s}, dist [s] = short [s] = 0.

归纳步骤
证明：假设命题对 k 为真，则对 k+1
命题也为真.

2



归纳步骤证明
假设命题对k为真，考虑 k+1步算法
选择顶点v (边<u,v>).  需要证明

dist[v]=short[v]  

s u

x y

v

LS

若存在另一条 s-v 路径 L (绿色)，最
后一次出 S 的顶点为 x, 经过 V−S 的
第一个顶点 y，再由 y 经过一段在
V− S 中的路径到达 v .     

3



归纳步骤证明（续）

在 k+1步算法选择顶点 v，而不是 y ,
dist [v] ≤ dist [y]

时间复杂度 T(n)=O(n2)

s
u

x y

v

LS

令 y 到 v 的路径长度为 d(y,v)
dist [y]+d(y,v)≤ L

于是 dist [v]≤L，即 dist[v]= short [v] 4



时间复杂度

• 时间复杂度：O(nm)
算法进行n-1步
每步挑选1个具有最小dist函数值的
结点进入S，需要 O(m)时间

• 选用基于堆实现的优先队列的数
据结构，可以将算法时间复杂度
降到O(mlogn)

5



贪心法小结

• 贪心法适用于组合优化问题. 

• 求解过程是多步判断过程，最终

的判断序列对应于问题的最优解. 

• 判断依据某种“短视的”贪心选

择性质，性质的好坏决定了算法

的正确性.  贪心性质的选择往往

依赖于直觉或者经验.  
6



• 贪心法正确性证明方法：

(1) 直接计算优化函数，贪心法的
解恰好取得最优值

(2) 数学归纳法（对算法步数或者
问题规模归纳）

(3) 交换论证

贪心法小结（续）

• 证明贪心策略不对：举反例

7



• 对于某些不能保证对所有的实例
都得到最优解的贪心算法（近似
算法），可做参数化分析或者误
差分析.  

贪心法小结（续）

• 贪心法的优势：算法简单，时间
和空间复杂性低

8



• 几个著名的贪心算法

最小生成树的Prim算法

最小生成树的Kruskal算法

单源最短路的Dijkstra算法

贪心法小结（续）

9



几个回溯算法
的例子



4后问题：在 4 × 4 的方格棋盘上放置4
个皇后，使得没有两个皇后在同一行、
同一列、也不在同一条45度的斜线上.
问有多少种可能的布局？

推广到8后问题
解： 8维向量，有 92个. 
例如：<1,5,8,6,3,7,2,4>是解.  

4后问题

解是 4 维向量 < x1, x2, x3, x4 >
解: <2,4,1,3>，<3,1,4,2>

2



<1> <4>

<2,4>
<2,4,1>

<2,4,1,3>

搜索空间：4叉树

每个结点有4个儿子，分别代表选择
1,2,3,4列位置

3按深度优先次序遍历树，找到所有解

第 i 层选择解向量中第 i 个分量的值

最深层的树叶是解



0-1背包问题
问题：

有n种物品，每种物品只有 1个. 第i 种
物品价值为 vi , 重量为 wi , i =1,2,…, n.  
问如何选择放入背包的物品，使得总

重量不超过 B, 而价值达到最大？

实例：

V={12,11,9,8},  W={8,6,4,3},  B=13   
最优解：

<0,1,1,1>，价值: 28，重量: 13
5



算法设计

解：n维0-1向量<x1, x2, ..., xn>，
xi =1⇔物品 i 选入背包

可行解:满足约束条件 的解

最优解:可行解中价值达到最大的解

Bxwn

i ii ≤∑ =1

结点：<x1, x2,..., xk>（部分向量）

6

搜索空间：0-1取值的二叉树,  称为
子集树，有2n片树叶.



实例

输入：

V={12,11,9,8},  W={8,6,4,3},  B=13  

2个可行解：
<0,1,1,1>,  选入物品2,3,4，价值为28，
重量为13    
<1,0,1,0>，选入物品1,3，价值为21，
重量为12  

最优解： <0,1,1,1> 
7



搜索空间：子集树，2n片树叶

<1> <0>

<1,0,1,0>
可行解

<0,1,1,1>
最优解

搜索空间

8

实例:V={12,11,9,8}, W={8,6,4,3}, B=13  



货郎问题

问题：有n个城市，已知任两个城市
之间的距离，求一条每个城市恰好经
过一次的回路，使得总长度最小. 

建模：城市集C={c1,c2,...,cn}, 距离

d(ci,cj)=d(cj,ci)∈Z+, 1≤i<j≤n

求：1,2, ..., n的排列 k1, k2, ..., kn使得

)},(),({min
11

1

1 kk
n

i kk ccdccd
nii

+∑ −

= +

9



C ={1,2,3,4}
d(1,2)=5, d(1,3)=9, 
d(1,4)=4, d(2,3)=13,
d(2,4)=2, d(3,4)=7

实例

5

24

7
9

1 2

3

4
13

解：< 1, 2, 4, 3 > ,  
长度 = 5 + 2 + 7 + 9 = 23

10



排列树, 有(n-1)!片树叶

搜索空间

<1>
<1,2> <1,4>

<1,2,4,3>
11



小结
• 回朔算法的例子：n后问题，0-1背
包问题，货郎问题

• 解：向量

• 搜索方法：深度优先, 宽度优先, ...
跳越式遍历搜索树，找到解

• 搜索空间：树，可能是n叉树、子
集树、排列树等等，树的结点对应
于部分向量，可行解在叶结点

12



回溯算法的设计
思想和适用条件



问题分析

问
题

解
性质

解描述
向量

搜索
空间

搜索
方式

约束
条件

n
后

可行
解

<x1, x2,…,xn>
xi：第 i 行列号

n叉
树

深度,宽
度优先

彼此不
攻击

0-1
背
包

最优
解

<x1, x2,…,xn>
xi = 0,1,
xi =1⇔选 i

子集
树

深度,宽
度优先

不超背包
重量

货
郎

最优
解

< i1=1, i2,…,in>
1,2,…,n的排列

排列
树

深度,宽
度优先

选没有经
过的城市

特
点

搜索
解

向量，不断扩
张部分向量

树 跳跃式
遍历

约束条件
回溯判定

2



深度与宽度优先搜索

2

1

3 4

5
6 7

8 9

深度优先访问顺序：
1→2→3→5→8→9
→6→7→4   

宽度优先访问顺序：
1→2→3→4→5→6 
→7→8→9   

3



回溯算法基本思想

(1) 适用：求解搜索问题和优化问题.

(4) 搜索策略：深度优先，宽度优先，
函数优先，宽深结合等.

(2) 搜索空间：树，结点对应部分解
向量，可行解在树叶上.

(3) 搜索过程：采用系统的方法隐含
遍历搜索树.

4



回溯算法基本思想(续)
(5) 结点分支判定条件：

满足约束条件---分支扩张解向量

不满足约束条件，回溯到该结点的

父结点.
(6) 结点状态：动态生成

白结点(尚未访问)
灰结点(正在访问该结点为根的子树)
黑结点(该结点为根的子树遍历完成)

(7) 存储：当前路径
5



结点状态

深度优先

访问次序：

1→2→3→5→8
2

1

3 4

5
6 7

8 9

已完成访问：2, 8
已访问但未结束：1, 3, 5
尚未访问：9, 6, 7, 4

6



回溯算法的适用条件
在结点<x1,x2,...,xk>处

P(x1, x2, …, xk) 为真
⇔向量<x1, x2, …, xk > 满足某个性质

(n后中 k个皇后放在彼此不攻击的位置）

¬P(x1,x2,…,xk)→¬P(x1,x2,…,xk+1) 0<k<n
k 维向量不满足约束条件，扩张向量到
k+1维仍旧不满足，可以回溯. 

多米诺性质：
P(x1,x2,…,xk+1)→P(x1,x2,…,xk)  0<k<n

7



一个反例
例 求不等式的整数解

5x1+4x2−x3≤10,  1≤ xk≤3,  k=1,2,3  
P(x1, …, xk) : 将 x1, x2, … , xk 代入原不
等式的相应部分，部分和小于等于10
不满足多米诺性质：

5x1 + 4x2 − x3 ≤ 10 ⇏ 5x1 + 4x2 ≤ 10

变换使得问题满足多米诺性质：
令 x3 = 3 −x3', 

5x1+ 4x2 + x3'≤ 13
1 ≤ x1,  x2 ≤ 3,  0 ≤ x3'≤ 2      8



小结

• 回溯算法的适用条件：

多米诺性质

• 回溯算法的设计步骤

(1) 定义解向量和每个分量的取值范围
解向量 为 < x1, x2, …,xn>
确定 xi 的取值集合为 Xi , i =1,2,…, n. 

9



小结（续）

(6) 确定搜索策略: 深度优先,宽度优先等

(2) 在<x1,x2,…,xk-1>确定如何计算 xk取值
集合Sk,  Sk ⊆ Xk

(3) 确定结点儿子的排列规则

(4) 判断是否满足多米诺性质

(5) 确定每个结点分支的约束条件

(7) 确定存储搜索路径的数据结构

10



回溯算法的
实现及实例



回溯算法递归实现

算法 ReBacktrack (n)
输入：n
输出：所有的解
1.  for  k←1 to n 计算 Xk且Sk←Xk
2. ReBack (1)  2

算法 ReBack (k) 
1. if  k>n then <x1,x2,…,xn>是解
2. else  while  Sk ≠ ∅ do 
3.        xk ← Sk 中最小值
4.         Sk ← Sk – { xk } 
5.        计算 Sk+1
6.        ReBack (k+1)



迭代实现
迭代算法 Backtrack
输入：n
输出：所有的解
1.  对于 i =1, 2, … , n 确定Xi
2.  k ← 1     
3.  计算 Sk
4.  while  Sk ≠ ∅ do
5.        xk←Sk中最小值;  Sk←Sk –{xk}
6.        if  k < n then 
7.             k ← k+1;   计算 Sk
8.       else  < x1, x2, … , xn>是解
9.  if  k >1  then  k ← k-1； goto 4

确定初
始取值

满足约束
分支搜索

回溯

3



装载问题
问题：有n个集装箱，需要装上两艘载

重分别为c1和c2的轮船.  wi为第 i 个集

装箱的重量，且 w1+w2+...+wn≤ c1+ c2

问：是否存在一种合理的装载方案把

这 n 个集装箱装上船？如果有，请给

出一种方案.  

实例：
W = < 90,80,40,30,20,12,10 > 
c1=152,  c2=130 

解: 1,3,6,7装第一艘船，其余第2艘船 4



求解思路

输入: W=<w1,w2, ..., wn>为集装箱重量

c1和c2为船的最大载重量

算法思想：令第一艘船的装入量为W1, 

5

2. 若满足

w1+w2+...+wn−W1≤ c2
则回答“Yes”,否则回答“No”

1. 用回溯算法求使得c1−W1达到最小

的装载方案.



算法 Loading (W, c1), 
1.  Sort(W); 
2.  B←c1; best←c1; i←1;  
3.  while i≤n do  
4.      if  装入 i后重量不超过 c1
5.     then  B←B−wi ;  x[i]←1;  i←i+1;  
6. else  x[i]←0;  i←i+1;  
7. if B<best then 记录解；best←B; 
8. Backtrack(i)；
9. if  i=1 then return 最优解
10. else goto 3 . 

伪码

6

B为当前空隙
best 最小空隙

回溯



子过程 Backtrack
算法 Backtrack(i)
1.  while i >1 and x[ i ] = 0 do
2.       i←i−1;
3. if  x[i]=1 
4. then  x[i]←0; 
5. B←B+wi ; 
6. i←i+1.   

7

沿右分支一
直回溯发现
左分支边，
或到根为止



实例
W = < 90,80,40,30,20,12,10 > 
c1=152,  c2=130 

时间复杂性：

W(n)=O(2n)

解：
可以装，方案如下: 
1,3,6,7 装第一艘船
2,4,5 装第二艘船

0

0

0

0

10

12

90

0

20

40
30

80

0

8



小结

• 回溯算法的实现：

递归实现、迭代实现

• 装载问题
问题描述
算法伪码
最坏情况下时间复杂度O(2n)

9



图的着色



着色问题

输入：

无向连通图 G和 m 种颜色的集合

用这些颜色给图的顶点着色，每个
顶点一种颜色.  要求是：G 的每条
边的两个顶点着不同颜色.  

三着色实例

输出：所有可能的着色方案.  
如果不存在着色方案，回答“No”.

2



实例
1

2

34
5

6 7

n=7,  m=3
3

1
2

34
5

6 7



解向量

设 G=(V,E)，V={1,2, ... , n}
颜色编号：1, 2, … , m 

结点的部分向量 <x1, x2 , … , xk>
x1, x2, …, xk , 1 ≤ k ≤ n，

表示只给顶点1,2,...,k着色的部分方案

解向量：<x1, x2, ..., xn>，

x1, x2, …, xn∈{1,2, .., m }

4



算法设计
搜索树：m叉树

搜索策略：深度优先

约束条件：在结点<x1, x2, ... , xk>处，
顶点 k+1 的邻接表中结点已用过的颜
色不能再用
如果邻接表中结点已用过m种颜色，
则结点 k+1没法着色，从该结点回溯
到其父结点.  满足多米诺性质

时间复杂度：O(n mn)
5



运行实例
1

1
2

1
32

1 32
1

32

1 32 3

1

6

1 2

11

1

1
2

34
5

6
7

22



搜索树
1 2

32
1

3

1

2

3

1

2
1

3

2

第一个解向量：< 1, 2, 1, 3, 1, 2, 3 > 7

1
2

345

6 7



时间复杂度与
改进途径

在取定<1,2>后，不可扩张成<1,2,3>, 因为
7和1,2,3都相邻. 7没法着色. 可以从打叉
的结点回溯，而不必搜索其子树.

时间复杂度：O(nmn)

根据对称性，只需搜索 1/3 的解空间.  当
1和2确定,  即<1,2> 以后，只有 1 个解，
在 <1,3> 为根的子树中也只有 1 个解.  由
于3个子树的对称性，总共6个解.

8



着色问题的应用
会场分配问题：

有 n项活动需要安排, 对于活动 i, j,
如果 i, j 时间冲突，就说 i 与 j 不相
容.  如何分配这些活动,使得每个会
场的活动相容且占用会场数最少?

建模：

活动作为图的顶点，如果i, j不相容,
则在 i 与 j之间加一条边，会场标号
作为颜色标号. 求图的一种着色方案, 
使得使用的颜色数最少.  10



小结

• 着色问题的描述

• 着色问题的算法设计

• 时间复杂度及改进途径

• 着色问题的应用

11



搜索树结点数
的估计



搜索树结点数估计
Monte Carlo方法
1.  从根开始，随机选择一条路经，直
到不能分支为止, 即从 x1, x2 , …,  依次
对 xi 赋值，每个 xi 的值是从当时的 Si
中随机选取，直到向量不能扩张为止.

3.  重复步骤 1 和 2，将结点数进行概
率平均.

2.  假定搜索树的其他 | Si | −1 个分支与
以上随机选出的路径一样，计数搜索
树的点数. 

2



伪码

Monte Carlo   
输入：n 为皇后数，t 为抽样次数
输出：sum, 即t 次抽样路长平均值
1．sum←0
2．for i ←1 to t do // 取样次数 t
3.       m←Estimate(n) // m为结点数
4.       sum ← sum + m
5.  sum ← sum / t 

3

一次抽
样结果



一次抽样
m为本次取样得到的树结点总数

k 为层数

r2 为上层结点数

r1为本层结点数

r1 = r2⋅分支数

n 为树的层数

从树根向下计算,随机选择,直到树叶. 

r2 =2  
r1= r2⋅ 3 = 6

4



子过程的伪码
算法Estimate(n)  
1.  m←1;  r2←1;  k←1 // m 为结点总数

2.  while k≤n do
3.     if  Sk=∅ then  return  m
4.    r1←|Sk|*r2      // r1为扩张后结点总数

5.     m←m+r1      //  r2为扩张前结点总数

6.     xk←随机选择 Sk的元素

7.     r2←r1

8.     k←k+1 
5

不能
分支

随机选
择一步



4后搜索树遍历的结点

结点数=17 6



随机选择路径1

Case1:   <1,4,2>,          结点数 21

7



随机选择路径2

Case1:   <2,4,1,3>,     结点数 17
8



随机选择路径3

Case3:   <1,3>,               结点数 13

9



估计结果

假设 4 次抽样测试：

case1:  1次，

case2:  1次，

case3:  2次，

平均结点数 =(21×1+17×1+13×2)/4=16 
搜索空间访问的结点数为 17

10



小结
• Monte Carlo 方法

目的： 估计搜索树真正访问结点数

步骤：
随机抽样，选择一条路径
用这条路径代替其他路径
逐层累加树的结点数

多次选择，取结点数的平均值

11



分支限界
及其应用



• 组合优化问题的相关概念
目标函数（极大化或极小化）
约束条件（解满足的条件）

组合优化问题

• 背包问题
max   x1 + 3x2 + 5x3 + 9x4

2x1 + 3x2 + 4x3 + 7x4 ≤ 10
xi∈N,  i = 1,2,3,4

2

可行解: 搜索空间满足约束条件的解
最优解: 使得目标函数达到极大 (或极

小)的可行解



代价函数

• 计算位置：搜索树的结点

• 值：极大化问题是以该点为根的子树所有
可行解的值的上界 ( 极小化问题为下界）

• 性质：对极大化问题父结点代价不小于子
结点的代价 (极小化问题相反)

3

F 代价函数

可行解 X

F ≥ v(X)
极大化



界
• 含义：当前得到可行解的目标函数

的最大值(极小化问题相反）

• 初值：极大化问题初值为 0 (极小
化问题为最大值)

• 更新：得到更好的可行解时

4

F 代价函数

界 B=v(X)



分支限界
停止分支回溯父结点的依据：

1. 不满足约束条件

2. 对于极大化问题，代价函数值小于
当前界（对于极小化问题是大于界）

界的更新

对极大化问题，如果一个新的可行
解的优化函数值大于 (极小化问题为
小于) 当前的界，则把界更新为该可
行解的值 5



实例
背包问题：

4 种物品，重量 wi 与价值 vi 分别为

v1=1, v2=3, v3=5, v4=9
w1=2, w2=3, w3=4, w4=7 

背包重量限制为10

4,3,2,1,N
107432

953max

4321

4321

=∈

≤+++
+++

ix
xxxx

xxxx

i
6



• 对结点< x1, x2, …, xk > ，估计以该

结点为根的子树中可行解的上界. 

代价函数的设定

• 按 vi /wi 从大到小排序，i = 1,2, ... , n

7

• 代价函数 = 已装入价值+ ∆
∆：还可继续装入最大价值的上界

∆ = 背包剩余重量 × vk+1/wk+1 (可装)
∆ = 0  (不可装)



4,3,2,1,N
107432

953max

4321

4321

=∈

≤+++
+++

ix
xxxx

xxxx

i

对变元重新排序使得
1

1

+

+≥
i

i

i

i

w
v

w
v

实例：背包问题

4,3,2,1,N
102347

359max

4321

4321

=∈

≤+++

+++

ix
xxxx

xxxx

i

排序后

8



结点<x1, x2, …, xk> 的代价函数

否则

)(

1

1

1111

∑
∑

∑∑

=

=

++==

≥−>

⋅−+

k

i ii

j
k

i ii

kk
k

i ii
k

i ii

xv

wxwbk j   

/wvxwbxv

有若对某个

分支策略----深度优先

代价函数与分支策略

9



8
3/3210 ⋅+

x2=2

7
3/339 ⋅+

0

4,3,2,1,N,102347
359max

4321

4321

=∈≤+++

+++

ixxxxx
xxxx

i

0
7/910 ⋅

7
4/539 ⋅+

x1=1

15

x2=2

11

1

16

x2=3

13

2
7

2/139 ⋅+

0

10
12

0

0
4/510 ⋅

x1=0

4
3/365 ⋅+

1

0
3/310 ⋅

0

w
v

实例

10

1

10
012+

12

1



小结

• 分支限界适用于组合优化问题

• 对结点<x1, ..., xk>定义代价函数

当前结点为根子树的可行解的上界

或下界

极大化问题与极小化问题的区别

• 定义界的初值

得到新的更好的可行解就更新界
11



最大团问题



最大团问题

2

3

5

1

4

实例
最大团：{ 1, 3, 4, 5 }, 

问题: 无向图G=<V,E>, 求G的最大团.  

G的子图：G'= <V ',E'>, 其中V '⊆V, E'⊆E, 
G的补图： =<V, E'>, E'是E关于完全图

边集的补集
G

G中的团：G 的完全子图

G的最大团：顶点数最多的团

2



独立集与团

G 的点独立集：G 的顶点子集 A，且
∀u, v∈A, {u,v}∉ E.

最大点独立集：顶点最多的点独立集

1 2

3

45

6G 的最大团：

U = { 1, 3, 6 }
补图 的最大点独立集G

命题：U 是 G 的最大团当且仅当 U 是
的最大点独立集.  G

3



应用

编码, 故障诊断, 计算机视觉, 聚类分析,
经济学, 移动通信,VLSI电路设计,...

例子: 噪音使信道传输字符发生混淆

混淆图 G=<V,E>，V为有穷字符集，

{u,v}∈E ⇔ u和v易混淆

i

j

nt
4



编码设计

ac

ad

ae

bc

bd

be

G与H 的正规积

a b
G

c

d

e
H

xy与uv混淆⇔ x与u混淆且y与v混淆

∨ x=u且y与v混淆∨ x与u混淆且y=v

为减少噪音干扰，设计代码应该找
混淆图中的最大点独立集

5



最大团问题
问题：给定无向图 G = < V, E >, 其中
顶点集 V = { 1, 2, … , n }，边集为 E .  
求 G 中的最大团.

解： < x1, x2, … , xn >为 0-1向量，

xk=1当且仅当顶点 k属于最大团. 

蛮力算法：对每个顶点子集，检查是
否构成团，即其中每对顶点之间是否
都有边.  有 2n 个子集，至少需要指数
时间.  6



分支限界算法设计

搜索树为子集树.
结点 < x1, x2, … , xk > 的含义：

已检索顶点 1, 2, … , k, 其中 xi =1表示

顶点 i 在当前的团内,  i = 1, 2, … , k

约束条件：该顶点与当前团内每个顶

点都有边相连

界：当前已检索到的极大团的顶点数

7



代价函数

代价函数：目前的团可能扩张为极大

团的顶点数上界

F = Cn+ n − k
其中 Cn 为目前团的顶点数（初始为0）

k 为结点层数

最坏情况下时间：O( n2n )

8



实例

顶点编号顺序为 1, 2, 3, 4, 5,
对应 x1, x2, x3, x4, x5, 

xi = 1 当且仅当 i 在团内

分支规定左子树为 1，右子树为 0. 
B 为界，F 为代价函数值.

2

3

5

1

4

9



搜索树
a: 极大团 {1,2,4},
顶点数为 3, 界 B=3； e

F=4

a
B=3

b
F=3

c
B=4

d
F=3

输出最大团 {1,3,4,5},  顶点数为 4.    

2

3

5

1

4

b:代价函数值 F=3,  回溯；

c: 极大团 {1,3,4,5}, 
顶点数为 4,
修改界 B=4；

d: F=3,不必搜索; 
e: F=4, 不必搜索.

10



小结
• 最大团问题的定义

与点独立集的关系

• 分支限界算法的设计

树的结构：子集树

分支约束条件

代价函数与界的设定

• 最坏情况的时间复杂度：O(n2n)

11



货郎问题



• 解：1,2,…,n 的排列 k1,k2,…,kn使得：

货郎问题的定义

• 输入

有穷个城市的集合 C={c1,c2, …, cn}, 
距离 d(ci,cj)=d(cj,ci)∈Z+, 1≤ i < j ≤ n

∑
−

=

+
+

1

1
)},(),(min{

11

n

i
kkkk ccdccd

nii

2



算法设计

解向量为 <1, i1,i2,…,in-1 >, 其中

i1,i2,…,in-1为 {2,3,…,n} 的排列.   

搜索空间为排列树，结点<i1,i2,…,ik> 
表示得到 k 步路线 .  

约束条件：令 B = { i1, i2, … , ik }, 则
ik+1∈{ 2, … , n }−B

即每个结点只能访问一次 . 
3



代价函数与界

界：当前得到的最短巡回路线长度

代价函数：设顶点 ci 出发的最短边
长度为 li，dj 为选定巡回路线中第 j 
段的长度

∑∑
∉=

++=
Bi

ii

k

j
j

j

jk
lldL

1

已走过
路径长

剩余长
度下界 4



代价函数

5

24

7
9

1 2

3

4
13

∑∑
∉=

++=
Bi

ii

k

j
j

j

jk
lldL

1

部分路线<1,3,2>
L=9+13+2+2=26

9+13为走过的路径长度

后两项分别为从结点2及4出发的最短
边长

5



搜索树

2 2

B=29 B=23

F=26

2

4

4

3

3
4

2 4 23

1

3

3

6

5
24

7
9

1 2

3
4
13



实例运行
深度优先遍历搜索树
• 第一个界: <1,2,3,4>，长度为 29
• 第二个界: <1,2,4,3>，长度为 23
• 结点 <1,3,2>: 代价函数值 26>23，

不再搜索, 返回<1,3>,右子树向下
• 结点<1,3,4>，代价函数值

9+7+2+2=20,  继续，得到可行解
<1,3,4,2>，长度 23. 

• 回溯到结点<1>，沿<1,4>向下...

最优解<1,2,4,3>或<1,3,4,2>，长度23 7



算法分析

• 搜索树的树叶个数：O((n−1)!)，
每片树叶对应 1 条路径，每条路
径有 n 个结点. 

• 每个结点代价函数计算时间O(1)，
每条路径的计算时间为 O(n)  

• 最坏情况下算法的时间 O(n!)   

8



小结

• 货郎问题的分支限界算法：

约束条件：只能选没有走过的结点

代价函数：走过长度+后续长度的

下界

• 时间复杂度:  O(n!)

9



园排列问题



圆排列问题
给定n个圆的半径序列, 各圆与底线相
切排列, 假定每个圆占大于1的长度,
求具有最小长度 ln 的圆的排列顺序. 

三个圆,半径给定

两种排列具有不
同排列长度，第
一种方式具有更
小的排列长度

2



算法设计：分支限界
解: <i1,i2,…,in> 为 1,2,…,n 的排列

搜索空间为排列树

下一个园选择 ik+1

约束条件：ik+1∈{ 1, 2, … , n }−B

界：当前得到的最小园排列长度

部分解向量 <i1,i2,…,ik>：表示前 k 
个圆已排好. 令

B={i1,i2, …,ik}

3



符号说明
k ：算法已经选择了第1— k 个圆

rk ：第 k 个圆的半径

dk ：第 k−1个圆到第 k个圆的圆心水平
距离，k>1

xk ：第 k 个圆的圆心坐标，规定 x1=0,  
lk ： 第 1— k 个圆的排列长度

Lk：放好 1—k 个圆以后，对应结
点的代价函数值 Lk ≤ ln

4



圆排列长度估计

lk

xk=xk-1+dk 

部分排列长度 lk=xk+rk+r1

排列长度 ln=xk+dk+1+dk+2+…+dn+rn+r1

xk
rkr1 xk-1 dk

rk

rk+1

dn rn

rk-1
rk

… …0

lk

r1

5



有关量的计算

rk

rk+1rk-rk-1

0 dk

kk

kkkkk

rr

rrrrd

1

2
1

2
1

2

)()(

−

−−

=

−−+=

6



代价函数

1

11211

 )(2
2...22

rrrknx
rrrrrrrrxl

k

nnnkkkkkn

++−+≥

++++++= −+++

kkk rrd 12 −= 排列
长度

下界

Bni

rrr
rrknxL

j

ki

kk

j

−∈

=

++−+=

},...,2,1{

), min(
 )122( 1

5



时间复杂度

• 搜索树树叶数为 O(n!)
• 每条路径代价函数的计算为 O(n)
• 最坏情况下算法时间复杂度为

O(n n!) = O((n+1)!)

8



实例
输入： R={1,1,2,2,3,5} 
排列 <1,2,3,4,5,6> 
半径排列:  1,1,2,2,3,5

k rk dk xk lk Lk

1 1 0 0 2 12
2 1 2 2 4 12
3 2 2.8 4.8 7.8 19.8
4 2 4 8.8 11.8 19.8
5 3 4.9 13.7 17.7 23.7
6 5 7.7 21.4 27.4 27.4

9

d3d2r1

0 2 4.8

L3=7.8+12=19.8



实例计算

半径排列:  1,1,2,2,3,5，可行解l6 =27.4
最优解：<1,3,5,6,4,2>, 最短长度26.5    

d6d5d4d3d2r1

0 2 4.8 8.8 13.7 21.4 26.4

10



小结

• 园排列问题的定义

• 如何设计代价函数？

已有的排列长度+后续的圆排列

长度的下界

• 时间复杂度估计：O((n+1)!)

11



连续邮资问题



连续邮资问题

问题：给定 n 种不同面值的邮票,每
个信封至多贴 m 张，试给出邮票的
最佳设计，使得从 1 开始，增量为 1 
的连续邮资区间达到最大？

实例：n = 5，m = 4.  
设计1：面值 X1 = <1,3,11,15,32>，

邮资连续区间 {1,2, … ,70}
设计2：面值 X2 = <1,6,10,20,30>，

邮资连续区间 {1,2,3,4} 2



算法设计

可行解 ：< x1,  x2, … , xn >，x1 = 1，
x1< x2< …< xn

约束条件：在结点 < x1, x2,…, xi > 处，
邮资最大连续区间为{1, … , ri }，xi+1
的取值范围是

{ xi +1, … , ri +1 }
若xi+1>ri+1, ri+1的邮资将没法支付.  

搜索策略：深度优先

3



ri 的计算

yi (j)：用至多 m 张面值 xi 的邮票加上

x1, x2, … , xi-1 面值的邮票贴 j 邮资时的

最少邮票数，则

})1(,)(|min{
)(

)}({min)(

1

11

mjymjyjr
jjy

xtjytjy

iii

iimti

>+≤=
=

−+= −≤≤

界：max，m张邮票连续付的最大邮资
4



部分搜索树 n=4,m=3

解：X=<1,4,6,7>，最大连续区间 {1,…,21} 

6

6

710

747 8

…

5

x4=4

x=1
r1=3

x2=2
r2=6

4
7
3

x3=3
r3=9

6

. . . . . . . . .  

r4=1213 15 14 15 1617 18 21
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回溯算法小结
(1) 适于求解组合搜索问题及优化问题

(3) 解的表示：解向量，求解是不断扩
充解向量的过程

(2) 求解条件：满足多米诺性质

(5) 分支策略：深度优先、宽度优先、
宽深结合、函数优先

(4) 回溯条件：

搜索问题——约束条件

优化问题——约束条件 + 代价函数

6



小结（续）

(7) 算法时间复杂度：

W(n) = ( p(n) f(n) ) 
其中 p(n) 为每个结点的工作量

f(n)为结点个数

最坏情况下时间通常为指数级

平均情况下比蛮力算法好

空间代价小

(6) 结点状态：白结点,黑结点,灰结点

7



小结（续）
(8) 降低时间复杂性的主要途径：

• 根据树的分支设计优先策略

结点少分支优先，解多分支优先

8

• 利用搜索树的对称性裁减子树

• 分解为子问题，若求解时间f(n)=c2n, 
组合时间O(2n/k)，分解为k个n/k规模
子问题，则该算法时间为

T(n)=kc2n/k+O(2n/k)=O(2n/k)=o(2n)



算法设计与分析
课程总结
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算法的基本概念：
算法的伪码表示
算法的两种时间复杂度
复杂度函数阶的表示

分
治

策
略

算法课程的知识框架

动
态
规
划

算法的数学基础：
序列求和、递推方程求解

贪
心
法

回溯

与分
支限
界

使用条件
主要步骤
分析方法
改进途径
典型例子

2



• 阶的符号：O, Ω,Θ, o,ω

函数的阶

• 注意

阶反映的是大的n（n>n0）的情况
可以忽略前面的有限项

• 阶的高低

至少指数级：2n, 3n, n!, …
多项式级：n, n2, nlogn, n1/2,…
logn的多项式级：logn, log2n,…
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• 基本求和公式

等比数列

等差数列

调和数级数

序列求和

• 估计和式的阶

放大，然后估计上界

用积分估计上下界

4



• 主要的求解方法

迭代 + 进行序列求和

递归树 + 求和

主定理：注意条件验证

递推方程求解

)()()( nd
b
nafnf +=

• 一些常见的递推方程的解
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• 设计技术
分治策略
动态规划
贪心法
回溯和分支限界

算法设计技术

• 关注问题
使用条件
主要设计步骤
时间复杂度分析方法
改进途径
典型例子 6



• 适用条件：归约为独立求解子问题

分治策略

• 设计步骤：归约方法, 初始子问题的
计算, 子问题解的综合方法.  注意子
问题划分均衡，类型相同

• 典型问题:  二分检索,归并排序,芯片
测试,幂乘,矩阵乘法,最临近点对,多
项式求值

• 递归算法分析：求解递推方程

• 改进途径：减少子问题数, 预处理

7



动态规划
• 适用条件：优化问题, 多步判断求

解, 满足优化原则,子问题重叠

• 设计步骤：确定子问题边界, 列关于

目标函数的递推方程及初值；自底
向上,备忘录存储；标记函数及解的
追踪方法

• 典型问题:  矩阵链相乘,投资,背包,最
长公共子序列,图像压缩,最大子段和,
最优二分检索树,生物信息学应用

• 复杂度分析：备忘录, 递推方程
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贪心法
• 适用条件：组合优化问题, 多步判

断求解, 有贪心选择性质

• 设计步骤：局部优化策略的确定及
算法正确性证明 (直接证明, 数学归
纳法,交换论证)

• 典型问题:  活动选择,装载问题, 最小
延迟调度, 最优前缀码,最小生成树,
单源最短路

• 复杂度分析
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回溯和分支限界
• 适用条件：搜索或优化问题, 多步

判断求解, 满足多米诺性质

• 设计步骤：确定解向量, 搜索树结构,
搜索顺序,结点分支搜索的约束条件
与代价函数, 路径存储

• 典型问题: n后问题, 背包问题,货郎
问题,装载问题, 最大团问题, 圆排列
问题, 连续邮资问题

• 搜索树结点数估计

• 复杂度分析
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算法设计
• 设计思想：尽量选复杂度低的算法

• 算法实现依赖于数据结构，选择合
适的数据结构

• 实际问题中的综合考虑：时空权衡, 
实现成本的权衡, ...
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