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第一章 集合及其运算 

§1 集合的基本概念 

一般地，把一些确定的，可以区分的事物放在一起组成一个整体称为集合，简称集。 

集合的特点：1.任意性(不能说所有集合的集合)；2.不能重复；3.无序性；4.确定性。 

三个原始概念：集合、元素、属于。 

空集和全集：不含任何元素的集合称为空集，记为¢。符号化表示为：¢={x|x≠x} 

在给定的问题中，所考虑的所有事物的集合称为全集，记为 S。符号化表示为：S={x|x=x} 

单元集：仅含有一个元素的集合称为单元集。 

注意：｛x｝与 x的区别。  x——元素，｛x｝——集合。 

§2 子集、集合的相等 

子集：设 A,B是两个集合，若集合 A中的每个元素都是 B的元素，则称 A是 B的子集合简

称子集，这时也说 A包含在 B里。A是 B的子集记为 AB(或 B包含着 A)。  

ABxA，xB。等价地有：AB不在 B中的元素必不在 A中。 

集合不包含:若 A不是 B的子集，则记为 A⊈B (A不包含在 B里)     A⊈BxA，xB。 

真包含：设 A,B为两个集合，若 AB且x∈B使得 x∉A，则称 A是 B的真子集，记为

A⊂B。        ABAB且xB使 xA。集合真包含等价形式：AB  AB且 AB。 

注意：“∈”与“”的区别 

集合相等：设 A,B是两个集合，若 AB且 BA，则称 A与 B相等。并记为 A＝B。即 

A=BAB且 BA。（证明题） 

集合不相等：若集合 A和集合 B不相等，则记为 A≠B。即  A≠BA⊈B或 B⊈A。 

集族：以集合为元素的构成集合称为集族。 

幂集：集合 S的所有子集（包括空集¢及 S本身—易错）形成的集族称为 S的幂集，记为

2
S
或 P(S)。                2

S
={A|AS} 

说明： 

(1)S有 n个元素，则 S有 2
n
个子集。这就是为什么采用符号 2

S
的原因。 

(2) ¢和{¢}的区别与联系 

 区别：¢—空集， {¢}—一个集族，这个集族只有一个元素，就是空集¢，因此 ¢≠{¢}。 

 联系：¢{¢}， ¢∈{¢}。而A≠¢，A∈{A}成立， A{A}不成立。 

性质：（1）空集¢是任一集合的子集; 

     （2）空集¢是唯一的。 

§3 集合的基本运算 

并运算：设 A，B是任意两个集合，则由至少属于集合 A与集合 B之一的一切元素组成的集

合，称为集合 A与 B的并集，记为 A∪B。 

交运算：设 A，B是任意两个集合，则由既属于 A 又属于 B的一切元素组成的集合，称为集

合 A与集合 B的交集，记为 A∩B 。 

差运算：设 A，B是两个任意集合，则由属于 A但不属 B的一切元素组成的集合，称为 A与



B的差集，记为 A\B（或 A-B）。即 A\B={xxA但 xB} 

对称差：设 A，B是两个任意集合，则差集 A\B与 B\A的并集称为集合 A与集合 B的对称

差，记为 A∆B。即 AB=(A\B)⋃(B\A) 

说明： 

1.当两个集合的交集为空集时,则称它们是不相交的；      

2.两两不相交；设 A1,A2,…,An 是 n个集合，若Ai,Aj (i≠j)有 Ai∩Aj=¢,则称 A1,A2,…,An

是两两不相交的。 

3.两个集合并、交运算可以推广到多个集合上去。 

 

性质（并、交运算以及它们之间的关系）： 

定理 1.2 设 A,B,C是三个任意集合，S为全集，则 

1. 交换律成立，即 A∪B=B∪A、A∩B=B∩A、AB=BA  

    2. 结合律成立，即(A∪B)∪C=A∪(B∪C)、(A∩B)∩C=A∩(B∩C)、(AB)C=A(BC) 

3. 幂等律成立，即 A∪A=A、A∩A=A、AA=¢ 

注：差运算交换律、结合律、幂等律都不成立 

    4. ¢∪A=A、¢∩A=¢、A=A, AS=S\A=A
C
 

    5. S∪A=S、S∩A=A 

6. A∪B=BAB、A∩B=AAB 

基本运算间的关系(分配律和吸收律) 

定理 3 设 A,B,C 是三个任意集合，则 

1.A∪(B∩C)=(A∪B)∩(A∪C)        2.A∩(B∪C)=(A∩B)∪(A∩C) 

3.A∩(B\C)=(A∩B)\(A∩C)          4.A∩(BC) =(A∩B)(A∩C) 

5.A∪(A∩B)=A                     6.A∩(A∪B)=A 

7.A(AB)= B                      8.A\B=A\(A∩B) 

9.A\B=A∩B
C
 

10.A\B=¢AB                    11.(A\B)∪B=AB⊆A 

§4 余集运算 

余集：设 S是集合，AS，则差集 S\A称为集合 A对集合 S的余集，记为 A
C
。即 A

C
 = S\A 

并、交运算与余集的关系 

设 A,B是两个任意集合,则 

1.(A∪B)
C
= A

C
∩B

C                     
       2.(A∩B)

C
= A

C
∪B

C                      
  



3.若 AB，则 A
C
 B

C
                4.(A

C
)
C
=A 

推广到多个集合： 

1 1 1 1
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文氏图（略） 

对偶原理：若有关集合的并、交及余集运算的某一关系式成立，则将式中记号∪、∩、

⊆、⊇：分别换成∩、∪、⊇、⊆，等号“=”不变，并将式中每一个集合换成它的余集。由

此得到的新的关系式也一定成立。 

§5 笛卡儿乘积 

序对：两个对象 a和 b（允许 a＝b）按着一定的次序排列的整体称为一个二元组或序对。 

序对与集合的区别： 

序对是由有次序的两个对象组成的，因此序对与含有两个对象的集合有区别。 

笛卡儿乘积： 

1.设 A与 B为两个任意集合，集合{(a,b)aA，bB}为 A与 B的笛卡儿乘积，记为 A×B。 

2.设 A1,A2,…,An 为 n(n≥3)个集合，则集合{(a1,a2,…,an)|aiAi,i=1,2,…,n}称为

A1,A2,…,An的笛卡儿乘积，并记为 A1×A2×…×An。于是 A1×A2×…×An= 

{(a1,a2,…,an)|aiAi,i=1,2,…,n}，当 A1=A2=…=An=A 时， A1×A2×…×An记为 A
n
。 

A×B=B×A充要条件是下列三个条件至少一个成立: (1) A=¢；(2) B=¢；(3) A=B。 

笛卡儿乘积一般不满足交换律；不满足封闭性；不满足结合律； 

若 A,B,C都不是空集时，结合律不成立。即  （A×B）×C≠A×（B×C） 

若 A,B,C中有一个是空集¢时，则上式成立，即  (A×B)×C＝A×(B×C)= ¢ 

性质(笛卡儿乘积运算与并、交、差运算的关系) 

定理 1 设 A,B,C 是三个集合，则 

（1） A×(B∪C)=(A×B)∪(A×C)     （2） A×(B∩C)=(A×B)∩(A×C) 

（3） A×(B\C)=(A×B)\(A×C)       （4） A×(BC)=(A×B)(A×C) 

定理 2 设 A,B,C 是三个集合，C≠¢，则 A⊆BA×C⊆B×C 

定理 3 设 A,B,C,D 为集合，则 A×B⊆C×DA⊆C 且 B⊆D 

n元组：n元组是 n个对象按一定顺序排列组成的整体。若第 1个分量为 x1，第 2个分量为

x2,…,第 n个分量为 xn，则这个 n 元组就记为:（x1,x2,…,xn）。 

§6 有限集合的基数 

一一对应： 

1.设 A和 B是两个有限集合,若存在一个法则使得xA，根据法则在 B中有唯一的 y与

x对应，这个 y常记为(x)；而且,yB，存在 A 中的唯一的 x，使得 x在下对应于 y。

这个法则称为从 A到 B的一个一一对应。 

2.设 A,B是两个集合，若 A×B的子集 f满足下列条件： 

(1)xA,存在唯一的 yB,使得(x,y)f (f(x)=y); 

(2)yB,存在唯一的 xA,使得(x,y)f (f(x)=y)。 
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则称 f是集合 A到 B的一个一一对应。 

有限集合及其基数：设 A是一个集合,若 A=¢或 A¢且存在一个自然数 n,使得 A与集合

{1,2,…,n}间存在一个一一对应，则称集合 A为有限集。数 n称为集合 A的基数，记为A 

说明：1.空集¢的基数定义为数 0，即¢=0。 

      2.若 A不是有限集合，则 A为无限集合。 

基数的比较：设 A,B是两个集合，若 A与 B的一个真子集之间有一个一一对应，但 A与 B

之间不存在一一对应，则称集合 A的基数A小于集合 B的基数B，记为 AB。 

集合基数的性质： 

定理 1设 A,B,C 是三个有限集合，则 

（1）若 A∩B=¢，则 A∪B=A+B；      （2）若 A∩B¢，则 A∪B=A+B-A∩B； 

（3）A∪B∪C=A+B+C-A∩B-A∩C-B∩C+A∩B∩C； 

（4）设 S为有限集，A⊆S，则|A
C
|=|S\A|=|S|-|A|； 

（5）AB=A+B-2A∩B（AB=(A∪B)\(B∩A)）；   （6）2
A
=2

A ；  （7）AB=A•B； 

推广： A1A2…An = A1•A2•…•An； 

（8）|A∪B|≤|A|+|B|；  （9) |A∩B|≤min(|A|,|B|)；    (10) |A\B|≥|A|-|B|。 

逐步淘汰定理(容斥原理) 

（1） 设 A1,A2,…,An为 n个两两不相交的有限集合，则 

（2）设 A1,A2,…,An为 n个有限集合，则 
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（2） 设 A1,A2,…,An为有限集合 S的子集，则 

第二章 映射 

§1 函数的一般概念 

映射： 

（1）设Ｘ和Ｙ是两个非空集合, 若根据某一法则 f，使得xX，都存在唯一的 yY与之

对应，则称 f为一个从Ｘ到Ｙ的映射。 

（2）设 X和Ｙ是两个非空集合。若Ｘ×Ｙ的子集 f满足下列条件：xX，都存在唯一的

yY，使得(x,y)f[或 f(x)=y]，则称 f是 X到Ｙ的映射。 

定义域—Ｘ称为 f的定义域。x对应元素 y称为 x在 f下的象(或值)，记为 f(x)。 而 x称

为 y的原象。 

值域—集合{f(x)xX}称为 f的值域(或象集)，记为 Im(f)。 即{f(x)xX}=Im(f)⊆Y。 

记法—“f是Ｘ到Ｙ的映射”常记为：f:X→Y。 

映射关系图（略） 

特殊映射： 

1.限制与扩张：设 f:Ｘ→Y，A⊆X，当把 f的定义域限制在Ａ上时，就得到了一个:A→

Y，xA,(x)=f(x),则称为 f在Ａ上的限制。反过来，f是在Ｘ上的扩张。 

2.部分映射：设 f:A→Y ,A⊆X，则称 f是 X到 Y（或Ｘ上）的一个部分映射。假定空集¢到

Y有一个唯一映射（空映射），它也是Ｘ到Ｙ的部分映射。 

3.映射的相等：设 f,g:Ｘ→Y，则 
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f=g  xX，有 f(x)=g(x)          f≠g  xX，使得 f(x)≠g(x) 

4.单射：设 f:Ｘ→Y，若x1，x2X，只要 x1x2，就有 f(x1)f(x2)。  

5.满射：设 f:Ｘ→Y，若yY，xX,使得 f(x)=y。 

6.双射：设 f:Ｘ→Y，若 f既是满射又是单射，则称 f为双射，或一一对应。这时也称Ｘ

与Ｙ对等，记Ｘ～Ｙ。 

7.恒等映射：设 f:Ｘ→Ｘ，若xX，f(x)=x，则称 f为Ｘ上的恒等映射。Ｘ上的恒等映

射常记为 Ix或 I。 

设 f:Ｘ→Ｘ为集合 X 到集合 X 的一一对应，使得 f=f
-1
，则 f是 X到 X的恒等映射（错） 

重要结论： 

定理 1 f:A→B，设Ａ,B是有限集合。则 

（1）若 f是单射，则 AB；（2）若 f是满射，则 AB；（3）若 f是双射，则 A=B。 

定理 2设 f:A→B，Ａ,B是有限集合且A=B，则 f是单射f是满射。 

说明:(1)f是单射也是满射，从而 f是双射； 

     (2)定理中Ａ,Ｂ为有限集合是必要条件，若Ａ,Ｂ不是有限集合，则结论不成立。 

§2 抽屉原理 

抽屉原理：n+1个物体放到 n 个抽屉里，则一定存在某一抽屉里面至少有两个物体。 

抽屉原理强形式:设 m1,m2,…,mn都是正整数,若把 m1+m2+…+mn-n+1个物体放到 n个抽屉里,

则或第一个抽屉里至少有 m1个物体,或第二个抽屉里至少有 m2个物体,…,或第 n个抽屉里

至少有 mn个物体。 

说明:当 m1=m2=…=mn=2 时，m1+m2+…+mn-n+1=n+1。抽屉原理是强形式的一种特殊情况。 

推论 1：若有 m个物体放到 n 个抽屉里，则一定存在某一个抽屉，它里面至少有[(m-

1)/n]+1 个物体。 

推论 2 若把 n(m-1)+1 个物体放进 n个抽屉，则一定存在一个抽屉，里面至少有 m个物体 

此推论是强形式中，当 m1=m2=…=mn=m 时的特殊情况。 

推论 3 若 m1,m2,…,mn是 n个正整数，且(m1+m2+…+mn)/n>r-1，则 m1,m2,…,mn中  至少有一

个大于或等于 r。 

§3 映射的一般性质 

象集（象）：设 f:X→Y，AX，由 f和Ａ可以唯一的确定Ｙ 中的一个子集，记为 f(A)，

f(A)={f(x)xA}。称 f(A)为集合Ａ在 f下的象集（象）。 

说明：利用这种方法，由 f可以确定一个从 2
X
到 2

Ｙ   
的映射，称为导出映射，仍记为 f。

则有 

m

(1) ( ) ;

(2) ( ) I ( ) { ( ) } ;

(3) : , ( ) ;

( )

f

f X f f x x X Y

f X Y f f X Y

X f f B

 =

= =  

→ =

  

 

若 是满射，则

(4)若A B ，则 (A) 。  

原象：设 f:X→Y，BY，则由 f和Ｂ可以唯一确定 X上的一个子集，记为 f
-1
(B)，       

f
-1
(B)={xf(x)B，xX} 称 f

-1
(B)为在 f下 B的原象。f

-1
(B)是 X中在 f下象落到 B里的

那些元素构成的集合。 

性质： 

定理 1 设 f:X→Y ，C，DY，则 
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定理 2 设 f:X→Y，A，BX，则 

(1) ( ) ( ) ( )

(2) ( ) ( ) ( )

(3) ( ) ( ) ( )

(4) ( \ ) ( ) \ ( )

f A B f A f B

f A B f A f B

f A B f A f B

f A B f A f B

=



  

  

注意，两个集合的交（差、对称差）的象不一定与它们的象的交（差、对称差）相重合。 

§4 映射的合成 

映射合成的定义：设 f:A→B，g:B→C。若存在一个从 A到 C的映射记为 h，并且xA，

h(x)=g(f(x))，则称 h为映射 f与 g的合成。h记为 gºf(gf)，即 h=gºf=gf 

C

g

g

ran(f)

B
f

f

dom(f)

A

ran(gf)
 

性质：虽然交换律不成立，但却有结合律成立。  

定理 1 设 f:X→Y，g:Y→Z，h:Z→W，则 h(gf)=(hg)f。 

定理 2 设 f:X→Y,则 fIX=IYf=f。 

定理 3 设 f:X→Y,g:Y→Z，则 

（1）若 f与 g都是单射，则 gf也是单射； 

（2）若 f与 g都是满射，则 gf也是满射； 

（3）若 f与 g都是双射，则 gf也是双射。 

定理 4 设 f:X→Y，g:Y→Z，则       

（1）若 gf 是单射，则 f是单射； 

（2）若 gf 是满射，则 g是满射； 

（3）若 gf是双射，则 f是单射，g是满射。 

说明：gf是单射时，f是单射，但 g不一定是单射；gf是满射时，g是满射，但 f不一定

是满射。 

§5 逆映射 

逆映射的定义：设 f:X→Y。若存在一个映射 g:Y→X,使得 gf=IX且 fg=IY，则称映射 f是可

逆的，而 g称为 f的逆映射。由定义，f可逆gf=IX与 fg=IY同时成立，缺一不可。 

左逆与右逆映射：设 f:X→Y，则 

(1)若存在一个映射 g:Y→X,使得 gf=IX，则称 f是左可逆的，g称为 f的左逆映射。 



(2)若存在一个映射 h:Y→X,使得 fh=IY，则称 f是右可逆的，而 h称为 f的右逆映射。     

逆映射的性质： 

定理 1 设 f:X→Y，则 f是可逆的f为双射。 

定理 2 设 f:X→Y，则若 f是可逆的，那么 f的逆映射是唯一的。f逆记为 f
-1
。 

定理 3 设 f:X→Y，g:Y→Z，若 f和 g都是可逆的，则 gf也是可逆的且(gf)
-1
=f

–1
g
-1
，（f

–

1
)
-1
=f。公式(gf)

-1
=f

–1
g
-1
称为“穿脱原则”，脱的次序正好与穿的次序相反。 

定理 4 设 f:A→B，A，则 

（1）f是左可逆的，当且仅当 f是单射； 

（2）f是右可逆的，当且仅当 f是满射； 

（3）f既是左可逆的又是右可逆的f是双射； 

（4）若 f是双射，则 f的左逆映射等于右逆映射。 

§6 置  换 

置换的定义：有限集合 S到自身的一一对应称为 S上的一个置换。若S=n，则 S上的置

换称为 n次置换。S上的 n次置换个数等于 n!。 

  n阶有限群同构于 n 阶置换群; 

  n阶置换群之间的代数运算就是置换的乘法运算。 

置换的表示：用 1，2，…，n表示 n元集 S的各元素。 

设 S={1,2,…,n}，是 S上置换，即:S→S, 是一一对应。 

iS ，存在唯一 kiS对应，即(i)=ki。由于 S 只有 n个元素，所以可把 S的 n个元素

写在一行上，而把每个元素在下的象 ki写在这个元素的下面，就得到如下的一个表:  

1 2 3

1 2 3

n

n

k k k k

 
 
   

说明：一个 n次置换就是 S中的元素的一个全排列。 

置换的乘积（合成） 

乘积的表示方法：与的乘积（合成）就可记为，并且iS  (i)=((i)) ，或简

记为(i)。 

几种特殊的置换： 

1. S上的恒等置换记为 I，即 

2. 置换的逆置换： 

1 2 31

1 2 3

1 2 3
,

1 2 3

n

n

n k k k k

k k k k n
  −   
= =   

    

     ·
-1
=

-1
·=I 

    即的逆
-1
就是的表示式的上下两行交换后所得到的表达式。 

3.循环置换、对换 

定义 1 设是 S上的一个 n次置换，若 i1=i2,i2=i3, 

…,ik-1=ik,ik=i1,而iS\{i1,i2,…,ik},i=i，则称是一个 k—循环置换，记为

(i1i2…ik)。即 

1 2 1 1

1 2

2 3 1 1

( , , , )
k k k n

k

k k n

i i i i i i
i i i

i i i i i i

− +

+

 
=  
   

1 2 3

1 2 3

n
I

n

 
=  
 



(i1i2…ik)=(i2i3…iki1)=(i3i4…iki1i2)=…=(iki1i2…ik-1)  

当 k＝2时，2－循环置换也称为对换,简记为(i,j)。如图： 

1 2 1 1 1 1

1 2 1 1 1 1

i i i j j j n

i j i j i j n

− + − + 
 

− + − +  

4. 循环置换的逆、对换的逆 

循环置换的逆为: 

1 2 1 1

1 2

2 3 1 1

( , , , )
k k k n

k

k k n

i i i i i i
i i i

i i i i i i

− +

+

 
=  
  

2 3 1 11

1 2

1 2 1 1

( , , , )
k k n

k

k k k n

i i i i i i
i i i

i i i i i i

+−

− +

 
=  
  

对换的逆就是其本身。 

循环置换的性质： 

    映射的合成运算不满足交换律，故置换的乘积也不满足交换律。即,Sn ，

。但对于两个没有共同数字的循环置换却是可交换的。 

定义 1 设(i1i2 …ik)与(j1j2…jr)是两个循环置换，若(i1i2…ik)∩(j1j2…jr)=，则称这两

个循环置换是没有共同数字的循环置换（或称不相交）。 

定义 2 若一个置换能被分解为偶数个对换的乘积，则称这个置换为偶置换。若一个置换能

被分解奇数个对换的乘积，则称这个置换为奇置换。 

1个奇置换×1个偶置换＝奇置换；1个奇置换×1个奇置换＝偶置换； 

任意偶数个奇置换乘积是偶置换； 

任意奇数个偶置换乘积是偶置换； 任意奇数个奇置换乘积是奇置换。 

 

定理 1 设=(i1i2 …ik)与=(j1j2 …jr)是两个没有共同数字的循环置换，则与是可交换

的，即=。 

定理 2 结合律成立。 

定理 3（置换的循环分解）每个置换都能分解成若干个没有共同数字的循环置换的乘积。 

若不计这些循环置换的顺序，则这种分解是唯一的。 

定理 4 每个循环置换可被分解成若干个对换的乘积。 

定理 5 每个置换能被分解成若干个对换的乘积。 

定理 6 若把置换分解成若干个对换的乘积，则对换的个数的奇偶性是不变的。 

§7 二元和 n元运算 

定义 1 设 X,Y,Z为三个非空集合，:X×Y→Z。则称为 X与 Y到 Z的一个二元运算。 

  当 X=Y=Z时，即:XX→X，则称为 X上的二元(代数)运算。 

定义 2 设 X,Y是两个非空集合，:X→Y。称为 X到 Y的一个一元运算。 

  当 X=Y,即若:→，则称为 X上的一元运算。也称为 X的一个变换。 

定义 3 设 X1,X2,…,Xn,Y为非空集合， 

:X1×X2×…×Xn →Y。则称为 X1,X2,…,Xn到 Y的一个 n元运算。 

若 X1=X2=…=Xn=Y=X，即:XX…X→X，则称为 X上的 n元运算。 

1 2 1( )k ki i i i−=



§8 集合的特征函数 

定义 1 设 X是一个集合，EX，E:X→{0,1}。xX， 

1   
( )

0   
E

x E
x

x E



= 



若

若
 

则称为子集 E的特征函数。 

说明： 

1.如图所示表示了这个映射的特征。 

2.特征函数是由 E唯一确定的，反过来，对任一特征函数都能唯一地确定一个 E。因此，

集合 E与它的特征函数是一一对应。 

3.子集 E与它的特征函数E一一对应，而 X共有|2
X
|个子集，若用

Ch(X)={E|E:X→{0,1},EX}表示时，则 Ch(X)也应该有2
X
个，即 2

X
Ch(X)。 

4.集合的特征函数是描述集合的另一种方法。 

第三章 关系 

§1 关系的概念 

二元关系： 

1.设 X，Y 是两个集合，一个从 X×Y 到{是,否}的映射 R，称为 X 到 Y 的一个二元关系或 X

与 Y间的二元关系。 (R:X×Y→{是,否})若 X＝Y，则称 R为 X上的二元关系。 

对于(x,y)∈X×Y，在 R下的象为“是”，则称 x与 y符合关系，记为:xRy或(x,y)∈R。 

对于(x,y)∈X×Y，在 R下的象为“否”，则称 x与 y没有或不符合关系，记为:(x,y)∉R。 

2.设 X，Y 是两个集合，X×Y 的任意子集 R 称为从 X 到 Y 的一个二元关系。(R⊆X×Y)若 X

＝Y，则称 R为 X上的二元关系。(R⊆X×X) 

说明： 

(1) 由 2可知,X×Y的任一子集 R都称为 X到 Y的 二元关系，共有 2
|X||Y|

个二元关系。 

(2)X×Y、φ⊆X×Y，称 X×Y为 X到 Y的全关系，空集φ为 X到 Y的空关系。 

恒等关系：集合{(x,x)|x∈X}称为 X 上的恒等关系，或相等关系。记为 IX，即

IX={(x,x)|x∈X}。 

定义域、值域：设 R⊆X×Y，集合{x|x∈X 且y∈Y,使得(x,y)∈R},称为 R 的定义域，记为

dom(R)。集合{y|y∈Y 且x∈X，使得(x,y)∈R}称为 R的值域，记为 ran(R)。 

逆关系：设 R是 X上的一个二元关系，则 R的逆关系 R
-1
为：R

-1
={(y,x)│(x,y)∈R}。 

关系图（略） 

多值部分映射概念： 

1.设 X，Y是集合，一个从 X到 2
Y
的映射 R称为 X到 Y的一个多值部分映射，即 R:X→2

Y
 

2.一个从 X到 Y的多值部分映射 R称为 X到 Y的一个二元关系。 

N元关系：设 X1,X2,…,Xn是 n个集合，则 X1×X2×…×Xn的子集 R称为 X1,X2,…,Xn间的一个

n元关系，每个 Xi称为 R的一个属性。 

X 

E 

0 

1 



§2 关系的性质 

一、自反性、反自反性 

定义 1设 R是 X上的二元关系,若x∈X，都有(x,x)∈R或 xRx，则称 R为 X上的自反的(二

元关系) 。        R 是自反的⇔IX⊆R 

定义 2 设 R 是 X 上的二元关系，若x∈X，都有(x,x)R或     ，则称 R为 X上的反自反

的。              R 是反自反的⇔R∩IX=¢ 

自反与反自反的关系 

(1)自反的一定不是反自反的;(2)反自反的一定不是自反的; 

(3)既不是自反的也不是反自反的。 

二、对称性、反对称性 

定义 3 设 R为 X上的二元关系，若x,y∈X，只要 xRy,就有 yRx，则称 R为 X上的对称的。     

R对称的R＝R
-1
 

定义 4 设 R 是 X 上的二元关系，x,y∈X，若 xRy 且 yRx，则 x＝y。称 R 为 X 上的反对称

的。  R反对称的若 x≠y，则 xRy与 yRx不能同时成立;R反对称R∩R
-1
⊆IX。  

对称与反对称的关系： 

（1）对称不是反对称;（2）反对称不是对称。（3）可以同时成立;（4）可以同时不成立。 

三、传递性 

定理 5 设 R是 X上的二元关系，x,y,z∈X，若 xRy且 yRz，有 xRz，则称 R为 X上的传递

的。                          R是传递的⇔R·R=R
2
⊆R。 

四、关系的运算 

A．关系的对称差、余集和笛卡儿乘积的运算 

定义 1 设 R、S都是 X 到 Y的二元关系，则 RS=(R\S)∪(S\R) 

定义 2 设 R是 X到 Y 的二元关系，则 R的余(关系)R
C
为 R

C
=XY\R 

定义 3 设 R 是 X 到 Y 的二元关系，S 是 Z 到 W的二元关系，则 RS为 X,Y,Z,W 间的一个四

元关系。即 RS={(x,y,z,w)|(x,y)R,(z,w)S}。 

而不是 RS={((x,y),(z,w))|(x,y)R,(z,w)S}。（仍然是一个二元关系） 

B．关系的并、交、差、逆运算（性质） 

定理 1 设 R,S 是 X上的二元关系，则 

(1) 若 R,S 都是 X上的自反关系，则 R∪S,R∩S,R
-1
也是 X上的自反关系。(R\S不是) 

(2) 若 R,S 都是 X上的反自反关系，则 R∪S, R∩S, R\S, R
-1 
也是 X上反自反关系。 

(3) 若 R,S 都是 X上的对称关系，则 R∪S，R∩S，R\S，R
-1 
也是 X上对称关系。 

(4) 若 R,S 都是 X上的反对称的关系，则 R∩S,R\S,R
-1
也是 X上反对称关系。(R∪S不是) 

(5) 若 R,S 都是 X上的传递关系，则 R∩S，R
-1
 也是 X上的传递关系。 (R∪S，R\S不是) 

定理 2 设 R，S是 X上的二元关系，则 

(1)(R∪S)
-1
=R

-1
∪S

-1
 ;(2)(R∩S)

-1
=R

-1
∩S

-1
 ;(3)(R\S)

-1 
=R

-1
\S

-1
 ; 

(4)若 R⊆S，则 R
-1
⊆S

-1
;(5)(R

-1
)
-1
=R。 

定理 3 设 R是 X上的二元关系，则 

(1)R是自反的⇔IX⊆R; (2)R是反自反的⇔R∩IX=¢; 

(3)R是对称的⇔R=R
-1
; (4)R是反对称的⇔R∩R

-1
⊆IX; 

(5)R是传递的⇔R·R=R
2
⊆R。   



§3 关系的合成  

关系合成的概念：设 R 是 X 到 Y，S 是 Y 到 Z 的二元关系。若存在一个从 X 到 Z 的二元关

系，记为 R·S，并且 R·S={(x,z)|(x,z)∈X×Z 且y∈Y，使得 (x,y)∈R 且(y,z)∈S}。

则称 R·S是 R与 S的合成。 

注：关系的合成不满足交换律 

关系的性质： 

定理 1 

设 R1，R2，R3分别是从 X到 Y，Y 到 Z，Z到 W的二元关系，则 R1·(R2·R3)=(R1·R2)·R3 。 

合成关系与并、交运算的关系（分配律） 

定理 2  

设 R1是 X到 Y的二元关系，R2和 R3是从 Y到 Z的二元关系，R4是从 Z到 W的二元关系，则   

  (1) R1·(R2∪R3)=(R1·R2)∪(R1·R3)（强分配率） (R2∪R3)·R4=(R2·R4)∪(R3·R4) 

  (2) R1·(R2∩R3)⊆(R1·R2)∩(R1·R3)（弱分配率） (R2∩R3)·R4⊆(R2·R4)∩(R3·R4) 

  (3)若 R2⊆R3，则 R1·R2⊆R1·R3 (R2·R4⊆R3·R4) 

 注意：R1·(R2\R3)≠(R1·R2)\(R1·R3) 

定理 3 设 R，S是 X上的二元关系，则 

    (1) (R·S)
-1
=S

-1
·R

-1
；     (2)  R·R

-1
是对称的。 

定理 4 设 R是 X上的二元关系，则 

    (1) R是传递的R·R⊆R。 (2) R是对称且传递的R=R·R
-1
。 

定理 5 设 R，S是 X上的二元关系，若 R，S都是自反的，则 R·S是自反的； 

幂运算：设 R是集合 X上的任意一个二元关系，今递归定义 R的非负整数次幂如下： 

R
0
=IX，R

1
=R，R

2
=R·R，…，R

n+1
=R

n 
· R。 

对任意的非负整数 m,n 有：R
m 
· R

n
=R

m+n
，(R

m
)
n
=R

mn
 

幂运算的性质: 

定理 1 设 X是一个有限集合，|X|=n，R是 X上的一个二元关系，则存在非负整数 s、t，使

得 R
s
=R

t
，其中 0≤s＜t≤2

n2
。 

定理 2 设 R是 X上的一个二元关系，若存在非负整数   s、t(s＜t)，使得 R
s
=R

t
 ，则有 

(1) R
s+k
=R

t+k
 ，k为非负整数。 

(2) R
s+kp+i

=R
s+i
 ，k和 i为非负整数，p＝t-s。 

(3)令 S={R
0
,R

1
,R

2
,…,R

t-1
}，则 R的各次幂均为 S的元素，即对任意的非负整数 q有 R

q
∈S。 

§4 关系的闭包运算  

自反（对称或传递）闭包：设 R是非空集合 X上的一个二元关系，若存在一个关系 R′满足

下列条件： 

  (1) R′是自反的（对称的或传递的）; 

  (2) R⊆R′; 

  (3) 对 X 上的任何包含 R 的自反的（对称或传递）关系 R〞都有 R′⊆R〞,则称 R′为关

系 R的自反（对称或传递）闭包。 

R的自反、对称和传递闭合分别记为：r(R)，s(R)，t(R)=R
+
。 

说明：由定义，R的自反（对称或传递）闭包就是包含 R的具有自反（对称或传递）性质的

最小关系。 



闭包的性质： 

定理 1 设 R是非空集合 X上的一个二元关系，则 

（1）R是自反的r(R)=R； 

（2）R是对称的s(R)=R； 

（3）R是传递的t(R)=R。 

定理 2 设 R1和 R2是 X 上的两个二元关系且 R1⊆R2，则 

   (1) r(R1)⊆r(R2)； (2) s(R1)⊆s(R2)； (3) t(R1)⊆t(R2)。 

此定理说明关系之间的包含性质经过闭包运算以后仍然保持（保序性）。 

定理 3 设 R1、R2是 X 上的两个二元关系，则 

   (1) r(R1∪R2)=r(R1)∪r(R2)  

   (2) s(R1∪R2)=s(R1)∪s(R2)  

   (3) t(R1∪R2)⊇t(R1)∪t(R2) 

定理 4 设 R 是非空集合 X上的二元关系，则 

     (1)r(R)= R∪IX。 

     (2)s(R)=R∪R
-1
。 

     (3)R
+
=t(R)=R∪R

2
∪R

3
∪…… 

定理 5 设 R是 X上的一个二元关系，|X|=n，则 R
+
=t(R)=R∪R

2
∪R

3
∪…∪R

n
。 

闭包的合成运算:一个关系 R 的闭包仍然是一个关系，还可以再求它的闭包，这种运算称为

闭包的合成运算。 

定理 6 设 R是非空集合 X上的关系，则 

（1）若 R是自反的，则 s(R)和 t(R)也是自反的； 

（2）若 R是对称的，则 r(R)和 t(R)也是对称的； 

（3）若 R是传递的，则 r(R)是传递的。 

定理 7 设 R是非空集合 X上的关系，则 

(1) rs(R)=sr(R);  (2) rt(R)=tr(R);  (3) st(R)⊆ts(R)。 

自反传递闭包： 

 设 R是非空集合 X上的关系，则 X上包含 R的所有自反传递关系的交称为 R的自反传递闭

包，记为：R*。       

性质： 设 R是非空集合 X上的关系，则 R*=IX∪R+=R
0
∪R+ =  

自反传递闭包 R*与传递闭包 R+的关系: 

1.R*=IX∪R+=R
0
∪R+； 

2.R
+
=R·R*=R*·R； 

3.(R*)*=R*。 

4.φ
+
=φ，φ*=IX，φ是空关系； 

5.(R
+
)
+
=R

+ 
。 

§5 关系矩阵和关系图 

关系矩阵：设 X、Y为有限集合,X={x1,x2,…,xm},Y={y1,y2,…,yn} ,则     

 (1) 若 R是从 X到 Y的二元关系，则 m×n矩阵 BR=B=(bij)m×n称为 X到Ｙ的二元关系 R的关

系矩阵。其中 

 

n,1,2,j m,,1,2,i  
 R)y,(x   0

R)y,(x   1

ji

ji
 ==










=

当

当
ijb




=0i

iR



性质：设 B是关系 R的关系矩阵，则 

 (1) R是自反的⇔B的对称线上的元素全为 1。 

 (2) R是反自反的⇔B对称线上的元素全为 0。 

 (3) R是对称的⇔B是对称的。 

 (4) R是反对称的⇔若 i≠j,则 bij与 bji不能同时为 1。 [或 bij+bji≤1] 

 (5) R是传递的⇔若 bij＝1且 bjk＝1，则 bik＝1。〔或 B·B≤B，即 R·R⊆R〕 

 (6) R
-1
的关系矩阵为 B

T
。 

关系图（略） 

闭包的运算[用矩阵方法计算闭包]：逻辑加、逻辑乘、布尔乘法。 

R,S是X上的关系，BR,BS分别是R,S的关系矩阵，则R∪S，R∩S，R·S的关系矩阵分别为： 

(1)BR∪S= BR∨BS；——逻辑加 

(2)BR∩S= BR∧BS；——逻辑乘 

(3)BR·S= BR·BS。——布尔乘法 

R是有限集 X上的关系,|X|=n。BR是 R的关系矩阵,则 r(R)，s(R)，R
+
的关系矩阵分别为： 

(1)Br(R)=BR∨BI； — r(R)=R∪I 

(2)Bs(R)=BR∨BR
T
； — s(R)=R∪R

-1
 

(3)BR+ =BR∨BR
2
∨…∨BR

n
。— R

+
=t(R)=R∪R

2
∪…∪R

n
 简化 B

+ 
=B∨B

(2)
∨…∨B

(n)
。 

§6 等价关系与划分  

等价关系：设 R是非空集合 X上的二元关系，若 R同时具有以下三个性质： 

   (1)R是自反的；(2)R是对称的；(3)R是传递的。则称 R是 X上的等价关系，记为“≌”。 

R是等价关系IX⊆R,R=R
-1
,R

2
⊆R 

等价类：设 R是非空集合 X上的一个等价关系，x∈X，令集合[x]R={y|y∈X且(x,y)∈R }  

则称集合[x]R为 x关于等价关系 R的等价类，简称 x的等价类， [x]R简记为[x]。 

性质：设 R是非空集合 X上的等价关系，x,y∈X，则 

(1) [x]≠φ且[x]⊆X;            (2) 若(x,y)∈R,则[x]=[y];  

(3) 若(x,y)R, 则[x]∩[y]=φ;  (4) ∪[x]=X。 

商集：设 R 是非空集合 X 上的一个等价关系，以 R 的不相交的等价类为元素构成的集合称

为 X在 R下的商集，简称为 X的商集，记为 X/R，即 X/R={[x]|x∈X}。 

划分：设 X是非空集合，若 X的一些非空子集形成的集族∏={Ai}i∈I满足下列条件： 

 (1) Ai,Aj∈∏，若 i≠j, 则 Ai∩Aj=φ; 

 (2) ∪Ai=X。 

则称∏为 X的一个划分，∏中元素 Ai为∏的划分块。 

说明： 

1)集合 X的商集是集合 X的一个划分；(R的所有等价类构成的集合是 X的一个划分) 

2)当划分块的块数有限时，将划分∏写成：∏={A1 ,A2,…,An}，n为块数。对于有限集合来

说，它的划分块数一定是有限的。 

3)对无限集合划分块数不一定有限。 

等价关系与划分之间的关系： 

定理 1 设 R是非空集合 X上的一个等价关系，则 X的商集 X/R就是 X的划分。 

这个划分称由等价关系 R诱导出的 X的划分，记为∏R。 

定理 2 设∏是非空集合 X上的一个划分，令 X上的关系 R∏如下： R∏={(x,y)|x,y∈X且 x

和 y 属于∏的同一个划分块},则 R∏为 X 上的等价关系。并且∏就是 R 的所有等价类集合，



即 R∏=∪Ai×Ai，Ai∈∏。 

这个等价关系称为由划分∏诱导出的 X上的等价关系。 

定理 3 对非空集合 X 上的一个划分∏和 X上的一个等价关系 R，有:∏诱导 R⇔R诱导∏。 

对上述三个定理的说明： 

  1.集合 X上的任一等价关系可以唯一地诱导出 X上的一个划分； 

  2.集合 X上的任一划分可以唯一地诱导出 X上的一个等价关系。 

  3.集合 X上的划分∏和 X上的等价关系 R之间可以建立一一对应关系。 

在 X上给出的一个划分与给出的一个等价关系是没有什么实质区别的。 

等价闭包 e(R)：设 R 是 X上的一个二元关系，则 

e(R)=(R∪R
-1
)
*
=(R∪R

-1
)
0
∪(R∪R

-1
)
+
=IX∪(R⋃R

-1
)
+
。 

等价关系的性质： 

定理 1 设 R,S是 X上的等价关系，则 R·S是等价关系R·S=S·R。 

定理 2(定理 1的条件减弱)设 R,S是 X上的等价关系，则 R·S是等价关系 R·S⊆S·R。 

定理 3设 R,S是 X上的等价关系，若 R·S是等价关系，则(R∪S)
+
= R·S。 

§7 映射按等价关系分解* 

导出关系：设 f:X→Y，在 X上定义关系 Ef如下：a,b∈X,aEfbf(a)=f(b),称 Ef为由 f导

出的关系。 

说明：1.由定义知：Ef是自反、对称、传递的，故 Ef是一个等价关系。 

2.f导出的等价关系为 f的核。f的核记为 Ker(f)，则 X/Ker(f)={f
-1
(y)|yY,f

-1
(y)≠}。 

X/Ker(f)={f
-1
(y)|yY,f(x)=y}。 

自然映射：设 R是 X上的一个等价关系,r:X→X/R，其定义为：a∈X,r(a)=[a] 。其中[a]

为 a关于 R的等价类，映射 r称为 X到商集 X/R的自然映射。 

显然，X到 X/R的自然映射是满射。 

性质： 

定理 1 设 f:X→Y，则 f 可分解为 X 到 X/Ker(f)的自然映射 r 与 X/Ker(f)到 Y 的某个单射

f1的合成，即 f=f1·r。 

推论：f1是一一对应当且仅当 f是满射。 

定理 2 定理 1中的单射 f1是唯一的。 

说明：1.由定理 1知，一个映射 f:X→Y通过等价关系 ker(f)被分解成两个“规格化”了的

映射的合成。 

§8 偏序关系与偏序集 

偏序关系：设 R是非空集合 X上的一个二元关系，若 R同时具有以下三个性质： 

 (1)R是自反的；(2)R 是反对称的；(3)R是传递的。 

则称 R是 X上的偏序关系，简称偏序，记为“≤”。 

偏序集：设≤的集合 X 上的一个偏序关系，集合 X对偏序关系≤形成一个二元组，记为(X,

≤)，称(X,≤)为偏序集。 

集合 X与偏序集(X,≤)的区别？ 

Hasse图（略） 

最大(小)元素、极大(小)元：设(A,≤)是一个偏序集，B⊆A，则 

(1)若∃a∈B,使得x∈B，均有 x≤a，则称 a为 B的   最大元素。 



(2)若∃a∈B,使得x∈B，均有 a≤x，则称 a为 B的   最小元素。 

(3) ∃a∈B，若 B中没有任何元素 x，满足 a≠x且 a≤x，则称 a为 B的极大元。 

(4) ∃a∈B，若 B中没有任何元素 x，满足 a≠x且 x≤a，则称 a为 B的极小元。 

说明： 

1.最大(小)元不一定存在，若存在必唯一。 

2.在非空集合中,极大(小)元必存在,但不一定唯一。 

上(下)界、上(下)确界：设(A,≤)是一个偏序集，B⊆A，则 

(1)若存在 a∈A，使得x∈B，均有 x≤a，则称 a为 B的上界； 

(2)若存在 a∈A，使得x∈B，均有 a≤x，则称 a为 B的下界；  

(3)若 B的一切上界元素形成的集合中有最小元素，则称此最小上界为 B的上确界 sup(B)； 

(4)若 B的一切下界元素形成的集合中有最大元素，则称此最大下界为 B的下确界 inf(B)。 

说明： 

1.B的上(下)界和上(下)确界可能在 B中,可能不在 B中,但一定在 A中。 

2.上(下)界不一定存在，若存在不一定唯一。 

3.上(下)确界不一定存在，若存在必唯一。 

全序关系与全序集：设(X,≤)是偏序集，若x,y∈X，x≤y 与 y≤x 至少有一个成立，则称

偏序关系“≤”为 X上的全序关系，或称为线性序关系。 

具有全序关系的集合 X称为全序集或线性序集，记为(X,≤)。 

说明：偏序集与全序集的主要区别就在于：全序集中任意两个元素均可以比较“大小”，

而在偏序集中，则未必能比较“大小”。 

链与反链：设(X,≤)是一个偏序集，B⊆X，则                    

 (1)若x,y∈B，x≤y 与 y≤x 必有一个成立，则称 B 为 X 的一个链，B 中元素的个数称为

链的长度。 

 (2)若x,y∈B，x≤y 与 y≤x 均不成立，则称 B 为 X 的一个反链，B 中元素的个数称为反

链的长度。 

偏序集的分解定理：设(X,≤)是一个偏序集，若 X 中最长链的长度为 n，则 X 的全部元素

可以被分成 n个互不相交的反链的并。 

推论: 设(X,≤)是一个偏序集,|X|=mn+1,则 X 中或存在一条长至少为 m+1 的反链，或存在

一条长至少为 n＋1的链。 

第四章 无穷集合及其基数 

§1 可数集 

对等：设 X,Y是两个集合，若 X与 Y之间存在一个一一对应，称 X与 Y对等，记为 X～Y。 

“～”这是一个关系，而且是一个等价关系，于是就可以把集合分成几类。 

可数集概念： 

定义 1 凡与自然数集合 N＝{1,2,…,n,…}对等的集合都称为无穷可数集合，简称可数(或

可列集、可列)。 

定义 2 (等价)若从自然数集 N 到集合 X存在一个一一对应 f:N→X，则称集合 X是无穷可数

集合，或可数。 

至多可数概念：若 X 有限或可数，则称 X 至多可数。若 X 不是可数集且也不是有限集，则

称 X为不可数的无穷集，或不可数集。 



说明: (1)有限集合既不是可数集也不是不可数集 

      (2)可数与不可数只是对无穷集合而言的。 

性质： 

定理 1 集合 A 为可数集的充分必要条件是 A中的全部元素可以排成没有重复项的无穷序列： 

a1，a2，…，an，…。 

定理 2 无穷集 A必包含有可数子集。 

定理 3 可数集的任一无限子集也是可数的。 

推论 1 从可数集 A中除去一个有限集 M，则 A\M 仍是可数集。 

定理 4 设 A是可数集，M是有限集，则 A∪M是可数集。 

定理 5 两个可数集的并仍然是可数集。 

推论 2 有限个可数集之并仍然是可数的。 

推论 3 可数个有限集之并至多可数。 

推论 4 可数个可数集之并仍然是可数集。 

定理 6 全体有理数之集 Q是可数集。 

推论 5 区间[0,1]中的一切有理数之集是可数集。 

定理 7 设 A和 B是可数集，则 A×B也是可数集合。 

推论 6 设 N是自然数集合，则 N×N是可数集。 

推论 7 设 A1,A2,…,An(n≥2)都是可数集，则 A1×A2×…×An也是可数集。 

无穷集合： 

定理 1 设 M 是一个无穷集，A 是有限或可数集，则 M～M∪A。 

推论：设 M 是一个无穷不可数集，A是 M的至多可数子集，则 M～M\A。 

说明： 

   1.定理可改为:M是无穷集且 M\A也是无穷集。 

   2.凡能与自身的一个真子集对等的集合称为无穷集合(无穷集)——无穷集合的本质。 

§2 连续统集 

不可数集的存在：区间[0,1]中的所有实数构成的集合是不可数无穷集合。 

证明：Cantor的对角线法 

连续统：凡与[0,1]对等的集合称为具有“连续统的势”的集合，简称连续统。 

推论： 

(1) [a,b) ～(a,b] ～(a,b) ～[0,1];   (2) [0,1) ～(0,1] ～(0,1) ～[0,1];   

(3) 实数集合Ｒ是一个连续统。         (4) 全体无理数集合是一个连续统集。 

连续统的性质： 

定理 2 设 A1,A2,…,An是 n个两两不相交的连续统，则       是连续统，即      ～[0,1]。 

定理 3 设 A1,A2,…,An…为两两不相交的集序列。若 Ai～[0,1],i=1,2,3, … ，则 

推论：全体实数之集 R是一个连续统。 

                                                

～[0,1] 

 

定理 4 令 B 为所有的 0,1无穷序列所构成的集合，则 B～[0,1]。 

定理 5 令 S={f|f:N→{0,1}},则 S～[0,1]。于是有，若Ａ是可数的，则 2
A
～[0,1]。 
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定理 6 设 A1,A2均为连续统，则 A1×A2～[0,1]。 

推论 5 若 A1=A2=R，则 A1×A2就是平面上的所有点的集合。 

推论 6 若 A1,A2,…,An均为连续统，则 A1×A2×…×An～[0,1]。 

推论 7 设 I～[0,1]，并且∀i∈I，Ai～[0,1]，则            。 

连续统个连续统之并仍然是连续统。 

§3 基数及其比较 

无穷集合的基数： 

定义 1 集合Ａ的基数是一个符号，凡与Ａ对等的每个集，对应着同一个符号。 

定义 2(等价定义) 所有与集合Ａ对等的集形成的集族（的共性）为集合Ａ的基数，记为|A| 

基数的相等：集合Ａ与集合Ｂ的基数相等Ａ～Ｂ。 

无穷集合基数的比较： 

定义 1 设 A、B为任意两个集合，则 

(1) 若存在从Ａ到Ｂ的单射，则称Ａ的基数小于或等于Ｂ的基数，记为|A|≤|B|； 

(2) 若存在从Ａ到Ｂ的单射，但不存在一一对应，则称Ａ的基数小于Ｂ的基数，记为

|A|<|B|。这个定义是比较两个有限集合元素个数多少概念的推广。 

定理 1 设 A,B,C是三个任意的集合，则 

(1)若 A⊆B，则|A|≤|B| ； 

(2)若|A|≤|B|，|B|≤|C|，则|A|≤|C|； 

推论：设 A 是无穷集合，则|N|≤|A|。 

定理 2 (Zermelo)设 A,B是两个任意集合，则|A|=|B|, |A|>|B|, |A|<|B|,三者中恰有一个

成立。这种性质称为三歧性，定理称为三歧性定理。 

定理 3 (Bernstein) 设 A,B是任意两个集合，若|A|≤|B|且|B|≤|A|，则|A|=|B|。 

定理 4（Cantor）设 A 是任意一个集合，则|A|<|2
A
|。于是，不存在最大的集合。 
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