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教材习题解答 
 

第一章 集合及其运算 

习题 

3. 写出方程 的根所构成的集合。 

解： 的根为 ，故所求集合为  

4.下列命题中哪些是真的，哪些为假 

a)对每个集 A， ；b)对每个集 A， ； 

c)对每个集 A， ；d)对每个集 A， ； 

e)对每个集 A， ；f)对每个集 A， ； 

g)对每个集 A， ；h)对每个集 A， ； 

i)对每个集 A， ；j)对每个集 A， ； 

k)对每个集 A， ；l)对每个集 A， ； 

m)对每个集 A， ；n) ； 

o) 中没有任何元素；p)若 ，则  

q)对任何集 A， ；r)对任何集 A， ； 

s)对任何集 A， ；t)对任何集 A， ； 

答案：假真真假真假真假真假真真假假假真真真真真 

5.设有 n个集合 且 ，试证： 

 

证明：由 ，可得 且 ，故 。 

同理可得：  

因此  

6.设 ，试求 ？ 

8P

2 2 1 0x x+ + =

2 2 1 0x x+ + = 1x = - { 1}-

Af Î Af Í

{ }A AÎ A AÎ

A AÍ { }A AÍ

2AAÎ 2AAÍ

{ } 2AA Í { } 2AA Î

2Af Î 2Af Í

{ }A A= { }f f=

{ }f A BÍ 2 2A BÍ

{ | }A x x A= Î { | } { | }x x A y y AÎ = Î

{ | }y A y x x AÎ Û Î Î { | } { | }x x A A A AÎ ¹ Î

1 2, , , nA A A! 1 2 1nA A A AÍ Í Í Í!

1 2 nA A A= = =!

1 2 4 1nA A A A AÍ Í Í Í Í! 1 2A AÍ 2 1A AÍ 1 2A A=

1 3 4 nA A A A= = = =!

1 2 3 nA A A A= = = =!

{ ,{ }}S f f= 2S
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解：  

7.设 S恰有 n个元素，证明 有 个元素。 

证明：（1）当 n＝0时， ，命题成立。 

（2）假设当 时命题成立，即 （ 时）。那么对

于 （ ）， 中的元素可分为两类，一类为不包含 中某一元素 的

集合，另一类为包含 的集合。显然，这两类元素个数均为 。因而 ，

亦即命题在 时也成立。 

由（1）、（2），可证得命题在 时均成立。 

 

习题 

1.设 A、B是集合，证明: 

 

证： 当 时，显然 ，得证。 

假设 ，则必存在 ，使得 但 ，故

与题设矛盾。所以假设不成立，故 。 

2.设 A、B是集合，试证  

证： 显然。 

反证法：假设 ，则 ，若 ，则 左，但 右，矛盾。 

若 ，则 左，但 右，矛盾。故假设不成立，即 。 

3. 设 A，B，C是集合，证明： 

 

证：  

 

 

2 { ,{ },{{ }},{ ,{ }}}S f f f f f=

2S 2n

0, 2 { }, 2 1 2S SS f f= = = =

( 0, )n k k k N= ³ Î 2 2S k= S k=

1S" 1 1S k= + 12S 1S x

x 2k 1 12 2S k+=

1n k= +
n NÎ

16P

( \ ) ( ) \A B B A B B B f= Û =! !

Ü B f= ( \ ) ( ) \A B B A B B=! !

Þ B f¹ x BÎ ( \ )x A B BÎ ! ( ) \x A B BÎ !

( \ ) ( ) \A B B A B B¹! ! B f=

A B A Bf= Û = D

Þ

Ü A f¹ 0x A$ Î 0x BÎ 0x Î 0x Ï

0x BÎ 0x Î 0x Î A f=

( ) ( )A B C A B CD D = D D

( ) [( \ ) ( \ )] [( ) ( )]C CA B C A B B A C A B B A CD D = D = D! " ! "

[( ) ( ) \ ] ( \ (( ) ( )))
( ) ( ) ( (( ) ( )))

C C C C

C C C C C C

A B B A C C A B B A
A B C B A C C A B B A

=

=

! " ! " ! " !

! ! " ! ! " ! ! ! !

( ) ( ) ( (( ) ( )))C C C C C CA B C B A C C A B A B= ! ! " ! ! " ! ! ! !
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由上式可以看出此展开式与 A、B、C 的运算顺序无关，因此，

 

4.设 A，B，C为集合，证明  

证：因为 = = 。 

5.设 A，B，C为集合，证明： 

 

证： ＝ 。 

6.设 A，B，C为集合，证明： 

 

证明：  

      =  

7.设 A，B，C都是集合，若 且 ，试证 B=C。 

证：证 1： ，则 

若 ，则 。由于 ，故 ，即 ； 

若 ，则 ，由于 ，故 。又 ，

只能有 。因此， ，总有 ，故 。 

同理可证， 。 

因此 。 

证 2：  

          

8.设 A，B，C为集合，试证： 

 

证：证Ⅰ ，有 ，因此， ， 。

故 ，即 。 

( ) ( ) ( ) ( )C C C C C CA B C A B C A B C A B C= ! ! " ! ! " ! ! " ! !

( ) ( )A B C A B CD D = D D

\ ( ) ( \ ) \A B C A B C=!

\ ( ) ( )C C CA B C A B C A B C= =! " ! " " ( ) \CA B C! ( \ ) \A B C

( ) \ ( \ ) ( \ )A B C A C B C=! !

( ) \ ( ) ( ) ( )C C CA B C A B C A C B C= =! ! " " ! " ( \ ) ( \ )A C B C!

( ) \ ( \ ) ( \ )A B C A C B C=! !

( ) \ ( ) C CA B C A B C A B C= =! ! ! ! ! = ( ) ( )C CA C B C! ! !

( \ ) ( \ )A C B C!

A B A C=! ! A B B C=! !

x B" Î

x AÎ ( )x A BÎ ! A B A C=! ! ( )x A CÎ ! x CÎ

x AÎ ( )x A BÎ ! A B A C=! ! x A CÎ ! x AÎ

x CÎ x B" Î x CÎ B CÍ

C BÍ

B C=

( ) ( ) ( ) ( )B B A B B A C B A B C= = =! " ! " ! " !

( ) ( ) ( ) ( )C A B C C A B C A C C= = = =! " ! ! " ! "

( \ ) \ ( \ ) \ ( \ )A B C A B C B=

( \ ) \x A B C" Î , ,x A x B x CÎ Î Î ( \ )x A BÎ ( \ )x C BÎ

( \ ) \ ( \ )x A B C BÎ ( \ ) \A B C Í ( \ ) \ ( \ )A B C B
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反之， ，有 ， 。因此 。

故 ，即 。 

所以 ＝ 。 

证Ⅱ：   

           

9.设 ，证明  

证：证 1： ，有 且  

或 。则 

若 且 ，则 ，于是 。 

若 且 ，则 ，从而 

。 

反之， ，则 或 。 

若 ，则由 有 ，故 ，因此 。 

若 ，则 但 ，故 ，因此 。从而 

。 

由集合相等的定义， 。 

证 2： ， 

因为 ，所以 。 

10.下列命题是否成立？ 

(1) ；(2) ； 

(3) 。 

解：（1），（2），（3）都不成立。反例如下： 

（1） 任意，则 。 

（2） ，则 。 

( \ ) \ ( \ )x A B C B" Î ( \ )x A BÎ ( \ )x C BÎ , ,x A x B x CÎ Î Î

( \ ) \x A B CÎ ( \ ) \ ( \ )A B C B Í ( \ ) \A B C

( \ ) \A B C ( \ ) \ ( \ )A B C B

( \ ) \ ( \ ) ( ) ( ) ( ) ( )C C C C CA B C B A B C B A B C B= =! ! ! ! ! "

( ) ( \ ) \C CA B C A B C= =! !

X Y ZÍ Í \ ( \ ) ( \ )Z Y X X Z Y= !

\ ( \ )x Z Y X" Î )()( XYZXYZ CCC
!""" == x ZÎ x YÎ

x XÎ

x ZÎ x YÎ \x Z YÎ ( \ )x X Z YÎ !

x ZÎ x XÎ ( \ )x X Z YÎ !

\ ( \ ) ( \ )Z Y X X Z YÍ !

( \ )x X Z Y" Î ! x XÎ \x Z YÎ

x XÎ X Y ZÍ Í ,x Y x ZÎ Î \x Y XÎ \ ( \ )x Z Y XÎ

\x Z YÎ x ZÎ x YÎ \x Y XÎ \ ( \ )x Z Y XÎ

( \ ) \ ( \ )X Z Y Z Y XÍ!

\ ( \ ) ( \ )Z Y X X Z Y= !

\ ( \ ) ( ) ( ) ( ) ( )C C CZ Y X Z Y X Z Y X Z Y Z X= = =! ! ! " ! " !

X ZÍ \ ( \ ) ( ) ( \ )CZ Y X Z Y X X Z Y= =! " "

( \ ) \ ( \ )A B C A B C=! ( \ ) ( ) \A B C A B C=! !

\ ( ) ( ) \A B C A B B=! !

BCA },1{, == f ( \ ) {1}; \ ( \ )A B C C A B C f= = =!

{1}, , {1}A B Cf= = = ( \ ) {1};( ) \A B C A B C f= =! !
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（3） ，则 。 

11．下列命题哪个为真？ 

a)对任何集合 A,B,C，若 ，则 A=C。 

b)设 A,B,C 为任何集合，若 ，则 B=C。 

c)对任何集合 A,B， 。 

d)对任何集合 A,B， 。 

e)对任何集合 A,B， 。 

f)对任何集合 A,B， 。 

答案：d是真命题。 

12．设 R,S,T 是任何三个集合，试证： 

（1） ； 

（2） ； 

（3） ； 

（4）  

证：（1） ，则 

若 ，则 。因而 且 ，故 ； 

若 ，则 ，同理可得 。故 

。 

反之，因为 ，故 

＝ 。 

    ，有 。 

若 ，则 ，故 ； 

若 ，则 ，故 。因此 

。 

所以  ＝ 。 

, {1}, {1,2}A B Cf= = = \ ( ) ; ( ) \ {2}A B C A C Bf= =! !

A B B C=! !

A B A C=! !

2 2 2A B A B=!
!

2 2 2A B A B=!
!

\2 2 \ 2A B A B=

2 2 2A B A BD = D

( ) ( )S T S T S TD = D! "

( ) ( ) ( )R S T R S R TD Ê D D! !

( ) ( ) ( ) ( ) ( )R S R T R S T R S R TD D Í D Í D D! " "

( ) ( ) ( )R S T R S R TD Ê D! ! !

x S T" Î D )\()\( STTS !=

x SÎ x TÎ ( )x S TÎ ! ( )x S TÎ ! ( ) ( )x S T S TÎ D! "

x SÎ x TÎ ( ) ( )x S T S TÎ D! "

S TD Í ( ) ( )S T S TD! "

( ) ( )S T S TÍ! "

( ) ( )S T S TD! " ( ) \ ( )S T S T! " ])(\)([ f=STTS !"!

( ) ( )x S T S T" Î D! " ( ) \ ( )S T S T= ! " ( ), ( )x S T x S TÎ Î! "

x SÎ x TÎ xÎ S TD
x SÎ x TÎ xÎ S TD

( ) ( )S T S TD! " Í S TD

S TD ( ) ( )S T S TD! "
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（2）证： ，有 且 。则 

若 ，则 且 ，故 ， 。 

若 ，则 且 。故 ，因此 。于是 

。 

（3）证： ，有 且 。则 

若 ，则 ，故 ，因此 ； 

若 ，则 ，故 ， 。于是 

 

反之， ，则 

若 ，则 ，故 ，因而 。即 

； 

若 ，则 ，故 或 。因此 或 ，

从而 。 

综上可得： 。于是 

 

证： ，则 

若 ，则 ，因而 。故 ，于是

； 

若 ，则 ，与上同理可得 。 

综上可得： 。 

14．设 A为任一集， 为任一集族（ ），证明： 

 

x" Î ( ) ( )R S R TD D! ( )x R SÎ D ( )x R TÎ D

x RÎ x SÎ x TÎ ( )x S TÎ ! xÎ ( )R S TD !

x RÎ x SÎ x TÎ ( )x S TÎ ! xÎ ( )R S TD !

( ) ( )R S R TD D! Í ( )R S TD !

( ) ( )x R S R T" Î D D! ( )x R SÎ D ( )x R TÎ D

x RÎ ,x S x TÎ Î ( )x S TÎ ! ( )x R S TÎ D !

x RÎ ,x S x TÎ Î ( )x S TÎ ! ( )x R S TÎ D !

( ) ( ) ( )R S R T R S TD D Í D! "

( )x R S T" Î D !

x RÎ ( )x S TÎ ! ,x S x TÎ Î ( ), ( )x R S x R TÎ D Î D

( ) ( )x R S R TÎ D D!

x RÎ ( )x S TÎ ! x SÎ x TÎ ( )x R SÎ D ( )x R TÎ D

( ) ( )x R S R TÎ D D!

( ) ( ) ( )R S T R S R TD Í D D! !

( ) ( ) ( )R S R T R S TD D Í D! " ( ) ( )R S R TÍ D D!

( ) ( )x R S R T" Î D! !

( )x R SÎ ! ( )x R TÎ ! , ,x R x T x SÎ Î Î x S TÎ D

( )x R S TÎ D!

( )x R SÎ ! ( )y R TÎ ! ( )x R S TÎ D!

( ) ( ) ( )R S T R S R TD Ê D! ! !

{ } IBx xÎ I f¹

( ) ( )
I I

A B A Bx x
x xÎ Î

=! !" "
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证： ，则 

若 ，则 ，因而 ； 

若 ，则 ，因而 ，故 。于

是 

。 

反之，设 ，则 。 

若 ，显然 ； 

若 ，则 ，因而 ，即 。所以， 

。 

综上可得， ＝ 。 

15．填空：设 A,B 是两个集合。 

(a) __________________；  

(b) __________________；  

(c) ___________________； 

(d) ___________________； 

 解：(a) 且 ； (b) 或  

     (c) 或 ； (d) （ 且 ）或（ 且 ） 

16．设 A，B，C为三个集合，下列集合表达式哪一个等于 ？ 

（a） ；（b）  

（c） ；（d）  

（e）  

答案：c。 

 

习题 

1．设 A,B,C 为集合，并且 ，则下列断言哪个成立？ 

x" Î ( )
I

A Bx
xÎ

! "

x AÎ ( )x A B Ix xÎ Î! xÎ ( )
I

A Bx
xÎ

!"

x AÎ ,I x Bxx" Î Î ,I x A Bxx" Î Î ! xÎ ( )
I

A Bx
xÎ

!"

( )
I

A Bx
xÎ

! " Í ( )
I

A Bx
xÎ

!"

xÎ ( )
I

A Bx
xÎ

!" ,I x A Bxx" Î Î !

x AÎ xÎ ( )
I

A Bx
xÎ

! "

x AÎ ,I x Bxx" Î Î
I

x Bx
xÎ

Î! xÎ ( )
I

A Bx
xÎ

! "

( )
I

A Bx
xÎ

!" Í ( )
I

A Bx
xÎ

! "

( )
I

A Bx
xÎ

! " ( )
I

A Bx
xÎ

!"

x A BÎ Û!

x A BÎ Û!

\x A BÎ Û
x A BÎ D Û

x AÎ x BÎ x AÎ x BÎ
x AÎ x BÎ x AÎ x BÎ x AÎ x BÎ

\ ( )A B C!

( \ ) ( \ )A B A C! ( ) \ ( )A B A C! !

( \ ) ( \ )A B A C! ( ) \ ( )A B A C! !

( ) ( )A B A C! " !

( \ ) ( \ ) ( ) ( ) ( )
( ) \ ( )

C C C C

C

A B A C A B A C A B C
A B C A B C

= =

= =

! " ! " " !

" " "

20P

A B A C=! !
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(1) ；(2) ；(3) ；(4) 。 

答案：d。 

在 两边同时并上 A即得 。 

2．设 A,B,C 为任意集合，化简 

 

证：证 1：原式＝  

 

证 2：令原式＝T，全集为 S，则 

且 ， 

故 。 

3．证明：（1） ；（2） ； 

   （3）  

证：（1）  

  

（2）证：          〔根据（1）〕 

 

（3）证：  

     〔根据（2）〕 

4．设 和 是集合 S的子集的两个序列，对 ，有

。令 。试证： 

。 

证：  

B C= A B A C=! !
C CA B A C=! !

C CA B A C=! !

C CA B A C=! ! A B A C=! !

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

C C C

C C C C C C

A B C A B C A B C A B C
A B C A B C A B C
! ! " ! ! " ! ! " ! ! "

! ! " ! ! " ! !

( ) ( ) ( ) ( )C C C CB C A B B C A B C! " ! " ! " ! !

( ) ( ) ( ) ( )
( ) (( ) )

C C C C C

C

B A B A B C A B A B C
A B A B C A B C

= =

= =

! " ! " " ! ! " "

! ! ! " ! !

( )C C CS T A B C= ! " " ( )C C CT A B C f=! ! !

( )C C C CT A B C A B C= =! ! " "

( ) ( )C CA B A B A BD = ! " ! ( ) ( ) ( )C C CA B A B A BD = ! " !

( ) ( ) ( )C C CA B A B A BD = ! " !

( ) ( ) (( ) ) (( ) )C C C CA B A B A B A A B B=! " ! ! " ! ! "

( ) ( )C CB A A B= ! " ! ( \ ) ( \ ) ( )A B B A A B= = D!

( )CA BD (( ) ( ))C C CA B A B= ! " !

( ) ( ) ( ) ( )C C C C C CA B A B A B A B= =! ! ! " ! "

( ) ( )C CA B A B =! " ! (( ) ) (( ) )C C CA B A A B B! " ! ! "

( ) ( )C CA B A B= ! " ! ( )CA B= D

1 2, ,M M ! 1 2, ,N N ! , , 1, 2,i j i j¹ = !

i jN N f=!
1

1 1
1

, ( ) , 2,3,
n

C
n n k

k
Q M Q M M n

-

=
= = =! " #

1

( )
n

n n i i
i

N Q N M
=

D Í D!

( \ ) ( \ )n n n n n nx N Q N Q Q N" Î D = !
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 当 n＝1时， ，故  

当n≥2时，设 有 或 。

则 

1.若 ，则 但 ，

因此有 。于是 

（1）若 且 ，有 ； 

（2）若 且 ，由 ，有 且

，于是 。 

2.若 ，则 但 。于是 

。 

综上可得：  

5．设 X是一个非空集合， 试证： ，有 

。 

证明：由于 ，故 。因为 ，故 ，显

然有 。 

对于 ，假设存在 ，使得 ，必可找到其中最小的值 ，

使得 ，故 ； 

1 1 1 1
1

( )
n

i i
i

x N Q N M N M
=

Î D = D Í D!
1

( )
n

n n i i
i

N Q N M
=

D Í D!

( \ ) ( \ )n n n n n nx N Q N Q Q NÎ D = ! ( \ )n nx N QÎ ( \ )n nx Q NÎ

( \ )n nx N QÎ nx NÎ
1 1

1 1

( ) ,
n n

c
n n k n k

i i

x Q M M x M x M
- -

= =

Î = Î Î! " "即 或

( 1)n ix M x M i nÎ Î £ -或

nx NÎ nx MÎ
1

\ ( )
n

n n n n i i
i

x N M N M N M
=

Î Í D Í D!

nx NÎ ( 1)ix M i nÎ £ - ( )i jN N i jf= ¹! ( 1)ix N i nÎ £ -

ix MÎ
1

\ ( )
n

i i i i i i
i

x M N M N N M
=

Î Í D Í D!

\n nx Q NÎ
1

1

( )
n

c
n n k n

i

x Q M M x M
-

=

Î = Î! " ，即 nx NÎ

1

\ ( )
n

n n n n i i
i

x M N M N N M
=

Î Í D Í D!

1

( )
n

n n i i
i

N Q N M
=

D Í D!

1, , 1, 2,3,n n nA X A A n+Í Í = ! n"

  
1( )c

n m m m
m n m n

A A A A
¥ ¥

+
= =

= ! "" !

1m mA A+ Í   
1 1\c

m m m mA A A A+ +=! m n³ m nA AÍ

  
1( )c

m m m n
m n m n

A A A A
¥ ¥

+
= =

Í! "" !

nx A" Î ( )p p n³ px AÎ 0p

0 0 1
\p px A A +Î xÎ   

1( )c
m m m

m n m n

A A A
¥ ¥

+
= =

! "" !
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假如不存在 p，则 ，故 。 

综上可得： 。 

所以 ＝ 。 

6．设 V是任一集合，证明： 

有 当且仅且 且 。 

证： 因为 ，故 。 

先证 。设 ，则 

若 ，则 ，故 且 ，矛盾。 

所以 ，即 。 

其次，证明 。设 ，则有两种情况： 

若 。则 ，故 。 

若 。由 ，知 。 

总之， ，有 ，故 。 

7．设 为一集序列，记 为这样的元素的全体形成的集合： 当且仅

当在序列 中有无穷多项 含有 。集合 称为集序列 的上极限，

记为 ，即 。又记 为这样的元素全体形成的集合；序列

中只有有限项不含有这样的元素。称 为序列 的下极限，并记

。证明； 

（1） ；（2） 。 

证： （1） ，在序列 中只有有限项不含 x，在不含 x 的

项中必可找到下标最大的一项 （若各项均含 x，则令 p＝0），有 ，

m
m n

x A
¥

=

Î! xÎ   
1( )c

m m m
m n m n

A A A
¥ ¥

+
= =

! "" !

nA Í   
1( )c

m m m
m n m n

A A A
¥ ¥

+
= =

! "" !

nA
  

1( )c
m m m

m n m n

A A A
¥ ¥

+
= =

! "" !

, , 2VS T W" Î S T WÍ Í S T S WD Í D S WÍ

Þ S T WÍ Í \ \S T T S W S S WD = Í Í D

Ü S TÍ x SÎ

x TÏ \ \x S T S T S W W SÎ Í D Í D = x WÎ x SÏ

x TÎ S TÍ

T WÍ x TÎ

x SÏ \ \x T S S T S W W SÎ Í D Í D = x WÎ

x SÎ S WÍ x WÎ

x T" Î x WÎ T WÍ

1 2, ,A A ! A x AÎ

1 2, ,A A ! nA x A 1 2, ,A A !

lim nn
A

®¥
lim nn

A A
®¥

= A 1 2, ,A A !

A 1 2, ,A A !

lim n
n
A A

®¥
=

1
lim n k

n k nn
A A

¥ ¥

= =®¥
= ! "

1
lim n kn n k n

A A
¥ ¥

®¥ = =
= ! "

x" Î lim n
n
A

®¥
1 2, ,A A !

1pA - k
k p

x A
¥

=

Î!
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故 ，即 

。 

反之， ，必 使得 ，即 时， 。而集合

中即使都不含有 x，但也仅有有限项不含 x，故 。因此 

。 

综上可得： ＝ 。 

（2） ，因为 中有无穷多项含有 x，故 ，当 时，

，因此 ，从而 ，即 

 

反之， ，则 ，即 中有无穷多项多含 x，

所以 ，即 

 

综上可得： 。 

8．证明：  

证： ，由 定义可知：序列 中只有有限项不含 x，故

必可找 

到不含 x 的下标最大的一项 ，可见此时 均含 x，即有无限项

含 x，故 。因此 

。 

 

 

xÎ
1

k
n k n

A
¥ ¥

= =
! "

lim n
n
A

®¥
Í

1
k

n k n
A

¥ ¥

= =
! "

x" Î
1

k
n k n

A
¥ ¥

= =
! " p$ k

k p

x A
¥

=

Î! k p" ³ kx AÎ

1 2 1, , , PA A A -! xÎ lim n
n
A

®¥

1
k

n k n
A

¥ ¥

= =
Í! " lim n

n
A

®¥

lim n
n
A

®¥ 1
k

n k n
A

¥ ¥

= =
! "

lim nn
x A

®¥
" Î 1 2, ,A A ! N$ n N³

nx AÎ k
k n

x A
¥

=

Î!
1

k
n k n

x A
¥ ¥

= =
Î ! "

1
lim n kn n k n

A A
¥ ¥

®¥ = =
Í ! "

1
k

n k n
x A

¥ ¥

= =
" Î ! " 1, k

k n

n x A
¥

=

" ³ Î! 1 2, ,A A !

lim nn
x A

®¥
Î

1
limk nnn k n

A A
¥ ¥

®¥= =
Í! "

1
lim n kn n k n

A A
¥ ¥

®¥ = =
= ! "

lim limn nnn
A A

®¥®¥
Í

lim n
n

x A
®¥

" Î lim n
n
A

®¥
1 2, ,A A !

PA 1 2, ,P PA A+ + !

lim nn
x A

®¥
Î

lim limn nnn
A A

®¥®¥
Í
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习题 

1．设 。求 。 

解： 

     

 

2．设 A,B 为集合，试证：A×B＝B×A的充要条件是下列三个条件至少一个成立： 

（1） ；（2） ；（3） 。 

证： 若（1）成立， 。 

若（2）成立，同上。 

若（3）成立，A×B=B×B=B×A。 

假设必要性不成立，即 。故不妨设 使得 。 

设 ，则 ，矛盾。 

于是，假设不成立。因而必要性成立。 

必要性也可以如下证明： 

1.若 ，则 或 。 

2.若 ，则 ，有 。于是

，因此 且 ，故 A=B。 

3．设 A,B,C,D 为任四个集合，证明： 

 

证： ，有 ，即 

。所以 ，因此 

25P

{ , , }, { , , , }, { , , }A a b c B e f g h C x y z= = = 2, , ,A B B A A C A B´ ´ ´ ´

{( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}
{( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}
{( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )

A B a e a f a g a h b e b f b g b h c e c f c g c h
B A e a e b e c f a f b f c g a g b g c h a h b h c
A C a x a y a z b x b y b z c x

´ =
´ =
´ = , ( , ), ( , )}c y c z

2 {(( , ), ), (( , ), ), (( , ), ),A B a a e a a f a a g´ =

(( , ), ), (( , ), ), (( , ), ), (( , ), ), (( , ), ), (( , ), ),
(( , ), ), (( , ), ), (( , ), ), (( , ), ), (( , ), ), (( , ), ),
(( , ), ), (( , ), ), (( , ), ), (( , ), ), (( , ), ), (( , ), ),
(( , ), ), (( , ), ),

a a h a b e a b f a b g a b h a c e
a c f a c g a c h b a e b a f b a g
b a h b b e b b f b b g b b h b c e
b c f b c g (( , ), ), (( , ), ), (( , ), ), (( , ), ),
(( , ), ), (( , ), ), (( , ), ), (( , ), ), (( , ), ), (( , ), ),
(( , ), ), (( , ), ), (( , ), )}

b c h c a e c a f c a g
c a h c b e c b f c b g c b h c c e
c c f c c g c c h

A f= B f= A B=

Ü A B B Af´ = = ´

Þ , ,A B A Bf f¹ ¹ ¹ x$ ,x A x BÎ Î

y BÎ ( , ) , ( , )x y A B x y B AÎ ´ Î ´

A B B A f´ = ´ = A f= B f=

A B B A f´ = ´ ¹ ,x A y B" Î Î ( , )x y A B B AÎ ´ = ´

,x B y AÎ Î A BÍ B AÍ

( ) ( ) ( ) ( )A B C D A C B D´ = ´ ´! ! !

( , )x y" Î ( ) ( )A B C D´! ! ,x A B y C DÎ Î! !

, , ,x A x B y C y DÎ Î Î Î ( , ) , ( , )x y A C x y B DÎ ´ Î ´
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，从而 

。 

反之， ，有 。即 

，从而 

。 

因此， ＝ 。 

4．设 为任意集合，试证： 

 

证： ，有 且 或 。则 

若 ，则 ，故 ，即 

。 

若 ，同理可证 。从而 

。 

反之， ，则 或

，即 ， 但 或 ， 但 。从而

有 ，但 ，即 ，从而 

。 

综上可得： ＝ 。 

5．设 ，试证：  

证： ，则 ，故 或 。于是 

1. 若 ，则 。因此 

(1)若 ，则 。 

( , ) ( ) ( )x y A C B DÎ ´ ´!

( ) ( )A B C D´! ! Í ( ) ( )A C B D´ ´!

( , )x y" Î ( ) ( )A C B D´ ´! , , ,x A x B y C y DÎ Î Î Î

( , )x y Î ( ) ( )A B C D´! !

( ) ( )A C B D´ ´! Í ( ) ( )A B C D´! !

( ) ( )A B C D´! ! ( ) ( )A C B D´ ´!

1 2 3 4, , ,E E E E

1 2 3 4 1 3 2 1 2 4( ) \ ( ) (( \ ) ) ( ( \ ))E E E E E E E E E E´ ´ = ´ ´!

( , )x y" Î 1 2 3 4( ) \ ( )E E E E´ ´ 1 2,x E y EÎ Î 3x EÎ 4y EÎ

3x EÎ 1 3\ )x E EÎ 1 3 2( , ) ( \ ) )x y E E EÎ ´

( , )x y Î 1 3 2 1 2 4(( \ ) ) ( ( \ ))E E E E E E´ ´!

4y EÎ ( , )x y Î 1 3 2 1 2 4(( \ ) ) ( ( \ ))E E E E E E´ ´!

1 2 3 4( ) \ ( )E E E E´ ´ Í 1 3 2 1 2 4(( \ ) ) ( ( \ ))E E E E E E´ ´!

( , )x y" Î 1 3 2 1 2 4(( \ ) ) ( ( \ ))E E E E E E´ ´! 1 3 2( , ) ( \ ) )x y E E EÎ ´

1 2 4( , ) ( \ )x y E E EÎ ´ 1x EÎ 2y EÎ 3x EÎ 1x EÎ 2y EÎ 4y EÎ

1 2( , )x y E EÎ ´ 3 4( , )x y E EÎ ´ 1 2 3 4( , ) ( ) \ ( )x y E E E EÎ ´ ´

1 3 2 1 2 4(( \ ) ) ( ( \ ))E E E E E E´ ´ Í! 1 2 3 4( ) \ ( )E E E E´ ´

1 2 3 4( ) \ ( )E E E E´ ´ 1 3 2 1 2 4(( \ ) ) ( ( \ ))E E E E E E´ ´!

,A X B YÍ Í ( ) ( ) ( ) ( )C C C C CA B A B A B A B´ = ´ ´ ´! !

( , ) ( )Cx y A B" Î ´ ( , ) ( )x y A BÎ ´ x AÎ y BÎ

x AÎ Cx AÎ

y BÎ ( , ) ( ) ( ) ( )C C C C Cx y A B A B A B A BÎ ´ Í ´ ´ ´! !
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(2) 若 ，则 ，即 。 

2.若 ，则必有 ，故 。 

综上可得： 。 

反之， ，则 

或 或 ，于是， 

(1)若 ，则 且 ，即 ，于是 。 

(2)若 ，则 且 ，即 ，于是 。 

(3)若 ，则 且 ，即 ，于是 。

综上可得： 。 

于是 。 

7．设 是三个任意集合，证明： 

 

证：  

  

8．设 A,B 为集合，下列命题哪些为真？ 

（1） 且  

（2） 或  

（3）  

（4）若 ，则 。 

（5）若 ，则 。 

答案：（2），（5）为真。 

9．设 A有 m个元素，B 有 n个元素，则 A×B是多少个序对组成的？A×B有多少

个不同的子集？ 

答：A×B有 mn 个序对；A×B有 个不同子集。 

10．设 是两个集合， ，试证：若 ，则 。 

y BÎ Cy BÎ ( , ) ( ) ( ) ( )C C C C C Cx y A B A B A B A BÎ ´ Í ´ ´ ´! !

x AÎ y BÎ ( , ) ( ) ( ) ( )C C C C Cx y A B A B A B A BÎ ´ Í ´ ´ ´! !

( ) ( ) ( ) ( )C C C C CA B A B A B A B´ Í ´ ´ ´! !

( , ) ( ) ( ) ( )C C C Cx y A B A B A B" Î ´ ´ ´! !

( , ) Cx y A BÎ ´ ( , ) Cx y A BÎ ´ ( , ) C Cx y A BÎ ´

( , ) Cx y A BÎ ´ x AÎ x BÎ ( , )x y A BÎ ´ ( , ) ( )Cx y A BÎ ´

( , ) Cx y A BÎ ´ x AÎ x BÎ ( , )x y A BÎ ´ ( , ) ( )Cx y A BÎ ´

( , ) C Cx y A BÎ ´ x AÎ x BÎ ( , )x y A BÎ ´ ( , ) ( )Cx y A BÎ ´

( ) ( ) ( ) ( )C C C C CA B A B A B A B´ ´ ´ Í ´! !

( ) ( ) ( ) ( )C C C C CA B A B A B A B´ = ´ ´ ´! !

, ,A B C

( ) ( ) ( )A B C A B A C´ D = ´ D ´

( ) (( \ ) ( \ )) ( \ ) ( \ )A B C A B C C B A B C A C B´ D = ´ = ´ ´! !

(( ) \ ( )) (( ) \ ( )) ( ) ( )A B A C A C A B A B A C= ´ ´ ´ ´ = ´ D ´!

( , )x y A B x AÎ ´ Û Î y BÎ

( , )x y A B x AÎ ´ Û Î y BÎ

2 2 2A B A B´ = ´

A C B C´ = ´ A B=

,A C B C C´ = ´ ¹ Æ A B=

2mn

,A B B ¹ Æ A B B A´ = ´ A B=
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证： ，因为 ，故在 B中任取一元素 y，必有 ，因而 

，故 。从而 。 

反之， ，因为 ，故在 中任取一元素 y，必有 ，因

而 ，故 。从而 。 

于是 。 

 

习题 

1.某班学生中有 45％正在学德文，65％正在学法文。问此班中至少有百分之几

的学生正同时学德文和法文？ 

解：设 A,B 分别为正在学德文和法文的学生的集合，班级总人数为 n，则 

，于是同时学习德文和法文的人数为 ，故 

。 

于是全班至少百分之十的学生同时学德文和法文。 

2．求 1到 250 之间不能被 2，3，5，7中任一数整除的数的个数。 

解：设 ，在 S上的定义性质 ，n具有性质

（相应地 ）当且仅当 。 

令 为 S中具有性质 之集， ，则 

 

所求为： 

 

x A" Î B ¹ Æ ( , )x y A BÎ ´

( , )x y B BÎ ´ x BÎ A BÍ

x B" Î B ¹ Æ B ( , )x y B BÎ ´

( , )x y A BÎ ´ x AÎ B AÍ

A B=

33P

45%, 65%A n B n= =! ! A B!

10%A B A B n n³ + - =! "

{1,2, , 250}S = ! 1 2 3 4, , , ,P P P P n S" Î 1P

2 3 4, ,P P P 2 | (3 | ,5 | ,7 | )n n n n

iA iP 1,2,3,4i =

1

2

3

4

2502 | 1,2, ,
2

2503 | 1,2, ,
3

2505 | 1,2, ,
5

2507 | 1,2, ,
7

A k k

A k k

A k k

A k k

ì üé ù= =í ýê úë ûî þ
ì üé ù= =í ýê úë ûî þ
ì üé ù= =í ýê úë ûî þ
ì üé ù= =í ýê úë ûî þ

!

!

!

!

1 2 3 4

250 ((125 83 50 35) (41 25 17 16 11 7) (8 5 3 2) 1)
250 (293 117 18 1) 57

S A A A A-

= - + + + - + + + + + + + + + -
= - - + - =

! ! !
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3．设 A,B 是两个有限集，试求  

解：  

4．马大哈写 n 封信，n 个信封，把 n 封信放入到 n 个信封中，求全部装错的概

率是多少？ 

解： ，令 表示所有信都装错的集合，即 

。 

令 表示第 个信封恰好装对的集合，则 。所以全部装错的集合为： 

。 

于是，易得 

。 

 对于 ，有 。又 

 

〔答案：0.3679，当 n≥10 时，概率都近似等于 0.3679〕。 

5．毕业舞会上，小伙子与姑娘跳舞，已知每个小伙子至少与一个姑娘跳过舞，

但未能与所有姑娘跳过。同样地，每个姑娘也至少与一个小伙子跳舞，但也未能

与所有的小伙子跳过舞。证明：在所有参加舞会的小伙与姑娘中，必可找到两个

小伙子和两个姑娘，这两个小伙子中的每一个只与这两个姑娘中的一个跳过舞，

而这两个姑娘中的每一个也只与这两个小伙中的一个跳过舞。 

证：设 是小伙的集合， 是姑娘的集合。 

与 跳舞的姑娘的集合用 表示； 

与 跳舞的姑娘的集合用 表示； 

                    

与 跳舞的姑娘的集合用 表示； 

22 ?
A B´

=

22
A B´

=
22 22 2 2
A B A BA B ´´

= =
!

!nS n= A

1 2 1 2{ , , , | 1, 2, , }n nA i i i i i i n= ¹ ¹ ¹! !

iA i C
iA AÍ

1 2
C C C

nA A A A= ! !"!

jinAAnA jii ¹-=-= ,)!2(,)!1( !

niii k £<<<£ !211 )!(21 knAAA ikii -=!"!!

1 2
1 11

1 2

1

1

!

( 1) ! ( 1)! ( 2)! ( 1) (0)!

1 1 1 1!(1 ( 1) )
1! 2! 3! !

1 1 1 11 ( 1) 0.3678
! 1! 2! 3! !

n n
C C C

n i i i j
i i j ni

n
n n n

i n n n
i

n

n

n

A A A A S A n A A A

A n C n C n C

n
n

A A
P e

S n n

= £ < £=

=

-

= = - = - +

- + - = - - + - - + -

= - + - + + -

æ ö= = = - + - + + - » =ç ÷
è ø

å å! !"! !

" "

"

"

#

!

，故

1 2,{ , , }nF f f f= ! 1 2{ , , , }mG g g g= !

1f 1f
G

2f 2f
G

! ! !

nf nf
G
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于是，由题意： 且 且 ， 。 

若存在 ，使得 且 ，则结论成立。 

反证法：假设不存在 和 满足 且 。于是 

应满足： 或 必有一个成立。 

因此把 重新排列有： 。从而 与所有

的姑娘都跳过舞，矛盾。 

因此假设不成立，本题得证。 

1 2 nf f fG G G G=! !"!
if

G f¹
if

G G¹ 1,2,3, ,i n= !

, ( )
i jf fG G i j¹

i jf fG GÍ
j if fG GÍ

if
G

jf
G

i jf fG GÍ
j if fG GÍ

, ( ),
i jf fi j i j G G" ¹ 与

i jf fG GÍ
j if fG GÍ

1 2 nf f fG G G!， ， ，
 1 2i i inf f fG G GÍ Í Í! inf
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第二章 映 射 

习题 

1. 设 A，B 是有穷集，  

（1）计算 ；（2）从 A 到 A 有多少个双射？ 

解：（1） ；（2）从 A 到 A 共有 m!个双射。 

2. 设 X 是一个有穷集合，证明：从 X 到 X 的部分映射共有 个。 

证：设 ，则 f 是 X 到 X 的一个部分映射。 

设  

当 时，f 的个数为  

当 A 是单元素集时，f 的个数为  

当 A 中有 2 个元素时，f 的个数为  

 

当 A 中有 k 个元素时，f 的个数为  

 

当 A 中有 n 个元素时，f 的个数为  

因此 f 的总个数为 + + + + + ＝  

＝  

即从 X 到 X 的部分映射共有 个。 

4.设 是一个两两不相交的整数构成的数列，则必有长至少为 的

递增子序列或有长至少为 的递减子序列。 

证：令 ，则 。 

设以 为首项的最长递增子序列的长度为 ， 

设以 为首项的最长递减子序列的长度为 。 

39P

,A m B n= =

BA

B nA m=

( 1) XX +

: ,f A X A X® Í

X n=

A =Æ 0 0 1nC n =

1 1
nC n n=

2 2
nC n

!

k k
nC n

!

n n
nC n

0 0
nC n

1 1
nC n !

k k
nC n !

n n
nC n (1 )nn+

( 1) XX +

( 1) XX +

1 2 1, , , mnu u u +! 1n +

1m +

1 2 1{ , , }mnA u u u += ! 1A mn= +

iu i
+
!

iu i
-
!



 

 19 

反证法：假设题中结论不成立，则 。 

令 ， ，则 是单射。 

实际上， 且 ，则 

若 ，则 ，所以 ； 

即 。 

若 ，则 ，所以 ； 

即 。 

故 为单射，从而就有 矛盾。 

习题 

1. 证明：从一个边长为 1 的等边三角形中任意选 5 个点，那么这 5 个点中必有 2

个点，它们之间的距离至多为 1/2，而任意 10 个点中必有 2 个点其距离至多是

1/3。 

证：(1) 将边长为 1 的等边三角形 4 等分，得到 4 个边长为 1/2 的小等边三

角形。 

任给 5 个点，由鸽巢原理可知必有一个小等边三角形里面至少有 2 个点，又

因为小等边三角形中任意两个点之间的距离至多为 1/2，因此 5 个点中必有 2 个

点，它们之间的距离至多为 1/2。 

(2) 连接各边的三等分点，则可得到 9 个边长都为 1/3 的小等边小角形，每

个小等边三角形中任意两个点之间的距离至多为 1/3。将 10 个点放入该大等边三

角形中，则由鸽洞原理，必有一个小等边三角形中至少有 2 个点，因此任意 10

个点中必有 2 个点其距离至多为 1/3。 

2.已知 个整数 ，试证：存在两个整数 ，使得

能被 整除。 

证：考察下式： 

, , 1, 2,3, , 1i in m i mn+ £ £ = +! ! "

: {1,2, , } {1,2, , }, iA n m u Aj ® ´ " Î! ! ( ) ( , )i i iuj + -= ! ! j

,i ju u A" Î ( )i ju u i j¹ ＜

i ju u＞ i j
- -
! !＞ ( , ) ( , )i i j j

+ - + -¹! ! ! !

( )iuj j¹ ( )ju

i ju u＜ i j
+ +
! !＞ ( , ) ( , )i i j j

+ - + -¹! ! ! !

( ) ( )i ju uj j¹

j 1mn mn+ £

43P

m 1 2, , ma a a! , ,0k k m£ £! !＜

1 2k ka a a+ ++ + +
!

" m
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若第 式能被 整除，则显然成立，此时 ； 

若任一式都不能被 整除，则考察各式被 整除后的余数，如下式： 

 

由于每一个都不能被 整除，故共有 个余数—相当于 个物体。而任意

整数被 除后，只有 －1个余数——相当于 －1抽屉，于是由鸽巢原理可知

必有两个余数相等。设这两个余数为 ，对应两式相减便有： 

可被 整除，此时 。 

3. 证明在 52 个整数中，必有两个整数，使这两个整数之和或差能被 100 整除。 

证：设 是 52 个整数，令 为 被 100 除后所得的余数，即

[相当于 52 个物体]。 

任意一个整数被 100 除以后的余数为 0，1，2，…，99，把它们分成 51 个

类，即{0},{1,99},{2,98},…{49,51},{50}[相当于 51 个盒子]。 

把 52 个余数 放入到 51 个类中，必在两个余数放在一个类里。 

设在一个类中的两个余数分别为 与 ， 。则有 

（1） 若 ，则 ，即 能被 100 整除。 

（2） ，则 ，即 能被 100 整除。 

5.设 为 的任一排列，若 n是奇数且 

， 

则乘积为偶数。 

解：反证法：若 为奇数，则 中的 与 必是一

1

1 2

1 2 3

1 2 m

a
a a
a a a

a a a

+
+ +

+ + +
!

"

i m 0,k i= =!

m m

1 1 1

1 2 2 2

1 2 3 3 3

1 2 m m m

a q m r
a a q m r
a a a q m r

a a a q m r

= +
+ = +
+ + = +

+ + + = +
!

"

m m m

m m m

, , ( )i jr r i j i j¹ ＜

1 2i i ja a a+ ++ + +! m ,k i j= =!

1 2 52, , ,a a a! ig ia

100 ,0 99, 1,2, ,52i i i ia q ig g= + £ £ = !

, 1, 2, ,52i ig = !

ig jg i j¹

i jg g¹ 0i jg g+ = i ja a+

i jg g= 0i jg g- = i ja a-

1 2, , , na a a! 1,2,3, ,n!

1 2( 1)( 2) ( ) 0na a a n- - - ¹!

1 2( 1)( 2) ( )na a a n- - -! ( )ia i- ia i
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个为奇数，一个为偶数。而 n为奇数，故奇数个数为 比偶数 多一个，

这是不可能的。 

 

习题 

1.设 ， ，证明  

证 1： ，则 ，即 但 。于是 

但 ，因此 ， 

故  

反之，设 ，有  

因此 ，即  

从而  

故  

因而  

证 2：  

 

2. 设 ，证明 

（1）  

（2）  

（3）  

证：（1）设 ，则 使得 。于是， 。

因此， ，所以 ，故 

 

1
2
né ù +ê úë û 2

né ù
ê úë û

46P

:f X Y® ,C D YÍ 1 1 1( \ ) ( ) \ ( )f C D f C f D- - -=

1( \ )x f C D-" Î ( ) \f x C DÎ ( )f x CÎ ( )f x DÎ

1( )x f C-Î 1( )x f D-Î 1 1( ) \ ( )x f C f D- -Î

1 1 1( \ ) ( ) \ ( )f C D f C f D- - -Í

1 1( ) \ ( )x f C f D- -Î 1 1( ) ( )x f C x f D- -Î Î且

( ) ( )f x C f x DÎ Î且 ( ) \f x C DÎ

1( \ )x f C D-Î

1 1 1( ) \ ( ) ( \ )f C f D f C D- - -Í

1 1 1( \ ) ( ) \ ( )f C D f C f D- - -=

1 1 1 1( \ ) ( ) ( ) ( )c Cf C D f C D f C f D- - - -= =! !

1 1 1 1( ) ( ( )) ( ) \ ( )Cf C f D f C f D- - - -= =!

: ,  A,B Xf X Y® Í

( ) ( ) ( )f A B f A f B=! !

( ) ( ) ( )f A B f A f BÍ! !

( ) \ ( ) ( \ )f A f B f A BÍ

( )y f A BÎ ! x A B$ Î ! ( )y f x= x A x BÎ Î或

( ) ( )y f A y f BÎ Î或 ( ) ( )y f A f BÎ !

( ) ( ) ( )f A B f A f BÍ! !
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反之，设 ，则 。于是 或 ，使

得 。因此不论何种情况都 ，使得 。因此 ，

故 

 

因此，  

（2）设 ，则 ，使得 。于是， 且 。 

从而， 且 ，所以 ，故 

 

（3）设 ，则 但 。于是 使得 ，

且 ，从而 ，使得 。 

故 ，即 

。 

3.设 ， ，证明： 

 

证：设 ，则 ，使得 。于是

且 ， 即 ， 因 此 且 ， 即

，从而 

。 

反之，设 ，则 且 。于是 且 ，使

得 。从而 ，使得 ，因此 。从而 

 

因此， 。 

4.设 。以下四个小题中，每个小题均有四个命题，这四个

( ) ( )y f A f BÎ ! ( ) ( )y f A y f BÎ Î或 x A$ Î x BÎ

( )f x y= x A B$ Î ! ( )f x y= ( )y f A BÎ !

( ) ( ) ( )f A f B f A BÍ! !

( ) ( ) ( ) ( )f A f B f A B=! !

( )y f A BÎ ! x A B$ Î ! ( )y f x= x AÎ x BÎ

( )y f AÎ ( )y f BÎ ( ) ( )y f A f BÎ !

( ) ( ) ( )f A B f A f BÍ! !

( ) \ ( )y f A f BÎ ( )y f AÎ ( )y f BÎ x A$ Î ( )f x y=

x BÎ \x A B$ Î ( )f x y=

( ) ( \ )y f x f A B= Î

( ) \ ( ) ( \ )f A f B f A BÍ

:f X Y® ,A X B YÍ Í

1( ( ) ) ( )f f B A B f A- =! !

1( ( ) )y f f B A-Î !
1( )x f B A-$ Î ! ( )f x y= 1( )x f B-Î

x AÎ )()()( AfxfBxf ÎÎ 且 ( )y f x B= Î ( )y f AÎ

( )y B f AÎ !

1( ( ) ) ( )f f B A B f A- Í! !

( )y B f AÎ ! y BÎ ( )y f AÎ x A$ Î 1( )x f B-Î

( )f x y= 1( )x f B A-$ Î ! ( )f x y= 1( ( ) )y f f B A-Î !

1( ) ( ( ))B f A f f B A-Í! !

1( ( )) ( )f f B A B f A- =! !

: , ,f X Y A X B Y® Í Í
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命题有且仅有一个正确，请找出正确的那个。 

（1）（a）若 ，则 未必在 A 中 

    （b）若 ，则  

    （c）若 ，则  

（d）若 ，则  

（2）（a）             （b）  

（c）             （d）  

（3）（a）             （b）  

（c）             （d）上面三个均不对 

（4）（a）            （b）  

（c）若   （d）若  

答案：（a）（b）（c）（d） 

7.设 则 成立吗？ 

解：不成立。 

反例：设 。 

。 

令 ，则 。 

， 。 

8.设X是一个无穷集合， 。证明：存在X的一个真子集E 使得 。 

证：取 ，令 。若到某一位与前

面有重复项，设为第 k 项，即 。令 ，则 

且 。 

若 互不相同，令 ，则 。 

[不去掉 可能就会有 ] 

( ) ( )f x f AÎ x

( ) ( )f x f AÎ x AÎ

( ) ( )f x f AÎ x AÎ

( ) ( )f x f AÎ cx AÎ

1( ( ))f f B B- = 1( ( ))f f B B- Í

1( ( ))f f B B- Ê 1( ( )) cf f B B- =

1( ( ))f f A A- = 1( ( ))f f A A- Í

1( ( ))f f A A- Ê

( )f A ¹ Æ ( )f B ¹ Æ

1, ( )y Y f y x-Î Î则 1, ( )y Y f y x-Î Í则

: , ,f X Y A X® Í ( ( )) ( )c cf A f AÍ

{1,2,3}, { , , }X Y a b c= =

: , (1) , (2) , (3)f X Y f a f a f b® = = =

{1,2}A = {3}cA =

( ) { }f A a= ( (( )) { , }, ( )c cf A b c f A b= =但

:f X Y® ( )f E EÍ

0x XÎ 1 0 2 1 1( ), ( ), , ( ),n nx f x x f x x f x -= = =! !

( ) ( )k if x x i k= < 0 1 2{ , , , , }kE x x x x X= Ì!

( )f E EÍ XE Ì

ix 1 0\{ }E X x X= Ì 1 1( )f E EÍ

0x XE =1

1 o 

2 o 

3 o 

o a 

o b 

o c 

X Y 



 

 24 

9.设 ，证明 ，都有  

证；若 ，则 ,因而 。 

若 ，设 ，则 ，使得 且 ，于是 

且 ，因此 。 

故  

反之，设 ，则 且 。于是 且 ，使

得 。从而， ，因此 ，

而 ，所以 ，于是 ，故 

 

从而  

习题 

1.设 ， 

， ，试求 。 

解： 

 

因此 。 

2.设 X,Y,Z 是三个非空集合， 。证明： 是满射当且仅当不存在

从 Y到 Z的映射 和 ，使得 ，但 。 

证： 因 且 为满射，故 ，使得 。 

假设存在 ，但 。因为 ，所以 ，使得

。对于上面的 ， （ 是满射），使得  

，即 。故 与 ，矛盾。

:f A B® 2BT" Î 1( ( )) ( )f f T T f A- = !

T =Æ 1( ( )) , ( )f f T T f A- =Æ =Æ!
1( ( )) ( )f f T T f A- = !

T ¹ Æ 1( ( ))y f f T-Î 1( )x f T-$ Î ( )f x y= x AÎ

( )y f x T= Î ( ) ( )y f x f A= Î ( )y T f AÎ !

1( ( )) ( )f f T T f A- Í !

( )y T f AÎ ! y TÎ ( )y f AÎ 1( )x f T-$ Î x AÎ

( )f x y= )()()(()( AfxfTffxf ÎÎ - 且 1( ) ( ( ) ))y f x f f T A-= Î !

1( )f T A- Í )()(( 1 AfTff Í- 1( ( ))y f f T-Î

1( ) ( ( ))T f A f f T-Í!

1( ) ( ( ))T f A f f T-=!

50P

{ , , }, {0,1}, {2,3}, : , ( ) ( ) 0X a b c Y Z f X Y f a f b= = = ® = =

( ) 1; :f c g Y= ®Z (0) 2, (1) 3g g= = g f!

( ) (0) 2
( ) (0) 2
( ) (1) 3

g f a g
g f b g
g f c g

= =
= =
= =

!

!

!

: , ( ) 2, ( ) 2, ( ) 3g f X Z g f a g f b g f c® = = =! ! ! !

2Z ³ :f X Y®

1g 2g 1 2g g¹ 1 2g f g f=! !

Þ :f X Y® f ,y Y x X" Î $ Î ( )f x y=

1 2 1 2, ,g g g g¹ 1 2g f g f=! ! 1 2g g¹ 0y Y$ Î

1 0 2 0( ) ( )g y g y¹ 0y 0x X$ Î f 1 0 2 0( ( )) ( ( ))g f x g f x¹

1 0 2 0[ ( ) ( )]g y g y¹ 1 0 2 0( ) ( )g f x g f x¹ 1 2g f g f¹! ! 1 2g f g f=! !
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所以假设不成立。 

也可以用如下方法： 

满射 右可逆 ，使得 假设 得到

，命题得证。 

，假设 不是满射，则 ，使得 。构造

两个映射 ， 

当 时， ； 

当 时， 。 

因为 ，故此时 ，但 

 

即 ＝ ，与假设不存在 ，但 矛盾，故 一定是满射。 

3.设 X,Y,Z 是三个非空的集合， ，证明： 是单射当且仅当不存

在从 Z到 X的映射 ，使得 ，但 。 

证： 是单射，则 ，有 。假设存在 和 ：

，因为 ，于是 ，使得 。 

而由于 为单射，故 ，即 ，故

矛盾。 

可以用： 。 

逆否命题： 。 

假设 不是单射，则 ，但 。构造两个映射

和 令 ，由于 ，故若 ，则有

。但 ，于是有 矛盾。 

 

f Û f Û :h Y X$ ® Yf h I= Û! 1 2g f g f=! !

1 2g g=

Ü :f X Y® f 0y Y$ Î 0, ( )x X f x y" Î ¹

1 2, :g g Y Z®

0y y= 1 0 2 0( ) ( )g y g y¹

0y y¹ 1 2( ) ( )g y g y=

2Z ³ 1 2g g¹

1 1 0 2 0 2, ( ) ( ) ( ) ( )x X g f x g y y g y y g f x" Î = ¹ = ¹ =! !

1g f! 2g f! 1 2g g¹ 1 2g f g f=! ! f

2X ³ :f X Y®

1 2,g g 1 2g g¹ 1 2f g f g=! !

Þ f 1 2 1 2, ,x x x x" ¹ 1 2( ) ( )f x f x¹ 1g 2g

1 2,Z X g g® ¹ 2X ³ 0z Z$ Î 1 0 2 0( ) ( )g z g z¹

f 1 0 2 0( ( )) ( ( ))f g z f g z¹ 1 0 2 0( ) ( )f g z f g z¹! !

1 2f g f g¹! !

1 12 2Xf f h hf I f g f g g gÛ Û$ = Þ = Þ =! !单射 左可逆的 使得 由 得证

1 2 1 2g g fg fg¹ Û ¹

Ü f 1 2 1 2, ,x x X x x$ Î ¹ 1 2( ) ( )f x f x= 1g

2 : ,g Z X® ,z Z" Î 1 1 2 2( ) , ( )g z x g z x= = 2X ³ 1 2x x¹

1 2g g¹ 1 1 2 2, ( ) ( ) ( ) ( )z Z f g z f x f x f g z" Î = = =! ! 1 2f g f g=! !
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习题 

1. 设 ，试构造两个映射 和 g： ，使得 

（1） ，但 ； 

（2） ，但 。 

解：（1） 但 ，故 f是满射，但 f不是单射。于是令： 

， ，则 

但 。事实上，当 n＝1时， ，故 。 

（2）自己做。 

2.设 则 

（1）若存在唯一的一个映射 ，使得 ，则 是可逆的吗？ 

（2）若存在唯一的一个映射 ，使得 ，则 是可逆的吗？ 

答案：（1） 不一定可逆。 

当 时， 不一定可逆。 

当 时， 可逆。 

（2） 一定可逆。 

证：由 ，得 是单射。假设 不是满射，则 g不唯一，矛盾。 

3.设 ，则 

（1）若 是左可逆的，则 有多少个左逆映射？ 

（2）若 是右可逆的，则 有多少个右逆映射？ 

解：令 ，则 

（1）如图 1(a)所示：有 ；（2）如图 1(b)所示：有 

。 

55P

{1,2,3, }N = ! f N N®

Nfg I= Ngf I¹

Ngf I= Nfg I¹

Nfg I= Ngf I¹

: , (1) 1, ( ) 1, 2f N N f f n n n® = = - ³ : , , ( ) 1g N N n N g n n® " Î = +

Nfg I= Ngf I¹ (1) ( (1)) (1) 2gf g f g= = = Ngf I¹

:f X Y®

:g Y X® Xgf I= f

:g Y X® Yfg I= f

f

1X = f

2X ³ f

f

Yfg I= f f

: , ,f X Y X m Y n® = =

f f

f f

1 2 1 2( , , , ), ( , , , )m nX x x x Y y y y= =! !

n mm -

1 1 1
1 2( ) ( ) ( )nf y f y f y- - -
! !"!
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n-m个

yn

ym

y3

y2

y1

xm

x3

x2

x1
 

 

 

 

 

 

（a）                                            (b) 

图 1 

5. 是否有一个从 到 的一一对应 ，使得 ，但 ？ 

    解：存在。 为对换即可。 

习题 

1.设 ，求 。 

解： 

 

2.将置换 分解成对换的乘积。 

解：  

=(1 7)(1 3)(2 9)(2 8)(2 4)(2 6) 

3.设 是任一 n 次置换，试证： 与 的奇偶性相同。 

证：假设 与 的奇偶性不同，不妨设 为奇置换， 为偶置换。因为

（I 为恒等置换），又 ，因而 I 是偶置换。 

而 是奇置换与 I 是偶置换矛盾。 

因而假设不成立，故 与 奇偶性相同。 

X X f 1f f -= Xf I¹

f

63P

1 2

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
4 3 2 1 5 3 2 5 1 4

s s
æ ö æ ö

= ç ÷ ç ÷
è ø è ø

， ＝ 1 1
1 2 2 1 1 2, , ,s s s s s s- -

1 2 2 1

1 1
1 2

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
,

1 5 2 3 4 2 3 5 4 1

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
,

4 3 2 1 5 4 2 1 5 3

s s s s

s s- -

æ ö æ ö
= =ç ÷ ç ÷
è ø è ø
æ ö æ ö

= =ç ÷ ç ÷
è ø è ø

1 2 3 4 5 6 7 8 9
7 9 1 6 5 2 3 4 8
æ ö
ç ÷
è ø

( )( )
1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 7 3 2 9 8 4 6
7 9 1 6 5 2 3 4 8
æ ö

=ç ÷
è ø

s s 1s -

s 1s - s 1s -

1 Iss - = ( )( )I ij ij=

1s s -
!

s 1s -

y3

y2

y1
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  5.任一偶置换均可被分解成 3－循环置换（123），（124）…（12n）中若干

之乘积。 

证：  

 

 

 

因为  

 

因此本题得证。 
6. 证明下列置换等式 

（1）  

证：  

＝  

 

（2）  

 

8.在所有的 n 次置换中，有多少个 n—循环置换？ 

解：  

对 ，有 n 种选择 

对 ，有（n-1）种选择 

…… 

对 有 1 种选择 

, , , {1,2, , },  ,i j s t n i j s t" Î ¹ ¹!

( )( ) (1 )(1 )(1 )(2 )(2 )(2 )ij st i j i s t s= (1 )(1 )(2 )(1 )(2 )(2 )i j s j t s=

(1 )(2 )(1 )(2 )(1 )(2 )i s j t i s=

(1 2 )(1 2 )(1 2 )(1 2 )s i t j= (1 2 )(1 2 )s i

1 2 1 2
(1 2 )(1 2 )

2 1 2 1
s i

s i
s i

æ öæ ö
= ç ÷ç ÷
è øè ø

1 2
(1 )(2 )

2 1
s i

i s
i s
æ ö

= =ç ÷
è ø

1 2 1 2
(12 )(12 )

2 1 2 1
t j

t j
t j

æ öæ ö
= ç ÷ç ÷
è øè ø

1 2
(1 )(2 )

2 1
t j

j t
j t

æ ö
= =ç ÷
è ø

1 1 1 1( )( ) ( )( )h k h kac c bd d ab ac c bd d=! ! ! !

1 2 1
1 1

1 2 3 1 2

( )( ) ( )h k
h k

a c c c b d d
ac c bd d ab ab

c c c b d d a
æ ö

= ç ÷
è ø

! !
! !

! !

1 2 1

1 2 3 1 2

h ka c c c b d d
c c c a d d b
æ ö
ç ÷
è ø

! !

! !

1 1( )( )h kac c bd d= ! !

1 1( )( )( )h kac c bd d ab! !
1 1

1 2 1 2

( )h ka c c b d d
ab

c c a d d b
æ ö

= ç ÷
è ø

! !

! !

1 1
1 1

1 2 1 2

( )h k
h k

a c c b d d
ac c bd d

c c b d d a
æ ö

= =ç ÷
è ø

! !
! !

! !

1 2
1 2

2 3 1

( , , , ) n
n

i i i
i i i

i i i
æ ö

= ç ÷
è ø

!
!

!

1i

2i

ni
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因此共有 n!种排列 
对每个 n－循环置换，均有 n 种排列，因此 

n－循环置换的个数为 个 

习题 

3. 找一个既不满足交换律又不满足结合律的二元运算 
解：n 维向量空间中向量的叉积运算。 

4. 给出一个三元运算的例子 
解：求三个正整数的最大公因数。 

5. 设 ，A 上的代数运算“ ”如表所示。代数运算“ ”是否满足交换

律？结合律？“ ”有单位元吗？ 

解：不满足交换律，因为运算表不对称。 。也不

满足结合律，    

单位为 a 
o a b c d 
a a b c d 
b b a a c 
c c a b d 
d d c a b 

6.设 ， 。 

那么“ ”是 N 上的代数运算吗？为什么？ 

解：当 m=1 时， ，  

因此“ ”不是 N 上的代数运算。 
7. 设“ ”是 X 上的代数运算，则应该怎样定义“ ”的逆运算？回忆一下，逆运算

通常比原运算“难算”，这是为什么？例如，积分比微分难，减法比加法难，除法

比乘法难，开方比幂方运算难。 

解：“ ”的逆运算可以这样定义：一个从 X 到 的映射 

“ ”称为 X 上的 n 元运算的逆运算 
“ ”的逆运算的象集所在的集合 的元素的个数是 X 的元素

个数的 倍（设 ），因而逆运算的个数很多，因此得到其中的一种就较

困难，故逆运算较难算。 
 
 
 

! ( 1)!n n
n
= -
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{ , , , }A a b c d= ! !

!

, ,d c a c d d d c c d= = ¹! ! ! !

( )
( )

( ) ( )

b b c a c c
b b c b a b
b b c b b c

= =
= =
¹

! ! !

! ! !

! ! ! !

{1,2,3, }N = ! 10, ,m n N m n nlog m" Î =!

!

10 0log m = 10 0,0nlog m N= Î

!

! !

!
nX X X X X´ ´ ´ ´ =!

!

! X X X X´ ´ ´ ´!
1nm - X m=
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第三章 关 系 
 

习题 

1.给出一个既不是自反的又不是反自反的二元关系？ 

解：设 R 是 X 上的一个二元关系且 即可。 

2.是否存在一个同时不满足自反性，对称性，反对称性，传递性和反自反性的二

元关系？ 
解：存在。 

设 ，R 是 X 上的二元关系 。 

3.设 R，S 是 X 上的二元关系，下列命题哪些成立： 

a)若 R 与 S 是自反的，则 分别也是自反的。 

b) 若 R 与 S 是对称的，则 分别对称的 

c) 若 R 与 S 是传递的，则 也是传递的 

d) 若 R 与 S 不是自反的，则 也不是自反的 

e) 若 R 与 S 是反自反的，则 也是反自反的 

f) 若 R 是自反的，则 也是反自反的。 

g) 若 R 与 S 是传递的，则 R\S 是传递的 
答案：真真真假真真假 

4.实数集合上的“小于”关系 是否市反自反的？集合 X 的幂集上的“真包含”

关系 是否是反自反的？为什么？ 
证：实数集合上的“小于”关系 是反自反的； 

集合 X 的幂集上的“真包含”关系 也是反自反的。 
5.设 R、S 是 X 上的二元关系。证明： 

（1） ；（2）  

（3） ；（4）若 ，则  

证：（1） ，则 ，即 ，因此 。 

反之， ，则 ，即 ，因此 。 

从而  

（2） ，则 ， 
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( , , ),X a b c= {( , ), ( , )}R a a a b=

{ , , }X a b c= {( , ), ( , ), ( , ), ( , )}R a a a c a b c a=

,R S R S! "

,R S R S! "

R S!

R S!

,R S R S! "

cR

<
Ì

<
Ì

1 1( )R R- - = 1 1 1( )R S R S- - -=! !

1 1 1( )R S R S- - -=! ! R SÍ 1 1R S- -Í

1 1( , ) ( )x y R- -" Î 1( , )y x R-Î ( , )x y RÎ 1 1( )R R- - Í

( , )x y R" Î 1( , )y x R-Î 1 1( , ) ( )x y R- -Î 1 1( )R R- -Í

1 1( )R R- - =

1( , ) ( )x y R S -" Î ! ( , )y x R SÎ !
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即 或 。于是 或 ， 

即 ，因而 。 

反之， ，则 或 。 

于是 或 ，即 。 

从而 ，因此， 。 

故  

（3） ，则 。于是 且 ， 

从而 且 ，即  

因此  

反之，设 ，则 且  

于是 且 ，即 。 

从而 ，因此  

故  

（4） ，则  

因为 ，所以 ，于是  

因而  

6.设 R 是 X 上的二元关系，证明： 是对称的二元关系。 

证 1： ，故 是对称的。 

证 2： ，则 或 ，即 或 。 

于是 ，因此 是对称的。 

9.有人说：“若 R 是 X 上的二元关系，只要 R 是对称的和传递的，则 R 必是自反

的。”他的证明如下：若 xRy，则由 R 的对称性便知有 yRx。于是由 xRy 和 yRx
以及 R 的传递性即得 xRx。所以，R 是自反的。他的推论错在什么地方？这个结

论是否对呢？ 

( , )y x RÎ ( , )y x SÎ 1( , )x y R-Î 1( , )x y S -Î

1 1( , )x y R S- -Î !
1 1 1( )R S R S- - -Í! !

1 1( , )x y R S- -" Î !
1( , )x y R-Î 1( , )x y R-Î

( , )y x RÎ ( , )y x SÎ ( , )y x R SÎ !

1( , ) ( )x y R S -Î !
1 1 1( )R S R S- - -Í! !

1 1 1( )R S R S- - -=! !

1( , ) ( )x y R S -" Î ! ( , )y x R SÎ ! ( , )y x RÎ ( , )y x SÎ

1( , )x y R-Î 1( , )x y S -Î 1 1( , )x y R S- -Î !

1 1 1( )R S R S- - -Í! !

1 1( , )x y R S- -Î !
1( , )x y R-Î 1( , )x y S -Î

( , )y x RÎ ( , )y x SÎ ( , )y x R SÎ !

1( , ) ( )x y R S -Î !
1 1 1( )R S R S- - -Í! !

1 1 1( )R S R S- - -=! !

1( , )x y R-" Î ( , )y x RÎ

R SÍ ( , )y x SÎ 1( , )x y S -Î

1 1R S- -Í

1R R-
!

1 1 1 1 1( ) ( )R R R R- - - - -=! !
1R R-

!

1( , )x y R R-" Î ! ( , )x y RÎ 1( , )x y R-Î 1( , )y x R-Î ( , )y x RÎ

1( , )y x R R-Î !
1R R-

!
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解：若 ，则 R 是对称的，传递的，反自反的。 
若 ，只有 使得 xRx，才能说 R 是自反的。此人只是说明了 X

中的部分元素满足了 xRx，因而是错误的。 
所以这个结论不对。 

习题 

1.“父子“关系的平方是什么关系？ 
解：“父子“关系的平方是”祖孙“关系 

2.设 X={1,2,3,4},R={(1,2),(2,2),(3,4)},S={(2,3),(3,1),(4,2)} 

试求： 。 

解： 

 

 

3.设 R 与 S 为 X 上的任两个集合，下列命题哪些为真？ 
a）若 R,S 都是自反的，则 也是自反的。      
b）若 R,S 都是对称的，则 也是对称的。      
c）若 R,S 都是反自反的，则 也是反自反的。  
d）若 R,S 都是反对称的，则 也是反对称的。  
e）若 R,S 都是传递的，则 也是传递的。      
答案：真假假假假 

4.设 R1 是 A 到 B，R2 和 R3 是 B 到 C 的二元关系，则一般情况下 

。但有人声称等号成立，他的证明如下：设

，则 ，使得 且 。于是 且

。从而 且 ，所以 ，即

。同理可证相反的包含关系成立，故等式成立，

这个证明错在什么地方？ 

解：由 且 ，只能得到 。但

不一定成立。 

例如 时，  

R =Æ
R ¹ Æ x X" Î
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2 2, , , , ( ), ( )R S S R R S R S R R S R! ! ! ! ! !

2

2

{(1,3), (2,3), (3,2)}
{(2,4), (3,2), (4,2)}

    {(1,2), (2,2)}
    {(2,1), (4,3)}

R S
S R
R
S

=
=

=

=

!

!

( ) {((2,4), (3,2), (4,2)}
                {(1,4), (2,4), (3,2)}
(R S) R={(1,3),(2,3),(3,2)}
               ={(1,4),(2,4),(3,2)}

R S R R

R

=
=

! ! !

! ! !

R S!
R S!
R S!
R S!

R S!

1 2 3 1 2 1 3( \ ) ( ) \ ( )R R R R R R R¹! ! !

1 2 3( , ) ( \ )a c R R RÎ ! b X$ Î 1( , )a b RÎ 2 3( , ) \b c R RÎ 2( , )b c RÎ

3( , )b c RÎ 1 2( , )a c R RÎ ! 1 3( , )b c R RÏ ! 1 2 1 3( , ) ( ) \ ( )a c R R R RÎ ! !

1 2 3 1 2 1 3( \ ) ( ) \ ( )R R R R R R RÍ! ! !

1 2( , ) , ( , )a c R b c RÎ Î 3( , )b c RÎ 1 2( , )a b R RÎ ! 1 3( , )a c R RÎ !

1 3( , ) , ( , )a a R a c RÎ Î 1 3( , ) ( )a c R RÎ !
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故这步推理错误 

5.设 R，S 是 X 上的满足 的对称关系，证明 . 

证 1：设 ，则 使得 且 。 

因为 R，S 均对称，所以  

于是  

从而  

因此  

故  

证 2 ，故 ，

于是  

6.设 R 为 X 上的对称关系，证明： 是对称关系。 

证 1 ，故 R 对称。 

证 2 ，则 ，使得 

。 因 为 R 对 称 ， 所 以

，因此 ，故 R 对称。 

证 3 用数学归纳法对 n 进行归纳。 
当 n=1 时，Rn=R 显然是对称的。 
假设当 n=k 时，Rk 对称。 

当 n=k+1 时， 。 

，则 ，使得 。 

因为 Rk，R 均是对称的，所以 ，于是 。 

因此 Rk+1 对称。 
综上，Rn 对 都是对称关系。 

7.设 是 X 上的二元关系的一个无穷序列，则当每个 Ri是对称关系时，

还是对称的吗？ 

R S S RÍ! ! R S S R=! !

( , )x z S RÎ ! ,y X$ Î ( , )x y SÎ ( , )y z RÎ

1 1,R R S S- -= =

1 1( , ) , ( , )y x S S z y R R- -Î = Î =

1 1 1 1( , ) , ( , ) ( ) ( )z x R S x z R S S R R S R S- - - -Î Î Í = =! ! ! ! !

S R R SÍ! !

S R R S=! !

1 1 1 1 1 1( ) ( )S R S R R S S R R S R S- - - - - -= = Í = =! ! ! ! ! ! S R R SÍ! !

R S S R=! !

, nn N R" Î

1 1 1 1 1( ) ( )n nR R R R R R R R R R R- - - - -= = = =! !"! ! !"! ! !"

( , ) nx y R" Î 1 2 1, , , ny y y X-$ Î!

1 1 2 1( , ) , ( , ) , , ( , )nx y R y y R y y R-Î Î Î!

1 1 2 2 1 1( , ) , ( , ) , , ( , ) , ( , )n n ny y R y y R y y R y x R- - -Î Î Î Î! ( , ) ny x RÎ

1k k kR R R R R+ = =! !

1( , ) kx y R +" Î z X$ Î ( , ) , ( , )kx z R z y RÎ Î

( , ) , ( , ) ky z R z x RÎ Î 1( , ) k ky x R R R +Î =!

n NÎ

1 2 3, , ,R R R !

1i

Ri
¥

=
!
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证： ，则 的使得 。因为 Ri0 对称，所以有 ，

故 。因此 还是对称的。 

习题 

1.设 R 是 X 上的二元关系，试证（1） 

。 

证：（1）因为 显然成立。 

其次，设 ，因为 是一切包含 的传递关系的交，而

且 是传递的，故 ，即 。 

因此 。 

（2）因为 显然成立。     

其次，设 ，因为 是一切包含 的自反传递关系的交，而

本身是自反的也是传递的且 ，故 ，即 ，因此

。 

（3）  

 

（4）先证  

 

再证  

因为 是包含 的一切传递关系的交，又因为 且 是传递的，

所以 。 

因此 。 

2.设 X＝（a,b,c,d,e），R＝｛（a,b），（b,c），（c,d），（d,e）｝试求 和 。 

1

( , )
i

x y Ri
¥

=

" Î! 0i$ ( , ) iox y RÎ ( , ) ioy x RÎ

1

( , )
i

y x Ri
¥

=

Î!
1i

Ri
¥

=
!
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* * * * * * *( ) , (2)( ) , (3) , (4)( ) ( )R R R R R R R R R R R R+ + + + + + += = = = = =! !

( )R R+ + +Í

( , ) ( )a b R+ +Î ( )R+ + R+

( )R R+ + +Í R+ ( , )a b R+Î ( )R R+ + +Í

( )R R+ + +=

( )R R* * *Í

( , ) ( )a b R* *Î ( )R* * R* R*

( )R R* * *Í ( , )a b R*Î ( )R R* * *Í

( )R R* * *=

0 2 2 3( )R R R R R R R R R R* += = =! ! " " "# " " "#

0 2 2 3( )R R R R R R R R R R* += = =! " " "# ! " " "#

( )R R+ * *=

0( ) ( ) ( ) XR R R I R R+ * + + + + *= = =! !

( )R R* + *=

( )R* + R* ( )R R* * +Í R*

( )R R* + *=

( ) ( )R R R+ * * + *= =

R+ R*
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解：  

 

故  

 

 

3.设 R,S 为 X 上的二元关系，试证： 

（1）  

（2） 。 

证：（1）因为  

所以  

因此  

（2）因为  

所以  

因此                     〔证毕〕 

6.举例说明 与 确定不相等。 

解：设 ，在 N 上定义小于关系“＜”，则 

“不等关系≠”。 

“全关系”。 

因此的确不相等。 
7.是否可以定义二元关系的反自反闭包与二元关系的反对称闭包？为什么？ 

解：不可以。 
因为二元关系的反自反闭包和反对称闭包是空集，没有多少研究价值。因此

不定义二元关系的反自反闭包和反对称闭包。 

8.是否存在 X（X=n）上的一个二元关系 R 使得 两两不相等。 

2 {( , ), ( , ), ( , )}R a c b d c e=

3

4

5

{( , ), ( , )}
{( , )}

R a d b e
R a e
R f

=

=

=

1 2 3 4 5 {( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),R R R R R R R a b b c c d d e a c+ = =! ! ! ! !

( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}b d c e a d b e a e

{( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),
( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}

XR I R a a b b c c d d e e
a b b c c d d e a c b d c e a d b e a e

* += =!

( )R S R S+ + +Ê! !

( )R S R S* * *Ê! !

,R R S S R SÍ Í! !

( ) , ( )R R S S R S+ + + +Í Í! !

( )R S R S+ + +Í! !

,R R S S R SÍ Í! !

( ) , ( )R R S S R S* * * *Í Í! !

( )R S R S* * *Í! !

( ( ))s t R ( ( ))t s R

{1,2,3, }N = !

( ( )) ( )s t s< = < =

( ( )) ( )t s t< = ¹ =

2, , , nR R R!
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解：存在。 

设 ，则 R 是 X 上的二元关系且

即可满足要求。 
9.证明：若 R 是对称的，则 R＋也是对称的。 

证： 

，则 ，使得 。因为若 R 是对称的，所

以 也是对称的，因此 。即 也是对称的。 

10.设 是 X 上的二元关系，证明： 

（1）  

（2）  

（3）  

证：（1）因为 都是 A 上的自反关系，所以 也 A 上

的自反关系。 

由 ，得 ，所以 是包含

的自反关系。由自反闭包的定义可知：  

又 ，故 ， ，因此 

。从而  

（2）同（1）的证明。 

（3）因为 ，故 ，

因此 。 

例：设 ，A 上的两个关系 。于是 

，故 ，但 

。 

因此 。 

{1,2,3, , }X n= ! {(1,2), (2,3), , ( 1, )}R n n= -!

1

( , ) i

i

x y R R
¥

+

=

" Î =! m N$ Î ( , ) mx y RÎ

mR
1

( , ) m i

i

y x R R
¥

=

Î Í! R+

1 2,R R

1 2 1 2( ) ( ) ( )r R R r R r R=! !

1 2 1 2( ) ( ) ( )S R R s R s R=! !

1 2 1 2( ) ( ) ( )t R R t R t RÊ! !

1 2( ) ( )r R r R和 1 2( ) ( )r R r R!

1 1 2 2( ), ( )R r R R r RÍ Í 1 2 1 2( ) ( )R R r R r RÍ! ! 1 2( ) ( )r R r R!

1 2R R! 1 2 1 2( ) ( ) ( )r R R r R r RÍ! !

1 1 2 2 1 2,R R R R R RÍ Í! ! 1 1 2( ) ( )r R r R RÍ ! 2 1 2( ) ( )r R r R RÍ !

1 2 1 2( ) ( ) ( )r R r R r R RÍ! ! 1 2 1 2( ) ( ) ( )r R R r R r R=! !

1 1 2 2 1 2,R R R R R RÍ Í! ! 1 1 2 2 1 2( ) ( ), ( ) ( )t R t R R t R t R RÍ Í! !

1 2 1 2( ) ( ) ( )t R t R t R RÍ! !

{ , , }X a b c= 1 2{( , )}, {( , )}R a b R b c= =

1 2( ) {( , )}, ( ) {( , )}t R a b t R b c= = 1 2( ) ( ) {( , ), ( , )}t R t R a b b c=!

1 2 1 2{( , ), ( , )}, ( ) {( , ), ( , ), ( , )}R R a b b c t R R a b b c a c= =! !

1 2 1 2( ) ( ) ( )t R R t R t RÊ! !
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习题 

1.设 。 是 S上的二元关系： 

。证明（1） 是 S上的等价关系，（2）求等价类

的集合。 

证：（1）等价关系显然。 

（2） ，共有 8个，如图 4所示。 

 

图 4 

， ，故 

， ， 。 

故等价类集合为 。 

2. （1）等价关系显然。 

(2)如图 4所示。 

， 。故 

 

3. （1） 是等价关系显然。 
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{1,2,3}, {1,2}, { | : }X Y S f f X Y= = = ® @

, , ( ) ( )m mf g S f g I f I gÎ @ Û = @

:f X Y®

1

2

3

2

1

f1 f2

1

2
3

2

1 1

2

3
2

1

f3 f4

1

2
3

2

1

1

2

3
2

1

f5 f6

1

2
3

2

1 1

2

3
2

1

f7 f8

1

2
3

2

1

f S" Î [ ] { | ( ) ( )}R m mf g I f I g= =

1 1[ ] { }Rf f= 2 2 3 4 5 6 7[ ] { , , , , , }Rf f f f f f f= 3 3[ ] { }Rf f=

1 2 3{[ ] ,[ ] ,[ ] }R R Rf f f

( )2
113P

f S" Î [ ] { | (1) (2) (3) (1) (2) (3)}Rf g f f f g g g= + + = + +

1 1

2 2 3 5

4 4, 6 7

8 8

[ ] { } { | (1) (2) (3) 3},
[ ] { , , } { | (1) (2) (3) 4},
[ ] { , } { | (1) (2) (3) 5},
[ ] { } { | (1) (2) (3) 6}.

R

R

R

R

f f g g g g
f f f f g g g g
f f f f g g g g
f f g g g g

= = + + =
= = + + =
= = + + =

= = + + =

( )3
113P @
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（2） ， 。 

 

故等价类集合为 。 

4.由置换 确定了 上的一个关系

当且仅当 i 与 j 在 的循环分解式中的同一循环置换中，证明：

是 X 上的等价关系，求 。 

证；  

，i 与 i 必在 的循环分解式中的同一个循环置换中，即 ，则 是

自反的。 

，若 ，即 i 与 j 在 的循环分解式中和同一个循环置换中，则

j 与 i 也在 的循环分解式中的同一个循环置换中，故 。因而 是对称性的。 

，若 ，则 i 与 j 在 的循环分解式中的同一个循环置换

中，j 与 k 在 的循环分解式的同一个循环置换中，因而 i 与 k 也在 的循环分

解式中的同一个循环置换中，即 。因而 是传递性的。 
所以 是 X 上的等价关系。 

5.给出 X＝{1,2,3,4}上两个等价关系 R 与 S，使得 不是等价关系。 

解：如  

 

因为 ，但 ，所以 不对称.. 

因此 不是等价关系。 

13.设 X 是一个集合， ，试求： 

（1）X 上自反二元关系的个数； 
（2）X 上反自反二元关系的个数； 
（3）X 上对称二元关系的个数； 
（4）X 上自反或对称关系的个数； 

解：（1）X 上自反二元关系的个数为  
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（2）X 上反自反二元关系的个数为  

（3）X 上对称二元关系的个数为  

（4）X 上自反或对称关系的个数为  

习题 

1.设 是一个有限区间。令 是区间 上的有限划分的集合， 的一个

划分 是形如 的点的集合。在 上定义二元关系

如下： 

的每个分点也是 的分点。 

证明： 是 上的偏序关系（注意，这里的划分与等价关系中的划分不同）。 

证： 的每个分点也是 的分点，故 ，因此 是自反的； 

，若 且 ，则 的每个分点也是 的分点且 的每个

分点也是 的分点，故 。因此 是反对称的； 

，若 且 ，则 的每个分点是 的分点，而且 的

每个分点也是 的分点，因此 的每个分点也是 的分点，故 。因此 是

传递的。 

综上可知： 是 上的偏序关系。 

2.设 是偏序集。在 上定义二元关系 如下： 

    ， 。 

证明：（1） 是 上的偏序关系； 

（2）若 或 ，则 是 上的偏序关系吗？ 

证：1.(1) ，则 。由于 是偏序集，故有 

。 

从而 是自反的； 

(2) ，若 且 ，则 

2

2n n-

2

22
n n+

2 2
2

2 22 2 2
n n n n

n n
+ -

- + -
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且 。 

由 是偏序集可知， 且 ，故 。 

因此“ ”是对称的。 

(3) ，若 且 ，有

且 。由 是偏序集可知： 与 是传

递的，所以 且 。故 ，因此 是传递的。 

综上可知： 是 上的一个偏序关系。 

2.此题若改为： 或 ，则 不是偏序关系。因为

不满足反对称性。 

例如： ，则 且 ，但 。故 不满足

反对称性，因此 不是 偏序关系。 

3.存在一个偏序关系 ，使得 中有唯一的极大元素，但没有最大元素？若

有请给出一个具体例子；若没有，请证明之。 

解：存在。 

设 ，其中 。在 上定义的小于或等于关系“ ”，则

就是一个没有最大元素，但却有唯一极大元 的偏序集。 

5.令 S＝｛1，2，…，12｝，画出偏序集（S,|）的 Hass 图，其中“|”是整除关系，

它有几个极大（小）元素？列出这些极大（小）元素 
极大元素有 6 个，分别是 7，8，9，10，11，12 
极小元素有 1 个是 1 

6.设 是 的自反且传递的二元关系，则 

（1）给出 的一个实例； 

（2）在 上定义二元关系 是： 。 

证明： 是 上的等价关系。 

（3）在商集 上定义二元关系 是： 。 

证明： 是 上的偏序关系。 

证：（1） 即可 
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（2）自反、对称显然。下面看传递性 

因为若 ；由 是传递的，有 。

由题意有 ，故 是传递的。 

因此 是 上的等价关系。 

（3） ，因为 是 上的自反关系，故 。而 ，

所以 是自反的； 

，若 ，则 与 在一个等类中，故

，因此 是反对称的； 

，若 ，则由 的传递性有 ，

即 。因此 是传递的。 

综上可知： 是 上的偏序关系。 

7.设 是 上的偏序关系，证明： 

是 上的全序关系 。 

证： ，由于 是 上的全序关系，故 或

必有一个成立。所以 ，即 ； 

反之，因为 是 上的关系，故 ， ，所以 

。 

因此 。 

 ，有 或 ，即 与 必有

一个成立，故 是 上的全序关系。 
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第四章 无穷集合及其基数 

习题 

1.设 为由序列 

 

的所有项组成的集合，则是否市可数的？为什么？ 

解：因为序列是可以重复的，故 

若 是由有限个数组成的集合，则 是有限的集合； 

若 是由无限个数组成的集合，则 是可数的。 

故本题 是至多可数的。 

2.证明：直线上互不相交的开区间的全体所构成的集合至多可数。 

证：在每个开区间中取一个有理数，则这些有理数构成的集合是整个有理数

集合 Q的子集，因此是至多可数的。 

3.证明：单调函数的不连续点的集合至多可数。 

证：设 是所有不连续点的集合， 是一个单调函数，则 对应着

一个区间 ，于是由上题便得到证明。 

4.任一可数集 的所有有限子集构成的集族是可数集合。 

证：设 则 且 。 

令 ， 

设 ，则 是Ａ的子集的特征函数。 

｛0，1的有穷序列｝，即 ， 

若 ，则对应 1；若 则对应 0。于是 

就对应着一个由 0，1组成的有限序列 0，1，1，0，…，0，1。

此序列对应着一个二进制小数，而此小数是有理数。于是，可数集 的所有有限

子集 对应着有理数的一个子集。 

又 对应的小数也不同，故 是单射。而可数集Ａ的

136P
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所有有限子集 是无穷的，故 是可数的。 

5．判断下列命题之真伪： 

(1)若 且 是满射，则只要 是可数的，那么 是至多可数的； 

(2)若 且 是单射，那么只要 是可数的，则 也是可数的； 

(3)可数集在任一映射下的像也是可数的； 

答案：对，错，错。 

7．设Ａ是有限集，Ｂ是可数集，证明： 是可数的。 

证：令 ，Ｂ可数。 

设 。 

（ 中的每个 f 实际上就是Ｂ的一个有限子集，可数集的有限子集是可数

的。于是由４题即可证明） 

（ 。 

用数学归纳法可以证明 是可数的，但 。 

8. 设 为一个有限字母表， 上所有字（包括空字）之集记为 。证明 是可

数集 

证１：设有限字母 上所有字（包括空字 ）所形成的集 ，则 是可数的。 

Ａ1＝{长度为 1的字符串} 

Ａ2＝{长度为 2的字符串} 

                

Ａn＝{长度为 n的字符串} 

              

因为Ａi 中每个长度都是有限的，而 ＝ ，故 是至多可数的。又

显然是无穷的，故 是可数的。 

证 2：不妨假设 （令 ＝ 也是可以），则可按字典序排序为： 

B B

:f X Y® f X Y

:f X Y® f Y X
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。由于 的全部元素可以排成无重

复项的无穷序列，故 是可数的。 

 

习题 

2.找一个初等可数 ，使得它是 到实数 的一一对应。 

解： ,或 ，或  

3.试给出一个具体的函数，使得它是从 到 的一一对应。 

证： 中包含一个可数子集 可数。 

——可数的，故 。 

令  

 

即为所求。 

4.证明：若 可数，则 不可数。（用对角线方法）。 

证： 可数，则令 。 

假设 可数，则 的子集（即 的元素）是可数的，故 中元素可排成一

个无重复项的无穷序列： 

 

而 ，于是特征函 可数，即 可写成

下列无穷序列形式： 

 

, , , , , , , , , , , , ,a b c aa ab ac ba bb bc aaa aabe ! !
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     其中 或 。 

造一个特征函数 。令  

 

则 ,但 确实是 到 的一个映射，即 是 的子集

的特征函数，矛盾。故 不可数。 

5．令 ， 利用康托对角线法证明 S是不可数集。 

证:假设从 N到{0, 1}的所有映射之集可数，则可排成无重复项的无穷序列

。每个函数 确定了一个 0,1 序列 。构造序列

，若 ；否则 。该序列对应的函数 ， ， 

不为 任一个，矛盾。 
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