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摘要

支持向量机 (SVM) 是一个非常经典且高效的
分类模型. 但是, 支持向量机中涉及许多复杂
的数学推导, 并需要比较强的凸优化基础, 使
得有些初学者虽下大量时间和精力研读, 但仍
一头雾水, 最终对其望而却步. 本文旨在从零
构建支持向量机, 涵盖从思想到形式化, 再简
化, 最后实现的完整过程, 并展现其完整思想
脉络和所有公式推导细节. 本文力图做到逻辑
清晰而删繁就简, 避免引入不必要的概念, 记
号等. 此外, 本文并不需要读者有凸优化的基
础, 以减轻读者的负担. 对于用到的优化技术,
在文中均有其介绍.

尽管现在深度学习十分流行, 了解支持向量机
的原理, 对想法的形式化, 简化, 及一步步使模
型更一般化的过程, 及其具体实现仍然有其研
究价值. 另一方面, 支持向量机仍有其一席之
地. 相比深度神经网络, 支持向量机特别擅长
于特征维数多于样本数的情况, 而小样本学习
至今仍是深度学习的一大难题.

1 线性二分类模型

给定一组数据 {(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xm, ym)}, 其
中 xi ∈ Rd, y ∈ {−1, 1}, 二分类任务的目标是希望从数
据中学得一个假设函数 h : R → {−1, 1}, 使得 h(xi) =

yi, 即

h(xi) =

1 若 yi = 1 ;

−1 若 yi = −1 .
(1)

用一个更简洁的形式表示是

∀i. yih(xi) = 1 . (2)

更进一步, 线性二分类模型认为假设函数的形式是基于
对特征 xi 的线性组合, 即

h(xi) := sign(w⊤xi + b) , (3)

其中 wi ∈ Rd, b ∈ R.

定理 1. 线性二分类模型的目标是找到一组合适的参数
(w, b), 使得

∀i. yi(w⊤xi + b) > 0 . (4)

即, 线性二分类模型希望在特征空间找到一个划分超平
面, 将属于不同标记的样本分开.

证明.

yih(xi) = 1 ⇔ yi sign(w⊤xi+b) = 1 ⇔ yi(w
⊤xi+b) > 0 .

(5)

2 线性支持向量机

线性支持向量机 (SVM) [4]也是一种线性二分类模
型, 也需要找到满足定理 1约束的划分超平面, 即 (w, b).
由于能将样本分开的超平面可能有很多, SVM 进一步
希望找到离各样本都比较远的划分超平面.

当面对对样本的随机扰动时, 离各样本都比较远的
划分超平面对扰动的容忍能力比较强, 即不容易因为样
本的随机扰动使样本穿越到划分超平面的另外一侧而
产生分类错误. 因此, 这样的划分超平面对样本比较稳
健, 不容易过拟合. 另一方面, 离各样本都比较远的划分
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超平面不仅可以把正负样本分开, 还可以以比较大的确
信度将所有样本分开, 包括难分的样本, 即离划分超平
面近的样本.

2.1 间隔

在支持向量机中, 我们用间隔 (margin) 刻画划分
超平面与样本之间的距离. 在引入间隔之前, 我们需要
先知道如何计算空间中点到平面的距离.

引理 2. Rd 空间中某点 p ∈ Rd 到超平面 w⊤x+ b = 0

的距离为
1

∥w∥
|w⊤p+ b| . (6)

证明. 假设 x1,x2 是该超平面上两点, 则

w⊤(x1−x2) = w⊤x1−w⊤x2 = (−b)−(−b) = 0 , (7)

即 w ⊥ (x1 −x2). 又因为 x1 −x2 与该超平面平行, 则
w 与该超平面垂直. 点 p 到该超平面的距离等于 p 与
超平面上某点 x 连线向超平面法向量 (即, w) 的投影:

projw(p− x) = ∥p− x∥ · | cos⟨w,p− x⟩|

= ∥p− x∥ · |w
⊤(p− x)|

∥w∥∥p− x∥

=
1

∥w∥
|w⊤p−w⊤x|

=
1

∥w∥
|w⊤p+ b| . (8)

定义 1 (间隔 γ). 间隔表示距离划分超平面最近的样本
到划分超平面距离的两倍, 即

γ := 2min
i

1

∥w∥
|w⊤xi + b| .

也就是说, 间隔表示划分超平面到属于不同标记的最近
样本的距离之和.

定理 3. 线性支持向量机的目标是找到一组合适的参数
(w, b), 使得

max
w,b

min
i

2

∥w∥
|w⊤xi + b| (9)

s. t. yi(w
⊤xi + b) > 0, i = 1, 2, . . . ,m .

即, 线性支持向量机希望在特征空间找到一个划分超平
面, 将属于不同标记的样本分开, 并且该划分超平面距
离各样本最远.

证明. 带入间隔定义即得.

2.2 线性支持向量机基本型

定理 3描述的优化问题十分复杂, 难以处理. 为了
能在现实中应用, 我们希望能对其做一些简化, 使其变
为可以求解的, 经典的凸二次规划 (QP) 问题.

定义 2 (凸二次规划). 凸二次规划的优化问题是指目标
函数是凸二次函数, 约束是线性约束的一类优化问题.

min
u

1

2
u⊤Qu+ t⊤u (10)

s. t. c⊤i u ≥ di, i = 1, 2, . . . ,m .

引理 4. 若 (w⋆, b⋆) 是定理 3优化问题的解, 那么对任
意 r > 0, (rw⋆, rb⋆) 仍是该优化问题的解.

证明.

2

∥rw⋆∥
|(rw⋆)⊤xi + rb⋆| = 2

∥w⋆∥
|w⋆⊤xi + b⋆| , (11)

yi((rw
⋆)⊤xi + rb⋆) > 0 ⇔ yi(w

⋆⊤xi + b⋆) > 0 . (12)

由于对 (w, b)的放缩不影响解, 为了简化优化问题,
我们约束 (w, b) 使得

min
i

|w⊤xi + b| = 1 . (13)

定理 5 (线性支持向量机基本型). 定理 3描述的线性
支持向量机的优化问题等价于找到一组合适的参数
(w, b), 使得

min
w,b

1

2
w⊤w (14)

s. t. yi(w
⊤xi + b) ≥ 1, i = 1, 2, . . . ,m .

证明. 对约束项, 我们采用反证法. 假设最优值 (w⋆, b⋆)

处等号不成立, 即 mini yi(w
⋆⊤xi + b⋆) > 1. 此时存在

(rw, rb), 其中 0 < r < 1, 使得 mini yi((rw)⊤xi+ rb) =

1, 且 1
2∥rw∥2 < 1

2∥w∥2. 说明 (w⋆, r⋆) 不是最优值, 与
假设矛盾. 因此, 公式 14等价于

min
w,b

1

2
w⊤w (15)

s. t. min
i

yi(w
⊤xi + b) = 1 .

优化目标等价于

arg min
w,b

1

2
w⊤w = arg min

w,b

1

2
∥w∥

= arg max
w,b

2

∥w∥
· 1
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= arg max
w,b

(
min
i

2

∥w∥
yi(w

⊤xi + b)

)
= arg max

w,b

(
min
i

2

∥w∥
|w⊤xi + b|

)
.(16)

推论 6. 线性支持向量机基本型中描述的优化问题属于
二次规划问题, 包括 d+ 1 个优化变量, m 项约束.

证明. 令

u :=

[
w

b

]
, Q :=

[
I 0

0 0

]
, t := 0 , (17)

ci := yi

[
xi

1

]
, di := 1 , (18)

代入公式 10即得.

3 对偶问题

现在, 我们可以通过调用现成的凸二次规划软件包
来求解定理 5 描述的优化问题. 不过, 通过借助拉格朗
日 (Lagrange) 函数和对偶 (dual) 问题, 我们可以将问
题更加简化.

3.1 拉格朗日函数与对偶形式

构造拉格朗日函数是求解带约束优化问题的重要
方法.

定义 3 (拉格朗日函数). 对于优化问题

min
u

f(u) (19)

s. t. gi(u) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m ,

hj(u) = 0, j = 1, 2, . . . , n ,

定义其拉格朗日函数为

L(u,α,β) := f(u) +
m∑
i=1

αigi(u) +
n∑

j=1

βjhj(u) , (20)

其中 αi ≥ 0.

引理 7. 公式 19描述的优化问题等价于

min
u

max
α,β

L(u,α,β) (21)

s. t. αi ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m .

证明.

min
u

max
α,β

L(u,α,β)

= min
u

f(u) + max
α,β

 m∑
i=1

αigi(u) +
n∑

j=1

βjhj(u)


= min

u

f(u) +

0 若 u 满足约束 ;

∞ 否则


= min

u
f(u), 且 u 满足约束 , (22)

其中, 当 gi 不满足约束时, 即 gi(u) > 0, 我们可以
取 αi = ∞, 使得 αigi(u) = ∞; 当 hj 不满足约束
时, 即 hj(u) ̸= 0, 我们可以取 βj = sign(hj(u))∞, 使
得 βjhj(u) = ∞. 当 u 满足约束时, 由于 αi ≥ 0,
gi(u) ≤ 0, 则 αigi(u) ≤ 0. 因此 αigi(u) 最大值为 0.

推论 8 (KKT 条件). 公式 21描述的优化问题在最优值
处必须满足如下条件.

• 主问题可行: gi(u) ≤ 0, hi(u) = 0;
• 对偶问题可行: αi ≥ 0;
• 互补松弛 (complementary slackness): αigi(u) = 0.

证明. 由引理 7可知, u 必须满足约束, 即主问题可
行. 对偶问题可行是公式 21描述的优化问题的约束项.
αigi(u) = 0 是在主问题和对偶问题都可行的条件下的
最大值.

定义 4 (对偶问题). 定义公式 19描述的优化问题的对
偶问题为

max
α,β

min
u

L(u,α,β) (23)

s. t. αi ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m .

引理 9. 对偶问题是主 (primal) 问题的下界, 即

max
α,β

min
u

L(u,α,β) ≤ min
u

max
α,β

L(u,α,β) . (24)

证 明. 对 任 意 (α′,β′), minu L(u,α′,β′) ≤
minu maxα,β L(u,α,β). 当 (α′,β′) =

maxα′,β′ minu L(u,α′,β′) 时, 该式仍然成立, 即
maxα′,β′ minu L(u,α′,β′) ≤ minu maxα,β L(u,α,β).

引理 10 (Slater 条件). 当主问题为凸优化问题, 即 f

和 gi 为凸函数, hj 为仿射函数, 且可行域中至少有一
点使不等式约束严格成立时, 对偶问题等价于原问题.
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证明. 此证明已超出本文范围, 感兴趣的读者可参考 [2].

推论 11. 线性支持向量机满足 Slater 条件.

证明. 1
2w

⊤w 和 1− yi(w
⊤xi + b) 均为凸函数.

3.2 线性支持向量机对偶型

线性支持向量机的拉格朗日函数为

L(w, b,α) :=
1

2
w⊤w+

m∑
i=1

αi(1−yi(w
⊤xi+ b)) . (25)

其对偶问题为

max
α

min
w,b

1

2
w⊤w +

m∑
i=1

αi(1− yi(w
⊤xi + b)) (26)

s. t. αi ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m .

定理 12 (线性支持向量机对偶型). 线性支持向量机的
对偶问题等价于找到一组合适的参数 α, 使得

min
α

1

2

m∑
i=1

m∑
j=1

αiαjyiyjx
⊤
i xj −

m∑
i=1

αi (27)

s. t.
m∑
i=1

αiyi = 0,

αi ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m .

证明. 因为公式 26内层对 (w, b) 的优化属于无约束优
化问题, 我们可以通过令偏导等于零的方法得到 (w, b)

的最优值.

∂L
∂w

= 0 ⇒ w =

m∑
i=1

αiyixi , (28)

∂L
∂b

= 0 ⇒
m∑
i=1

αiyi = 0 . (29)

将其代入公式 26, 消去 (w, b), 即得.

推论 13. 线性支持向量机对偶型中描述的优化问题属
于二次规划问题, 包括 m 个优化变量, m+ 2 项约束.

证明. 令

u := α, Q := [yiyjx
⊤
i xj]m×m, t := −1 , (30)

ci := ei, di := 0, i = 1, 2, . . . ,m , (31)

cm+1 := [y1 y2 · · · ym]
⊤
, dm+1 := 0 , (32)

cm+2 := −[y1 y2 · · · ym]
⊤
, dm+2 := 0 , (33)

代入公式 10即得. 其中, ei 是第 i 位置元素为 1, 其余
位置元素为 0 的单位向量. 我们需要通过两个不等式约
束 c⊤m+1u ≤ dm+1 和 c⊤m+2u ≤ dm+2 来得到一个等式
约束.

3.3 支持向量

定理 14 (线性支持向量机的 KKT 条件). 线性支持向
量机的 KKT 条件如下.

• 主问题可行: 1− yi(w
⊤xi + b) ≤ 0;

• 对偶问题可行: αi ≥ 0;
• 互补松弛: αi(1− yi(w

⊤xi + b)) = 0.

证明. 令

u :=

[
w

b

]
, gi(u) := 1− yi

[
xi

1

]⊤
u , (34)

代入引理 8即得.

定义 5 (支持向量). 对偶变量 αi > 0 对应的样本.

引理 15. 线性支持向量机中, 支持向量是距离划分超平
面最近的样本, 落在最大间隔边界上.

证明. 由线性支持向量机的 KKT 条件可知, αi(1 −
yi(w

⊤xi+ b)) = 0. 当 αi > 0 时, 1− yi(w
⊤xi+ b) = 0.

即 yi(w
⊤xi + b) = 1.

定理 16. 支持向量机的参数 (w, b) 仅由支持向量决定,
与其他样本无关.

证明. 由于对偶变量 αi > 0 对应的样本是支持向量,

w =
m∑
i=1

αiyixi

=
m∑

i : αi=0

0 · yixi +
m∑

i : αi>0

αiyixi

=
∑
i∈SV

αiyixi , (35)

其中 SV 代表所有支持向量的集合. b 可以由互补松
弛松弛算出. 对于某一支持向量 xs 及其标记 ys, 由于
ys(w

⊤xs + b) = 1, 则

b = ys −w⊤xs = ys −
∑
i∈SV

αiyix
⊤
i xs . (36)

实践中, 为了得到对 b 更稳健的估计, 通常使用对所有
支持向量求解得到 b 的平均值.
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推论 17. 线性支持向量机的假设函数可表示为

h(x) = sign
(∑

i∈SV

αiyix
⊤
i x+ b

)
. (37)

证明. 代入公式 35即得.

4 核函数

至此, 我们都是假设训练样本是线性可分的. 即, 存
在一个划分超平面能将属于不同标记的训练样本分开.
但在很多任务中, 这样的划分超平面是不存在的. 支持
向量机通过核技巧 (kernel trick) 来解决样本不是线性
可分的情况 [1].

4.1 非线性可分问题

既然在原始的特征空间 Rd 不是线性可分的, 支持
向量机希望通过一个映射 ϕ : Rd → Rd̃, 使得数据在新
的空间 Rd̃ 是线性可分的.

引理 18. 当 d 有限时, 一定存在 d̃, 使得样本在空间 Rd̃

中线性可分.

证明. 此证明已超出本文范围, 感兴趣的读者可参考计
算学习理论中打散 (shatter) 的相应部分 [16].

令 ϕ(x) 代表将样本 x 映射到 Rd̃ 中的特征向量,
参数 w 的维数也要相应变为 d̃ 维. 则支持向量机的基
本型和对偶型相应变为:

min
w,b

1

2
w⊤w (38)

s. t. yi(w
⊤ϕ(xi) + b) ≥ 1, i = 1, 2, . . . ,m ;

min
α

1

2

m∑
i=1

m∑
j=1

αiαjyiyjϕ(xi)
⊤ϕ(xj)−

m∑
i=1

αi (39)

s. t.
m∑
i=1

αiyi = 0,

αi ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m .

其中, 基本型对应于 d̃ + 1 个优化变量, m 项约束的二
次规划问题; 对偶型对应于 m 个优化变量, m+ 2 项约
束的二次规划问题.

4.2 核技巧

注意到, 在支持向量机的对偶型中, 被映射到
高维的特征向量总是以成对内积的形式存在, 即
ϕ(xi)

⊤ϕ(xj). 如果先计算特征在 Rd̃ 空间的映射, 再计
算内积, 复杂度是 O(d̃). 当特征被映射到非常高维的空
间, 甚至是无穷维空间时, 这将会是沉重的存储和计算
负担.

核技巧旨在将特征映射和内积这两步运算压缩为
一步, 并且使复杂度由 O(d̃) 降为 O(d). 即, 核技巧希
望构造一个核函数 κ(xi,xj), 使得

κ(xi,xj) = ϕ(xi)
⊤ϕ(xj) , (40)

并且 κ(xi,xj) 的计算复杂度是 O(d).

引理 19. 映射

ϕ : x 7→ exp(−x2)


1√
2
1x√

22

2! x
2

...

 (41)

对应于核函数

κ(xi, xj) := exp(−(xi − xj)
2) . (42)

证明.

κ(xi, xj) = exp(−(xi − xj)
2)

= exp(−x2
i ) exp(−x2

j ) exp(2xixj)

= exp(−x2
i ) exp(−x2

j )
∞∑
k=0

(2xixj)
k

k

=
∞∑
k=0

(
exp(−x2

i )

√
2k

k!
xk
i

)(
exp(−x2

j )

√
2k

k!
xk
j

)
= ϕ(xi)

⊤ϕ(xj) . (43)

4.3 核函数选择

通过向高维空间映射及核技巧, 我们可以高效地解
决样本非线性可分问题. 但面对一个现实任务, 我们很
难知道应该具体向什么样的高维空间映射, 即应该选什
么样的核函数, 而核函数选择的适合与否直接决定整体
的性能.

表 1列出了几种常用的核函数. 通常, 当特征维数 d

超过样本数 m 时 (文本分类问题通常是这种情况), 使
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用线性核; 当特征维数 d 比较小. 样本数 m 中等时, 使
用 RBF 核; 当特征维数 d 比较小. 样本数 m 特别大时,
支持向量机性能通常不如深度神经网络.

除此之外, 用户还可以根据需要自定义核函数, 但
需要满足 Mercer 条件 [5].

定理 20 (Mercer 条件). 核函数 κ(xi,xj) 对应的矩阵

K := [κ(xi,xj)]m×m (44)

是半正定的, 反之亦然.

证明. 因为核函数可表示为两向量内积: Kij =

κ(xi, xj) = ϕ(xi)
⊤ϕ(xj), 令

Φ := [ϕ(x1) ϕ(x2) · · · ϕ(xm)] ∈ Rd̃×m , (45)

则 K = Φ⊤Φ. 对任意非零向量 a,

a⊤Ka = a⊤Φ⊤Φa = (Φa)⊤(Φa) = ∥Φa∥2 ≥ 0 .

(46)
反之亦然.

新的核函数还可以通过现有核函数的组合得到. 使
用多个核函数的凸组合是多核学习 [9]的研究内容.

引理 21. 若 κ(xi,xj) 是核函数, 那么下列函数也是核
函数.

c1κ1(xi,xj) + c2κ2(xi,xj), c1, c2 > 0 , (47)

κ1(xi,xj)κ2(xi,xj) , (48)

f(x1)κ1(xi,xj)f(x2) . (49)

证明. 因为核函数可表示为两向量内积: κ(xi, xj) =

ϕ(xi)
⊤ϕ(xj),

c1κ1(xi,xj)+c2κ2(xi,xj) =

[√
c1ϕ1(xi)

√
c2ϕ2(xi)

]⊤[√
c1ϕ1(xi)

√
c2ϕ2(xi)

]
,

(50)
κ1(xi,xj)κ2(xi,xj)

= vec(ϕ1(xi)ϕ2(xi)
⊤)⊤ vec(ϕ1(xj)ϕ2(xj)

⊤) , (51)

f(x1)κ1(xi,xj)f(x2) = (f(xi)ϕ(xi))
⊤(f(xj)ϕ(xj)) .

(52)

4.4 核方法

上述核技巧不仅使用于支持向量机, 还适用于一大
类问题.

定理 22 (简化版表示定理). 优化问题

min
w

1

m

m∑
i=1

ℓ(w⊤ϕ(xi), yi) +
λ

2
∥w∥2 (53)

的解 w 是样本的线性组合

w =

m∑
i=1

αiϕ(xi) . (54)

证明. 我们使用反证法. 令

Φ := [ϕ(x1) ϕ(x2) · · · ϕ(xm)] . (55)

假设最优解 w 不是样本的线性组合, 那么

∃α, e ̸= 0. w = Φα+ e , (56)

其中, e 不是样本的线性组合, 即对任意 ϕ(xi),
ϕ(xi)

⊤e = 0. 因为

ℓ(w⊤ϕ(xi), yi) = ℓ((Φα+ e)⊤ϕ(xi), yi)

= ℓ((Φα)⊤ϕ(xi), yi) ; (57)
∥w∥2 = ∥Φα∥2 + ∥e∥2 + 2(Φα)⊤e > ∥Φα∥2 , (58)

即 Φα比 w 有更小的目标函数值, 说明 w 不是最优解,
与假设矛盾. 因此, 最优解必定是样本的线性组合.

此外, 原版表示定理适用于任意单调递增正则项
Ω(w). 此证明已超出本文范围, 感兴趣的读者可参
考 [13].

表示定理对损失函数形式没有限制, 这意味着对许
多优化问题, 最优解都可以写成样本的线性组合. 更进
一步, w⊤ϕ(x) 将可以写成核函数的线性组合

w⊤ϕ(x) =

m∑
i=1

αiκ(xi,x) . (59)

通过核函数, 我们可以将线性模型扩展成非线性模型.
这启发了一系列基于核函数的学习方法, 统称为核方
法 [8].

5 软间隔

不管直接在原特征空间, 还是在映射的高维空间,
我们都假设样本是线性可分的. 虽然理论上我们总能找
到一个高维映射使数据线性可分, 但在实际任务中, 寻
找到这样一个合适的核函数通常很难. 此外, 由于数据
中通常有噪声存在, 一味追求数据线性可分可能会使模
型陷入过拟合的泥沼. 因此, 我们放宽对样本的要求, 即
允许有少量样本分类错误.
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Table 1: 常用核函数. 除此之外, 还有其他一些核函数, 例如卡方核 (chi squared kernel), 直方图交叉核 (histogram
intersection kernel) 等.

名称 形式 优点 缺点

线性核 x⊤
i xj 有高效实现, 不易过拟合 无法解决非线性可分问题

多项式核 (βx⊤
i xj + θ)n 比线性核更一般, n 直接描述了被映射空间的复杂度 参数多, 当 n 很大时会导致计算不稳定

RBF 核 exp
(
− ∥xi−xj∥2

2σ2

)
只有一个参数, 没有计算不稳定问题 计算慢, 过拟合风险大

5.1 软间隔支持向量机基本型

我们希望在优化间隔的同时, 允许分类错误的样本
出现, 但这类样本应尽可能少:

min
w,b

1

2
w⊤w + C

m∑
i=1

I(yi ̸= sign(w⊤ϕ(xi) + b)) (60)

s. t. yi(w
⊤ϕ(xi) + b) ≥ 1, 若 yi = sign(w⊤ϕ(xi) + b) .

其中, I(·) 是指示函数, C 是个可调节参数用于权衡优
化间隔和少量分类错误样本这两个目标. 但是, 指示函
数不连续, 更不是凸函数, 使得优化问题不再是二次规
划问题. 所以我们需要对其进行简化.

公式 60难以实际应用的原因在于指示函数只有两
个离散取值 0/1, 对应样本分类正确/错误. 为了能使优
化问题继续保持为二次规划问题, 我们需要引入一个取
值为连续值的变量, 刻画样本满足约束的程度. 我们引
入松弛变量 (slack variable) ξi, 用于度量样本违背约束
的程度. 当样本违背约束的程度越大, 松弛变量值越大.
即,

ξi =

0 若 yi(w
⊤ϕ(xi) + b) ≥ 1 ;

1− yi(w
⊤ϕ(xi) + b) 否侧 .

(61)

定理 23 (软间隔支持向量机基本型). 软间隔支持向量
机旨在找到一组合适的参数 (w, b), 使得

min
w,b,ξ

1

2
w⊤w + C

m∑
i=1

ξi (62)

s. t. yi(w
⊤ϕ(xi) + b) ≥ 1− ξi, i = 1, 2, . . . ,m ,

ξi ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m .

其中, C 是个可调节参数用于权衡优化间隔和少量样本
违背大间隔约束这两个目标. 当 C 比较大时, 我们希望

更多的样本满足大间隔约束; 当 C 比较小时, 我们允许
有一些样本不满足大间隔约束.

证明. 当样本满足约束 yi(w
⊤ϕ(xi) + b) ≥ 1 时,

yi(w
⊤ϕ(xi) + b) ≥ 1 − ξi 对任意 ξi ≥ 0 成立, 而优

化目标要最小化 ξi, 所以 ξi = 0. 当样本不满足约束时,
ξi ≥ 1 − yi(w

⊤ϕ(xi) + b), 而优化目标要最小化 ξi, 所
以 ξi = 1− yi(w

⊤ϕ(xi) + b).

推论 24. 软间隔支持向量机基本型中描述的优化问题
属于二次规划问题, 包括 m+ d̃+ 1 个优化变量, 2m 项
约束.

证明. 令

u :=


w

b

ξ

, Q :=

[
I 0

0 0

]
, t := C

[
0

1

]
, (63)

ci :=


yiϕ(xi)

yi

ei

, di := 1, i = 1, 2, . . . ,m , (64)

ci :=

[
0

ei

]
, di := 0, i = m+ 1, . . . , 2m, (65)

代入公式 10即得.

5.2 软间隔支持向量机对偶型

定理 25 (软间隔支持向量机对偶型). 软间隔支持向量
机的对偶问题等价于找到一组合适的 α, 使得

min
α

1

2

m∑
i=1

m∑
j=1

αiαjyiyjϕ(xi)
⊤ϕ(xj)−

m∑
i=1

αi (66)

s. t.
m∑
i=1

αiyi = 0,
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0 ≤ αi ≤ ξi, i = 1, 2, . . . ,m .

证明. 软间隔支持向量机的拉格朗日函数为

L(w, b, ξ,α,β) :=
1

2
w⊤w + C

m∑
i=1

ξi

+

m∑
i=1

αi(1− ξi − yi(w
⊤ϕ(xi) + b))

+
m∑
i=1

βi(−ξi) . (67)

其对偶问题为

max
α,β

min
w,b,ξ

L(w, b, ξ,α,β) (68)

s. t. αi ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m , (69)

βi ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m .

因为内层对 (w, b, ξ) 的优化属于无约束优化问题, 我们
可以通过令偏导等于零的方法得到 (w, b, ξ) 的最优值.

∂L
∂w

= 0 ⇒ w =
m∑
i=1

αiyiϕ(xi) , (70)

∂L
∂b

= 0 ⇒
m∑
i=1

αiyi = 0 , (71)

∂L
∂ξ

= 0 ⇒ αi + βi = C . (72)

因为存在约束 βi = C − αi ≥ 0, 不失一般性, 我们可以
约束 0 ≤ αi ≤ C, 从而去掉变量 βi. 将其代入公式 68,
消去 (w, b, ξ,β), 即得.

推论 26. 软间隔支持向量机对偶型中描述的优化问题
属于二次规划问题, 包括 m 个优化变量, 2m + 2 项约
束.

证明. 令

u := α, Q := [yiyjϕ(xi)
⊤ϕ(xj)]m×m, t := −1 , (73)

ci := ei, di := 0, i = 1, 2, . . . ,m , (74)

ci := −ei, di := −ξi, i = m+ 1, . . . , 2m, (75)

c2m+1 := [y1 y2 · · · ym]
⊤
, d2m+1 := 0 , (76)

c2m+2 := −[y1 y2 · · · ym]
⊤
, d2m+2 := 0 , (77)

代入公式 10即得.

5.3 软间隔支持向量机的支持向量

定理 27 (软间隔支持向量机的 KKT 条件). 软间隔支
持向量机的 KKT 条件如下.

• 主问题可行: 1−ξi−yi(w
⊤ϕ(xi)+b) ≤ 0, −ξi ≤ 0;

• 对偶问题可行: αi ≥ 0, βi ≥ 0;
• 互补松弛: αi(1−ξi−yi(w

⊤ϕ(xi)+b)) = 0, βiξi =

0.

证明. 令

u :=


w

b

ξ

 , (78)

gi(u) := 1−


yiw

yi

ei


⊤

u, i = 1, 2, . . . ,m , (79)

gi(u) := −

[
0

ei

]⊤
u, i = m+ 1, . . . , 2m. (80)

代入引理 8即得.

引理 28. 软间隔支持向量机中, 支持向量落在最大间隔
边界, 内部, 或被错误分类的样本.

证明. 由软间隔支持向量机的 KKT 条件可知, αi(1 −
ξi − yi(w

⊤ϕ(xi) + b)) = 0 且 βiξi = 0. 当 αi > 0 时,
1− ξi − yi(w

⊤ϕ(xi) + b) = 0. 进一步可分为两种情况.
• 0 < αi < C. 此时 βi = C − αi > 0. 因此 ξi = 0,
即该样本恰好落在最大间隔边界上;

• αi = C. 此时 βi = C − αi = 0. 若 ξi ≤ 1, 该样本
落在最大间隔内部; 若 ξi > 1, 该样本被错误分类.

定理 29. 支持向量机的参数 (w, b) 仅由支持向量决定,
与其他样本无关.

证明. 和线性支持向量机证明方式相同.

5.4 铰链损失

引理 30. 公式 61等价为

ξi = max(0, 1− yi(w
⊤ϕ(xi) + b)) . (81)

证明. 当样本满足约束时, 1 − yi(w
⊤ϕ(xi) + b) ≤ 0,

ξi = 0; 当样本不满足约束时, 1− yi(w
⊤ϕ(xi) + b) > 0,

ξi = 1− yi(w
⊤ϕ(xi) + b).
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定理 31. 软间隔支持向量机的基本型等价于

min
w,b

1

m

m∑
i=1

max(0, 1− yi(w
⊤ϕ(xi) + b) +

λ

2
∥w∥2 .

(82)
其中, 第一项称为经验风险, 度量了模型对训练数据的
拟合程度; 第二项称为结构风险, 也称为正则化项, 度量
了模型自身的复杂度. 正则化项削减了假设空间, 从而
降低过拟合风险. λ 是个可调节的超参数, 用于权衡经
验风险和结构风险.

证明. 对应于软间隔支持向量机的基本型, ξi =

max(0, 1− yi(w
⊤ϕ(xi) + b)) ≥ 0, 且 λ = m

C .

定义 6 (铰链损失 (hinge loss)). 铰链损失函数定义为

ℓ(s) = max(0, 1− s) . (83)

除铰链损失外, 还有其他一些常用损失函数 [19], 见
表 2. s := yiw

⊤ϕ(x) 的数值大小度量了模型认为该样
本属于某一标记的确信程度. 我们希望, 当样本分类正
确时, 即 s > 0 时, ℓ(s) 小一些; 当样本分类错误时, 即
s < 0 时, ℓ(s) 大一些.

6 优化方法

6.1 SMO

如果直接用经典的二次规划软件包求解支持向量
机对偶型, 由于 Q := [yiyjϕ(xi)

⊤ϕ(xj)]m×m 的存储开
销是 O(m2), 当训练样本很多时, 这将是一个很大的存
储和计算开销. 序列最小化 (SMO) [10]是一个利用支持
向量机自身特性高效的优化算法. SMO 的基本思路是
坐标下降.

定义 7 (坐标下降). 通过循环使用不同坐标方向, 每次
固定其他元素, 只沿一个坐标方向进行优化, 以达到目
标函数的局部最小, 见算法 1.

我们希望在支持向量机中的对偶型中, 每次固定除
αi 外的其他变量, 之后求在 αi 方向上的极值. 但由于
约束

∑m
i=1 yiαi = 0, 当其他变量固定时, αi 也随着确

定. 这样, 我们无法在不违背约束的前提下对 αi 进行优
化. 因此, SMO 每步同时选择两个变量 αi 和 αj 进行
优化, 并固定其他参数, 以保证不违背约束.

Algorithm 1 坐标下降.
Input: 优化目标 f .
Output: u, 使得 f(u) 最小.
1: while 不收敛 do
2: for i← 1 to n do
3: ui ← arg minui

f(u)

4: end for
5: end while
6: return u

定理 32 (SMO 每步的优化目标). SMO 每步的优化目
标为

min
αi,αj

1

2
(α2

i y
2
iϕ(xi)

⊤ϕ(xi) + α2
i y

2
iϕ(xj)

⊤ϕ(xj)

+ 2αiαjyiyjϕ(xj)
⊤ϕ(xj))− (αi + αj) (84)

s. t. αiyi + αjyj = c,

0 ≤ αi ≤ ξi,

0 ≤ αj ≤ ξj ,

其中, c := −
∑

k ̸=i,j αkyk.

证明. 固定住公式 68中取 αi, αj 外的其他变量即得.

推论 33. SMO 每步的优化目标可等价为对 αi 的单变
量二次规划问题.

证明. 由于 αj = yj(c− αiyi), 我们可以将其代入 SMO
每步的优化目标, 以消去变量 αj . 此时, 优化目标函数
是对于 αi 的二次函数, 约束是一个取值区间 L ≤ αi ≤
H. 之后根据目标函数顶点与区间 [L,H] 的位置关系,
可以得到 αi 的最优值.

理论上讲, 每步优化时 αi 和 αj 可以任意选择, 但
实践中通常取 αi 为违背 KKT 条件最大的变量, 而 αj

取对应样本与 αi 对应样本之间间隔最大的变量. 对
SMO 算法收敛性的测试可以用过检测是否满足 KKT
条件得到.

6.2 Pegasos

我们也可以直接在原问题对支持向量机进行优化,
尤其是使用线性核函数时, 我们有很高效的优化算法,
如 Pegasos [14]. Pegasos 使用基于梯度的方法在线性支
持向量机基本型

min
w,b

1

m

m∑
i=1

max(0, 1− yi(w
⊤xi+ b))+

λ

2
∥w∥2 . (85)
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Table 2: 常用损失函数. 其中 s := yiw
⊤ϕ(x).

名称 形式 特点 实例

0/1 损失 I(s < 0) 直接优化目标; 非凸, 不连续, NP 难 感知机

铰链损失 max(0, 1− s) 替代损失, 0/1 损失上界; 凸, 连续 支持向量机, 基于二次规划方法优化
对数几率损失 log(1 + exp(−s)) 替代损失, 0/1 损失上界; 凸, 连续 对数几率回归, 基于梯度下降方法优化
指数损失 exp(−s) 替代损失, 0/1 损失上界; 凸, 连续 AdaBoost, 分布优化基分类器权重

进行优化, 见算法 2.

Algorithm 2 Pegasos.
Input: {(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xm, ym)}.
Output: 支持向量机参数 (w, b)

1: while 不收敛 do
2: ∂J

∂w
← − 1

m

∑m
i=1 I(yi(w

⊤xi + b) ≤ 1) · yixi + λw

3: ∂J
∂w
← − 1

m

∑m
i=1 I(yi(w

⊤xi + b) ≤ 1) · yi
4: w ← w − η ∂J

∂w

5: b← b− η ∂J
∂b

6: end while
7: return (w, b)

6.3 近似算法

当使用非线性核函数下的支持向量机时, 由于核
矩阵 K := [κ(xi,xj)]m×m, 所以时间复杂度一定是
Ω(m2). 因此, 有许多学者致力于研究一些快速的近
似算法. 例如, CVM [15]基于近似最小包围球算法,
Nyström 方法 [18]通过从 K 采样出一些列来得到 K

的低秩近似, 随机傅里叶特征 [12]构造了向低维空间的
随机映射.

本章介绍了许多优化算法, 实际上现在已有许多开
源软件包对这些算法有很好的实现, 目前比较著名的有
LibLinear [7] 和 LibSVM [3], 分别适用于线性和非线性
核函数.

7 支持向量机的其他变体

ProbSVM. 对数几率回归可以估计出样本属于正类
的概率, 而支持向量机只能判断样本属于正类或负类,
无法得到概率. ProbSVM [11]先训练一个支持向量
机, 得到参数 (w, b). 再令 si := yiw

⊤ϕ(xi) + b, 将

{(s1, y1), (s2, y2), . . . , (sm, ym)} 当做新的训练数据训练
一个对数几率回归模型, 得到参数 (θ1, θ0). 因此, Prob-
SVM 的假设函数为

h(x) := sigm(θ1(w
⊤ϕ(x) + b) + θ0) . (86)

对数几率回归模型可以认为是对训练得到的支持向量
机的微调, 包括尺度 (对应 θ1) 和平移 (对应 θ0). 通常
θ1 > 0, θ0 ≈ 0.
多分类支持向量机. 支持向量机也可以扩展到多分类问
题中. 对于 K 分类问题, 多分类支持向量机 [17] 有 K

组参数 {(w1, b1), (w2, b2), . . . , (wK , bK)}, 并希望模型
对于属于正确标记的结果以 1 的间隔高于其他类的结
果, 形式化如下

min
W ,b

1

m

m∑
i=1

K∑
k=1

max(0, (w⊤
yi
ϕ(xi) + byi)

−(w⊤
k ϕ(xi) + bk) + 1) +

λ

2

K∑
k=1

w⊤
k wk . (87)

支持向量回归 (SVR). 经典回归模型的损失函数度量
了模型的预测 h(xi) 和 yi 的差别, 支持向量回归 [6]能
够容忍 h(xi) 与 yi 之间小于 ε 的偏差. 令 s := y −
(w⊤ϕ(x) + b, 我们定义 ε-不敏感损失为0 若 |y − (w⊤ϕ(x) + b)| ≤ ε ;

|s| − ε 否则 .
(88)

定理 34 (支持向量回归). 支持向量回归可形式化为

min
w,b

1

m

m∑
i=1

max(0, |yi−(w⊤ϕ(xi)+b)|−ε)+
λ

2
w⊤w .

(89)

证明. 当 |y−(w⊤ϕ(x)+b)| ≤ ε时, |y−(w⊤ϕ(x)+b)|−
ε ≤ 0, max(0, ·) 结果为 0; 当 |y − (w⊤ϕ(x) + b)| > ε

时, max(0, ·) 结果为 |y − (w⊤ϕ(x) + b)| − ε.
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