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1 问题描述

图示为一个多级萃取过程, 待萃取物的流率为 F1, 待萃取物的组分为 Yin , 萃取剂的流率为
F2, 萃取剂的组分为 Xin 。第 i 级的质量守恒方程为

F1Yi−1 + F2Xi+1 = F1Yi + F2Xi

且每一级均为平衡级, 即 K = Xi

Yi
,K = 4 为平衡常数, 因此

Yi−1 −
(
1 +

F2

F1

K

)
Yi +

F2

F1

KYi+1 = 0

（1）设 F1 = 500 kg/h�F2 = 300 kg/h�Yin = 0.5�Xin = 0, 试对不同级数（3、5、10、20、25、
50、100）的萃取过程, 分别计算 Xout 和 Yout , 请用不同方法求解并进行对比（对第一级和最后
一级需要修改方程）。

(2) 设 F1 = 500 kg/h�F2 = 300 kg/h�Xin = 0 、级数 n = 20, 若 Yin 分别为 0.3、0.5、0.7、
0.9, 计算 Xout 和 Yout , 请用不同方法求解并进行对比
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2 思路分析

代入数据 F1 = 500 kg/h�F2 = 300 kg/h�K = 4 得：

Yi−1 − 3.4Yi + 2.4Yi+1 = 0

对于第一级（i = 1）： (
−3.4 2.4

0 0

)(
Y1

Y2

)
=

(
−0.5

0

)
对于中间级别（1 < i < n）：1 −3.4 2.4

0 1 0

0 0 0


 Yi

Yi+1

Yi+2

 =

0

0

0


对于最后一级（i = n）： (

1 −3.4

0 0

)(
Yn

Yout

)
=

(
0

−0.6Xin

)
整合后可以得到对于任意级数的求解矩阵为：

−3.4 2.4

1 −3.4 2.4

1 −3.4 2.4

· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·

1 −3.4 2.4

1 −3.4





Y1

Y2

. . .

Yi

· · ·
Yn−1

Yn


=



−Yin

0

· · ·
· · ·
· · ·
. . .

. . .


其中 Xout = 4Y1,Yout = Yn

2.1 直接高斯消去法

直接高斯消去方法的过程的是将原始的线性方程组转化为一个上三角形的形式，然后利用回
代过程求解出未知数。
外层循环遍历方程组的每一行，选定主元后，内层循环遍历主元下方的每一行，将它们与主

元所在的行进行消元, 通过将主元下方行的元素减去一个倍乘因子乘以主元所在行对应位置的元
素来实现。
之后从方程组的最后一行开始，通过逐步求解未知数，直到第一行。对于每一行，计算等式

左边的求和部分，然后用已知的未知数进行修正，得到当前行的未知数值。

2.2 列主元消去法

列主元消去法通过高斯消元法将矩阵 C转换为上三角矩阵——对于每一列 k，从第 k行到第
n 行，取出该列元素的绝对值，并找出绝对值最大的元素 P 及其所在行 u：如果最大值不在第 k
行，交换第 k 行和 u 行的位置，确保最大值所在行在第 k 行；遍历从第 k+1 行到第 n 行，将第
i 行的元素消除为 0，使得第 i 行第 k 列的元素变为 0。
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2.3 高斯约当法

高斯-约当消元法要先获取矩阵的维度信息，假设为 n×(n+1)，其中 n 表示未知数的个数。
而后通过自上而下的消元步骤将矩阵转化为上三角矩阵，即将矩阵的左下方元素化为 0。再

通过自下而上的消元步骤将矩阵转化为对角阵，即将矩阵的上方元素化为 0。最后，将解向量中
的值赋为矩阵的最后一列的值，即为方程组的解。

2.4 LU 分解法

LU 分解法利用分解后的下三角矩阵 L 和上三角矩阵 U 求解线性方程组。首先确定输入矩
阵的大小，并初始化两个空的矩阵 L 和 U 它们将用于存储 LU 分解后的下三角和上三角矩阵。
初始化 U 的第一行为输入矩阵的第一行，并初始化 L 的对角线为 1，以及 L 的第一列为输入矩
阵的第一列除以 U 的第一行。
而后通过嵌套的循环，逐步生成 L 和 U 矩阵。分解完成后，利用带入法求解线性方程组。

2.5 矩阵求逆法

矩阵求逆法首先将输入的矩阵 C 赋值给 A，然后确定矩阵 A 的大小，生成一个与 A 大小相
同的单位矩阵 I。
而后将矩阵 A 和单位矩阵 I 按列连接起来，形成增广矩阵，再使用高斯消元法来求解增广矩

阵的行最简形，从经过高斯消去后的增广矩阵中提取出右侧单位矩阵的部分，

2.6 三对角线方程组的追赶法

三对角线方程组的追赶法的 Thomas 算法。首先从输入参数中提取出系数矩阵和常数向量，
从而确定方程组的大小，即系数矩阵的行数。
接下来对系数矩阵进行三对角分解，计算出两个数组后利用分解后的两个数组，通过回代的

方式求解出方程组的解向量。

2.7 雅可比迭代法

雅可比迭代法接受的是两个输入参数：初始估计值和线性方程组的系数矩阵及右端向量。
程序首先对 N 进行初始化，其中 N 表示迭代系数矩阵，对角线元素置零，其余元素为系数

矩阵 C 对应位置元素除以对角线元素。同时初始化 B 为系数矩阵 C 的最后一列。
迭代过程中，利用迭代系数矩阵 N 和右端向量 B 计算下一次迭代的结果，, 迭代终止条件

为相邻两次迭代之间的相对误差小于指定的精度。

2.8 高斯—赛德尔迭代法

高斯-赛德尔迭代方法使用嵌套的两层循环进行迭代，外层循环是迭代次数，内层循环是对每
个未知数进行更新。内层循环计算了每个未知数的新值，根据高斯-赛德尔迭代方法的公式计算。
在每次迭代中，计算相对误差，用于判断迭代是否收敛。
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2.9 SOR 迭代法

逐次超松弛法 (SOR) 求解线性方程组使用两个嵌套循环进行迭代计算。外层循环是迭代次
数 k，内层循环是对每个未知数进行更新计算，根据逐次超松弛法的迭代公式更新未知数的值，在
每次迭代中计算相邻两次迭代结果之间的相对误差，如果相对误差小于给定精度，则跳出迭代。

3 运行结果与分析

3.1 直接高斯消去法

运行结果如下：

3.2 列主元消去法

运行结果如下：
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3.3 高斯约当法

运行结果如下：

3.4 LU 分解法

运行结果如下：
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3.5 矩阵求逆法

运行结果如下：

3.6 三对角线方程组的追赶法

运行结果如下：
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3.7 雅可比迭代法

运行结果如下：

3.8 高斯—赛德尔迭代法

运行结果如下：
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3.9 SOR 迭代法

运行结果如下：

3.9.1 w = 0.3
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3.9.2 w = 0.5

3.9.3 w = 0.8

3.9.4 w = 1.0
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3.9.5 w = 1.2

3.9.6 w = 1.5

3.9.7 w = 1.8

对于 SOR 迭代法，不同的松弛因子迭代的次数不同，因此绘制迭代次数随松弛因子的变化
曲线。由于 w 趋于 0 和 2 时，迭代次数较大，因此分布放大可以得到如下的四幅图像：
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3.10 小结

对于以上六种非迭代算法，绘制运行时间随级数 n 和 Yin 变化的图像如下：

分析可得由于求解方程的特殊性，三对角线方程组的追赶法的效率最高，直接高斯消元法，列
主元约当法以及高斯约当法等类高斯的方法效率较低。
而对于三种迭代法，由于电脑的算力有限，因此精度无法完全保证。其中对于逐次超松驰迭

代法，当 w = 1 时即为高斯-赛德尔迭代法。
其中 SOR 迭代法通过分析图像可知在松弛因子 w 取 1-1.4 时迭代次数较少，且如果 w 的取

值不当，会导致迭代次数有明显增加，甚至可能超出算力而无法计算出结果。
总而言之，直接求解法的优点是原理较简单，计算量小、求解速度快，但容易受舍入误差影

响，计算精度未必准确（本题中由于运用 matlab 中双精度数据类型，因此准确度较高）。
直接求解法比较适用于方程组系数为低阶稠密矩阵、带状矩阵。
而迭代法的计算精度比较优秀，但可能遇到不收敛的情况，且对于松弛因子 w 的选择有所要

求。
迭代法比较适用于大型稀疏矩阵。
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4 实验心得

本次实验我熟悉了多种求解线性方程组的方法，从最简单的高斯消去法，到 LU 分解、特殊
矩阵和矩阵求逆, 再到最后的迭代法，我对于线性方程组的认识也层层深入。
特别地，当 SOR 迭代法时，由于没有考虑到电脑算力，没有修改精度甚至导致了电脑的过

载。这也提醒我在运行程序前要考虑好算力问题。
由于本次作业涉及到的文件较多，且在完成过程中会发现前面的问题再进行修正，因此使用

latex 完成报告可以很大程度地减少图片更迭带来的影响。

5 源代码

5.1 直接高斯消去法函数

1 func t i on x = Gauss (C)
2 % 提取系数矩阵 A 和常数向量 b
3 A = C( : , 1 : end - 1 ) ;
4 b = C( : , end ) ;
5
6 % 获取方程组的维度
7 [ n , ~ ] = s i z e (A) ;
8
9 % 增广矩阵
10 Augmented = [A, b ] ;
11
12 % 高斯消去
13 f o r i = 1 : n -1
14 % 消元操作
15 f o r j = i +1:n
16 f a c t o r = Augmented ( j , i ) / Augmented ( i , i ) ;
17 Augmented ( j , : ) = Augmented ( j , : ) - f a c t o r * Augmented ( i ,

: ) ;
18 end
19 end
20
21 % 回代求解
22 x = ze ro s (n , 1) ;
23 x (n) = Augmented (n , n+1) / Augmented (n , n) ;
24 f o r i = n - 1 : - 1 : 1
25 x ( i ) = (Augmented ( i , n+1) - Augmented ( i , i +1:n) * x ( i +1:n) ) /

Augmented ( i , i ) ;
26 end
27 end
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5.2 直接高斯消去法主程序

1 l e v e l s = [ 3 , 5 , 10 , 20 , 25 , 50 , 1 0 0 ] ;
2 Y_ins = [ 0 . 3 , 0 . 5 , 0 . 7 , 0 . 9 ] ;
3
4 f o r i = 1 : l ength ( l e v e l s )
5 t i c ; % 开始计时
6 % 解方程
7 n = l e v e l s ( i ) ;
8 A = diag ( - 3 . 4* ones (1 , n) ) + diag (2 . 4* ones (1 , n - 1 ) ,1 ) + diag ( ones (1 , n

- 1 ) , - 1 ) ;
9 A(1 , 1 ) = - 3 . 4 ;
10 A(n , n) = - 3 . 4 ;
11 b = ze ro s (n , 1) ;
12 b (1 ) = - 0 . 5 ;
13 Y = Gauss ( [A, b ] ) ;
14
15 % 计算输出值
16 X_out = 4 * Y(1) ;
17 Y_out = Y(n) ;
18
19 f p r i n t f ( '对于Y_in=0.5 , n = %d , X_out = %.50 f \nY_out = %.50 f \ t ' , n ,

X_out , Y_out) ;
20 toc ; % 结束计时并显示执行时间
21 end
22
23 f o r i = 1 : l ength (Y_ins )
24 t i c ; % 开始计时
25 % 解方程
26 n = 20 ;
27 A = diag ( - 3 . 4* ones (1 , n) ) + diag (2 . 4* ones (1 , n - 1 ) ,1 ) + diag ( ones (1 , n

- 1 ) , - 1 ) ;
28 A(1 , 1 ) = - 3 . 4 ;
29 A(n , n) = - 3 . 4 ;
30 b = ze ro s (n , 1) ;
31 b (1 ) = -Y_ins ( i ) ;
32 Y = Gauss ( [A, b ] ) ;
33
34 % 计算输出值
35 X_out = 4 * Y(1) ;
36 Y_out = Y(n) ;
37
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38 f p r i n t f ( '对于n=20, Y_in = %.1 f , X_out = %.50 f \n Y_out = %.50 f \ t ' ,
Y_ins ( i ) , X_out , Y_out) ;

39 toc ; % 结束计时并显示执行时间
40 end

5.3 列主元消去法函数

1 func t i on x=Column_principal (C)
2 n=s i z e (C, 1 ) ;
3 %消去过程
4 f o r k=1:n
5 a=C(k : n , k ) ;
6 P=max( abs ( a ) ) ;
7 u=f i nd ( abs ( a )==P) ;
8 i f (u~=1)
9 C( [ k , ( u+k - 1 ) ] , : )=C( [ ( u+k - 1 ) , k ] , : ) ;
10 end
11 f o r i=k+1:n
12 f a c t o r=C( i , k ) /C(k , k ) ;
13 f o r j =1:(n+1)
14 C( i , j )=C( i , j ) -C(k , j ) * f a c t o r ;
15 end
16 end
17 end
18
19 %回代过程
20 x (n)=C(n , ( n+1) ) /C(n , n) ;
21 f o r i =(n - 1 ) : - 1 : 1
22 sum=C( i , ( n+1) ) ;
23 f o r j=i +1:n
24 sum=sum-C( i , j ) *x ( j ) ;
25 end
26 x ( i )=sum/C( i , i ) ;
27 end

5.4 列主元消去法主程序

1 l e v e l s = [ 3 , 5 , 10 , 20 , 25 , 50 , 1 0 0 ] ;
2 Y_ins = [ 0 . 3 , 0 . 5 , 0 . 7 , 0 . 9 ] ;
3
4 f o r i = 1 : l ength ( l e v e l s )
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5 t i c ; % 开始计时
6 % 解方程
7 n = l e v e l s ( i ) ;
8 A = diag ( - 3 . 4* ones (1 , n) ) + diag (2 . 4* ones (1 , n - 1 ) ,1 ) + diag ( ones (1 , n

- 1 ) , - 1 ) ;
9 A(1 , 1 ) = - 3 . 4 ;
10 A(n , n) = - 3 . 4 ;
11 b = ze ro s (n , 1) ;
12 b (1 ) = - 0 . 5 ;
13 Y = Column_principal ( [A, b ] ) ;
14
15 % 计算输出值
16 X_out = 4 * Y(1) ;
17 Y_out = Y(n) ;
18
19 f p r i n t f ( '对于Y_in=0.5 , n = %d , X_out = %.50 f \nY_out = %.50 f \ t ' , n ,

X_out , Y_out) ;
20 toc ; % 结束计时并显示执行时间
21 end
22
23 f o r i = 1 : l ength (Y_ins )
24 t i c ; % 开始计时
25 % 解方程
26 n = 20 ;
27 A = diag ( - 3 . 4* ones (1 , n) ) + diag (2 . 4* ones (1 , n - 1 ) ,1 ) + diag ( ones (1 , n

- 1 ) , - 1 ) ;
28 A(1 , 1 ) = - 3 . 4 ;
29 A(n , n) = - 3 . 4 ;
30 b = ze ro s (n , 1) ;
31 b (1 ) = -Y_ins ( i ) ;
32 Y = Column_principal ( [A, b ] ) ;
33
34 % 计算输出值
35 X_out = 4 * Y(1) ;
36 Y_out = Y(n) ;
37
38 f p r i n t f ( '对于n=20, Y_in = %.1 f , X_out = %.50 f \n Y_out = %.50 f \ t ' ,

Y_ins ( i ) , X_out , Y_out) ;
39 toc ; % 结束计时并显示执行时间
40 end
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5.5 高斯约当法函数

1 func t i on x=Gauss_Jordan (C)
2 n=s i z e (C, 1 ) ;
3 %自上而下消元
4 f o r i =1:n
5 f a c t o r 1=C( i , i ) ;
6 f o r j=i : ( n+1)
7 C( i , j )=C( i , j ) / f a c t o r 1 ;
8 end
9 f o r k=( i +1) : n
10 f a c t o r 2=C(k , i ) ;
11 f o r m=1:(n+1)
12 C(k ,m)=C(k ,m) -C( i ,m) * f a c t o r 2 ;
13 end
14 end
15 end
16
17
18 %自下而上消元
19 f o r k=n : ( - 1 ) : 2
20 f o r i =(k - 1 ) : ( - 1 ) : 1
21 f a c t o r 3=C( i , k ) ;
22 f o r j=k : ( n+1)
23 C( i , j )=C( i , j ) -C( ( i +1) , j ) * f a c t o r 3 ;
24 end
25 end
26 end
27 f o r i =1:n
28 x ( i )=C( i , n+1) ;
29 end

5.6 高斯约当法主程序

1 l e v e l s = [ 3 , 5 , 10 , 20 , 25 , 50 , 1 0 0 ] ;
2 Y_ins = [ 0 . 3 , 0 . 5 , 0 . 7 , 0 . 9 ] ;
3
4 f o r i = 1 : l ength ( l e v e l s )
5 t i c ; % 开始计时
6 % 解方程
7 n = l e v e l s ( i ) ;
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8 A = diag ( - 3 . 4* ones (1 , n) ) + diag (2 . 4* ones (1 , n - 1 ) ,1 ) + diag ( ones (1 , n
- 1 ) , - 1 ) ;

9 A(1 , 1 ) = - 3 . 4 ;
10 A(n , n) = - 3 . 4 ;
11 b = ze ro s (n , 1) ;
12 b (1 ) = - 0 . 5 ;
13 Y = Gauss_Jordan ( [A, b ] ) ;
14
15 % 计算输出值
16 X_out = 4 * Y(1) ;
17 Y_out = Y(n) ;
18
19 f p r i n t f ( '对于Y_in=0.5 , n = %d , X_out = %.50 f \nY_out = %.50 f \ t ' , n ,

X_out , Y_out) ;
20 toc ; % 结束计时并显示执行时间
21 end
22
23 f o r i = 1 : l ength (Y_ins )
24 t i c ; % 开始计时
25 % 解方程
26 n = 20 ;
27 A = diag ( - 3 . 4* ones (1 , n) ) + diag (2 . 4* ones (1 , n - 1 ) ,1 ) + diag ( ones (1 , n

- 1 ) , - 1 ) ;
28 A(1 , 1 ) = - 3 . 4 ;
29 A(n , n) = - 3 . 4 ;
30 b = ze ro s (n , 1) ;
31 b (1 ) = -Y_ins ( i ) ;
32 Y = Gauss_Jordan ( [A, b ] ) ;
33
34 % 计算输出值
35 X_out = 4 * Y(1) ;
36 Y_out = Y(n) ;
37
38 f p r i n t f ( '对于n=20, Y_in = %.1 f , X_out = %.50 f \n Y_out = %.50 f \ t ' ,

Y_ins ( i ) , X_out , Y_out) ;
39 toc ; % 结束计时并显示执行时间
40 end

5.7 LU 分解法函数

1 func t i on x=Doo l i t t l e (C)
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2 n=s i z e (C, 1 ) ;
3 L=ze ro s (n) ;
4 U=ze ro s (n) ;
5
6 %U为n*n上三角矩阵，初始化U第一行
7 U( 1 , : )=C(1 , 1 : n) ;
8 %L为n*n下三角矩阵，初始化L对角线及第一列
9 f o r i =1:n
10 L( i , i )=1;
11 end
12 f o r i =2:n
13 L( i , 1 )=C( i , 1 ) /U(1 , 1 ) ;
14 end
15
16 %Doo l i t t l e分解
17 %生成L、U
18 f o r k=2:n
19 f o r i=k : n
20 sum2=0;
21 f o r j =1:(k - 1 )
22 sum2=sum2+L(k , j ) *U( j , i ) ;
23 end
24 U(k , i )=C(k , i ) - sum2 ; %产生第k行U
25 f o r j =1:(k - 1 )
26 sum2=sum2+L( i , j ) *U( j , k ) ;
27 end
28 L( i , k )=(C( i , k ) -sum2) /U(k , k ) ; %产生第k列L
29 end
30 end
31
32 %向前带入求解Y
33 y (1)=C(1 , n+1) ;
34 f o r i =2:n
35 sum1=0;
36 f o r j =1: i -1
37 sum1=sum1+L( i , j ) *y ( j ) ;
38 end
39 y ( i )=C( i , n+1) -sum1 ;
40 end
41
42 %向后代入求解X
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43 x (n)=y(n) /U(n , n) ;
44 f o r k=(n - 1 ) : - 1 : 1
45 sum2=0;
46 f o r j=k+1:n
47 sum2=sum2+U(k , j ) *x ( j ) ;
48 end
49 x (k )=(y (k ) -sum2) /U(k , k ) ;
50 end

5.8 LU 分解法主程序

1 l e v e l s = [ 3 , 5 , 10 , 20 , 25 , 50 , 1 0 0 ] ;
2 Y_ins = [ 0 . 3 , 0 . 5 , 0 . 7 , 0 . 9 ] ;
3
4 f o r i = 1 : l ength ( l e v e l s )
5 t i c ; % 开始计时
6 % 解方程
7 n = l e v e l s ( i ) ;
8 A = diag ( - 3 . 4* ones (1 , n) ) + diag (2 . 4* ones (1 , n - 1 ) ,1 ) + diag ( ones (1 , n

- 1 ) , - 1 ) ;
9 A(1 , 1 ) = - 3 . 4 ;
10 A(n , n) = - 3 . 4 ;
11 b = ze ro s (n , 1) ;
12 b (1 ) = - 0 . 5 ;
13 Y = Doo l i t t l e ( [A, b ] ) ;
14
15 % 计算输出值
16 X_out = 4 * Y(1) ;
17 Y_out = Y(n) ;
18
19 f p r i n t f ( '对于Y_in=0.5 , n = %d , X_out = %.50 f \nY_out = %.50 f \ t ' , n ,

X_out , Y_out) ;
20 toc ; % 结束计时并显示执行时间
21 end
22
23 f o r i = 1 : l ength (Y_ins )
24 t i c ; % 开始计时
25 % 解方程
26 n = 20 ;
27 A = diag ( - 3 . 4* ones (1 , n) ) + diag (2 . 4* ones (1 , n - 1 ) ,1 ) + diag ( ones (1 , n

- 1 ) , - 1 ) ;
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28 A(1 , 1 ) = - 3 . 4 ;
29 A(n , n) = - 3 . 4 ;
30 b = ze ro s (n , 1) ;
31 b (1 ) = -Y_ins ( i ) ;
32 Y = Doo l i t t l e ( [A, b ] ) ;
33
34 % 计算输出值
35 X_out = 4 * Y(1) ;
36 Y_out = Y(n) ;
37
38 f p r i n t f ( '对于n=20, Y_in = %.1 f , X_out = %.50 f \n Y_out = %.50 f \ t ' ,

Y_ins ( i ) , X_out , Y_out) ;
39 toc ; % 结束计时并显示执行时间
40 end

5.9 矩阵求逆法函数

1 func t i on x = Inve r s e (C)
2 % 提取系数矩阵 A 和单位矩阵 I
3 A = C;
4 n = s i z e (A, 1) ;
5 I = eye (n) ;
6
7 % 增广矩阵
8 Augmented = [A, I ] ;
9
10 % 高斯消去
11 f o r i = 1 : n
12 % 主元归一化
13 f a c t o r = Augmented ( i , i ) ;
14 Augmented ( i , : ) = Augmented ( i , : ) / f a c t o r ;
15 % 消元操作
16 f o r j = 1 : n
17 i f j ~= i
18 f a c t o r = Augmented ( j , i ) / Augmented ( i , i ) ;
19 Augmented ( j , : ) = Augmented ( j , : ) - f a c t o r * Augmented

( i , : ) ;
20 end
21 end
22 end
23
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24 % 提取逆矩阵部分
25 Inverse_A = Augmented ( : , n+1:end ) ;
26
27 % 返回逆矩阵
28 x = Inverse_A ;
29 end

5.10 矩阵求逆主程序

1 l e v e l s = [ 3 , 5 , 10 , 20 , 25 , 50 , 1 0 0 ] ;
2 Y_ins = [ 0 . 3 , 0 . 5 , 0 . 7 , 0 . 9 ] ;
3
4 f o r i = 1 : l ength ( l e v e l s )
5 t i c ; % 开始计时
6 % 解方程
7 n = l e v e l s ( i ) ;
8 A = diag ( - 3 . 4* ones (1 , n) ) + diag (2 . 4* ones (1 , n - 1 ) ,1 ) + diag ( ones (1 , n

- 1 ) , - 1 ) ;
9 A(1 , 1 ) = - 3 . 4 ;
10 A(n , n) = - 3 . 4 ;
11 b = ze ro s (n , 1) ;
12 b (1 ) = - 0 . 5 ;
13 Y = Inve r s e ( [A, b ] ) ;
14
15 % 计算输出值
16 X_out = 4 * Y(1) ;
17 Y_out = Y(n) ;
18
19 f p r i n t f ( '对于Y_in=0.5 , n = %d , X_out = %.50 f \nY_out = %.50 f \ t ' , n ,

X_out , Y_out) ;
20 toc ; % 结束计时并显示执行时间
21 end
22
23 f o r i = 1 : l ength (Y_ins )
24 t i c ; % 开始计时
25 % 解方程
26 n = 20 ;
27 A = diag ( - 3 . 4* ones (1 , n) ) + diag (2 . 4* ones (1 , n - 1 ) ,1 ) + diag ( ones (1 , n

- 1 ) , - 1 ) ;
28 A(1 , 1 ) = - 3 . 4 ;
29 A(n , n) = - 3 . 4 ;
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30 b = ze ro s (n , 1) ;
31 b (1 ) = -Y_ins ( i ) ;
32 Y = Inve r s e ( [A, b ] ) ;
33
34 % 计算输出值
35 X_out = 4 * Y(1) ;
36 Y_out = Y(n) ;
37
38 f p r i n t f ( '对于n=20, Y_in = %.1 f , X_out = %.50 f \n Y_out = %.50 f \ t ' ,

Y_ins ( i ) , X_out , Y_out) ;
39 toc ; % 结束计时并显示执行时间
40 end

5.11 三对角线方程组的追赶法函数

1 func t i on x = Thomas(C)
2 % 提取系数矩阵 A 和常数向量 b
3 A = C( : , 1 : end - 1 ) ;
4 b = C( : , end ) ;
5
6 % 获取方程组的维度
7 n = s i z e (A, 1) ;
8
9 % 分解系数矩阵
10 alpha = ze ro s (n , 1) ;
11 beta = ze ro s (n , 1) ;
12
13 alpha (1 ) = A(1 , 1) ;
14 beta (1 ) = b (1) / alpha (1 ) ;
15
16 f o r i = 2 : n
17 alpha ( i ) = A( i , i ) - A( i , i - 1 ) * A( i - 1 , i ) / alpha ( i - 1 ) ;
18 beta ( i ) = (b( i ) - A( i , i - 1 ) * beta ( i - 1 ) ) / alpha ( i ) ;
19 end
20
21 % 回代求解
22 x = ze ro s (n , 1) ;
23 x (n) = beta (n) ;
24
25 f o r i = n - 1 : - 1 : 1
26 x ( i ) = beta ( i ) - A( i , i +1) / alpha ( i ) * x ( i +1) ;
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27 end
28 end

5.12 三对角线方程组的追赶法主程序

1 l e v e l s = [ 3 , 5 , 10 , 20 , 25 , 50 , 1 0 0 ] ;
2 Y_ins = [ 0 . 3 , 0 . 5 , 0 . 7 , 0 . 9 ] ;
3
4 f o r i = 1 : l ength ( l e v e l s )
5 t i c ; % 开始计时
6 % 解方程
7 n = l e v e l s ( i ) ;
8 A = diag ( - 3 . 4* ones (1 , n) ) + diag (2 . 4* ones (1 , n - 1 ) ,1 ) + diag ( ones (1 , n

- 1 ) , - 1 ) ;
9 A(1 , 1 ) = - 3 . 4 ;
10 A(n , n) = - 3 . 4 ;
11 b = ze ro s (n , 1) ;
12 b (1 ) = - 0 . 5 ;
13 Y = Thomas ( [A, b ] ) ;
14
15 % 计算输出值
16 X_out = 4 * Y(1) ;
17 Y_out = Y(n) ;
18
19 f p r i n t f ( '对于Y_in=0.5 , n = %d , X_out = %.50 f \nY_out = %.50 f \ t ' , n ,

X_out , Y_out) ;
20 toc ; % 结束计时并显示执行时间
21 end
22
23 f o r i = 1 : l ength (Y_ins )
24 t i c ; % 开始计时
25 % 解方程
26 n = 20 ;
27 A = diag ( - 3 . 4* ones (1 , n) ) + diag (2 . 4* ones (1 , n - 1 ) ,1 ) + diag ( ones (1 , n

- 1 ) , - 1 ) ;
28 A(1 , 1 ) = - 3 . 4 ;
29 A(n , n) = - 3 . 4 ;
30 b = ze ro s (n , 1) ;
31 b (1 ) = -Y_ins ( i ) ;
32 Y = Thomas ( [A, b ] ) ;
33
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34 % 计算输出值
35 X_out = 4 * Y(1) ;
36 Y_out = Y(n) ;
37
38 f p r i n t f ( '对于n=20, Y_in = %.1 f , X_out = %.50 f \n Y_out = %.50 f \ t ' ,

Y_ins ( i ) , X_out , Y_out) ;
39 toc ; % 结束计时并显示执行时间
40 end

5.13 雅可比迭代法函数

1 func t i on x = Jacobi (T1 , C)
2 % 设置迭代次数上限
3 max_iter = 1000 ;
4
5 % 确定问题维度
6 n = length (T1) ;
7
8 % 初始化迭代
9 x = T1 ;
10
11 % 迭代
12 f o r i t e r = 1 : max_iter
13 x_new = ze ro s (n , 1) ;
14 f o r i = 1 : n
15 x_new( i ) = (C( i , end ) - C( i , 1 : end - 1 ) * x + C( i , i ) * x ( i ) ) /

C( i , i ) ;
16 end
17
18 % 检查是否收敛
19 i f norm(x_new - x ) < 1e -10
20 x = x_new ;
21 f p r i n t f ( '迭代次数：%d\ t ' , i t e r ) ;
22 re turn ;
23 end
24
25 % 更新解
26 x = x_new ;
27 end
28
29 e r r o r ( '未达到收敛条件 ' ) ;
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5.14 雅可比迭代法主程序

1 l e v e l s = [ 3 , 5 , 10 , 20 , 25 , 50 , 1 0 0 ] ;
2 Y_ins = [ 0 . 3 , 0 . 5 , 0 . 7 , 0 . 9 ] ;
3
4 f o r i = 1 : l ength ( l e v e l s )
5 t i c ; % 开始计时
6 % 解方程
7 n = l e v e l s ( i ) ;
8 A = diag ( - 3 . 4* ones (1 , n) ) + diag (2 . 4* ones (1 , n - 1 ) ,1 ) + diag ( ones (1 , n

- 1 ) , - 1 ) ;
9 A(1 , 1 ) = - 3 . 4 ;
10 A(n , n) = - 3 . 4 ;
11 b = ze ro s (n , 1) ;
12 b (1 ) = - 0 . 5 ;
13 x = Jacobi ( z e r o s (n , 1 ) , [A, b ] ) ; % 使用 Jacobi 方法求解
14
15 % 计算输出值
16 X_out = 4 * x (1 ) ;
17 Y_out = x(n) ;
18
19 f p r i n t f ( '对于Y_in=0.5 , n = %d , X_out = %.80 f \nY_out = %.80 f \ t ' , n ,

X_out , Y_out) ;
20 toc ; % 结束计时并显示执行时间
21 end
22
23 f o r i = 1 : l ength (Y_ins )
24 t i c ; % 开始计时
25 % 解方程
26 n = 20 ;
27 A = diag ( - 3 . 4* ones (1 , n) ) + diag (2 . 4* ones (1 , n - 1 ) ,1 ) + diag ( ones (1 , n

- 1 ) , - 1 ) ;
28 A(1 , 1 ) = - 3 . 4 ;
29 A(n , n) = - 3 . 4 ;
30 b = ze ro s (n , 1) ;
31 b (1 ) = -Y_ins ( i ) ;
32 x = Jacobi ( z e r o s (n , 1 ) , [A, b ] ) ; % 使用 Jacobi 方法求解
33
34 % 计算输出值
35 X_out = 4 * x (1 ) ;
36 Y_out = x(n) ;
37

25



38 f p r i n t f ( '对于n=20, Y_in = %.1 f , X_out = %.80 f \n Y_out = %.80 f \ t ' ,
Y_ins ( i ) , X_out , Y_out) ;

39 toc ; % 结束计时并显示执行时间
40 end

5.15 高斯—赛德尔迭代法函数

1 func t i on [ x , i t e r ] = Gauss_Seidel (T1 ,C)
2 n=s i z e (C, 1 ) ;
3 maxn=1e10 ; %最大迭代次数
4 espa=1e - 4 0 ; %精度
5 x1=T1 ; %赋初始值
6 x2=ze ro s (n , 1 ) ; %创建向量x2保存迭代结果
7
8 %开始迭代
9 f o r k=1:maxn
10 f o r i =1:n
11 sum1=0;
12 sum2=0;
13 f o r j =1:( i - 1 )
14 sum1=sum1+C( i , j ) *x2 ( j ) ;
15 end
16 f o r j=( i +1) : n
17 sum2=sum2+C( i , j ) *x1 ( j ) ;
18 end
19 x2 ( i )=(C( i , n+1) -sum1 - sum2) /C( i , i ) ;
20 end
21 %计算相对误差
22 z=0;
23 f o r m=1:n
24 z1=abs ( ( x2 (m) - x1 (m) ) /x2 (m) ) ;
25 i f z1>z
26 z=z1 ;
27 end
28 end
29 i f z<espa %迭代终止准则
30 break ;
31 end
32 x1=x2 ;
33 end
34 i f k==maxn
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35 f p r i n t f ( '迭代次数达到上限\n ' ) ;
36 x=ze ro s (1 , n) ;
37 i t e r = maxn ;
38 e l s e
39 x=transpose ( x2 ) ;
40 i t e r = k ;
41 end

5.16 高斯—赛德尔迭代法主程序

1 l e v e l s = [ 3 , 5 , 10 , 20 , 25 , 50 , 1 0 0 ] ;
2 Y_ins = [ 0 . 3 , 0 . 5 , 0 . 7 , 0 . 9 ] ;
3
4 f o r i = 1 : l ength ( l e v e l s )
5 t i c ; % 开始计时
6 % 解方程
7 n = l e v e l s ( i ) ;
8 A = diag ( - 3 . 4* ones (1 , n) ) + diag (2 . 4* ones (1 , n - 1 ) ,1 ) + diag ( ones (1 , n

- 1 ) , - 1 ) ;
9 A(1 , 1 ) = - 3 . 4 ;
10 A(n , n) = - 3 . 4 ;
11 b = ze ro s (n , 1) ;
12 b (1 ) = - 0 . 5 ;
13 [ x , i t e r ] = Gauss_Seidel ( z e r o s (n , 1 ) , [A, b ] ) ;
14 f p r i n t f ( '迭代次数：%d\ t ' , i t e r ) ;
15 % 计算输出值
16 X_out = 4 * x (1 ) ;
17 Y_out = x(n) ;
18
19 f p r i n t f ( '对于Y_in=0.5 , n = %d , X_out = %.80 f \nY_out = %.80 f \ t ' , n ,

X_out , Y_out) ;
20 toc ; % 结束计时并显示执行时间
21 end
22
23 f o r i = 1 : l ength (Y_ins )
24 t i c ; % 开始计时
25 % 解方程
26 n = 20 ;
27 A = diag ( - 3 . 4* ones (1 , n) ) + diag (2 . 4* ones (1 , n - 1 ) ,1 ) + diag ( ones (1 , n

- 1 ) , - 1 ) ;
28 A(1 , 1 ) = - 3 . 4 ;
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29 A(n , n) = - 3 . 4 ;
30 b = ze ro s (n , 1) ;
31 b (1 ) = -Y_ins ( i ) ;
32 [ x , i t e r ] = Gauss_Seidel ( z e r o s (n , 1 ) , [A, b ] ) ;
33 f p r i n t f ( '迭代次数：%d\ t ' , i t e r ) ;
34 % 计算输出值
35 X_out = 4 * x (1 ) ;
36 Y_out = x(n) ;
37
38 f p r i n t f ( '对于n=20, Y_in = %.1 f , X_out = %.80 f \n Y_out = %.80 f \ t ' ,

Y_ins ( i ) , X_out , Y_out) ;
39 toc ; % 结束计时并显示执行时间
40 end

5.17 SOR 迭代法函数

1 func t i on x = SOR(T1 , C)
2 n = s i z e (C, 1) ;
3 maxn = 1e10 ; % 最大迭代次数
4 espa = 1e - 1 0 ; % 精度
5 x1 = T1 ; % 赋初始值
6 x2 = ze ro s (n , 1) ; % 创建向量x2保存迭代结果
7 w = 1 . 0 ;
8
9 % 开始迭代
10 f o r k = 1 :maxn
11 f o r i = 1 : n
12 sum1 = 0 ;
13 sum2 = 0 ;
14 f o r j = 1 : ( i - 1)
15 sum1 = sum1 + C( i , j ) * x2 ( j ) ;
16 end
17 f o r j = ( i + 1) : n
18 sum2 = sum2 + C( i , j ) * x1 ( j ) ;
19 end
20 x2 ( i ) = (1 - w) * x1 ( i ) + w * (C( i , n + 1) - sum1 - sum2)

/ C( i , i ) ;
21 end
22 % 计算相对误差
23 z = 0 ;
24 f o r m = 1 : n
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25 z1 = abs ( ( x2 (m) - x1 (m) ) / x2 (m) ) ;
26 i f z1 > z
27 z = z1 ;
28 end
29 end
30 i f z < espa % 迭代终止准则
31 break ;
32 end
33 x1 = x2 ;
34 end
35 i f k == maxn
36 f p r i n t f ( '迭代次数达到上限\n ' ) ;
37 x = ze ro s (1 , n) ;
38 e l s e
39 f p r i n t f ( '迭代次数 : %d\ t ' , k ) ;
40 x = transpose ( x2 ) ;
41 end
42 end

5.18 SOR 迭代法主程序

1 l e v e l s = [ 3 , 5 , 10 , 20 , 25 , 50 , 1 0 0 ] ;
2 Y_ins = [ 0 . 3 , 0 . 5 , 0 . 7 , 0 . 9 ] ;
3
4 f o r i = 1 : l ength ( l e v e l s )
5 t i c ; % 开始计时
6 % 解方程
7 n = l e v e l s ( i ) ;
8 A = diag ( - 3 . 4* ones (1 , n) ) + diag (2 . 4* ones (1 , n - 1 ) ,1 ) + diag ( ones (1 , n

- 1 ) , - 1 ) ;
9 A(1 , 1 ) = - 3 . 4 ;
10 A(n , n) = - 3 . 4 ;
11 b = ze ro s (n , 1) ;
12 b (1 ) = - 0 . 5 ;
13 x = SOR( ze ro s (n , 1 ) , [A, b ] ) ; % 使用 SOR 方法求解
14
15 % 计算输出值
16 X_out = 4 * x (1 ) ;
17 Y_out = x(n) ;
18
19 f p r i n t f ( '对于Y_in=0.5 , n = %d , X_out = %.80 f \nY_out = %.80 f \ t ' , n ,
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X_out , Y_out) ;
20 toc ; % 结束计时并显示执行时间
21 end
22
23 f o r i = 1 : l ength (Y_ins )
24 t i c ; % 开始计时
25 % 解方程
26 n = 20 ;
27 A = diag ( - 3 . 4* ones (1 , n) ) + diag (2 . 4* ones (1 , n - 1 ) ,1 ) + diag ( ones (1 , n

- 1 ) , - 1 ) ;
28 A(1 , 1 ) = - 3 . 4 ;
29 A(n , n) = - 3 . 4 ;
30 b = ze ro s (n , 1) ;
31 b (1 ) = -Y_ins ( i ) ;
32 x = SOR( ze ro s (n , 1 ) , [A, b ] ) ; % 使用 SOR 方法求解
33
34 % 计算输出值
35 X_out = 4 * x (1 ) ;
36 Y_out = x(n) ;
37
38 f p r i n t f ( '对于n=20, Y_in = %.1 f , X_out = %.80 f \n Y_out = %.80 f \ t ' ,

Y_ins ( i ) , X_out , Y_out) ;
39 toc ; % 结束计时并显示执行时间
40 end

5.19 松弛因子与迭代次数关系函数

1
2 func t i on [ x , i t e ra t i on_count ] = SORplus (T1 , C, w)
3 n = s i z e (C, 1) ;
4 maxn = 10 e4 ; % 最大迭代次数
5 espa = 1e - 4 ; % 精度
6 x1 = T1 ; % 赋初始值
7 x2 = ze ro s (n , 1) ; % 创建向量x2保存迭代结果
8
9 % 开始迭代
10 f o r i t e ra t i on_count = 1 :maxn
11 f o r i = 1 : n
12 sum1 = 0 ;
13 sum2 = 0 ;
14 f o r j = 1 : ( i - 1)
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15 sum1 = sum1 + C( i , j ) * x2 ( j ) ;
16 end
17 f o r j = ( i + 1) : n
18 sum2 = sum2 + C( i , j ) * x1 ( j ) ;
19 end
20 x2 ( i ) = (1 - w) * x1 ( i ) + w * (C( i , n + 1) - sum1 - sum2)

/ C( i , i ) ;
21 end
22 % 计算相对误差
23 z = 0 ;
24 f o r m = 1 : n
25 z1 = abs ( ( x2 (m) - x1 (m) ) / x2 (m) ) ;
26 i f z1 > z
27 z = z1 ;
28 end
29 end
30 i f z < espa % 迭代终止准则
31 break ;
32 end
33 x1 = x2 ;
34 end
35
36 i f i t e ra t i on_count == maxn
37 f p r i n t f ( '迭代次数达到上限\n ' ) ;
38 x = ze ro s (1 , n) ;
39 e l s e
40 f p r i n t f ( '迭代次数 : %d\ t ' , i t e ra t i on_count ) ;
41 x = transpose ( x2 ) ;
42 end
43 end

5.20 松弛因子与迭代次数关系主程序

1
2 l e v e l s = [ 3 , 5 , 10 , 20 , 25 , 50 , 1 0 0 ] ;
3 Y_ins = [ 0 . 3 , 0 . 5 , 0 . 7 , 0 . 9 ] ;
4 w_values = 1 . 3 : 0 . 0 0 1 : 1 . 5 ;
5
6 % 存储迭代次数的矩阵
7 iterat ion_counts_Yin = ze ro s ( l ength ( l e v e l s ) , l ength ( w_values ) ) ;
8 i terat ion_counts_n = ze ro s ( l ength (Y_ins ) , l ength ( w_values ) ) ;
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9
10 % 对每个Y_in进行迭代
11 f o r i = 1 : l ength (Y_ins )
12 Y_in = Y_ins ( i ) ;
13 n = 20 ;
14 A = diag ( - 3 . 4* ones (1 , n) ) + diag (2 . 4* ones (1 , n - 1 ) ,1 ) + diag ( ones

(1 , n - 1 ) , - 1 ) ;
15 A(1 , 1 ) = - 3 . 4 ;
16 A(n , n) = - 3 . 4 ;
17 b = ze ro s (n , 1) ;
18 b (1 ) = -Y_in ;
19
20 f o r j = 1 : l ength ( w_values )
21 w = w_values ( j ) ;
22 [~ , i t e ra t i on_count ] = SORplus ( z e r o s (n , 1 ) , [A, b ] , w) ;
23 iterat ion_counts_n ( i , j ) = i t e ra t i on_count ;
24 end
25 end
26
27 % 对每个n进行迭代
28 f o r i = 1 : l ength ( l e v e l s )
29 n = l e v e l s ( i ) ;
30 A = diag ( - 3 . 4* ones (1 , n) ) + diag (2 . 4* ones (1 , n - 1 ) ,1 ) + diag ( ones

(1 , n - 1 ) , - 1 ) ;
31 A(1 , 1 ) = - 3 . 4 ;
32 A(n , n) = - 3 . 4 ;
33 b = ze ro s (n , 1) ;
34 b (1 ) = - 0 . 5 ;
35
36 f o r j = 1 : l ength ( w_values )
37 w = w_values ( j ) ;
38 [~ , i t e ra t i on_count ] = SORplus ( z e r o s (n , 1 ) , [A, b ] , w) ;
39 iterat ion_counts_Yin ( i , j ) = i t e ra t i on_count ;
40 end
41 end
42
43 % 绘制迭代次数随松弛因子的变化曲线（对每个Y_in和n分别绘制）
44 f i g u r e ;
45 hold on ;
46 f o r i = 1 : l ength (Y_ins )
47 p l o t (w_values , i terat ion_counts_n ( i , : ) , ' DisplayName ' ,
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s p r i n t f ( 'Y_in = %.1 f , n = 20 ' , Y_ins ( i ) ) ) ;
48 end
49 f o r i = 1 : l ength ( l e v e l s )
50 p l o t (w_values , i terat ion_counts_Yin ( i , : ) , ' DisplayName ' ,

s p r i n t f ( 'Y_in = 0 . 5 , n = %d ' , l e v e l s ( i ) ) ) ;
51 end
52 hold o f f ;
53 x l ab e l ( '松弛因子 w ' ) ;
54 y l ab e l ( '迭代次数 ' ) ;
55 t i t l e ( '迭代次数随松弛因子的变化 ' ) ;
56 legend ( ' Locat ion ' , ' bes t ' ) ;

5.21 运行时间随级数 n 和 Yin 图像绘制

1 % 绘制 n 的图像
2 f i g u r e ;
3 p l o t ( n_direct , t ime_direct , ' ro - ' , ' DisplayName ' , '直接高斯消去法 ' ) ;
4 hold on ;
5
6 p l o t (n_column , time_column , ' bo - ' , ' DisplayName ' , '列主元消去法 ' ) ;
7
8 p l o t ( n_jordan , time_jordan , ' go - ' , ' DisplayName ' , '高斯约当法 ' ) ;
9
10 p l o t ( n_lu , time_lu , ' co - ' , ' DisplayName ' , 'LU分解法 ' ) ;
11
12 p l o t ( n_inverse , t ime_inverse , 'mo- ' , ' DisplayName ' , '矩阵求逆法 ' ) ;
13
14 p l o t ( n_tr id iagonal , t ime_tr id iagona l , ' yo - ' , ' DisplayName ' , '三对角线

方程组的追赶法 ' ) ;
15
16 x l ab e l ( 'n ' ) ;
17 y l ab e l ( '耗时 (秒 ) ' ) ;
18 t i t l e ( 'n 的不同算法耗时比较 ' ) ;
19 legend ( ' Locat ion ' , ' bes t ' ) ;
20 g r id on ;
21 hold o f f ;
22 saveas ( gcf , ' n_comparison . png ' ) ;
23
24 % 绘制 Y_in 的图像
25 f i g u r e ;
26 p l o t ( Y_in_direct , t ime_direct , ' ro - ' , ' DisplayName ' , '直接高斯消去法 ' )

33



;
27 hold on ;
28
29 p lo t (Y_in_column , time_column , ' bo - ' , ' DisplayName ' , '列主元消去法 ' ) ;
30
31 p l o t (Y_in_jordan , time_jordan , ' go - ' , ' DisplayName ' , '高斯约当法 ' ) ;
32
33 p l o t (Y_in_lu , time_lu , ' co - ' , ' DisplayName ' , 'LU分解法 ' ) ;
34
35 p l o t ( Y_in_inverse , t ime_inverse , 'mo- ' , ' DisplayName ' , '矩阵求逆法 ' ) ;
36
37 p l o t ( Y_in_tridiagonal , t ime_tr id iagona l , ' yo - ' , ' DisplayName ' , '三对角

线方程组的追赶法 ' ) ;
38
39 x l ab e l ( 'Y_{ in } ' ) ;
40 y l ab e l ( '耗时 (秒 ) ' ) ;
41 t i t l e ( 'Y_{ in } 的不同算法耗时比较 ' ) ;
42 legend ( ' Locat ion ' , ' bes t ' ) ;
43 g r id on ;
44 hold o f f ;
45 saveas ( gcf , ' Y_in_comparison . png ' ) ;
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