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1 问题描述

编写非线性方程求根的不动点迭代算法程序：
从不同的初始点开始, 分别采用以下三种迭代方式求解方程 f(x) = x2 − 3 = 0 的正根, 记录

迭代过程并说明原因。
(1) φ(x) = x2 − 3 + x

(2) φ(x) = x− x2−3
4

(3) φ(x) = 1
2

(
x+ 3

x

)
2 思路分析

首先 matlab 绘制三种方法的对应函数图像示意图：
φ(x) = x2 − 3 + x 与 f(x) = x

φ(x) = x− x2−3
4
与 f(x) = x
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φ(x) = 1
2

(
x+ 3

x

)
与 f(x) = x

根据不动点定理：
假设 (i) g, g′ ∈ C[a, b];
(ii) 当 x ∈ [a, b], 有 g(x) ∈ [a, b];
(iii) p0 ∈ (a, b);
(iv) K 是一个正常数;
如果对于所有 x ∈ [a, b], 有 |g′(x)| ≤ K < 1, 则迭代 pn = g (pn−1) 将收玫到唯一的不动点

P ∈ [a, b] 。在这种情况下, P 称为吸引不动点。
如果对于所有 x ∈ [a, b], 有 |g′(x)| > 1, 则迭代 pn = g (pn−1) 将不会收敛到 P 。在这种情况

下, P 称为排斥不动点, 而且迭代显示出局部发散性。
因此对于问题，采取不同的初始值会得到不同结果。同时，由于方程存在负根，因此可能最

终得到的是负根而非要求所求的正根。
总而言之，初始值的选择对于能否得到答案至关重要。

3 运行结果与分析

使用不动点迭代法，初始值分别选择 1,2,3,4,5,6，得到的三个函数的运算结果分别如下图：
φ(x) = x2 − 3 + x

迭代不收敛示意图：
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φ(x) = x− x2−3
4

方程 2 在初始值去 1-6 时在迭代 10 次时的示意图（6 不收敛）：

Figure 1: 初始值为 1 Figure 2: 初始值为 2
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Figure 3: 初始值为 3 Figure 4: 初始值为 4

Figure 5: 初始值为 5 Figure 6: 初始值为 6

φ(x) = 1
2

(
x+ 3

x

)

方程三无论初始值如何选取，始终收敛，在 x=5 和 x=6 时迭代示意图如下：
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Figure 7: 初始值为 5 Figure 8: 初始值为 6

对于迭代法计算的精度方面，与准确值
√
3=1.732050807568877 基本一致，精度准确无误。

因此现着重研究初始值选取与是否收敛的关系：
通过上述运算可知，方程 1 无论如何选取何初始值均不收敛，方程 3 则均收敛。而方程 2 则

在 5 和 6 之间发生敛散区分。因此编写程序来在找到分界点，截图如下：

分析知，变化点应为 4+
√
3，具体数学推导由于时间原因没有证明出。

4 实验心得

本次实验是非线性方程求根的不定点迭代法。在开始完成提目前我认为已经清晰地理解了不
定点迭代算法。然而编写好程序在计算过程中，发现不仅是 φ(x)的选取，初始值选取对于最终能
否的答案也有影响。因此，通过多次修改初始值来判断

5 源代码

5.1 绘制示意图代码
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1 % 定义函数
2 phi = @(x ) 1/2 * (x + 3 ./ x ) ; % 使用 . / 表示逐元素的除法
3 y = @(x ) x ;
4
5 % 生成 x 的值
6 x_values = l i n s p a c e ( -5 , 10 , 1000000) ; % 选择合适的范围和点数
7
8 % 计算函数值
9 phi_values = phi ( x_values ) ;
10 y_values = y( x_values ) ;
11
12 % 绘制图形
13 f i g u r e ;
14 p l o t ( x_values , phi_values , 'b - ' , ' LineWidth ' , 2 , ' DisplayName ' , ' \ phi (

x ) ' ) ;
15 hold on ;
16 p l o t ( x_values , y_values , ' r - - ' , ' LineWidth ' , 2 , ' DisplayName ' , ' y=x ' ) ;
17
18 % 添加标签和图例
19 x l ab e l ( ' x ' ) ;
20 y l ab e l ( ' y ' ) ;
21 t i t l e ( ' \ phi ( x ) and y=x ' ) ;
22 legend ( ' show ' ) ;
23
24 % 设置纵坐标范围为 -10到 10
25 ylim ( [ - 1 0 , 1 0 ] ) ;
26
27 % 显示网格
28 g r id on ;
29
30 % 显示图形
31 hold o f f ;

5.2 不动点求法函数代码

1 func t i on [ root , i t e r ] = i t e r a t e ( phi , x0 , max_iter , e p s i l o n )
2 i t e r = 0 ;
3 root = x0 ;
4
5 f p r i n t f ( '%.4 f \ t ' , root ) ;
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6
7 % I n i t i a l i z e v e c t o r s f o r v i s u a l i z a t i o n
8 x_vals = ze ro s (1 , max_iter + 1) ;
9 y_vals = ze ro s (1 , max_iter + 1) ;
10 x_vals (1 ) = root ;
11 y_vals (1 ) = phi ( root ) ;
12
13 % Plot the t a r g e t func t i on
14 x_range = l i n s p a c e (min ( x0 ) - 1 , max( x0 ) + 1 , 100) ;
15 y_range = arrayfun ( phi , x_range ) ; % Use arrayfun f o r element - wise

operat i on
16
17 f i g u r e ;
18 p l o t ( x_range , y_range , ' -b ' , ' LineWidth ' , 2) ;
19 hold on ;
20
21 whi l e i t e r < max_iter
22 x1 = phi ( root ) ;
23 f p r i n t f ( '%.4 f \ t ' , x1 ) ;
24
25 % Update v i s u a l i z a t i o n ve c t o r s
26 x_vals ( i t e r + 2) = x1 ;
27 y_vals ( i t e r + 2) = phi ( x1 ) ;
28
29 % Plot the i t e r a t i o n po in t s f o r t h i s i t e r a t i o n
30 p lo t ( x_vals ( i t e r + 1 : i t e r + 2) , y_vals ( i t e r + 1 : i t e r + 2) , ' - o

' , ' Color ' , [ 1 , 0 , 0 ] ) ;
31
32 i f abs ( x1 - root ) < ep s i l o n
33 f p r i n t f ( ' \n ' ) ;
34 f p r i n t f ( '收敛于 %.8 f \n ' , x1 ) ;
35
36 % High l i gh t the converged po int
37 p l o t ( x1 , phi ( x1 ) , 'Marker ' , ' o ' , ' MarkerSize ' , 10 , '

MarkerEdgeColor ' , ' g ' , ' LineWidth ' , 2) ;
38 t i t l e ( '迭代过程 ' ) ;
39 x l ab e l ( ' x ' ) ;
40 y l ab e l ( '目标函数值 ' ) ;
41 g r id on ;
42 hold o f f ;
43 re turn ;
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44 end
45
46 root = x1 ;
47 i t e r = i t e r + 1 ;
48 end
49
50 f p r i n t f ( ' \n ' ) ;
51 f p r i n t f ( '迭代次数超过上限，可能不收敛\n ' ) ;
52
53 % Plot the i t e r a t i o n po in t s i f the maximum i t e r a t i o n s are reached
54 p lo t ( x_vals , y_vals , ' - o ' , ' Color ' , [ 1 , 0 , 0 ] ) ;
55 t i t l e ( '迭代过程 ' ) ;
56 x l ab e l ( ' x ' ) ;
57 y l ab e l ( '目标函数值 ' ) ;
58 g r id on ;
59 hold o f f ;
60 end

5.3 不同初始值求根代码

1 % 定义函数
2 phi = @(x ) 1/2 * (x + 3 ./ x ) ; % 使用 . / 表示逐元素的除法
3 y = @(x ) x ;
4
5 % 生成 x 的值
6 x_values = l i n s p a c e ( -5 , 10 , 1000000) ; % 选择合适的范围和点数
7
8 % 计算函数值
9 phi_values = phi ( x_values ) ;
10 y_values = y( x_values ) ;
11
12 % 绘制图形
13 f i g u r e ;
14 p l o t ( x_values , phi_values , 'b - ' , ' LineWidth ' , 2 , ' DisplayName ' , ' \ phi (

x ) ' ) ;
15 hold on ;
16 p l o t ( x_values , y_values , ' r - - ' , ' LineWidth ' , 2 , ' DisplayName ' , ' y=x ' ) ;
17
18 % 添加标签和图例
19 x l ab e l ( ' x ' ) ;
20 y l ab e l ( ' y ' ) ;
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21 t i t l e ( ' \ phi ( x ) and y=x ' ) ;
22 legend ( ' show ' ) ;
23
24 % 设置纵坐标范围为 -10到 10
25 ylim ( [ - 1 0 , 1 0 ] ) ;
26
27 % 显示网格
28 g r id on ;
29
30 % 显示图形
31 hold o f f ;

5.4 寻找敛散变化点

1 % 初始值范围
2 x_range_start = 5 . 7 3 ;
3 x_range_end = 5 . 7 4 ;
4
5 % 步长
6 s t ep_s i z e = 0 . 0001 ;
7
8 % 迭代次数上限
9 max_iter = 100 ;
10
11 % 误差容限
12 ep s i l o n = 1e - 8 ;
13
14
15 % 第二种迭代方式： phi ( x ) = x - (x^2 - 3) /4
16 f p r i n t f ( ' \n迭代方式 (2 ) : phi ( x ) = x - (x^2 - 3) /4\n ' ) ;
17 f p r i n t f ( '初始值范围 (%.2 f 到 %.2 f ) \n ' , x_range_start , x_range_end ) ;
18 f p r i n t f ( '初始值 \ t \ t 是否收敛\n ' ) ;
19
20 f o r x0 = x_range_start : s t ep_s i z e : x_range_end
21 f p r i n t f ( '%.4 f \ t ' , x0 ) ;
22 [ root , i t e r ] = i t e r a t e (@(x ) x - ( x^2 - 3) /4 , x0 , max_iter , e p s i l o n

) ;
23
24 i f i t e r >= max_iter
25 f p r i n t f ( '不收敛\n ' ) ;
26 e l s e
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27 f p r i n t f ( '收敛于 %.8 f \n ' , root ) ;
28 end
29 end
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