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1 UVOD

1 Uvod

Cilem tohoto cviceni je pohrat si s jednoduchymi fyzikalnimi problémy, vyzkouset si riizné zpu-
soby jejich Teseni a ziskat zkusSenost a odvahu pro reseni slozitéjsich problémt v budoucnosti.
Postupy a koédy, které si budeme ukazovat, nemuseji byt ty nejsofistikovanéjsi ¢i nejoptimalnéjsi.
Phjde ndm hlavné o srozumitelnost a o pochopeni principu, jak nejbéznéjsi numerické algoritmy
funguji, jaky algoritmus zvolit pro konkrétni tilohu, jaké maji probirané algoritmy vlastnosti a na co
si pri jejich pouziti dat pozor. Vzhledem k tomu, Ze prezentované algoritmy budou relativné jedno-
duché, budeme se snazit o maximalni eleganci vysledného programu, pricemz pod eleganci budeme
chéapat hlavné dobrou ¢itelnost a udrzitelnost kodu.

Ve cviceni nebude probihat systematicka vyuka zadného programovaciho jazyka ani numerickych
algoritmi, k tomu slouzi jiné dedikované prednasky. Od tucastnika cviceni se ocekava, ze jiz prosel
kurzem zakladu programovani a je schopen napsat funkéni kéd v néjakém aktudlnim programovacim
jazyce.

1.1 Vybér programovaciho jazyka

Vétsina prikladi cviceni bude demonstrovina v programovacim jazyce Python. Jeho vyhodou
je jednoduchost, v dnesni dobé velka rozsifenost a existence nepreberného mnozstvi pokrocilych
knihoven, které lze snadno pouzit. Neznamena to, Ze se musite upinat k Pythonu, pokud vdm neni
sympaticky nebo pokud ovladate jiny programovaci jazyk a chcete radéji pilovat své schopnosti v
ném. Kazdé cviceni bude mit vzdy ,teoretickou cast“, ve které budou algoritmy a techniky vysveét-
leny bez vazby na konkrétni programovaci jazyk. Vysledné programy pak nebudou nijak obsdhlé a
aZ na vyjimky (ivod do paralelizace) nebudou vyzadovat pti programovani zadné specidlni finesy, '
lze je tudiZ napsat snad v jakémkoliv dnes pouzivaném jazyce. Pokud se rozhodnete (nyni nebo
kdykoliv v budoucnu) pro jiny jazyk nez Python, doporucuji dét si pozor na nasledujicich nékolik
bodt, ve kterych se programovaci jazyky lisivaji:

e Indexovdni: Nékteré programovaci jazyky indexuji pole od 0, jiné od 1. Ve dvou a vicerozmeér-
nych polich mize prvni index udavat nékdy radek, jindy sloupec.

o Cliselné typy a implicitni pretypovdni: Rozdily jsou zejména u operace déleni / dvou celych
¢isel, kde v nékterych jazycich je vysledkem celé cislo, tedy celd ¢ast po vysledku déleni, v
jinych ¢islo s destinnou ¢arkou. Rizné také funguje implicitni pretypovani, a to zejména mezi
¢islem a Fetézcem (vyrazy typu "12.3" + 4).

e Prdce s textovgmi retézci a specidlnimi znaky; formdtovdni: Rizné jazyky pouzivaji ruzné
zpusoby pro formatovani textovych fetézci a pro prevod ¢iselnych hodnot na text. V nékterych
jazycich je textovy Tetézec jen pole znaki, a je tedy mozné k jednotlivym znaktim pristupovat
pomoci indexti a stejnym zptsobem je ménit. To prinasi komplikace pri pouziti bohatsich
znakovych sad,” proto nejnovéjsi jazyky od moznosti piimé editace textovych fetézcti upoustéji.

e Parametry funkci mohou byt predavané hodnotou nebo odkazem. Pokud jsou predavané od-
kazem, pak pii zméné hodnoty proménné uvnitt funkce dojde ke zméné i vné funkce. Podobné
muze fungovat prifazeni jedné proménné do druhé.

e Obor platnosti proméenngch: Nékteré programovaci jazyky maji bloky, ve kterych pokud dekla-
rujeme proménnou, pii opusténi bloku prestane byt dostupna. V jinych jazycich miize byt obor
platnosti proménné napiiklad celd funkce. V nékterych jazycich neexistuji globalni proménné.*

!Napiiklad objektové orientované programovéni, abstraktni typy, asynchronni programovani, reguldrni vyrazy atd.

2Naptiklad dnes nejéastéji pouzivani znakovd sada UTF-8 mize mit jednotlivy znak reprezentovany jednim az
Ctyfmi bajty."

31 pokud existuji, doporu¢uje se jejich pouZiti omezit na minimum a pouZivat je jen v opravdu odivodnénych
pripadech.
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e Sprdava pameéti: Drtiva vétsina dnesnich programovacich jazykd mé automatickou spravu pa-
méti, kdy nemusite fesit, kdy a kolik paméti alokujete a ze ji musite uvolnit, kdyz ji prestanete
pouzivat. Nizkotroviiové jazyky (napiiklad C/C++) vsak vyzaduji, aby se o spravu paméti
staral programétor sam.

Pro fyzika je navic dulezité, aby programovaci jazyk, ktery si zvoli, byl silny v nasledujicich
bodech:

o FExistence zdkladnich numerickijch knihoven: Nejcastéji je potfeba numerické feseni diferenci-
alnich rovnic, prace s pseudondhodnymi ¢isly, diagonalizace matic a fitovani parametru funkci
ze zadanych dat. Uzite¢nd je také rychla Fourierova transformace a v dnesni dobé i moznost
zvyseni presnosti ¢isel s desetinnou ¢arkou nad standardnich 64-bitti. Experimentatori vyuziji
pokrocilé moznosti analyzy a filtrovani dat.

e MozZnost tvorby grafu: Grafickd reprezentace vysledk byva obvykle nejcitelnéjsi a nejsrozu-
mitelnéjsi. V zakladu se hodi grafy funkci s jednim parametrem a konturové grafy. V dnesni
dobé je navic vyhodou, pokud program umi vytvorit animace.

e MozZnost spustit program na rizngch platformdch: Vypocetni clustery a dedikované vypocetni
pocitace pracuji ¢asto pod jinymi opera¢nimi systémy nez bézné osobni pocitace. Programovaci
jazyk by mél existovat a byt snadno nainstalovatelny zejména na stroje s opera¢nim systémem
Linux.

e Podpora distribuovangch vgpocti a vgpocti ve vice vldknech: Vypocetni sila dnesnich pocitaci
pouzivanych ve védé spociva v paralelizaci.

1.2 Vybér vyvojového prostredi

Zatimco na volbé programovaciho jazyka zalezi, co vSechno budeme schopni naprogramovat a
jak budou vysledné programy rychlé a efektivni, tak to, jak se ndm bude dobte a rychle kbd psat,
zélezi na volbé vyvojového prostiedi. Na funkénost vysledného programu nemd vliv, zda jsme ho
napsali v jednoduchém textovém editoru nebo v sofistikovaném programu s pokroc¢ilymi moznostmi
spousténi, ladéni a verzovani kédu. Je ale jasné, ze to druhé nam vyznamné usnadni praci a snizi
pravdépodobnost chyb, které nas program bude nakonec obsahovat.

Jako vyvojové prostiedi v tomto cviceni bude pouzivino Visual Studio Code. Tento volné do-
stupny program lze nainstalovat na vSechny neuzivanéjsi opera¢ni systémy (Linux, Windows, Ma-
cOS). Ma nepreberné moznosti pii editaci zdrojovych soubort, prekladu a ladéni snad ve vSech
znamych programovacich jazycich. Bohaté moznosti nastaveni umoznuji prizpusobit si praci svym
potifebam (napiiklad zvyraznovani syntaxe, klavesové zkratky ¢i vzhled prostiedi). Pomoci doplinku
ho muzete integrovat s dalsimi sluzbami, napiiklad s verzovacim programem Git nebo vzdéalenymi
repozitari, ¢ehoz také vyuzijeme. Komunita, kterd toto vyvojové prostiedi pouzivd a spravuje, je
obrovska, coz zarucuje dobrou podporu a rychlé priddvani novych funkci. Je to pravé univerzalnost
a rozsirenost tohoto vyvojového prostredi, diky které padla volba na néj.

Pro Python existuje samoztejmé obrovské mnozstvi dalSich velmi kvalitnich vyvojovych pro-
stfedi. Nejcastéji pouzivané jsou

e IDLE:* Toto jednoduché vyvojové prostiedi je soucésti instalace jazyka Python. Obsahuje

zakladni zvyraznovani syntaxe, ma vsak omezené moznosti co se tyce ladéni, psani rozsahlejsich
projekti s vice zdrojovymi soubory nebo integrace s verzovacimi programy.

e Spyder a PyCharm: Vyvojova prostredi s pokroc¢ilymi funkcemi primo urcéend pro jazyk Python.
Vynikajici alternativy pro Visual Studio Code, které v mnoha ohledech dokonce prekonavaji.

o Jupyter: Jind koncepce prace s programovacim jazykem. Kéd je soucasti tzv. zdpisniku (no-
tebook), ve kterém mize byt zaroven strukturovany a formatovany text.” Jedna se tedy o

“Integrated Development and Learning Environment.
5Stejny piistup ma napiiklad program Mathematica, které se budeme vénovat v sekei 12.1.


https://code.visualstudio.com/
https://docs.python.org/3/library/idle.html
https://www.spyder-ide.org/
https://www.jetbrains.com/pycharm/
https://jupyter.org/
https://www.wolfram.com/mathematica/
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kombinaci programu a poznamek, kde soucasti poznamek jsou pifimo vysledky vypoétu (ta-
bulky, grafy atd.). Zépisnik lze snadno konvertovat napriklad do forméatu LaTeX nebo PDF.
Koncepce zapisniku v8ak neni ptilis vhodna pri pouziti verzovacich programii a pii praci na
rozsahlejsich projektech v tymu.

Pokud teprve vybirate, které vyvojové prostfedi se naucite, doporucuji zvazit, zda potiebujete
nasledujici funkce a vlastnosti a nakolik je dané vyvojové prostredi podporuje.

o Zvyraznovdni syntaxe: Pomahd ¢itelnosti a snazzi orientaci v kédu.

o Spousténi a ladéni kédu (debugger): To zahrnuje vkladéani ladicich bodi (breakpoints), na kte-
rych se chceme, aby se program zastavil, moZnost krokovani a vypisu (a ¢asto i editace) ak-
tualnich hodnot proménnych ¢i podrobné informace o chybach, pokud k nim pii provadéni
programu dojde, véetné rychlého skoku na prislusnd mista kédu.

e Naseptdvdni a automatické doplriovdni: Zatimco diive byly nazvy proménnych ¢asto omezené
na maly pocet znakil, dneSni programovaci jazyky umoznuji pouzivat v podstaté libovolnou
délku. Neni také nutné omezovat se jen na znaky ASCII, nybrz proménné a funkce lze pojmeno-
vavat véetné symboli s diakritikou a pismen z jinych abeced (véetné napiiklad feckych pismen).
Klidné delsi, ale vystizné pojmenovani proménnych se doporucuje i kvuli lepsi ¢itelnosti kédu
bez nutnosti obsahlych a na tdrzbu naroénych komentart. Automatické dokoncovani vyrazné
zrychluje psani a snizuje mnozstvi chyb a preklept.

o Integrace s verzovacimi systémy: Pokud budete pracovat na vétsim tymovém projektu, pouziti
verzovacich systému se nevyhnete. Praci usnadnuje, kdyz samotné vyvojové prostredi umi
zapisovat nové verze a porovndavat rizné verze téhoz souboru s vyznacenim provedenych zmén.



2 INSTALACE POUZIVANYCH NASTROJU

2 Instalace pouzZivanych nastroju

Vzorové priklady k cviéeni budou vypracovany v nejnoveéjsi verzi programovaciho jazyka Python.
Jako vyvojové prostredi bude pouzivano Visual Studio Code. V této sekci si struéné ukazeme, jak
programy nainstalovat a jak provést jejich zdkladni nastaveni.

2.1 Instalace Pythonu

Instala¢ni soubor pro sviij operacni systém stahnete ze stranky https://www.python.org/
downloads/. Pfi instalaci na pocita¢ s Windows doporucuji zvolit ,Add Python to PATH*, coz
zjednodusi praci s Pythonem z prikazové fadky, a na poslednim dialogovém okné obrazovce zvolit
»Disable path length limit* (pokud je tato volba k dispozici):

& Python 2.11.2 (64-bit) Setup = X =k Python 3.9.2 (64-bit) Setup — ®
} Install Python 3.11.2 (64-bit) ) Setup was successful
Select Install Now to install Python with default settings, or choose
Customize to enable or disable features. New to Python? Start with the online tutorial and

documentation. At your terminal, type "py" to launch Python,

or search for Python in your Start menu.
= Install Now Pyt ¥
Ci\Users\WDAGUtilityAccount\AppData\Local\Programs\Python\Python311 .
° ° ° See what's new in this release, or find more info about using
Includes IDLE, pip and documentation Python on Windows.

Creates shortcuts and file associations

— Customize installation 2 % Disable path length limit
e Changes yeur machine cenfiguration te allow programs, including Python, to
8 : bypass the 260 character "MAX_PATH" limitation
python y - python
f @ Use admin privileges when installing py.exe for
. 3 'Add python.exe to PATH Cancel i Close
windows Ersiareneccrai] 1 windows

Pro ovéfeni instalace napiSeme v piikazové fadce piikaz python.® Tim se spusti REPL” Pythonu,
ve které muzeme jiz psat vSechny prikazy programovaciho jazyka, které se po zadani ihned provedou
a vypisou vysledek. REPL ukoné¢ime zadanim ptikazu exit ().

2.1.1 Instalace doplnujicich knihoven

Samotna instalace Pythonu obsahuje jen minimélni mnozstvi nejnutnéjsich knihoven. My budeme
vyuzivat jesté nasledujici rozsifujici knihovny:

o NumPy (Numerical Python: numerickd matematika, fady a vicedimenzionalni datové typy),

o SciPy (Scientific Python: algoritmy pro optimalizaci, statistiku, feSeni diferencidlnich rovnic,
linedrni algebru, atd.),

o Matplotlib (vizualizace, grafy).
K jejich doinstalovani slouzi modul pip. V piikazové radce napiseme
python -m pip install numpy scipy matplotlib

¢imZ se nainstaluji nardz vSechny tii knihovny.®
Existuje samoziejmé cela rada dalsich uzitecnych a pouzivanych knihoven, jako je napriklad

e Pandas pro zpracovani a analyzu dat,
e SymPy pro symbolické vypocty,

o TensorFlow, scikit-learn (a dalsi) pro strojové uceni,

5Na poéitadich s Linuxem je pifkaz v terminilu python3.

"Read-Evaluate-Print-Loop.

8Pokud na poéitadi s Linuxem uvedeny postup nebude fungovat, je pot¥eba nejprve nainstalovat instalator pip po-
moci prikazu sudo apt install python3-pip. Pak lze pouzit bud vyse uvedeny prikaz, nebo strucnéjsi pip3 install
numpy.


https://python.org
https://code.visualstudio.com
https://www.python.org/downloads/
https://www.python.org/downloads/
https://numpy.org
https://scipy.org
https://matplotlib.org
https://pandas.pydata.org/
https://www.sympy.org/
https://www.tensorflow.org/
https://scikit-learn.org
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e QuTiP pro simulace kvantovych systémii,

a nepreberné mnozstvi vysoce specializovanych knihoven pro konkrétni fyzikalni, matematické Ci
statistické tkoly. S nimi se seznamite ve specializovanych kurzech a prednaskach.

2.2 Instalace Visual Studio Code

Zde projdeme instalaci vyvojového prostiedi Visual Studio Code s dopliikem pro programovaci
jazyk Python. Instala¢ni soubor stdhnete ze stranky https://code.visualstudio.com. Béhem
instalace na pocita¢ s Windows doporucuji zvolit obé moznosti ,,Add Open with Code action to...“,

:Q Setup - Microsoft Visual Studio Code (User) - X
Select Additional Tasks
Which additional tasks should be performed?

Select the additional tasks you would like Setup to perform while installing Visual Studio Code, then dick
Next.

Additional icons:
[ create a desktop icon
Other:
dd “Open with Code™ action to Windows Explarer file context menu
Add "Open with Code™ action to Windows Explorer directory context menu

[[] register Code as an editor for supported file types
Add to PATH (requires shell restart)

coz zjednodusi otevirani slozek s projekty nebo samostatnych soubort pomoci pravého tlacitka mysi.
Na opera¢nim systému Linux je nejjednodussi provést instalci pomoci Snap Store prikazem v
termindalu

sudo snap install --classic code

nebo pouzit tento navod.

2.2.1 Klavesové zkratky

Ackoliv veskeré funkce vyvojového prostredi Visual Studio Code lze pouzivat pomoci mysi, pro
seridzni praci je dobré se naucit klavesové zkratky, jelikoz vyznamné zrychuji a zefektiviiuji praci.
Zakladni klavesové zkratky (novy soubor, ulozeni souboru, hleddni v souboru, navigace v souboru,
kopirovani a vklddani atd.) funguji stejné jako v jinych programech. Kromé toho je ve Visual Stu-
diu Code mnozstvi klavesovych zkratek, které usnadnuji editaci, spousténi, ladéni a spravu kodu.
Vsechny klavesové zkratky lze zobrazit a upravit podle vlastnich preferenci postupnym stiskem klé-
ves Ctrl+K Ctrl+S.

Klavesové zkratky se lisi podle pouzitého operacniho systému. Doporucuji vam projit si ofici-
alni tahaky“ s nejdtlezitéjsimi zkratkami pro Windows, Linux i MacOS piimo od tvirci tohoto
vyvojového prostiedi. Uvedené kldvesove zkratky plati pro rozlozeni klavesnice Angli¢tina (Spojené
staty). Pro jiné rozlozeni klavesnice nemuseji nékteré z nich fungovat.

Pro operacni systém Windows nejdulezitéjsi zkratky jsou:

e Alt+Z: Zalomi dlouhé rfadky na konci okna.
o Alt++: Vrati kurzor na predchozi pozici (naptiklad po odskrolovani nékam do neznama).
e Ctrl+/: Pfida ¢i odstrani komentar radku.

e Ctrl+[, Tab: Odsadi oznacenou c¢ast kédu o jednu droven.


https://qutip.org/
https://code.visualstudio.com
https://code.visualstudio.com
https://code.visualstudio.com/docs/setup/linux
https://code.visualstudio.com/shortcuts/keyboard-shortcuts-windows.pdf
https://code.visualstudio.com/shortcuts/keyboard-shortcuts-linux.pdf
https://code.visualstudio.com/shortcuts/keyboard-shortcuts-macos.pdf
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e Ctrl+], Shift+Tab: Zmensi odsazeni oznacené ¢asti kédu o jednu troven.
e Ctrl+Mezera: Zobrazi okénko s napovédou k danému symbolu.

o F12: Posune kurzor na definici daného symbolu (proménné, funkce, atd.).
e Shift+F12: Zobrazi vSechny reference na dany symbol.

e Ctrl+G: Prechod na tadek s danym cislem.

e Ctrl+Shift+0: Zobrazi vSechny definované symboly v otevieném okné.

o F2: Pfejmenuje symbol (proménnou, funkci, atd.) v rozahu jeho platnosti.
e Shift+Enter: Spusti oznacenou ¢ast kédu v konzoli.

e Ctrl+F5: Spusti otevieny soubor.

e F5: Spusti otevieny soubor v rezimu ladéni.

e F9: Prida ladici bod.

2.2.2 Instalace doplitkku pro Python

) File Edit Selection View Go Run Terminal Help stension: Python - Visual Studio Code [Administrator]

£ Extension: Python X

Python D 76.9M K 4
IntelliSense (Pylance), Linting, Debugging ...
) Microsoft Install | v

Install

Python Extension Pack

Install Categories

Python extension for Visual Studio Code

Programming

Python Indent & aM K 45
g . Languages
with ri port for the (for all

Install Sz
i of the languay including featur h as Linters

autoDocstring - * 5 tellis (Pylance], linting, debugging, code navigation, code formatting, Forma

ally st explorer, and more!

Install

SrysEitie ne Leaming

Python Environment Manager Notebooks
Python en 8 The Python extension does offer when running on

instei (which includes his includes partial IntelliSense for open files in the

ioE editor.

instal Installed extensions

and
n working with Python files and
Instal Pylance is an optional dependency, meaning the

in fully functional if it fails to be insf You can also

= Python Extended K k4 ) : More Info
d pytt some features if you're using a different langue A

Install Publish:

@oAo

Ke spravé dopliku (extensions) se dostanete kliknutim na ikonku 1 nebo stisknutim Ctrl+Shift+X.
Vyhledate doplnék Python 2 od Microsoftu, vyberete ho 3 a nainstalujete 4.

2.3 Instalace Git

Instala¢ni soubor verzovaciho systému Git stdhnete z webové stranky https://git-scm.com. K
instalaci Gitu potfebujete administratorska prava na svém pocitaci.

V nasledujicim postupu zobrazuji jen ty snimky obrazovky, na kterych je vhodné vybrat jinou
volbu, nez jaka je instaldtorem standardné nabizena.


https://marketplace.visualstudio.com/items?itemName=ms-python.python
https://git-scm.com
https://git-scm.com

2.4 Anaconda 2 INSTALACE POUZIVANYCH NASTROJU

Git 2.39.1 Setup = *

Choosing the default editor used by Git
Which editor would you like Git to use?

tor S |

Vvisual Studio Code is an Open Source, lightweight and powerful editor

running as a desktop application. It comes with builtin support for JavaScript,
TypeScript and Mode.js and has a rich ecosystem of extensions for other
languages (such as C++, C#, Java, Python, PHP, Go) and runtimes (such as
.MET and Unity).

{WARNING!) This will be installed enly for this user.

Use this option to let Git use Visual Studio Code as its default editor,

Jako editor zvolime diive nainstalované Visual Studio Code. Systém Git vyzaduje editor jednak
pro povinny komentar kazdé zapsané zmény (commit), jednak pro oSetfeni kolizi pfi slucovani vétvi
(merge).

Gt23o1sewp - x

Adjusting the name of the initial branch in new repositories
What would you like Git to name the initial branch after "gitinit™?

) Let Git decide

Let Git use its default branch name (currently: "master”) for the initial branch
in newly created repositories. The Git project intends to change this default to
a more indusive name in the near future.

© override the default branch name for new repositories

MNEW! Many teams already renamed their default branches; common choices are
“main”, "trunk”™ and "development”, Specify the name “git init” should use for the
initial branch:

This setting does not affect existing repositories.

Hlavni vétev repozitare se donedédvna standardné jmenovala master. Vzhledem k negativnim kono-
tacim tohoto slova v anglictiné se prechdzi na neutralnéjsi oznaceni. Nejbéznéjsi je main, na které
jiz presel i popularni spravce vzdalenych repozitara GitHub. Doporucuji tedy zvolit pojmenovani
main.

Vsechna ostatni nastaveni, na kterd se taze instala¢ni program, nechte na doporucené hodnoté.
Nastaveni 1ze samoziejmé kdykoliv po instalaci zménit.

2.4 Anaconda

Ackoliv platforma Anaconda nebude v tomto kurzu vyuzivana, vzhledem k jejimu rozsireni stoji
za to se o ni zminit. Jednd se o rozsahly balik programii zahrnujici instalaci Pythonu a velké mnoz-
stvi knihoven vcetné vsech knihoven zminovanych v sekci 2.1.1. Balik navic obsahuje samostatnou
instalaci vyvojového prostredi Visual Studio Code a nékolik dalsich vyvojovych prostredi véetné
nejznaméjsich Spyder a Jupyter, které byly zminény v sekci 1.2. Vyhoda platformy Anaconda a
platforem podobného typu spociva v tom, ze vsechny knihovny jsou vybrany s ohledem na to, aby
byly mezi sebou kompatibilni a aby byly zaroven kompatibilni s pouzitou verzi Pythonu. To je vsak
zaroven i hlavni nevyhodou: verze Pythonu a prilozenych knihoven nikdy neni ta nejaktualnéjsi do-
stupnd na trhu, a tedy nelze pouzivat nejnovéjsi funkce a rysy jazyka. Navic Anaconda bude vzdy
obsahovat mnozstvi knihoven a programi, které nevyuzijete, jen budou zabirat misto na disku a
mohou zpomalovat chod pouzivanych funkei.
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3  Uvod do pouZivanych néstroju

V této sekci naleznete zdklady pouziti verzovaciho systému Git a tivod do syntaxe a idiomatiky
jazyka Python. Tato sekce tvori jakousi stru¢nou technickou ,referencéni prirucku®, ke které se budou
nésledujici casti poznamek odkazovat.

3.1 Verzovaci systém Git

vvvvvv

které se ukazuji byt nevhodné ¢ provedené omylem (kocka nepozorované prejde po klévesnici a my
pak soubor ulozime), kamarad, ktery z néjakych duvodu chce zrovna tu verzi vaseho programu,
kterou jste mu poskytli pred rokem, a vy jste mezitim kod zasadné prepsali, to vSe jsou duvody k
predsevzeti néjakym zpusobem dulezité milniky v praci na projektu archivovat.

Trividlni verzovani mize spocivat naptiklad v ruénim ukladani kopii projektu s daty ¢i jinymi
oznacenimi jednotlivych verzi. Takovyto postup je ale velmi tézkopadny, jelikoz v kazdé kopii musi
byt ulozeny vSechny soubory projektu, i pokud se v nich od predchozi verze nic nezménilo. Obtizné
se vyhledava, co presné se mezi jednotlivymi verzemi zménilo a kdo zménu provedl, pokud na pro-
jektu pracuje veétsi tym, pricemz obtiznost roste s velikosti a komplexnosti projektu. Pro usnadnéni
uchovavani historie zmén proto vznikly verzovaci systémy.

Verzovaci systém pomahd udrzet historii zmén soubori projektu, pricemz ke kazdému snimku
historie se lze vratit. Vse provadi chytife a v maximalni mife automaticky. Systém sam sleduje, v
jakych souborech byly provedeny zmény. Pokud se jedna o textovy soubor, umi porovnat aktualni a
libovolnou historickou verzi fadek po fadku a zvyraznit odlisnosti. Umoznuje pracovat s nezavislymi
vyvojovymi vétvemi (branches), ve kterych lze napiiklad zkouSet ruzny pristup k feseni daného
problému a mezi kterymi lze jednoduse prepinat. Vybrané feseni lze pak snadno zaclenit (merge) do
hlavni vyvojové vétve.

Soubory projektu a informace o jejich historickych zménéch se nazyva souhrnné repozitdr. V ném
se uchovavaji nejen verze soubori, ale také idaje o tom, kdo a kdy zmény provedl. To predurcuje
verzovaci systémy pro efektivni spravu tymovych projektii, kdy kazdy ¢len tymu pracuje na urcité
casti projektu a své zmény nasledné do projektu vélenuje.

My se zaméfime na verzovaci systém Git. Ten patif mezi distribuované verzovaci systémy,” coz
znamend, ze kazdy uzivatel ma na svém pocitaci cely obsah repozitare a pouze ve chvilich, kdy uzna
za vhodné nebo kdy je k tomu prilezitost, mize své zmény synchronizovat se vzddlenym repozitirem,
ve kterém se shromazduji zmény od vSech ¢lent tymu, zaclenuji se do hlavni vyvojové vétve projektu
a hlidaji se ptipadné kolize. Vyhody tohoto pfistupu oproti centralizovanym verzovacim systémtim '
jsou nasledujici:

1. Prace na projektu nevyzaduje pripojeni k néjakému centralnimu serveru s repozitaiem, a tedy
muzete pracovat offline klidné nékdé v dzungli nebo na Marsu.

2. Neni potteba spravovat zvlast server s repozitafem a zvlast klientské pocitace. Vse je na jednom
misté.

3. Pri praci na tymovém projektu neni pripadna porucha pocitace spojena se ztratou dat zadna
katastrofa, protoze ostatni kolegové maji celou kopii repozitare na svych pocitacich.

Git nejefektivnéji funguje na textové soubory, ale zvladne verzovat i soubory bindrni (napiiklad
obrazky).

Git je v dnesni dobé jeden z nejpopuldrnéjsich verzovacich systémiti. Pod jedho spravou jsou
vyvijeny i velké projekty, naptiklad samo Visual Studio Code. Tento projekt je navic otevieny (open
source), coz znamend, ze kdokoliv, tedy i vy nebo ja, ma pristup k celému repozitari, tedy ke vsem

9Dalsi distribuované verzovaci systémy jsou napiiklad Mercurial, Bazaar & Darcs.

10Nejznaméjsi reprezentant centralizovaného verzovactho systému je Subversion.
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zdrojovym kédum a k jejich kompletni historii. Miize se do prace na projektu zapojit, prispét k jeho
vyvoji a zacit psat historii sam.

Program Git pochézi z prostredi Linuxu a je navrzeny tak, aby se s nim dalo pracovat z prikazové
radky (termindlu) pomoci jednoduchych textovych prikazi. Timto zptsobem lze pouzivat vSechny
dostupné funkce Gitu. My se s nejdtlezitéjsimi funkcemi seznamime pravé pomoci textovych prikazi,
protoze na nich se nejlépe naudi, jak tento Git funguje a jaké jsou jeho moznosti. Jakmile si ¢lovék
ujasni principy verzovani pomoci Gitu, mize vyuzit néktery z mnozstvi nastroji a doplnka pro
razné programy, které praci s repozitari usnadni a zrychli. Obsluha Git repozitait je integrovana i
do vyvojového prostfedi Visual Studio Code, ve kterém navic existuje vyborny doplnék GitlLens.

Na strankach projektu Git najdete podrobny interaktivni navod ke vsem funkcim verzovaciho
systému (a to ¢astecné i v cestine).

3.1.1 Prvotni nastaveni

Git nelze pouzivat do té doby, nez jsou nastaveny zakladni informace o uzivateli. To se provede
pomoci prikazu v piikazové fadce (termindlu)
git config --global user.name "..."

git config --global user.email "..."

pfitemz za ... doplnite své jméno (prezdivku) a email. Témito udaji se podepisuji vSechny vami
zapsané zmény v repozitari. Pokud tedy spolupracujete na projektu s jinymi lidmi, je dobré zvolit

vV v

takové udaje, pomoci kterych vas kolegové snadno identifikuji a tspésné kontaktuji.
Vypis vSech nastaveni ziskate prikazem

git config --list

Uvidite, ze v mezi nastavenimi je i ndzev hlavni vétve repozitdfe (init.defaultbranch=main) a
cesta k nastavenému textovému editoru (v nasem piipadé Visual Studio Code).

Vsechna nastaveni a praci s prikazem config najdete v tomto podrobném navodu nebo zadanim
prikazu

git help config

3.1.2 Ctyfi moZné stavy souborii v repozitari

1. Nesledovany (untracked): Systém Git historii tohoto souboru neuchovava. Kazdy nové vytvo-
feny soubor je v tomto stavu. Specidlni podskupinu tvoii ignorované (ignored) soubory, coz
byvaji v drtivé vétsiné pomocné soubory nebo soubory s citlivymi udaji, napriklad pristu-
povymi tokeny nebo piimo hesly. Seznam ignorovanych soubori se zapisuje do specidlniho
souboru .gitignore, o kterém pojednava sekce 3.1.4.

2. Pripraveny k zapsdni (staged): Soubor je systémem Git sledovan (verzovan). Od predchoziho
zapsani v ném doslo ke zméndm (nebo byl nové vytvoren) a k zapsani byl ptipraven pomoci
prikazu

git add soubor
Hromadny prikaz
git add *

pripravi k zapséni vSsechny zménéné soubory a vsSechny nové soubory kromé téch, které jsou
uvedeny v souboru .gitignore (viz sekce 3.1.4).

Prehled zmén v souborech pripravenych k zapsani oproti naposledy ulozené verzi dé prikaz

git diff --staged
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Verze soubortl se zménami pripravenymi k zapsani jsou ulozeny mimo pracovni adresar: pii
dodatecnych modifikacich souboru se k témto verzim souboru lze vratit prikazem

git restore --staged soubor

(pozor, timto piikazem se nendvratné ztrati vSechny zmény v souboru, které byly provedeny
od jeho posledni pripravy k zapsani).

3. Zmenény (modified): Soubor je systémem Git sledovdn (verzovan). Od predchoziho zapsani v
ném doslo ke zménam, avsak soubor jesté nebyl oznacen k zapsani. Pfehled zmén v souborech
oproti naposledy ulozené verzi ¢i oproti verzi pripravené k zapsani da prikaz

git diff
4. Zapsany (committed): Soubor je systémem Git sledovan (verzovan) a jeho historie je zazname-

nana v repozitari. Jednd se o verzi souboru, ke které je vzdy mozné se vratit. Zapsani (commit)
vSech soubort pfipravenych k zapsani (staged) se provede piikazem

git commit [m "popis revize"]
kde "popis revize" je povinné oznaceni ukladaného historického snimku. Pokud se neuvede
cast v hranatych zavorkach, systém Git spusti textovy editor zvoleny pri instalaci a v ném

otevrie soubor, do kterého nazev revize a pripadné néjaké podrobnéjsi komentare uvedete. Po
ulozeni souboru a uzavieni textového editoru se provede zapsani.

Kazdé zapsani uklada uplny obraz celého repozitare a lze se k nému kdykoliv vratit.

3.1.3 Zivotni cyklus souborii v repozitaii

Praci s repozitarem budeme demonstrovat na prikladu projektu pro integraci diferencidlnich
rovnic ze sekce 4.

3.1.3.1 Vytvoreni nového repozitare
Ve slozce, jejiz historii chceme ukladat, se repozitar vytvori jednoduchym ptikazem

git init

Existenci repozitare 1ze vzdy odhalit pomoci skryté podslozky s ndzvem .git:

[ = | ODE — ] X
Domi Sdileni Zobrazeni 0
IE i | W MNejvétiiikony [&] Velké ikony I [] zakrtévaci politka polozek I:"‘

= Stfedniikony [=F| Malé ikony - Pfipony nazvi soubord

Mavigaéni’ — = Aktudlni MozZnosti
podokno~ = =i Seznam :2 Podrobnosti |~ oy cani- skryté poloZky -

Podokna RozloZen( Zobrazit & sknjt
« v <« Vyuka » ODE » v | O Prohledat: ODE

~
=] Obrazky L MNazev Datum zmény Typ
4. Google Drive I git 21 10:52 Slozka zcubcrﬁll

calec
Print
& Scattering

& Vibron models

@ OneDrive
Documents
E-mailové piilohy
Pictures

Plocha

[ Tento poéitaé

Pocet poloZek: 1 =
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V této slozce je ulozena veskerd zapsana historie vaseho projektu od jeho vytvotreni. Pokud tuto
slozku smazete, prijdete tim o ,pamét“ systému Git pro dany projekt, avsak aktualni soubory
projektu zustanou tak, jak jsou. Pokud naopak presunete nebo prekopirujete slozku s projektem
vcetné podslozky .git kamkoliv jinam, klidné na jiny pocitac, kopirujete zaroven celou historii
projektu. Nedoporucuji jakkoliv ménit soubory v této skryté slozce, protoze tim muzete nevratné
narusit integritu repozitare a systém Git prestane byt schopen repozital pouzivat.

3.1.3.2 Stav repozitare

Aktudlni stav repozitare kdykoliv zjistite pomoci

git status

Piikaz vypiSe nazev aktudlni vétve a stav vSech soubort v projektu. Pro ¢erstvé vytvoreny repozitar
se dozvite néco takového:

nothi commit files and

3.1.3.3 Vytvoreni a prvni zapsani nového souboru

Ve slozce s projektem otevieme Visual Studio Code (napsanim code do piikazové Fadky nebo
stiskem pravého tlacitka mysi nad otevienou slozkou a vybérem ,Open with Code“), vytvorime
novy soubor a ulozime ho jako ode.py. Piikaz git status ukaze

<file>..." to include in what will be commit

nothin d to commit but untra

Systém Git si je védom toho, zZe si uzivatel nemusi pamatovat vSechny prikazy, a proto se snazi praci
usnadnit a napovida, které dalsi akce 1ze v dalsi fazi pouzit a jak.

Prikazem git add * se novy soubor pripravi k zapsdni. Stav repozitafe se zméni takto:

on b

No commit

Zapsani se provede piikazem git commit. Otevie se editor (novy soubor ve Visual Studiu Code),
do kterého uvedeme struény a vystizny popis zmén:
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File Edit Selection View Go Run Terminzal Help » COMMIT_EDITMSG - QDE - Visual Studic Code

= COMMIT_EDITMSG @

> ODE
> OUTLINE
> TIMELINE

new file: ode.py

I main+ @ Python39264-bit ®OAD 4 Live Share In1,Col25 Spaces:4 UTF-8 LF Git Commit Message & [2

Po ulozeni a zavfeni souboru se vytvori prvni snimek historie naseho projektu. V prikazové radce
vidime stru¢ny souhrn, co se zapsalo.

3.1.3.4 Zmény v souboru
Do souboru ode.py vepiSeme prvni ¢ast kddu, kterym bude feseni jedné diferencidlni rovnice
Eulerovou metodou 1. fadu.
def euler_1(model, y, t, dt):
yl =y + model(y, t) * dt

tl =t + dt
return yi1, til

def ode_solve(model, initial_condition, integrator=runge_kutta_4, dt=0.1, maxt=10):

y = initial_condition # Initial conditions
ys = [yl # List with results
t=0 # Actual time

ts = [t] # List with times

while t < maxt:
y, t = integrator(model, y, t, dt) # Step

H*

Store position
Store time

ys.append(y)
ts.append(t)

H*

return ys, ts

def relaxation(y, t):
return -y

ys, ts = ode_solve(relaxation, 1)

Po spusténi kéd vytesi diferencidlni rovnici relaxace (17) a v proménnych ys a ts vrati seznam
y-ovych hodnot a odpovidajicich ¢asovych okamziku t.

Kéd funguje a déva smysluplné vysledky (y(¢) klesd s rostoucim ¢asem k nule), zapiseme tedy
zmény do ,historie“. Stav repozitare je
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ocuments

Soubor je ve stavu zménény (modified). Pred zapsidnim je nutné jeho stav zménit na k zapséni
(staged) pomoci piikazu git add *. Lze také pouzit zkrdceny piikaz

git commit -a
ktery vsechny zménéné soubory prevede do stavu k zapsani a rovnou zapsani provede. Zménu oznac-

nim popisem ,Eulerova metoda 1. radu“.

commit -a
se the file...

Dobra programatorska praxe je zapisovat vzdy jen takovy kdéd, ktery lze spustit, tj. ktery neob-
sahuje zadné syntaktické chyby.

3.1.3.5 Pridani dalsiho souboru do projektu

V programu na feseni diferencidlnich rovnic se bude hodit oddélit univerzalni vypocetni funkce
od funkci specifickych pro dany model. Vytvorime tedy novy soubor relaxation.py, do kterého
presuneme kod

import ode

def relaxation(y, t):
return -y

ys, ts = ode.ode_solve(relaxation, 1)

Nesmime zapomenout nas ,modul“ naimportovat pomoci piikazu import ode. Program lze spustit
a funguje, je tedy dobry cas tyto zmény zapsat. Nejdrive se ale podivame na stav repozitare:

e what will be commit
chi

to commit (use t add" = 0 commit -

Soubor ode.py se zmeénil, soubor relaxation.py byl vytvoren a zatim je ve stavu nesledovan.
Navic se jesté vytvorila celd slozka __pycache__/.'' Jedna se o pomocnou slozku, kterou verzovat
nechceme. Toho se docili bud tim, zZe ji ponechdme v nesledovaném stavu (untracked) a zacneme
sledovat jen novy soubor. Tento postup vSak znemozni pouzivani hromadnych piikazi git add *
¢i git commit -a. Gitu Ize specidlné naznacit, jaké soubory a jaké slozky jsou jen pomocné, a mé
je tedy ignorovat. Za tim tcelem se vytvori specidlni soubor pojmenovany .gitignore, do kterého
zapiseme nésledujici pravidlo

1Pro urychleni provéadéni celého programu ukldds do tohoto adresife interpret Pythonu specidlné piedpfipravené
pouzivané moduly.
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__pycache__/

a ulozime. Stav repozitafe se zméni nasledovné:

" to include in what will be committ

commit -a")

Pomocna slozka uz neni uvedena mezi nesledovanymi soubory a Git ji ignoruje. Miizeme jiz pripravit
k zapsani vSechny nové a zménéné soubory pomoci hromadného piikazu git add * a nasledné zapsat
vSechny zmén pomoci git commit, pfi¢emz zménu pojmenuji ,,Oddéleni fesitele ODE a modelu“.

3.1.3.6 Zobrazeni historie revizi
Historie zobrazime prikazem

git log

Eulerova metoda 1.

Vypsany seznam obsahuje vSechny tidaje o jednotlivych snimcich historie (zapsénich), tj. datum a
cas, autora a jeho e-mail a hash kéd podepisujici zapsani.

Prikaz log ma velké moznosti, jak formatovat a filtrovat informace o zapsanich, pricemz vsechny
jsou uvedeny v referencni prirucce. Nejdulezitéjsi jsou

o git log --oneline naformétuje vSe hez¢im zpusobem (kazdé zapsini na jednom fadku) a z
hashe zobrazi jen prvnich 7 znakti, coz stac¢i k identifikaci jednotlivych zapsani,

e git log -2 vypiSe jen posledni dva zadznamy,

o git log --stat vypiSe statistiky o jednotlivych verzich (pocty zmén a vypis zménénych sou-
bori),

e git log --graph zobrazi vysledek ,graficky“, coz se hodi v ptipadé vice vétvi (vétve budou
vysvétleny v sekci 3.1.5),

e git log --follow ode.py vypiSe vSechny historické zmény v souboru ode.py,

e git log --since "2 years 1 day 3 minutes ago"
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e git log —-until "2019-01-15" vypiSe vSechny zmény od, resp. do uvedeného casového
udaje,

e git log --author="Pavel" vypiSe vSechny zmény, které zapsal uzivatel Pavel,
e git log --grep="Euler" vypiSe vSechny zmény, které obsahuji v popisu slovo ,Euler®.

Uvedené filtry lze samoziejmé libovolné kombinovat.

3.1.4 .gitignore

Prekladace programovacich jazyku casto vytvareji v adresari projektu do¢asné pomocné soubory,
které nechcete, aby se staly soucasti repozitare (tyto soubory nenesou zadnou relevantni informaci,
navic mohou na riznych pocitacich vypadat jinak podle toho, jaky preklada¢ ¢i jaké vyvojové
prostiedi zrovna pouzijete). Abyste mohli pouzivat piikazy pro hromadné sledovani ¢i zapisovani
soubori git add * ¢i git commit -a, musite GITu naznacit, jaké soubory ma ignorovat. K tomu
slouzi soubor .gitignore.

Kazdé pravidlo v souboru .gitignore zabird jeden fadek. Radek, kterj zac¢ina znakem #, je
ignorovan a muze slouzit naptiklad jako komentar. P¥iklady jednotlivych radki:
e tajne.txt

Ignoruje soubor s ndzvem tajne.txt (muze obsahovat tfeba prihlasovaci idaje k néjaké sluzbé
a ty rozhodné nechceme sdilet ani archivovat; nezapomernte, ze co je jednou zapsané v repozi-
tafi, z néj az na vyjimky nelze odstranit).

e *.log

Ignoruje vsechny soubory s pfiponou log,

e !important.log

avsak neignoruje soubor important.log.

e *, [oa]

Ignoruje vsechny soubory s pfiponou o nebo a.

e temp/

Ignoruje vsechny soubory v podslozce temp.

e doc/**/*.pdf

Ignoruje vSechny soubory s pfiponou pdf v podslozce doc a ve vSech jejich podslozkach.
Neignoruje vsak soubory s pfiponou pdf v kofenové slozce projektu.

Dalsi priklady pouziti souboru .gitignore jsou napiiklad na této strance.
Pokud na GitHubu zakladdte novy projekt, muzete upfesnit, jaky programovaci jazyk budete
pouzivat a GitHub automaticky vytvori optimalni soubor .gitignore.

Uloha 3.1: Podivejte se do souboru .gitignore v repozitdri k téemto zapiskum. Zatimco Python si
témer Zadné pomocné soubory nevytvdri, BTgX jich generuje poZehnané. Proto je seznam ignorova-
nych soubori celkem dlouhyj.
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3.1.5 Vétve

Verzovaci systém Git umoznuje pracovat paralelné na nékolika rtznych verzich kédu a mezi nimi
dokéze efektivné prepinat. Vétveni se hodi v pripadé, Ze chceme vyzkouset vice ruznych pristupu k
reseni tulohy. Pro kazdy napad vytvorime vlastni vétev tiprav, coz dovoli reseni porovnavat a nakonec
vybrat to, které vyhovuje nejvice. Kazdou vétev muzeme dale vétvit. Zmény v perspektivnich vétvich
lze nasledné zaclenovat do hlavni vétve, neperspektivni vétve lze nechat byt nebo odstranit.

Casta programatorska praxe je takova, ze v hlavni vétvi'? se nachazi vzdy jen odladénd a otes-
tovand verze programu. Pro kazdou zménu v projektu se vytvori nova vétev. Na té se mize pracovat
hodinu, ale treba nékolik meésici. V této ,vyvojové“ vétvi se zmény provedou, odladi, poslou tes-
tertim, a teprve po dikladném otestovani se zacleni do hlavni vétve. Mezitim je stale k dispozici
funkéni program hlavni vétve, ktery lze bez obav pouzivat k ostrému provozu.

3.1.5.1 Vytvoreni nové vétve

Budeme pokracovat ve vyvoji programu pro feSeni obycejnych diferencidlnich rovnic. Predpokla-
dejme, zZe Teseni pro jednu rovnici mame hotové a chceme ho rozsirit tak, aby fungovalo i na soustavu
libovolného poc¢tu diferencialnich rovnic 1. fadu, kterym se vénuje sekce 5. K tomu vytvorime novou
vétev odesystem

git branch odesystem
a prepneme se na ni piikazem '
git switch odesystem

Zpét na hlavni vétev se lze vratit piikazem git switch main.'

3.1.5.2 Vypis vétvi
Seznam vsech vétvi se vypise piikazem

git branch

vel\Documents\Fyzika\Vyuka\ODE>git branch

Aktivni vétev je vyznacena hvézdickou i barevné.
Dalsi uzitec¢na upresnéni vypisu vétvi jsou

e git branch --merged vypiSe jen vétve spojené s aktualni vétvi,

e git branch --no-merged vypise jen vétve nespojené s aktualni vétvi.

3.1.5.3 Zmény a slouceni vétvi

Poté, co provedeme a odladime zmény souvisejici s rozsifenim programu na vypocet soustavy
diferencialnich rovnic ve vétvi odesystem, miizeme tyto zmény zaclenit do hlavni vétve main. K
tomu slouzi prikaz

git merge odesystem

spustény v hlavni vétvi. Pokud béhem sluc¢ovani nedojde k zadnym konflikttim, vse probéhne hladce.
Mize se vSak stat, ze byly provedeny zmény na stejném misté jednoho souboru v obou vétvich
(konflikt). V tom piipadé Git oznac¢i konflikty v souborech a jejich stav zméni na modifikovany.
Pak je potfeba tyto soubory projit, vybrat z konfliktnich verzi jednu, pripadné koéd upravit tak, aby
odrazel obé konfliktni zmény, a zapsat prikazem git commit -a. Tim je slu¢ovani dokonceno.

2Hlavn{ vétev se doneddvna pojmenovavala master, dnes se spiSe prosazuje pojmenovani main.
13Vytvoreni nové vétve a prepnuti se do ni lze jednim pifkazem git switch -c odesystem.
' @Git umoziuje prepindni mezi vétvemi také pomoci pifkazu git checkout.
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3.1.5.4 Odstranéni vétve
Vétev odstranime prostym

git branch -d odesystem

Odstranovat vétve ma smysl jen v pripadé, kdy jsme presvédceni, ze zmény v ni provedené byla
slepd cesta, nebo pokud provedené zmény byly zaclenény do jiné vétve.

3.1.6 Navrat k drivéjsim verzim

Pozor, pii neopatrném pouziti téchto prikazu hrozi ztrata dat! Pokud si budete nésledujici pii-
kazy zkouset, doporucuji vam zazdlohovat si celou slozku s projektem véetné repozitare (slozky
.git).

e git commit --amend umoznuje zménit popis posledniho zapséani.

e git restore soubor vrati zmény uvedeného souboru na posledné zapsanou verzi (lze pouzit
. z . 5
i hromadné git restore *'°).

e git reset HEAD"1 zrusi posledni'® zapsani, avSak soubory ve slozce projektu ponech tak,
jak jsou.!”

e git reset --hard HEAD™1 zrusi posledni zapsani a soubory projektu uvede do stavu, v jakém
byly na zacatku této posledni revize. Vsechny provedené zmény jsou nenavratné ztraceny.
Pokud byl néjaky soubor v posledni revizi vytvoren, je smazan. Toto je nejnebezpecnéjsi prikaz,
proto pouzivejte jen v opravdu odivodnénych pripadech.

e git reset 946¢cb25 se vrati na zapsani, jehoz hash zac¢ina uvedenym ¢islem.

e git reset ORIG_HEAD se vrati na tu zapsanou verzi, na které jsme byli bezprostiedné pred
pouzitim posledniho ptikazu git reset.

e git checkout -b oldrev 946¢cb25 vytvori novou vétev nazvanou ,oldrev®, ve které budou
soubory ve stavu, kdy bylo provedeno zapsani s uvedenym hashem (hash zjistime napiiklad
pomoci git log --oneline popsaného v sekci 3.1.3.6).

e git checkout 946cb25 vratise do tohoto zapsani, ale ponechd historii tak, jak je.'® K navratu
zpét staci pouzit prikaz pro prepnuti do hlavni vétve git switch main.

3.1.7 Vzdalené repozitare

Verzovaci systém GIT umi kromé sledovani a uchovavani historie zmén souborti vaseho projektu
i koordinovat zmény, které provadi na projektu vice Fesitelt (pracovni tym). K tomu slouzi vzdélené
repozitafe. Mezi nejrozsitenéjsi systémy patii

e GitHub: Na ném si kazdy mize zdarma ztidit vlastni repozitare a pouzivat je napriklad k syn-
chronizaci svého projektu mezi rtiznymi pocitaci, pro sdileni vlastnich vytvort s komunitou
nebo praveé pro spolupraci ve vlastnim tymu. Vlastnikem firmy vyvijejici tento systém je Micro-
soft, diky ¢emuz je zdkladni prace s nim integrovana do vyvojového prostiedi Visual Studio
Code.

e GitLab: Open source Teseni, zakladni verze rovnéz zdarma, k pokrocilé verzi ma MFF UK
licenci.

15git restore * se chova podobné jako git reset --hard.
16Cislo udava, o kolik revizi se vracime zpét.

"HEAD vlastné znaé¢i ukazatel na posledni zapsani.

8Tzy. detached HEAD state.
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Oba systémy disponuji webovym rozhranim, ze kterého lze projekty jednoduse spravovat, a rovnéz
desktopovymi aplikacemi, které umoznuji pracovat s lokalnimi repozitari pomoci jednoduchého roz-
hrani. Pro GitHub existuje naptiklad GitHub Desktop. Projekty mohou byt bud soukromé (pristup
k nim méate pouze vy ¢i ti, kterym poslete pozvanku), nebo vetfejné (pristup ma zcela kdokoliv).

Tyto zapisky a vzorové ukazky kédu jsou verejné na GitHubu a miizete k nim dostat na adrese
https://github.com/PavelStransky/PCInPhysics. K dispozici je samoziejmeé cely repozitar s his-
torif se vSemi commity a se vSemi vyvojovymi vétvemi. Repozitdi muzete stdhnout bud z uvedené
webové stranky (zelené tlacitko Clone or download), nebo pomoci programu git.

e git clone https://github.com/PavelStransky/PCInPhysics
V aktudlni slozce vytvori podslozku PCInPhysics a do ni stahne cely repozitar. V pripadé
téchto zapiskl se jednd o tento soubor v IXTEXu, vysledné PDF, EPS ¢ PNG verze vsech
obrazkt a vsechny zdrojové kody.

e git remote -v
V adresari s lokalnim repozitafem ukaze, na jaky vzdaleny repozitaf je navizany. Stejné jako
zékladni vétev se standardné jmenuje main, vzdaleny repozitar se standardné jmenuje origin.
Vy muzete mit na jeden projekt navazano vice vzdalenych repozitari, kazdy pak samoziejmé
musite pojmenovat jinak.

e git remote add origin https://github.com/Uzivatel/VzdalenyRepozitar

Ptida do vaseho projektu odkaz na vzdaleny repozitaf umistény na GitHubu.

e git remote show origin

Zobrazi informace o vzdaleném repozitari.

e git pull
Do adresére s lokalnim repozitarem stahne aktudlni verzi aktualni vétve. Pokud mate lokalné
rozpracované zmeény, stazeni se nepovede. Pokud méte ulozené zmény (commit), git se auto-
maticky pokusi vase zmény slouéit se zménami v globalnim repozitéfri (merge).

e git push origin master
Do vzdéleného repozitafe origin zapise vasi vétev master. Vzddleny repozitdt mtze byt na-
staven tak, Ze vase zmény musi jesté nékdo schvalit.

e git push
Zkraceny zapis, pokud jste dfive nastavili pomoci pfikazu git push -set-upstream origin
master nazev lokalni vétve a prislusného vzdaleného repozitare.

Dalsi informace najdete naptiklad v dokumentaci.

Uloha 3.2: Stdhnéte si do svich pocitaci (naklonujte si) z GitHubu repozitdr s pozndmkami k
tomuto cviceni. V budoucnu si pomoci prikazu git pull stahujte aktudlni verze. Muzete si vytvorit
pracovni vétev pozndmek a v ni si s kody hrat. 'V hlavni vétvi main se vdm uchovd origindlni verze
ze vzddleného repozitdare.

Uloha 3.3: Vytvorte si ucet na GitHubu, vytvorte prazdny projekt a navazte si ho s drive na cviceni

vytvorenym lokdlnim repozitdarem pomoci prikazi git remote add (plny prikaz viyse). Ndsledné si
do vzdaleného repozitare nahrajte lokdlni repozitar pomoci prikazu git push.

3.1.8 Tahik

Pro snadnou orientaci v pouziti Gitu bez nutnosti pamatovat si vSechny piikazy je dostupny Git
Cheat Sheet nebo tento interaktivni web.
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3.2 Programovaci jazyk Python

Python je v dnesni dobé velmi populdrni programovaci jazyk, ktery pronikl do spousty rozma-
nitych odvétvi, a to zejména diky bohatosti a pokrocilosti knihoven, které jsou vyvijeny komunitou
a jsou diky tomu aktudlni a odladéné (¢i prubézné odladované). Python existuje na mnoha plat-
forméch od osobnich pocitac¢ti po mikrokontroléry a dé se v ném naprogramovat témér cokoliv:
pokrocilé védecké vypocty pouzivajici nejnovéjsi numerické algoritmy, dobre vypadajici grafy, sta-
tistickd analyza, analyza velkych dat a strojové uceni, ale také webové sluzby, okénkové programy ¢i
editace obrazki a videi. Je bézné, Ze i komerc¢ni programy obsahuji Python coby skriptovaci jazyk,
¢imz umoznuji uzivateli pouzivat své vlastni kody ,uvniti“ komeréniho produktu a integrovat rizné
programy mezi sebou.

Python lze charakterizovat jako jazyk:

o Interpetovany, coz znamené, %e provadéni programii probihd piimo ze zdrojového kédu.?" Ke
spousténi kédu je tedy potreba mit nainstalovany interpret, coz jsme ucinili v sekci 2.1. Pokud
kéd obsahuje syntaktickou chybu, je odhalena az ve chvili, kdy se na ni interpret pii provadéni
kédu narazi. U interpretovanych jazykh se neztraci ¢as prekladem do strojového kédu a je pro
né prirozené dynamické typovani proménnych. Tim, ze interpet cte text kédu piikaz po prikazu,
je provadéni programu pomalejsi, ale vzhledem k tomu, Ze velka ¢ast ¢asové narocnych funkci
a knihoven byva napsana v rychlejsich programovacich jazycich, neni to zasadni nevyhoda.
Kvuli skutec¢nosti, ze Python se obvykle pouzivd jako mezi¢lanek spojujici efektivné napsané
funkce ruznych knihoven, setkéte se také s oznacenim jazyk skriptovaci.

Opakem intepretovanych jazykt jsou jazyky kompilované, pricemz kompilace se provadi bud
piimo do strojového kédu daného procesoru?' nebo do mezikédu. Mezikéd ke spusténi vy-
zaduje dodatecnou kompilaci, ktera vsak muze byt vysoce optimalizovana piimo pro danou
hardwarovou konfiguraci pouzitého poéitace.?%23

e Dynamicky typovany, coz znamena, ze proménna nemusi mit pfedem dany typ a typ proménné
se muze za béhu programu dokonce ménit.

e S automatickou sprivou pameéti, takze programator se nemusi starat o alokovani a uvolio-
vani paméti. Python pfi inicializaci proménné pamét alokuje automaticky a ve chvili, kdy
proménnou prestaneme pouzivat, pamét uvolni.?*

e V Pythonu lze pythonovskym zptisobem pouzivat t¥i zakladni programovaci paradigmata:
procedurdlnt, objektové a funkciondlnd.

Python klade diraz na jednoduchost, stru¢nost a ¢itelnost kédu. Filosofie programovaciho jazyka
je shrnuta v Zenu Pythonu,? se kterym vam doporucuji se seznamit.
3.2.1 Vytvoreni a spusténi kédu

Ve Visual Studio Code vytvorime novy soubor a ulozime si ho s priponou *.py. Podle této
pripony VS Code pozna, ze se jedna o pythonovsky kéd a pouzije k praci s nim spravny doplnék.
Hotovy kéd 1ze spustit ve VS Code jednim z néasledujicich tfi zpusobii.

1. Kliknutim na Sipku na ndstrojové liste: Timto zptusobem se spusti cely soubor kédu.

19 Jako piiklad poslouZi nejnovéjsi verze programu Mathematica, Origin & SAS.

20Mezi dalsi zndmé interpetované jazyky patii napiikad JavaScript nebo PHP.

INapiiklad C /C++, Pascal nebo Fortran.

227de se jedna napiilad o jazyky Java, C# a cely .NET framework nebo Julia.

23Pro Python existuje knihovna Numba, ktera také umoziiuje pieklad vybranjch éasti programu do strojového kédu
pomoci LLLVM prekladace, a tim provadéni programu vyrazné zrychlit.

24 Algoritmus se nazyva Garbage collection.

25Zen se také vypise, pokud do svého kédu zadate import this.
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s - Visual Studio Code

Py
introduction.py

> fourier

2. Stiskem F5: Kod se spusti v rezimu ladéni (debugger). Zastavi se na kazdém kontrolnim bodé
(breakpoint, ktery se vlozi na vybranou radku kédu kldvesou F9) nebo na kazdé chybé. Pro
pokracovani provadéni kodu staci stisknout bud znovu F5, nebo F10 ¢i F11 pro jeden krok.

3. Oznacenim cdsti kodu a stiskem Shift+Enter: V okné TERMINAL spusti REPL Pythonu a
v ném oznacenou ¢ast kédu. REPL se po provedeni kédu nezavie, takze v ném lze psat
dodatecné piikazy. Pro ukonceni REPL do néj staci napsat exit() nebo v ném stisknout
Ctrl+Z a potvrdit nebo ukoncit okno terminalu kliknutim na ikonku popelnice.

3.2.2 Zaklady syntaxe Pythonu

Soubor se vzorovymi piiklady najdete v repozitii ke cviceni: introduction.py.?® Doporucuji
vam si ho stadhnout nebo jeho obsah prekopirovat a diisledné si ho radek po radku projit a spoustét
nejlépe pomoci oznaceni a stiskem Ctrl+Enter, jak bylo popsano v predchozi sekci. Nékteré casti
kédu odkazuji na proménné zavedené v drivéjsi ¢asti souboru, proto kéd prochézejte postupné od
zac¢atku do konce.

7 vzorového kédu bych vypichl nasledujici body:

1. Zdkladni datové typy a operdtory: Python obsahuje jen dva zdkladni ¢iselné typy: int a float.
Jejich pouziti je podobné jako v jinych programovacich jazycich.

2. Formdtovdni retézci: Python umoznuje nékolik riznych zpusobt, jak formatovat fetézce (vkla-
dat do nich ¢isla ¢ jiné proménné). Doporucuji se sezndmit s velmi ¢itelnym zpisobem pomoci
f-fetézce. Vice informaci k formatovani retézcii naleznete v tomto vyborném navodu.

3. Proménné a kolekce: Dilezité standardni kolekce jsou seznam (list) [...] a slovnik (dicctionary)
{...}. Déle existuje typ n-tice (tuple) (...) a mnozina (set) {...}. O jaky typ kolekce se jednd
poznate podle typu zavorek, kterymi je uzaviena. Python nabizi bohaté moznosti indexovani
prvku kolekei.

Python nemé typ ,fada“ (jedno ¢i vicerozmérny soubor hodnot stejnych typu). Ten je im-
plementovan az v rozsifujicich knihovnéch, napiiklad v knihovné numpy, které je vénovana
sekce 3.2.4.

4. Podminky a cykly: Prikaz uvozujici blok kédu vzdy kon¢i znakem ,,:“. Kazdy blok je definovan
svym odsazenim, které musi byt na kazdém Fadku stejné (tj. musi obsahovat stejny pocet
odsazujicich znakt, mezi které patii bud mezera nebo tabuldtor). Konvence je pouzivat k
odsazeni 4 mezery.

Cykly jsou mozné pouze pres iterovatelné objekty. Pro cyklus pres pfirozend ¢isla (indexy)
musime vytvorit odpovidajici iterovatelny objekt piikazem range. V drtivé vétsiné pripada se
Ize pfi programovani v Pythonu indextim zcela vyhnout.

26Vzorovy soubor je inspirovan piikladem Naué se Python v Y minutéch.
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5. Funkce: Python umoznuje velkou variabilitu co se tyce argumentt funkce a navratovych hodnot
diky své funkci automatického sbaleni a rozbaleni kolekci. Funkce se navic chova jako objekt,
Ize ji tedy pritadit jakékoliv proménné. To je jeden z prvku funkciondlniho programovani.

Funkcionélni programovani také obsahuje koncept anonymni funkce, coz je jednoduché funkce
definovana na jednom radku, ktera nema vlastni jméno. V Pythonu se vytvaii pomoci klicového
slova lambda.

6. Moduly: Pii programovani je dulezité vhodné strukturovat kéd. Python obsahuje jednoduchy
koncept modull, pricemz kazdy soubor s pfiponou *.py lze pouzit jako modul. Modul je
vlastné specidlni typ objektu.

Dobre se seznamte se zpusoby, jak modul nacist a pouzivat, jelikoz vétsina funkci Pythonu
se nachazi pravé v modulech. Jedna se napriklad o matematické funkce v modulu math nebo
rozsitujici knihovny numpy, scipy a matplotlib.

7. Tridy: Python umoznuje objektové orientované programovani. Prace s tfidami se vSak v mno-
hém lisi od striktné objektové orientovanych programovacich jazyku, jakymi jsou napriklad
C++, C# nebo Java. Dilezity rozdil je naptiklad v ptistupnosti atributi (vSechny atributy
v Pythonu jsou verejné). Rovnéz dédicnost a dédéni metod se chova odlisné. Déle je nutné
pamatovat na to, ze kazda metoda tfidy musi mit v deklaraci jako prvni argument odkaz na
instanci, se kterou je voldna (konvenéné se oznacuje self). Ve vzorovém kddu je k objekto-
vému programovani opravdu jen to nejnutnéjsi minimum. Pokud chcete v Pythonu vyuzivat
objekty seriézné, doporucuji procist si odpovidajici kapitolu v manualu.

Uvedeny kod s priklady obsahuje jen ty struktury jazyka Python, které budeme pouzivat. V
budoucich cvicenich se jesté sezndmite se sprdavou kontextu (klicové slovo with). Python umoziiuje
navic

o oSetfeni chyb pomoci vgjimek (klicova slova raise, try, except, finally),
o tvorbu generdtori (klicové slovo yield),

o asynchronni programovdni, korutiny a tkoly (klicova slova await, async)

e i tvorbu a pouziti dekordtorii.

Pro plné ovladnuti jazyka vam doporucuji se v budoucnu s témito koncepty seznédmit, a to bud na
dedikovanych prednéaskach, z tutorialti a ndvodt na webu, nebo studiem cizich kodua.
Na oficidlnich strankach Pythonu najdete tutorial k nejnovéjsi verzi programovaciho jazyka.

3.2.3 Pojmenovani proménnych a formatovani

Forméatovani kodu Pythonu je celkem volné. Povinné je dodrzet jen spravné odsazeni blokt. Pro
snazsi citelnost kédu byla nicméné vytvorena fada doporuceni, kterd najdete souhrnné na stréance
PEP 8.2 Python obsahuje dokonce knihovnu autopep8, kterd vas zdrojovy soubor podle téchto
pravidel naformatuje. Automatické forméatovani podle PEP 8 lze nastavit i ve Visual Studiu Code.

Pro pojmenovani proménnych existuje jediné zavazné pravidlo, které zni, ze indentifikator se
nesmi shodovat s zddnym z 35 klicovych slov jazyka. Kromé toho jsou ve vyse uvedeném dokumentu
dalsf nezavazné pravidla k pojmenovani proménnych:?®

e Promeéenné a funkce se doporucuje pojmenovavat malymi pismeny a jednotliva slova spojovat
podtrzitky, tzv. underscore style (naptiklad pocet_bodu).

YTPEP = Python Enhancement Proposal
28 Citelnosti riznych styltt pojmenovani proménnych se vénuji i seriézni védecké clanky, napiiklad http://www.cs.
kent.edu/~jmaletic/papers/ICPC2010-CamelCaseUnderScoreClouds.pdf.
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e Konstanty se doporucuje pojmenovavat velkymi pismeny a jednotliva slova spojovat podtrzitky
(napiiklad PLANCKOVA_KONSTANTA).

e Tridy se doporucuje pojmenovavat tak, ze jednotliva slova nazvu zacéinaji velkym pismenem a
mezi nimi neni zadny znak, tzv. Pascal style (naptiklad PostovniAdresa).

e Moduly se doporucuje pojmenovavat kratkymi vystiznymi nazvy slozenymi jen z malych pis-
men.

o Kuviili ¢itelnosti je dobré se vyhnout jednopismennym oznac¢enim 1, I a 0, jelikoz takto oznacené
proménné mohou byt snadno zaménény s ¢isly 1 a 0.

Pokud vam vyhovuje jiny styl pojmenovavani, lze ho pouzit. Je vsak dobré byt v pojmenovavani
konzistentni napti¢ celym projektem.

Casta otézka je, zda proménné oznacovat cesky ¢i anglicky. Jelikoz nikdy nevite, kdo v dnesnim
propojeném svété bude chtit vas kéd pouzit a treba i upravit pro své potreby, doporucuji pouzivat
anglickd pojmenovani.

Snadné ¢itelnost kédu je podporena i spravnym psanim komentdri. Pfedné se dnes doporucuje
vychézet z predpokladu, ze dobfe napsany kéd je ¢itelny i bez komentaia. Citelnost totiz zarucuji
zejména vhodné a vystizné oznacené proménné a spravné navrzend struktura kédu. Komentovat je
dobré jen ty casti kodu, kde se pouziva néjaky ne vsSeobecné znamy trik nebo postup. Nadbytek
komentara je velmi tézké udrzovat pri ipravach a muze vést i k tomu, Ze po nékolika zménach kédu
nebudou komentéie v souladu s tim, co kéd vykonava.?"

Naopak doporucené je nesetrit popisem, co délaji jednotlivé funkce, jaké jsou jejich argumenty
a co vraceji na vystupu. K tomu slouzi komentatr typu docstring, ktery je vysvétleny v souboru
introduction.py v sekci o funkcich.?’ Pouziti docstringu usnadni i tvorbu a spravu doprovodné
dokumentace k celému projektu. Existuji dokonce nastroje, které vam z téchto komentara vytvori
strukturované webové stranky, napriklad nastroj Sphinx.

3.2.4 Rady, vektory, matice

Jak bylo zminéno v predchozi sekci, definice jazyka Python neobsahuje typ 7ada, tj. jedno ¢i
vicerozmérné pole hodnot stejného typu. Tento typ a operace s nim jsou implementovany v knihovné
numpy. Ta neni v holé instalaci Pythonu obsazena, je nutné ji doinstalovat podle navodu v sekci 2.1.1.
Zaklady prace s fadami jsou vysvétleny v souboru arrays.py v repozitari.

3.2.5 Grafy

K vykresleni grafi se nejcastéji pouziva knihovna Matplotlib. V zakladni instalaci Pythonu
neni obsazena, je nutné ji doinstalovat podle navodu v sekci 2.1.1. Jednoduchy priklad vykresleni
grafli je v souboru plot.py v repozitari.

3.2.6 Pseudonihodna éisla

V Pythonu lze pseudondhodné éisla generovat pomoci nékolika knihoven.

vvvvv

— random(): Pseudondhodné ¢islo z rovnomérné vybrané z intervalu z € (0; 1).

— uniform(a, b): pseudondhodné ¢islo z rovnomérné vybrané z intervalu x € (a;b).

29A common fallacy is to assume authors of incomprehensible code will somehow be able to express themselves
lucidly and clearly in comments [1].

30Stejné jako v mluvenych jazycich se zlepSujete étenim literatury, v programovacich jazycich poméhé &teni cizich
kéda. Pro priklad pouziti komentait se kouknéte tfeba na zdrojovy soubor funkce optimize z knihovny scipy.
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— gauss(mu, sigma): pseudondhodné ¢islo z Gaussovského rozdéleni se stfedni hodnotou
mu a smérodatnou odchylkou sigma.

— randint(a, b): pseudondhodné celé cislo d z intervalu a < d < b.

— seed(s): nastavi poc¢atecni ndsadu generatoru podle parametru s (pro jednu konkrétni
nasadu bude generédtor davat stejnou sekvenci ¢éisel). Parametr muze byt jakéhokoliv typu,
tedy cislo, fetézec atd. Pokud se parametr neuvede, pouzije se jako nasada aktualni sys-
témovy Cas, a tudiz bude sekvence pseudonahodnych ¢isel pii kazdém spusténi programu
jind.

— choice(m): vybere pseudonahodné element ze seznamu m.

— shuffle(m): promicha elementy v seznamu m.

e Ke generovani fad ¢i vicerozmérnych objekt, jejichz elementy jsou nahodné ¢isla, lze pouzit
i knihovnu numpy, viz sekce 3.2.4 a soubor s ptiklady numpy.py.

e Pro pokrocilejsi pouziti je knihovna numpy . random. Ta umoznuje zvolit vlastni generator pseu-
dondhodnych ¢isel, generovat cisla z celé rady statistickych rozdéleni a generovat nardz celé
vektory ¢i matice.

— generator = default_rng(): Inicializuje standardni generdtor pseudondhodnych ¢isel.

— generator = Generator (PCG64()): Inicializuje specificky generdtor pseudondhodnych
¢isel (v tomto pripadé PCG-64, coz je O'Neilluv permutacni kongruencni generator).

— generator.random(size=10): vektor délky 10 s elementy z rovnomérného rozdéleni
na intervalu (0; 1).

— generator.normal (size=10): vektor délky 10 s elementy z normélniho Gaussova rozdé-
leni se stfedni hodnotou 0 a smérodatnou odchylkou 1.

— generator.normal (loc=1, scale=2, size=(10,10)): matice rozméru 10 x 10 s ele-
menty z normélntho Gaussova rozdéleni se stfedni hodnotou 1 a smérodatnou odchyl-
kou 2.

3.2.7 Préace se zvukem

V Pythonu existuje velké mnozstvi knihoven, které uméji pracovat se zvukem. Pro nase tucely
postaci jednoduchd knihovna sounddevice.?! Pokud ji neméte nainstalovanou, doinstalujete ji p¥i-
kazem

python -m pip install sounddevice Windows

pip install sounddevice Linux, Mac

7 této knihovny vyuzijeme nasledujici funkce:

e play(data, fs) prehraje casovou fadu ulozenou v poli data pri vzorkovaci frekvenci fs.
Jsou-li elementy prehravané fady typu float, jejich hodnoty museji lezet v rozmezi h; €
(—1,1), jinak bude zvuk pfebuzeny a zkresleny. Vzorkovaci frekvence zvukovych souboriu byvaji
nejéastéji nasobky ¢ podily 44100 Hz nebo 48000 Hz.??

e Prehravani probihd asynchronné. Chceme-li pockat, nez bude prehravani dokonceno, pouzijeme
funkei wait ().

o stop() okamzité zastavi prehravani.

31Dalsi knihovny pro prehrdvdni a nahrdvani zvuku jsou uvedeny na https://realpython.com/
playing-and-recording-sound-python.
3244100 Hz je vzorkovaci frekvence pouzivana na CD, 48000 Hz na DVD.
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e rec(numsamples, samplerate=fs, channels=2) nahraje ¢asovou rfadu s numsamples hod-
notami. channels=1 pro mono signal, channels=2 pro stereo signal.

Jelikoz zde budeme pracovat se zvukovymi soubory typu WAV, budeme potrebovat jesté knihovnu
soundfile k jejich nacteni.
V repozitaii je ukdzkovy soubor sound.py, ktery nacte zadany WAV soubor a pfehraje ho.
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4 Obycejné diferencialni rovnice 1. radu

V této Céasti se budeme vénovat feSeni jedné diferencialni rovnice prvniho radu,

dy

—= = t 1

srEACA) (1)
s pocatecni podminkou

y(to) = vo- (2)

Zde y = y(t) je hledand funkce a ¢ je nezavisle proménné.
Numerické feseni diferencidlni rovnice spoc¢iva v nahrazeni infinitezimalnich prirtstka priristky
koneénymi:
Ay
A
kde ¢ je funkce, ktera udava smér, podél kterého se pti numerickém feseni vydame. Volba této funkce
je klicova a zalezi na ni, jak pfesné feSeni dostaneme a jak rychle ho dostaneme.

¢(y,t) (3)

4.1 Par dalezitych pojmiu

o Explicitni algoritmy: K vypoc¢tu hodnoty funkce y; 11 se vyzaduji pouze hodnoty z aktudl-
nich a minulych kroku, tj. v;, yi—1, atd.

¢ Jednokrokové algoritmy: K vypoctu hodnoty funkce y;+1 v néasledujicim kroku vyzaduji
pouze znalost hodnoty funkce v aktudlnim kroku y;. Rozepsanim (3) dostaneme

Yit1 = Yi + 0(yi, ti) At|, (4)
——
?i

pricemz pocatecéni hodnota yg je ddna pocatecni podminkou. My se omezime pouze na tyto
algoritmy.

e Lokalni diskretiza¢ni chyba:
L=y(t+At) —y(t) — o(y(t), t)At, (5)
kde y(t) udéva presné feseni v Case t.
¢ Akumulovana diskretizac¢ni chyba:

€ =yi —y(ti) (6)

« Rad metody: Metoda je p-tého F4du, pokud

L(At) = O(AtPTY), (7)

o Kontrola chyby feseni: Chybu numerického feseni diferencidlni rovnice lze zmensit 1) men-
sim krokem, 2) lepsi metodou (metodou vyssiho rddu). Mensi krok vsak znamend vySsi vy-
pocetni cas. Sofistikované metody proto pribézné méni velikost kroku: kdyz se funkce méni
pomalu, krok prodlouzi, kdyz se méni rychle, krok zkrati (tzv. metody s adaptivnim kro-
kem). Tim se docili vysoké presnosti pfi co nejmensim vypocetnim case.

28
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4.2 FEulerova metoda 1. fadu

bi = f(yi’ti)v (8)

tj. krok do y;4+1 délame vzdy ve sméru tecny v bodé y;.

e Nejjednodussi metoda integrace diferencidlnich rovnic.

e Chyba je obrovska, k dosazeni presnych hodnot je potieba velmi malého kroku, coz znamenéa
dlouhy vypocetni cas.

4.3 FEulerova metoda 2. radu

k1 = f(yiati)
ko = f (yi + k1At t + At) 9)

1

tj. udélame jednoduchy Eulertav krok ve sméru k1, spoc¢itame derivaci ko po tomto kroku a vyrazime
z bodu y; ve sméru, ktery je prumérem obou sméri (doporucuji si nakreslit obrazek).

Ekvivalentni je udélat ,,Eulertv pulkrok* a vyrazit z bodu y; ve sméru derivace spoc¢tené po tomto
pulkroku:

kll = f(yiati)

At At

b=t (w+ k5 e+ 5 (10)
2 2

¢i = K

4.4 Runge-Kuttova metoda 4. radu

k1= f(yi,ti)
At At

by = f (yi+k1—t+ —

2= f (y + k1 5 + 5 >
At At

k3_f(yi+k227t+2> (11)

kai=f (yz + ksAt,t + At)
1
¢i = 6 (k1 + 2ko + 2k3 + ka)
e Jedna z nejcastéji pouzivanych metod.
e Vysoka rychlost a presnost pri relativni jednoduchosti.
o Existuji i Runge-Kuttovy metody vyssiho fadu p, avSak vyzaduji vypocet vice nez p dil¢ich

derivaci k;. Obecné plati, Ze metoda radu p < 4 vyzaduje p derivaci, metoda fadu 5 <p <7
vyzaduje p + 1 derivaci a metoda radu p = 8,9 vyraduje p + 2 derivaci.
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4.5 0Odvozeni metod

Metody se odvozuji na zakladé rozvoje do Taylorovy rady. Volné feceno plati, ze kolik ¢lentu
Taylorova rozvoje se vezme, takovy bude fad metody p.

e FEulerova metoda 1. 7ddu. Odvozeni je trividlni:

y(t+ At) =~ y(t) + v/ (t) A, (12)
N
fy,t)
takze
Yirr = Yi + f(yi, ti) At. (13)

o FEulerova metoda 2. rddu.

1
y(t+ At) = y(t) +y (AL + = y'(t) AP
2 L2

Y AN —y'(t)
~ At

S ylt) + F A+ S IFCyle+ AL o+ A8~ Sy, D]Ae

~y(t)+y (1) At
~y(t) + % [f(y,t) + fy(t) + f(y, t)At, t + At)] At, (14)
a odtud ]
Yirl =Yit g (i ts) + f(yi + f(yis ta) At tip1)] At, (15)
®i

coz je jen jinak napsané vztahy (9).

Druhé Eulerova metoda 2. fddu (10) se obdrzi stejnym zpusobem, jen pri aproximaci druhé
derivace se pouzije polovi¢ni krok:

Tt ALY — /(¢
PPRPNEA ke L) (16)
2

Uloha 4.1: Dokoncete odvozeni vztahii (10).

Analogicky se postupuje pri odvozeni metod vyssiho fadu. Jeho slozitost vSak nartsta exponen-
cidlné s fadem metody. U Eulerovy metody 2. fadu se navic ukézalo, ze lze odvodit nékolik stejné
dobrych vztahti. Tato volnost s fadem metody nartista.

Uloha 4.2: Naprogramujte Eulerovu metodu 1. a 2. 7ddu a Runge-Kuttovu metodu. Vyreste nume-
ricky diferencidlni relaxacni rovnici>3
dy
dt
s pocdtecnimi podminkami yo = 1 (analytickym tesenim je funkce e~t). Integracni krok At ponechte
jako volny parametr. Nakreslete grafy reseni y(t) pro rozdilné hodnoty integracnich kroki, napriklad
At =0.01 a At =0.1 pro cas t € (0;10).

—y (17)

Reseni 4.2: Jedno mozné reseni v souborech ode .py (integracni metoda), graphs.py (vykreslovani
grafi) a relaxation.py (hlavni soubor, ktery obsahuje definici modelu a vold vsechny vipocetni a
vykreslovaci funkce). Na reseni této ilohy je také ukdzin zdklad prace s vétvemi v sekci 3.1.5.

33Rovnice popisuje napiiklad Newtontiv zdkon chladnuti télesa, aktuilni mnozstvi prvku pfi radioaktivnim rozpadu
nebo ruzné populacni modely.
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4.5 Odvozeni metod

e ode.py: Modul napsany maximdlné obecné, aby ho bylo mozné pouZit na resent libovolné dife-
rencidlni rovnice, a také soustav diferencidalnich rovnic probiranygch v sekci 5.

euler_1: Integracni krok Eulerovy metody 1. rddu.

euler_2: Integracni krok Eulerovy metody 2. radu.

runge_kutta_4: Integracni krok Runge-Kuttovy metody 4. rddu.

ode_solve: Integruje diferencidlni rovnici danou pravou stranou pruniho parametru model
s pocdtecni podminkou predanou parametrem initial_condition. Integracni metodu lze
specifikovat parametrem integrator, coZ je vlastné funkce ¢(yi,t;) z rovnice (4). Délku
kroku uddvd parametr dt. Funkce vraci pole hodnot Teseni rovnice (soustavy rovnic) v
jednotlivijich casech a pole casii.

scipy_ode_solve: Integruje diferencidlni rovnici pomoci funkce odeint z knihovny sci-
py.integrate. Pozor, parametr dt zde meznaci integracni krok, nybrz casovy krok wvy-
sledného pole. Funkce odeint pouZivd sofistikovany resitel diferencidlnich rovnic s pro-
mennygm krokem. Pro podrobnosti muzete mrknout na dokumentaci k této funkci.

euler_1
101 — euler_1 101 —— dt=05
0.81 —— euler_2 0.81 —— dt=0.2
—_— — dt=0.1
0.6 runge_lkutta_4 ) 0.6 1 : A
> —— analytical_solution > —— analytical_solution
0.4+ 0.4+
0.2 4 0.2 1
00 L T T T T 00 L T T T T
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
0.000 -
0.001 ~0.025 4
—0.050 4
w —0.051
—0.075 4
—0.10 —0.100 -
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t t
euler_2 runge_kutta_4
101 — dt=05 101 — dt=05
0.81 —— dt=0.2 0.81 —— dt=0.2
0.6 1 =0l ) 0.6 =0l )
> —— analytical_solution - —— analytical_solution
0.41 0.41
0.24 0.2
0.0 1 T T T T T 0.0 1 T T T T
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
0.0003 4
0.020 4
0.015 4 0.0002 4
* 0.0101
0.0001 4
0.005 4
0.000{_ : : : - 0.00001_¢ ; : ; .
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Obrézek 1: Integrace relaxac¢ni diferencialni rovnice (17) riznymi metodami a s riznymi ¢asovymi kroky.

o graphs.py: Vykresluje grafy srovndvajici rizné metody nebo rizné kroky vypoctu.

— plot_solution_error: Vykresli graf reseni diferencidlni rovnice. Parametr analyti-

cal_solution je odkaz na presné reseni dané diferencidlni rovnice. Je-li zaddn, vykresli
se do grafu dva panely: jeden s hodnotami numerického reseni, druhy s rozdilem reseni
numerického a presného € (akumulovand diskretizacni chyba dle rovnice (6)).
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4.5 Odvozeni metod 4 OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE 1. RADU

— plot_compare_methods: Vykresli do jednoho obrdzku reseni zadané diferencidlni rovnice

vvvvv

prdce s panely, nez jak je uvedeno ve vzorovém souboru plot.py.

— plot_compare_steps: Vykresli do jednoho obrizku reSeni zadané diferencidlni rovnice s
ruznymi integracnimi kroky.

— plot_cummulative_errors: Resent lohy 4.5.

e relaxation.py: Soubor, ktery vyuzivd integracnich funkci z modulu ode.py a vykreslovacich
funkci z modulu graphs.py pro reseni diferencidlni rovnice pro relazaci.

— Vyresi diferencidlng rovnici riznymi metodamsi, reseni nakresli do jednoho grafu a porovnd
s teoretickou funkct.

— Vyresi diferencidlni rovnici s riznym casovym krokemm, reseni nakresli do jednoho grafu
a porovnd s teoretickou funkci.

— Nakresli graf k iloze /.3.

Prislusné grafy jsou zobrazeny na obrazku 1. Je vidét, Ze chyba opravdu klesd s rddem metody a
zZe ¢im je metoda vyssiho radu, tim rychleji chyba klesd se zmensujicim se krokem.

Uloha 4.3: Rozsirte kéd tak, aby pocital prumeérnou kumulovanou chybu

1 n—1

&= - 7 (yi — y(ta)? (18)

1=0

kde y(t) je analytické reseni diferencidlni rovnice. Nakreslete zdvislost E(At) pro At € (0.002;0.1)
a pro riuzné metody. JelikoZ ocekdavame mocninnou zdvislost dle (7), kde exponent je tim vétsi, ¢im
vétsi je rad metody, je vghodné graf E(At) kreslit v log-log méritku. V Pythonu pouZijete misto
plot(...) funkci loglog(...) z knihovny matplotlib.pyplot. OQuérte, Ze ziskané krivky jsou v
souladu s rady pouZitych metod.

10_3 | //
10—5 .
10—7 .
W)
10—9 .
10—11 .
—— euler_1 a=1.01
10-13 4 —— euler_2 a=2.02
—— runge_kutta_4 a=4.02
1072 1071
At

Obrazek 2: Zévislost primérné kumulované chyby (18) na délce kroku At vypoditand a vykreslend pomoci
funkce pro relaxacni diferencialni rovnici.
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4 OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE 1. RADU 4.5 Odvozeni metod

Reseni 4.3: Resend této ulohy vykresli funkce plot_cummulative_error z modulu graphs.py. Graf
je zobrazen na obrazku 2. Body log-log grafu byla proloZena primka pomoci funkce linedrni regrese
linregress z knihovny scipy.stats. Nafitovand smérnice « je uvedena v obrdzku.

Uloha 4.4: Pomoci naprogramovanych metod vyreste nelinedrni diferencidlni rovnici

d
d—i = sin (ty) (19)

s pocatecni podminkou yo = 1, to = 0 a vykreslete graf jejiho resent.

dy _ _:
%= sin(yt)

2.0

1.8

1.6

1.4 A1

1.2 4

1.0

0.8 1

0.6 1

0.4 4

Obréazek 3: Reseni diferencidln{ rovnice (19) s po¢dteéni podminkou y(0) = 1. Pouzitd metoda: Runge-Kutta,
casovy krok At = 0.02.

ReSeni 4.4: Reseni je v souboru sinyt.py. Graf vypocitané funkce je na obrizku 3.
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5 SOUSTAVY DIFERENCIALNICH ROVNIC 1. RADU

5 Soustavy diferencialnich rovnic 1. radu

Kazdou oby¢ejnou diferencidlni rovnici n-tého fadu linedrni v nejvyssi derivaci lze pfevést na sou-
stavu n obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu ve tvaru

Y- s, (20)

kde y = y(t) je vektor hledanych funkei a y(t9) = y, vektor poc¢ateéni podminky.

Priklad 5.1: Pohybovou rovnici
Ma = F(x), (21)

kde M je hmotnost pohybujiciho se télesa, x = x(t) jeho poloha a a = a(t) = d%z/dt? zrychleni
prevedeme na dvé diferencidlni rovnice pruniho rddu zavedenim rychlosti v = v(t) = da/dt:3*

d [z v
#(2) = (s5m): )

tj. vektor funkce pravych stran podle rovnice (20) je

f(y,t) = (Al/.fF(x)> (23)

N
kde Yy = (’U)

Priklad 5.2: Pohybovd rovnice pro harmonicky oscildtor (matematické kyvadlo s malou vijchylkou)
pri volbe jednotek M = Q =1, kde M je hmotnost kmitajici castice a € jeji rychlost, zni

A%z d [z v
a= 5 =-w — I <U> = <_x> (24)

Uloha 5.1: Prevedte na soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic pruniho radu rovnici tretiho
radu pro Hiemenziv tok
" ! /2
" +ax’ — 2 +1=0. (25)

Reseni 5.1: Hledand soustava diferencidlnich rovnic je

d T v

—_ = . 2

g o (26)
—xa+ve—1

Drtiva vétsina knihoven a algoritmu pro integraci obycCejnych diferencidlnich rovnic pocitd s
rovnicemi ve tvaru (20).

5.1 Symplektické algoritmy

Jedna se o specialni algoritmy navrzené pro feseni pohybovych differencidlnich rovnic. Od béz-
nych algoritmu je odliSuje to, Ze zachovavaji objem fédzového prostoru, a tedy i energii (zatimco u
obecnych algoritmu se energie s integra¢nim ¢asem méni a vétsinou roste).

V praxi se ze symplektickych algoritmi pouziva nejcastéji Verletuv algoritmus. Pro diferencialni
rovnici 2. fadu ve tvaru

MEZ = F(a), (27)

34Tato soustava rovnic odpovidéd Hamiltonovym pohybovym rovnicim, se kterymi se sezndmite v prednasce Teore-
tickd mechanika.
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5 SOUSTAVY DIFERENCIALNICH ROVNIC 1. RADU 5.1 Symplektické algoritmy

coz je pohybova rovnice pro jeden hmotny bod o hmotnosti M, na ktery pusobi ¢asové neproménna
sila F(x), ma Verletuv algoritmus tvar

1
Tiy1 = T + v; At + EaiAtQ,
1
Viel = Vit g (@iy1 + a;) At, (28)

kde a; = F(z;)/M je zrychleni ¢astice.

Verlettiv algoritmus se pouzivd nejcastéji v molekularni dynamice k simulaci pohybu velkého
mnozstvi vzajemné interagujicich ¢astic. Jedna se o velmi rychlou a efektivni metodu.

RA4d Verletova algoritmu je p = 2. Symplektické algoritmy s vy$§im fadem existuji, aviak v praxi
se nepouzivaji.

Uloha 5.2: Rozsirte kod naprogramovany v ukolu 4.2 tak, aby fungoval pro libovolne velkou soustavu
obycejnych diferencidlnich rovnic. VyuZijte k tomu funkce pro praci s radami z knihovny numpy
popsané v sekci 3.2.4. Vyreste diferencidlni rovnici harmonického oscildatoru

d%x

€T _ & 2
di? ! (29)

s pocatecnimi podminkami xg = 0, xy, = v9 = 1, to = 0 a porovnejte Teseni riznymi metodamsi s
analytickym resenim x(t) = sint. Jako casovy krok volte napriklad At = 0.1 a At = 0.01 a pocitejte
na casovém intervalu t € (0;30).

Reseni 5.2: Metody jsou naprogramovdny v souborech ode .py (integracni metoda), graphs.py (vy-
kreslovani grafi) a jsou podrobné diskutovdni v resent ilohy 4.2. Soubor ho.py obsahuje pravé strany
diferencialnich rovnic harmonického oscilatoru (funkce ho) a vold vsechny vipocetni a vykreslovaci
funkce. Navic obsahuje ndsledujici funkce:

e ho_solution: Presné reseni pohybové rovnice harmonického oscilatoru s pocdtecni podminkou
xo =0,2( = 1,t9 =0, jimzZ je funkce x(t) = sint.

e ho_energy: Pro vstupni polohu a rychlost (nebo pole poloh a rychlosti) vrati energii harmo-
nického oscildatoru.

Prislusné grafy jsou zobrazeny na obrdzku 4.

Uloha 5.3: Naprogramugjte Verletiv algoritmus (28). Ukazte, zZe zatimco pri pouZiti Eulerovy metody
nebo Runge-Kuttovy metody energie systému v pribéhu vipoctu roste, Verletiv algoritmus energii
zachovdvd. Energie bezrozmérného harmonického oscilatoru (29) je ddna vzorcem

E= % (TZ + /UQ> . (30)

ResSeni 5.3: Symplekticky Verletiv algoritmus je naprogramovdn v souboru symplectic.py. Toto
vzorové reseni bude fungovat jen pro jednu pohybovou rovnici, tj. pro jednu diferencdlni rovnici
puvodné druhého rddu prepsanou na dvé diferencidlni rovnice prvniho rddu, pricemz proni rovnice
musi bijt pro souradnici, druhd pro rychlost. Reseni lze samozrejmé rozsirit na vice pohybouvich
rovnic.

V souboru symplectic.py je i funkce plot_energy, kterd vykresli graf zdvislosti E(t). Energie je
zndzornéna v panelech na tretim radku na obrdazku 4. Harmonicky oscildtor je konzervativni systém
(zachovdvd energii), pozorovand rostouci energie je zpusobena nepresnosti integracnich metod. U
symplektickijch algoritmi energie slabé osciluje okolo stredni hodnoty, kterd vsak i pro velmi dlouhé
casy zustavd na presné hodnoté E = %
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44 1.0
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Obrazek 4: Integrace diferencidln{ rovnice harmonického oscilatoru (29) réiznymi metodami. Casovy krok je
At = 0.1. Levy sloupec: vsechny metody. Pravy sloupec: Bez eulerovy metody 1. fadu a véetné symplektickych
metod. 1. rddek: hodnoty y(t). 2. rddek: Akumulované diskretiza¢ni chyby dle (6). Pro Eulerovu metodu 1.
tadu je obalova kiivka divergence numerického od analytického feseni oc¢ividné exponencidlni v ¢ase. 3. rddek:
energie (30). Pro Eulerovy metody energie roste. Energie se méni{ i pro Runge-Kuttovu metodu (pro tento
systém energie s ¢asem klesd), avSak zména je fddové mens{ nez pro ostatni metody, a tudiz neni na grafech
pri daném meéritku svislé osy vidét. Naopak pro Verletuv algoritmus a pro ,predbihajici“ Eulerovu metodu
energie osciluje okolo pocatec¢ni energie F = %

Uloha 5.4: Fulerovu metodu 1. rddu lze pro soustavy dvou diferencidlnich rovnic 1. radu vylepsit
ndsledujici zameénou.:
Tip1 = o + v; At Tiy1 = T + ;A

— 31
Vi1 = v; — ;AL Vi1 = v — Tip1At (31)

(vypocitame x; 1 a tuto hodnotu pouZijeme namisto hodnoty x; pro vipocet rychlosti viy1). Napro-

gramugjte tuto metodu a pomoci vysledku ilohy 4.3 ukazte, Ze pro harmonicky oscilitor se jednd o
metodu 2. radu.

Reseni 5.4: , Viylepsené “ Eulerovy metody jsou naprogramovdny v souboru symplectic.py. Metoda
s predbihajici se souradnici je oznacena euler_1_modified_x, metoda s predbihajici rychlosti pak
euler_1_modified_v. Obé metody ddvaji velmi podobné vysledky, v grafech je proto uvedena jen
prong z nich.

Reseni diferencidlni rovnice harmonického oscidtoru je zndzornéno v pravém sloupci obrdzku 4.
Je videt, Ze so se presnosti tyce, vylepsend Eulerova metoda je srovnatelnd s Verletovou metodou.
Energie vsak osciluje trochu vic.

Rdd metody lze urcit na zdkladé obrdzku 5. Jak u Verletovy metody, tak u vylepsené Eulerovy
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10-11 4 —— runge_kutta_4 a=4.02
— verlet a=2.01
—— euler_1_modified_x a=2.01
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Obréazek 5: Zavislost primérné kumulované chyby (18) na délce kroku At vypocitanid a vykreslend pro
soustavu diferencialnich rovnic pro harmonicky oscidtor. Zobrazeny jsou i symplektické metody.

metody klesd primérnd kumulovand chyba s druhou mocninou délky casového kroku dt, jednd se tedy
o metody 2. rddu.

Uloha 5.5: Pohrajte si s resenim rovnice pro klesajici exponencidlu

& (32)
=
de?

s pocdtecnimi podminkami xo = 1, x(, = —1. Presvédcte se, Ze Verletova metoda a vylepsend Eulerova

metoda z predchoziho iukolu jsou nestabilni — pro tuto rovnici v relativneé kratkém case zacnou resent
exponencidlné divergovat.

Reseni 5.5: Resent rovnice (32) je v souboru exp.py. Soustava rovnic je analogickd k soustave har-
monického oscildtoru — lisi se pouze znaménkem. Systém popsany touto rovnici neni konzervativni
— nelze nadefinovat zachovdvajici se velicinu, kterd by méla vijznam energie.

Z obrazku 6 je vidét, zZe symplektické algoritmy jsou nestabilni, a tudiZ nejsou na tento typ dlohy
vhodné, coZ je pochopitelné, protoZe jsou navrieny pouze pro energii zachovdvajici systémy. Pricinu
nestability lze nahlédnout i z obecného Teseni rovnice (32),

y(t) = Ae' +Be ™, (33)

pricemz my specidlnimi pocdtecnimi podminkami vybirdme pouze exponencidlné klesajici reseni. Sym-
plektické algoritmy vsak v urcitou chvili ,,prekmitnou “ na exponencidlné rostouct resent, coz zpiusobi
pozorovanou divergovat.

Uloha 5.6: Vyreste nelinedrni soustavu tri diferencidlnich rovnic pro jednoduchy Lorenziv model
vedeni tepla v atmosfére

dx
oy,

1,

% =z(p—2) -y, (34)
% =zxy— [z
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Obréazek 6: Totéz jako v obrazku 4, avSak pro exponencidlné klesajici systém dany rovnici (32). Symplektické
algoritmy jsou nestabilni.

s hodnotami parametri o = 10, p = 28 a B = 8/3, pocdatecnimi podminkami (xo,yo,20) = (1,1,1) (na
pocdtecnich podminkdch zase tolik nezalezi), s krokem At = 0.01 a na casovém intervalu t € (0, 100).
Vykreslete graf z(x). Vyslednd krivka je slavny Lorenziv podivny atraktor ve tvaru motylich kridel,
krery zpopularizoval teorii klasického chaosu.

ResSeni 5.6: Reseni Lorenzova systému diferencidlnich rovnic je jednoduchou aplikact kédu napro-
gramovaného v tuloze 5.2 a lze ho nalézt v souboru lorenz.py. Prislusnou projekci trojrozmeérné
trajektorie do 2D roviny (x, z) lze nalézt na obrdzku 7.

Uloha 5.7: Vyreste numericky pohybovou rovnici pro pohyb tlumeného a buzeného kyvadla

d2e de 9

— +1n— +wsinf = Asinwt 35

a2 " Tat (35)
s pocdtecnimi podminkami 0y = 0, 0y = 1 a hodnotami parametri n=0.5w=1,A=1 na casovém
intervalu t € (0,500). Pro frekvenci buzeni volte tri rizné hodnoty wy = 0.2,0.4,0.8. Otestujte
stabilitu Tesent volbou dvou ruznych kroki, napr. At = 0.01, At = 0.005.

5.2 Shrnuti

o Resitelé obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic prevazné pracuji se soustavami diferencialnich rovnic
prvniho fadu. Na tento tvar neni obtizné diferencidlni rovnici vyssiho radu prevést.

o Nejcastéji se pouzivaji jednokrokové metody, jejichz hlavni vyhoda je v moznosti jednoduse
dle potteby ménit délku kroku (metody s adaptivnim krokem).

o Pfesnost feseni zavisi na fadu metody p a na délce integra¢niho kroku At. Cim je f4d metody
vyssi, tim rychleji klesd chyba se zmensujicicm se krokem. V praxi, pokud nechcete svérit svij
probém cerné skrince ve formé néjaké hotové knihovny, se velmi casto pouzivd Runge-Kuttova
metoda 4. fadu, ktera je jednoducha na implementaci, je stabilni a rychla.
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Lorenz attractor
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Obréazek 7: Lorenziv systém (34) integrovany pomoci Runge-Kuttovy metody 4. ¥fddu na éasovém intervalu
t € (0;100) s krokem At = 0.01.

o Symplektické metody, z nichz nejbéznéjsi je Verletova metoda, jsou vyhodné k modelovani
fyzikalnich systémut zachovavajicich energii. Pro nekonzervativni systémy nejsou vhodné.

A hlavné, nyni jiz umite jen pomoci s¢itdni a nasobeni vypocitat a nakreslit prubéh goniometrické
funkce sinus.
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6 NAHODNA PROCHAZKA

6 Nahodna prochazka

Néhodnéa prochazka je jeden ze zdkladnich prostredki, jak simulovat velké mnozstvi nejen fyzi-
kélnich procesu (napiiklad pohyb Brownovské ¢éstice, fluktuace akciového trhu, cestu opilce z hos-
pody atd.). V dalsich cvi¢enich si ukazeme, jak se pomoci ndhodné prochézky da jednoduse hledat
minimum funkei (a to i funkei vice proménnych).

Algoritmus pro ndhodnou prochazku je nésledujici: v kazdém ¢asovém kroku udélame krok v d-
rozmérném prostoru y; — ¥y, takovym zpisobem, aby pravdépodobnost pohybu do vSech smért
byla stejna. Délka kroku s se voli bud ndhodnd, nebo konstantni.

K simulovani ndahodnych procesi slouzi algoritmy generujici pseudonahodna ¢isla, coz jsou ¢isla,
ktera maji statistické vlastnosti blizké vlastnostem skutecnych ndhodnych c¢isel, avsak jsou pocitana
jednoduchymi deterministickymi algoritmy. Nahodné c¢isla se generuji od pocateéni tzv. ndsady
(seed), kterou lze explicitné zadat, a tim posloupnost ndhodnych éisel presné zreprodukovat (diky
tomu, Ze generujici algoritmy jsou deterministické). Pokud nésada neni explicitné zadédna, knihovny
pro generovani pseudondhodnych ¢isel vétsinou voli systémovy cas, takze pti kazdém spusténi pro-
gramu dostavame posloupnost odlisnou.

Zakladni funkce a postupy pro generovani ndhodnych ¢isel v Pythonu jsou uvedeny v sekci 3.2.6.

Uloha 6.1: Naprogramujte ndhodnou prochdzku ve 2D roviné. Délku kroku volte konstantni s = 1,
smer volte ndahodné. Zacnéte z bodu (x,y) = (0,0) a prochdzku ukoncete poté, co opustite oblast
tvaru ctverce o hrané délky 2a. Uchovdvejte celou prochdzku v poli ¢i seznamu. Nakonec trajektorii
vykreslete do grafu.

Reseni 6.1: Reseni je naprogramovdno v souboru 2d.py.

o random_direction_2d wrdti ndhodny smér ve 2D roviné [generuje ndhodny tdhel ¢, smeér je
dan jednotkovym vektorem se slozkami (cos ¢,sin ¢)].

e random_walk_2d vykresli do grafu ndhodnou prochdzku s num_steps kroky omezenou ve ctverci
rozméru 2xbox_sizex2xbox_size a ndhodnou prochdzku vrdti.

e random_walk_2d_interactive generuje ndhodnou prochdzku a vykresluje ji do grafu krok po
kroku. Musi byt zapnuty interaktivni mod vykreslovdni plt.ion() a v prostredi Spyder vypnuto
pouZiti inline grafi prikazem %matplotlib auto v konzoli REPL. Tato funkce implementuje
1 cyklické okrajové podminky.

Vzorovy kod je napsdn takoviym zpiusobem, aby mohl byt primocate rozsirten pro vicerozmérnou nd-
hodnou prochdzku.

Uloha 6.2: Upravte nahodnou prochdzku tak, aby pocitala s cyklickymi okrajovimsi podminkamsi. To
znamend, Ze pokud opustite oblast ctverce jednou jeho stranou, objevite se na strané protilehlé (jako
kdybyste okraje ctverce zavinuli a slepili). Vijpocet ukoncete poté, co udéldite n krokii.

Reseni 6.2: Cyklické okrajové podminky jsou naprogramovdny ve funkci random_walk_2d_inter-
active v souboru 2d.py. Stejné je lze naprogramovat i do funkce random_walk_2d, vysledny graf
vsak nebude vypadat prilis hezky.

Uloha 6.3: Zamyslete se nad tim, jak byste realizovali néhodnou prochdzku s konstantni délkou
kroku vd > 2 rozmérech, a zkuste své reseni naprogramovat. Zasadni je dodrzet poZadavek, aby pohyb
do jakéhokoliv sméru nastdval se stejnou pravdépodobnosti (esence tlohy tedy spocivda v generovdni
ndhodného sméru v d-rozmérném prostoru,).

Reseni 6.3: Zatimco pro smer ve 2D roviné staci ndhodé generovat jeden thel (predchozi iloha),
vicerozmérné ulohy jsou komplikovanéjsi. Primé rozsirend 2D pripadu do 3D (¢i do vyssich dimenzi)
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za generovdni vice uhli a pouZiti (hyper-)sférickych souradnic k cili nevede — takto otrocky genero-
vané smery uprednostriuji okoli poli pred rovnikem (rozmyslete). K uspésnému generovani nahodného
kroku je mutné vyuzit jeden z masledujicich algoritmai:

1. Hyperkoule vepsand v hyperkrychli.

(a) Nagenerujeme bod v hyperkrychli o hrané délky 2, tj. generujeme vektor v s d slozkami,
pricemz kazdd slozka je ndhodné ¢islo z rovnomeérného rozdéleni (—1,1).

(b) Zkontrolujeme, zda bod lezi wvnitr vepsané jednotkové koule napriklad tak, Ze spocitame
jeho normu v = |v| a porovndme, zda n < 1.

(¢) Pokud ne, opakujeme postup od zacdtku. Pokud ano, nagenerovany bod promitneme na jed-
notkovou kouli (jinymi slovy vektor v nanormujeme) a ziskany jednotkovy vektor © = v /v
uddvd hledany smer.

Tato metoda je nesmirné neefektivni, pokud je dimenze d wvysokd, ponévadzZ v tom pripadeé
véetsina nagenerovanych bodu lezi vné vepsané hyperkoule a je zahozena. Pomér celkového poctu
nagenerovanych bodu ku dspésnym zasahium wvnitrku hyperkoule lze snadno spocitat. Objem
hyperkrychle o hrane délky 2 je

Vd(krychle) _ 2d7 (36)

objem vepsané hyperkoule o poloméru 1 je

Vd(koule) _ Q ’ (37)
r(4+1)
kde T je Eulerova gama funkce.?® Vzdjemny pomér
Vd(krychle) ( 9 >d (d
=Yl _(2\'p +1) (39)
Vd(koule) ﬁ 2

uddvd, kolik bodi musime prumérné nagenerovat, abychom se trefili do hyperkoule (reciprokd
hodnota 1/n4 urcuje pravdépodobnost, Ze se do hyperkoule trefime). Zatimco pro d = 3 je ng ~
1.91, pro d = 10 jiz nig =~ 401, tj. pro nalezent jednoho ndhodného sméru v desetirozmeérném
prostoru musime nagenerovat v prumeru pres 4000 nahodnych cisel. Z posledniho vztahu je
videét, Ze s rostouct dimenzi roste 1q exponencidlné.

Z tohoto vypoctu také vypljvd, Ze pokud bychom nezahazovali body leZici mimo hyperkouli, pak
bychom ve visledné prochdzce vyrazné uprednostnovali pohyb podél diagondl, a to tim vice, ¢im
vyssi je dimenzionalita prochdzky (u d = 10 bychom podél diagondl vyrazili s vice nez 99%
pravdépodobnosti).

2. Ndhodny Gaussovsky vektor.

(a) Nagenerujeme vektor m s d slozkami, pricemz kazdd slozka je ¢islo z normdlniho Gaus-
sovského rozdéleni N (0,1).
(b) Vektor nanormujeme a ziskame hledany ndhodny smér i = n/n.
Tato metoda je mnohem primocarejsi nez predchozi, predpokladem je jen mit k dispozici gene-
rator cisel vybranych z normdlniho rozdelend.

Diikaz, Ze tato metoda ddvd opravdu ndhodng smér v d dimenzich, a dalsi informace o metodé
se naléza v élancich [2, I].

35Gama funkce je rozsifeni faktoridlu pro necelociselé (obecné pro komplexni) hodnoty. Pro n € N plati

I'(n) = (n— 1) (38)
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3. Specialni pripad d = 3 (ndhodny let).

(a) Generujeme dvé ndhodnd cisla &1 2 z rovnomeérného rozdéleni na intervalu (0;1).

(b) Sférické uhly jednotkového sméru jsou pak

¢ = 27T£1,
= arccos (1 — 2&), (40)

takze hledany jednotkovy vektor it do ndahodného sméru md komponenty

Ny =sinfcosgp =1/1—(1— 2{2)2 cos 2m&y,

Ny = sinfsin ¢ = msin 27&y, (41)

iy =cosf =1 — 2&.

Ve vice rozmérech je tento pristup prakticky nerealizovatelny (vede na problém inverznich
funkci k funkcim dangm tadou goniometrickijch funkci).

Ndhodnd prochdzka v d-rozmérném prostoru je naprogramovdna v souboru nd.py. Funkce ran-
dom_direction generuje smer pomoci 1. metody, funkce random_direction_gaussian pomoci 2.
metody. Spocitejte si ndhodnou prochdzku pro d = 10 obéma metodami. Uvidite, Ze i pro takto
relativné ,malou” dimenzi je rozdil ve vypocetnich casech je dramaticksy.
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7 Hledani minima funkce

Nahodnou prochazku lze tspésné pouzit k hledani minima funkce obecné vice proménnych.
Predstavte si funkci dvou proménnych jako zvinénou ,krajinu“ v noci. Potfebujete se vratit k chaté,
kterd se nachazi pod vami hluboko v ikoli. Je tma a nevidite jakym smérem se vydat. Zkusite tedy
udélat nahodny krok a pokud povede doli, vykrocite. Pokud by vsak krok vedl nahoru, zistanete
na misté a zkusite novy smér.

Jednoducha nahodna prochazka funguje dobre pro funkce s jednim minimem. V obecném pripadé
ale muze mit funkce vice lokalnich minim a pravé uvedeny algoritmus skonc¢i ndhodné v jednom
z nich, ze kterého se jiz nedokaze dostat ven. Pritom rozhodné nemusi jit o minimum nejhlubsi
(globalni).

Hledani globalniho minima funkce mnoha proménnych je obecné velmi komplexni problém. Dva
nejjednodussi postupy, kterymi muzeme vylepsit stavajici metodu pomoci nahodné prochazky, jsou
nasledujici:

e Provedeme nékolik ndhodnych prochéazek, které obecné dojdou do riznych lokalnich minim.
Nésledné porovname konecné funkéni hodnoty a vybereme to minimum, které ma hodnotu

vV,

e Provedeme jednu ndhodnou prochazku doplnénou o Metropolisiv algoritmus.

7.1 Metropolisiv algoritmus

Metropolisiiv algoritmus rozsifuje ndhodnou prochézku o konec¢nou teplotu. Je inspirovan ter-
modynamickym Boltzmannovych rozdélenim energie: mame tepelnou energii, diky které mtizeme
pfi ndhodné prochézce s urcitou pravdépodobnosti udélat krok i ,,do kopce“, avsak ¢im je kopec
strméjsi, tim bude pravdépodobnost takovéhoto kroku mensi.

Predpoklddejme, ze jsme na vrstevnici s funkéni hodnotou f a nova funkéni hodnota po provedeni
kroku nadhodné prochazky by byla fuovs > f. PFi minimalizaci pomoci obycejné ndhodné prochazky
bychom tento krok neprovedli. V Metropolisové algoritmu krok provedeme s pravdépodobnosti

f—Fnova

p=e T | (42)

kde T je parametr, ktery ma roli ,teploty“: pokud T = 0, zddny tepelny pohyb neexistuje, krok
do kopce nikdy neprovedeme a vracime se tak k obycejné minimalizaci. Pokud T" — oo, udélame
krok do kopce s pravdépodobnosti p = 1, coz znamend, zZe tepelny pohyb zcela prevlada, my se
pohybujeme zcela ndhodné a potenciadl pod sebou viibec necitime.

V praxi je nejvétsi umeéni zvolit spravnou hodnotu teploty. Pokud zvolime teplotu nizkou, skon-
¢ime v lokdlnim minimu a uz se z néj nedostaneme, pokud naopak prilis vysokou, budeme chaoticky
prochéazet krajinou nasi funkce a zadné minimum nenajdeme. Dobra volba je zacit spis s vyssi tep-
lotou a teplotu postupné snizovat. Jakmile se ocitneme zasekli v néjakém minimu, muzeme teplotu
zase trochu zvysit a tim vyzkouset, zda se nepresuneme do néjakého minima hlubsiho.

7.2 Minimalizace pomoci knihovny SciPy

Python obsahuje funkci pro hledani minima minimize v knihovné scipy.optimize.

Uloha 7.1: Rozsirte sv;j program z minulého cviceni pro ndhodnou prochdzku tak, aby hledal mini-
mum funkce dvou proménngch f(x,y). Otestujte svij program pro kvadratickou funkci

f(z,y) =z + 4 (43)

a pro Rosenbrockovu funkci
2 2\? "
g(z,y) =(a—x)*+b (y —x ) (44)
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vypadajici jako wvelmi pozvolna klesajici hluboké udoli ve tvaru paraboly. Tato funkce se pouZivd
k testovdand rychlosti a efektivity minimalizacnich algoritmi. Jeji minimum se nachdzi v bodé (a, a2)
a hodnoty parametri nejcastéeji se voli a = 1,b = 100.

Implementujte vhodnym zpiusobem ukonceni ndhodné prochdzky, tj. okamzik, kdy jste jiz dorazili
do minima funkce.

Reseni 7.1: Vzorovy kod naleznete v souboru minimize.py a vychdzi z nahodné vicerozmerné pro-
chdzky z modulu nd.py (z tohoto modulu kéd vyuzivd funkci random_direction_gaussian). K mi-
nimalizaci jsou v kédu dve rizné metody:

e minimize: Hledd minimum funkce function z pocatecniho bodu daného parametrem initial_-
condition. Pokud tento parametr neni specifikovdan, zvoli se pocatecni bod ndahodné z dimen-
sion-rozmeérné hyperkrychle se stredem v pocditku a délkou hrany 2xinitial_condition_box.
Vipocet je ukoncen, pokud se kodu max_failed_steps-krdt po sobé nepodari udélat uspésny
krok (krok smérem k mensi funkéni hodnoté). Kazdy ndhodny krok md konstantni délku danou
parametrem step_size.

e minimize_adaptive: Predchozi metoda hleddini minima md chybu Ax; ~ step_size. Pro
zmenseni chyby je v ni nutné zmensit délku kroku ndhodné prochdzky. Pokud tak ucinime, vy-
pocetni cas T se vyrazné prodlouzi (desetkrdt za kazdy rad zpresnéni vysledku, tj. T o 1/step_-
size). Mnohem vhodnéjsi je zacit s velkym krokem a krok zmensovat postupné. Tak postu-
puje tato funkce: zacne s krokem initial_step_size a pokaZdé, kdyz se ji nepodari max_-
failed_steps-krdt provést uspesny krok, zmensi délku kroku ma polovinu. Vypocet probihd
do chvile, dokud je délka kroku vétsi neZ final_step_size. Konecénd chyba je tedy Ax; ~
final_step_size a doba vypoctu roste pouze logaritmicky se zmensovdanim této chyby, tj.
T x 1/log final_step_size.

0bé funkce vraceji radu s celou ndhodnou prochdzkou. Nalezené minimum je tedy v poslednim bodé
této rady.

Minimalizace konkrétnich funkci f(x,y) a g(x,y) ze zaddni dlohy je provedena v souboru min_-
functions.py.

Uloha 7.2: Ndhodnou prochdzku zakreslete jako édru do grafu spolecné s konturovym grafem poten-
cialu. Ndvod na nakreslent konturového grafu v Pythonu pomoct funkce matplotlib.pyplot.contourf

naleznete v souboru contourf.py.

ResSeni 7.2: Vzorovy kéd je v souboru min_functions.py a wvyufivd jako modul minimize.py.
Obsahuje nasledujici funkce:

o show_graph: Vykresli konturovy graf funkce function a do néj zakresli krivky (ndhodné pro-
chdzky) z parametru paths. Pokud tento parametr neni specifikovdn, vykresli pouze konturovy
graf s funkci. Meze funkce pro vykresleni jsou dany parametrem box_size.

e multiple_paths: Vypocitd celkem num_paths ndhodné vybrangch jednoduchych minimalizac-
nich prochdzek a vykresli je v grafu spolecné s konturovym grafem minimalizované funkce.
Parametrem method lze urcit minimalizaci s pevnygm krokem nebo s adaptivnim krokem.

e multiple_paths:

Visledky pro funkce f a g ze zaddni jsou zobrazeny na obrdzku 8.

Uloha 7.3: Pouzijte kod pro vicerozmeérnou nahodnou prochdzku a najdéte pomoci ného minimum
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Obrazek 8: Minimalizace kvadratické funkce (43) a Rosenbrockovy funkce (44) pomoci ndhodné prochazky
a deseti trajektorii ndhodné vybranych ze ¢tverce initial_box_size = 2. I. rddek: Minimalizace meto-
dou minimize s délkou kroku step_size = 0.01 a kritériem ukonceni max_failed_steps = 100. Chyba
urceni minima je Az,y =~ 0.01. V pripadé Rosenbrockova minima je chyba velka: Rosenbrockovo ,udoli“ je
velmi pozvolné podél a strmé napric, coz zpusobuje, ze trajektorie konéi v Sirokém okoli skuteéného minima
(Zmins Ymin) = (1,1). Pocet krokti, nez je vypocet ukoncen, je zde =~ 1000. 2. rddek: Minimalizace vylepse-
nym algoritmem s postupné se zmensujici krokem. Na pocatku je krok velky, initial_step_size = 0.1, ale
postupné se zmesuje az k final_step_size = 1075. To stac¢i i pro piesné nalezeni minima Rosenbrockovy
funkce. Pocet nutnych kroku zde je ~ 3000.

funkce ctyr proménnych

h(s,t,u,v) = Z}l (52 + 1% +u? + v2>
— % KSQ + t2> (2 — s =t —u? ’U2> + (su — tv)ﬂ (45)
+§\/2—52—t2—u2—02.

Reseni 7.3: Voldni funkce minimize .minimize_adaptive(h, dimension=4) wvypocitd minimum v
bodée

Smin ~ —0.913
trmin = Umin = Umin ~ 0.000 (46)

hmz‘n = h(smim tmim Umin, Umz‘n) ~ —0.771.
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V pripadé minimalizace této funkce je nutné osetrit odmocninu, pod kterou se muzZe béhem ndhodné
prochazky objevit zdporné cislo, coZ zpisobi konec vipoctu s chybou. V kddu je to vyreseno tak, Ze v
pripadé kroku do této ,nedovolené oblasti“ vrdti funkce h hodnotu oo (v Pythonu float("inf") ),
kterd je vetsi nez vsechna moznd jind cisla, a tim tento krok zakdzZe. DileZitd podminka vsak je, Ze
pocdatecni bod nahodné prochdzky musi lezet v definicnim oboru funkce h.

Uloha 7.4: Naprogramujte Metropolisiv algoritmus a odladte ho na pripadu funkce
r(z,y) = ot — 222 + x + o> (47)
Tato funkce ma dvé lokalni minima (jednd se o vzorovou funkci ze souboru contourf.py).

Reseni 7.4: Pro ukdzku, Ze standardni minimalizace pomoci ndhodné prochdzky vede ndhodné
do ruznych lokdlnich minim, slouzi obrazek 9(a).

(a) multiple_paths(r, (b) multiple_paths(r,
method=minimize.minimize) method=metropolis.minimize)

(c) multiple_paths(r,
method=metropolis.minimize_adaptive)

Obrazek 9: Porovnéni riznych metod minimalizace dvoujdmové funkce (47). (a) Minimalizace obycejnou
nadhodnou prochazkou, ktera dokonverguje do ndhodného lokdlniho minima. Nasledné je mozné vybrat to
minimum, které je hlubsi. (b) Metropolisiv algoritmus s konstantni teplotou 7' = 1. Kvuli vysoké teploté
drdha vyrazné fluktuuje, avSak postupné dokonverguje k okoli hlubsiho globdlniho minima. (¢) Metropolistuv
algoritmus s postupné se zmensujicim krokem a teplotou. Zde do globalnitho minima postupné zkonverguji
vSechny trajektorie. Pocet pouzitych kroka je 2000.

Metropolisuv algoritmus je naprogramovdn v soubory metropolis.py.
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7 HLEDANI MINIMA FUNKCE 7.3 Shrnuti

e minimize: Minimalizuje funkci function se zadanou teplotou temperature a s fixni dél-
kou kroku step_size. Vgpocet je ukoncen presné po max_steps krocich. Kritérium ukoncent
vipoctu z metody bez teploty zde nebude fungovat, jelikoZ konecnd teplota zpisobuje neustaly
Ltepelny pohyb “, nikdy tedy nedojde k uplnému zastavent, ani pokud dosdihneme minima funkce.

Viysledek je zobrazen na obrdzku 9(b). Je vidét, Ze oproti pripadu bez teploty se dostaneme cas-
téji k okoli globdlniho minima, avsak dusledkem celkem vysoké teploty nalezend poloha vijrazné
fluktuuje. Navic, a to zde meni zobrazeno, vysledek velmi silné zdvisi na kombinaci teploty a

délky kroku.

e minimize_adaptive: Vylepseni spocivajici v postupném zmensovani teploty a zdroven kroku.
Vijpocet zacne s krokem initial_step_size a teplotou initial_temperature a po kaZdjch
num_steps_change krocich déku kroku i teplotu vydéli dvéma. Vipocet je ukoncen po dosa-
zeni délky kroku final_step_size. Priklad realizovanych prochdazek pro funkci (47) je na
obrdzku 9(c).

Uloha 7.5: Prostudujte dokumentaci k funkci minimize a vytvorte kod, ktery tuto funkci vyuzije
k najiti minima vsech doposud studovanych funkci dvou a vice promeénnych. Pokud programujete v
jiném programovacim jazyku, naleznéte odpovidajici minimalizacni funkci ¢i knihovnu a pouZijte 7ji.

ResSeni 7.5: Knihovni funkci voldme prikazem minimize(f, initialCondition), kde parametr
initialCondition je n-tice uddvajici pocatecni bod, ze kterého minimalizacni procedura vystartuje.

V pripadé funkce s vice lokdlnimi minimy tato knihovni funkce nenajde nutné minimum globdlni.
Pokrocild varianta Metropolisova algoritmu je v knihovné scipy.optimize naprogramovdna pod
ndzvem basinhopping.

7.3 Shrnuti

o Jeden z nejjednodussich algoritmi na hleddni minima (maxima) funkce je pomoci ndhodné
prochazky. K jeji implementaci sta¢i mit generator nahodnych cisel.

« Uspéch algoritmi zalozenych na ndhodné prochézce je podminén tim, ze kazdy krok prochazky
musi vést do libovolného sméru se stejnou pravdépodobnosti. Pii prochézce v roviné toho lze
docilit ndhodnym generovanim tihlu. Ve vicerozmérné prochazce je nejvyhodnéjsi pouzit algo-
ritmus zaloZeny na Gaussovském nahodném vektoru (za predpokladu, Ze umime generovat ¢éisla
z Gaussovského rozdéleni; jeden jednoduchy takovy generator bude obsahem dalsich cviceni).

e Obecnd funkce muze mit vice lokdlnich minim, pficemz ndhodnd prochdzka nés zavede do
jednoho z nich, které nemusi byt nejhlubsi (globalni). K nalezeni globalniho minima lze vyu-
zit Metropolistv algoritmus, ktery k ndhodné prochézce prida tepelny pohyb, a tim umozni
,VyskocCit“ z mélkého lokalniho minima.

Metropolisiv algoritmus se vyuziva i pro jiné termodynamické tlohy, naptiklad k modelo-
vani spinovych systému pii konecné teploté, ¢imz lze studovat fazovy prechod feromagnet <>
paramagnet.
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8 HISTOGRAM

8 Histogram

V tomto cvicéeni budeme pokracovat s ndhodnymi cisly, se kterymi jiz pracovali pfi progra-
movani ndhodné prochézky v 6. sekci. Zde se podivame hloubéji na jejich vlastnosti, nauc¢ime se
zobrazit hustotu pravdépodobnosti jejich rozdéleni (histogram), vytvorime trividlni generator ¢isel
z Gaussovského normaéalniho rozdéleni a generator ¢isel z libovolného rozdéleni zadaného hustotou
pravdépodobnosti nebo distribuc¢ni funkeci.

Histogram je jeden z klicovych objektii v mnoha oblastech fyziky, kde se pracuje s ndhodnymi
velicinami. To je vpodstaté celd kvantovd mechanika, a tudiz obory jako je atomova, jaderna, ¢i
subjadernd fyzika. S ndhodnymi veli¢inami se setkate samozrejmeé také v klasické statistické fyzice,
ale také naptiklad v meteorologii ¢i dalsich oborech. Stoji proto za to se s histogramem sezndmit
podrobné.

8.1 Zakladni definice a tvrzeni z teorie pravdépodobnosti

V nasledujicim textu budeme znacit X spojitou ndhodnou veli¢inu®® s hodnotami v intervalu
x € (a,b).3" Diilezité pojmy a vztahy pro nas budou:

o Hustota pravdépodobnosti p(z): Pravdépodobnost, ze ndhodnd veli¢ina X bude nabyvat
hodnoty z intervalu (z1,x2) C (a,b), je
2
Priz; < X <] = / p(x)dz. (48)

1

Hustota pravdépodobnosti je normalizovand na defini¢cnim oboru,

/ab plx)dr =1 (49)

(pravdépodobnost, ze bude ndhodné veli¢ina nabyvat libovolné ze svych povolenych hodnot,
je 1 = jisty jev). Hustotu pravdépodobnosti 1ze vzdy rozsifit na celou mnozinu R, pokud
dodefinujeme p(z) =0 pro x < a a x > b.

o Distribuéni funkce (kumulovana hustota pravdépodobnosti) F(z): Neklesajici spojita
funkce s oborem hodnot (0, 1) dana integralem hustoty pravdépodobnosti®®

Flz) = / p()da. (51)
Plati tedy diky normalizaci (49)

F(a) =0,
F(b) = 1.

36V teorii pravdépodobnosti se ndhodné veli¢iny zna¢f obvykle velkym pismenem.

3"N4hodné veli¢ina X je ve skutecnosti velmi abstraktni objekt. Obecné se definuje na méfitelném prostoru (X, A, u),
kde X je mnozina moznych hodnot ndhodné veli¢iny X, A je o-algebra nad mnozinou X (neprazdny systém mnozin
uzavieny na spocetné sjednoceni a obsahujici prdzdnou mnozinu a mnozinu X) a p je mira mnoziny M C X (nezdpornd
o-aditivni mnozinova funkce nulovd pro prdzdnou mnozinu a jednotkovd pro celou mnozinu X'). Tato definice v sobé
zahrnuje jak ndhodné veli¢iny s diskrétnimi moznymi hodnotami (jako je napiiklad hod kostkou), tak ndhodné velic¢iny
se spojitymi moznymi hodnotami, kterym se vénujeme v této sekci.

38Nebo obricené, hustota pravdépodobnosti je derivace distribuéni funkce,

_dF

plz) = - (50)
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8 HISTOGRAM 8.1 Zakladni definice a tvrzeni z teorie pravdépodobnosti

Rozsirime-li obor hodnot ndhodné veli¢iny na vsSechna redlna c¢isla stejnym zpusobem, jako
jsme naznacili u hustoty pravdépodobnosti, plati navic

F(zr<a)=0,
F(z>0b)=1.
Pravdépodobnost, ze ndhodnd velicina X bude nabyvat hodnoty z intervalu (z1,xs), je pak
jednoduse
Priz; < X <ux9] = F(x2) — F(z1). (52)
e Stfedni hodnota:*" -
E [X] :/ zp(x)de. (53)
—o0
e Rozptyl:
9 00 ) 2
0% =E {Xﬂ — E[X] :/ 22 p(x)da — [/ xp(x)d:c] . (54)
—0o0 oo
e Vybérova stfedni hodnota: Pokud mame soubor n hodnot ndhodné veli¢iny X, které ozna-
¢ime {x1,x9,...,2,} (vybér), pak vybérova stfedni hodnota je ddna aritmetickym prumeérem,
12
X =- . 55

Cim mohutnéjsi mame vybér, tim lépe vybérova stfedni hodnota aproximuje stiedni hodnotu,
X 2 B [X]. (56)

o Histogram: Graf (obvykle sloupcovy), ktery aproximuje distribu¢ni funkeci ndhodné velic¢iny
X na zékladé hodnot vybéru V = {z;,j = 1,...,n}. Graf se skladd z N < n intervalt
(sloupcur) obvykle konstantni $itky pokryvajici obor hodnot ndhodné veli¢iny (a,b), pficemz
vyska sloupce na konkrétnim intervalu je rovna poctu hodnot z vybéru V, které do inter-

valu padnou. Pokud histogram spravné nanormujeme, ziskdme (ponékud zubatou) aproximaci
distribu¢ni funkce.

e Nezavislé ndhodné veliciny: Dvé nihodné veliciny X a Y jsou nezéavislé, pokud jedna
neovliviuje druhou. Sdruzené hustota pravdépodobnosti nezavislych ndhodnych veli¢in je dana
soucinem dil¢ich hustot pravdépodobnosti,

pxy(z,y) = p(z)p(y). (57)

Naptiklad vék a vyska ndhodné vybrané osoby nejsou nezavislé veli¢iny (pro déti bude rozdéleni
jejich vysek jiné nez pro dospélé), zatimco vék osoby a jeji krevni skupina nezavislé veliciny
jsou.

¢ Soucet dvou nahodnych veli¢in: Pokud médme ndhodnou veli¢inu X s hustotou pravdé-
podobnosti px(x) a ndhodnou veli¢inu Y s hustotou pravdépodobnosti py (y), pfi¢emz obé
nahodné veli¢iny jsou nezavislé, pak ndhodna veli¢ina

Z=X+Y (58)
bude mit hustotu pravdépodobnosti pz danou konvoluci hustot px a py,
o0
p22) = [ px(©pv(z - ©)d (59)
—o0
Stfedni hodnota a rozptyl ndhodné velicny Z jsou dény souctem

E[Z] = E[X]+E[Y],

02 = 0% + 0% (60)

39Expectation value
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8.2 Priklady nahodnych veli¢in 8 HISTOGRAM

e Centralni limitni véta: Je-li ndhodna velicina Y dand souctem m vzajemné nezavislych
nahodnych velicin XM, X@ . XM ge shodnym rozdélenim s hustotou pravdépodobnosti
p(x) = pxu)(x), jehoz stfedni hodnota je u = E {X(j)} <ooao?= Ug((j) <oo,j=1,...,m,
pak

Y ~ N(mp, mo?), (61)
kde N(p,0?) je Gausovské normalni rozdéleni se stiedni hodnotu g a rozptylem o?. Zcela
ekvivalentné lze zavést ndhodnou veli¢inu U jako preskdlovanou veli¢inu Y a psat

Y —mp nseo

— N(0,1). (62)

Hustota pravdépodobnosti normélniho rozdéleni je ddna vzorcem (66).

U=

8.2 Priklady ndhodnych veli¢in

+ Rovnomérné rozdéleni R(a,b) na intervalu (a,b):

pr(z) = —_— konst. (63)
a+b

E[R] = 5 (64)

(b—a)?
0% = TR (65)

« Gaussovo normalni rozdéleni N (u,0?):
1 _(==w)?

PN (1‘) \/W e 22 (66)
E[N] = (67)
o3 = o (68)

e Poissonovo rozdéleni: Diskrétni rozdéleni udédvajici pocet nezavislych jeva k v zadaném
intervalu (napriklad pocet lidi, které potkate na mosté cestou z HoleSovic do Troji, pocet
kapek, které vam za néjakou ¢asovou jednotku spadne na hlavu, pocet rozpadi radioaktivniho
prvku ve vzorku za jednotku ¢asu atd.). Rozdéleni pravdépodobnosti je

k
P, = % e, (69)
E[P] =\, (70)
0% =\, (71)

pricemz parametr \ udava zaroven stredni hodnotu a zaroven rozptyl rozdéleni.

Uloha 8.1: Dokaste vztahy (64)-(65) a (70)(65).

ReSeni 8.1: K dokdzdni (64)—(65) vyjdeme z definicnich vztahii pro stiedni hodnotu a rozptyl (53)—
(54):

b 1 [22] 1 »¥»—a®> a+b
E — = — = — 2
] /ab—adx b—a[Q]a b—a 2 9 (72)
b g2 2 3 3 2
2 x a+b> 1 v—a® (a+0)
= dx — = _
on a b—a ! ( 2 b—a 3 4
A tab+ b a®+2ab+ 0 a®—2ab+b (b a)’ (73)
B 3 4 - 12 T 12
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8 HISTOGRAM 8.3 Vybér z neznamého rozdéleni

Poissonovo rozdélent je diskrétni, je tudiz nutné pouzit diskrétni analogii vztahi (53)—(54) (na-
hrazeni integrdli sumami):

> X \k substituce 0\
EP|=) kP=) ——et=|7" =N =\ (74)
—~ = (k—1)! l=k—1| &= 1
op = ikQP — A\ = iﬂ e
P= R Ty ©
k=0 k=1 ( :
o~ (E—DX s A
=Y e MY et =)
= (k—1)! = (k—1)!
)\k
:EZ@:EYGJ+A—A2:A?+A—A%:A (75)
k=2 :

8.3 Vybér z neznamého rozdéleni

V praxi se mizeme setkat se situaci, kdy mame zadanou hustotu pravdépodobnosti ¢i distribuc¢ni
funkci néjakého komplikovaného rozdéleni a chceme generovat vybér z tohoto rozdéleni.

e Zname-li hustotu pravdépodobnosti rozdéleni p(x): Nejjednodussi metoda v tomto pii-
padé je vepsat funkci p(z) do obdélniku (a, b) x (c, d)," nagenerovat ¢islo rovnomérné z tohoto
obdélniku, a pokud padne pod kfivku p(x), vezmeme ho, v opa¢ném piipadé ho zahodime
(tzv. hit-and-miss metoda, se kterou se jesté potkdme u metody Monte-Carlo).

e Zname-li distribuéni funkci F(z): V tomto pfipadé vyuzijeme skutecnosti, Ze obor hodnot
distribuéni funkce je F(z) € (0,1). Staci tedy generovat ndhodné ¢islo y z rovnomérného
rozdéleni na intervalu (0, 1) a ¢islo

z=F"Y(y), (76)

kde F~! je inverzni funkce k F, bude z rozdéleni s danou F. Pokud nezndme inverzni funkci,
reSime numericky rovnici

F(x) =y, (77)

kterd vsak s ohledem na vlastnosti distribu¢ni funkce popsané v sekci 8.1 ma témér vzdycky
jedno a pouze jedno Teseni.

Matematictéji zapsano: je-li R = R(0, 1) ndhodnd veli¢ina s rovhomérnym rodélenim na inter-
valu (0,1), pak
X =FYR) (78)

je ndhodna veli¢ina s rozdélenim danym distribuéni funkei F'.

Uloha 8.2: Naprogramujte funkei pro vipocet histogramu: na vstupu bude pole hodnot (vgbeér z
néjakého rozdéleni) a pocet intervali histogramu; na vistupu bude pole, jehoZ kazdy prvek bude
odpovidat jednomu intervalu histogramu a ponese pocet hodnot, které do tohoto intervalu padnou
ze vstupniho pole. Nejefektivnéjsimu algoritmu staci jeden prichod vstupnim polem (jeden cyklus).
Pokuste se na nej prijit.

Vigstupni pole funkce vykreslete jako cdrovy graf.*!

4°Hustota pravdépodobnosti byva obvykle definovans na neomezeném intervalu. Pak je nutné uréitou ¢ast funkce
p(z) ofiznout. To funguje dobfe v pfipadé ndhodnych veli¢in s rychle ubyvajici hustotou pravdépodobnosti, jako
je naptiklad Gaussovo rozdéleni N(0,1), kde p¥i offznuti © € (—30,30) = (—3,3) zanedbame jen 3% moZnych
hodnot. V piipadé dlouhodosahovych rozdéleni, jako je naptiklad lognormalni rozdéleni nebo Gamma rozdéleni, musime
obdélnik volit velmi dlouhy, ¢imz se tato metoda stavé velmi neefektivni.

4'Knihovna matplotlib obsahuje funkce na piimé vykresleni sloupcového histogramu, napiiklad hist.
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https://matplotlib.org/stable/api/_as_gen/matplotlib.pyplot.hist.html

8.3 Vybér z neznamého rozdéleni 8 HISTOGRAM

ResSeni 8.2: Vzorovy vijpocet histogramu je naprogramovdn v souboru histogram.py ve funkci
histogram. Klicové jsou dva ridky:

index = int((d - min_value) / bin_width
histogram[index] += 1

Hodnota, kterou chceme zaradit do prislusného okénka histogramu, se machdzi v promeénné d. Z
ni spocitame celociselny index v intervalu mezi 0 < index < numpins a pak v poli histogram na
prislusném indexu priddme jednicku. Histogramované pole hodnot data tedy staci prochdzet jen
jednou, algoritmus ma tudiz casovou ndrocnost O(N). Nutngm predpokladem pro pouZiti tohoto
algoritmu je, Ze vsechna okénka histogramu museji mit stejnou sirku. Funkce histogram pak vract
pole s x-ovymi hodnotami (stredy histogramii) a pole s hotovym histogramem. Pro snazsi porovndni
s hustotami pravdépodobnosti lze navic nastavit parametr normalize=True, vysledny histogram pak

bude splniovat
num_ bins

hiwi = 1, (79)

M \

1

<.
Il

kde h; je hodnota histogramu v i-tém okénku a w; = bin_width sirka okénka.

Rovnomérné rozdéleni na (0, 1) Soucet dvou rovnomérné rozdélenych cisel
0.8 0.8+
0.6 0.6
Q Q
0.4 0.4 4
0.2 0.2
—— Histogram —— Histogram
—— Hustota pravdépodobnosti —— Hustota pravdépodobnosti
0.0 T T T T T T 0.0 T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
X X
(a) (b)

Obrazek 10: Srovnani histogramu ziskaného z n = 10° hodnot vybranych z daného rozdéleni a porovnani
s teoretickou hustotou pravdépodobnosti (a) rovnomérného rozdéleni (63) (a = 0,b = 1) a (b) souctu dvou
rovnomérnych rozdéleni (81). Podet intervali histogramu je v obou pf¥ipadech N = 100.

Priklady histogrami a jejich vykresleni do grafu jsou v resent ndsledugjiciho ukolu a na obrdzku 10.
Uloha 8.3: Otestujte funkei z predchoziho ikolu na ndsledujicich vstupnich datech:

1. Vigbér z rovnomérného rozdéleni na intervalu (0,1) (v Pythonu generované pomoci random()
z knihovny random, resp. pomoci generator.random() z knihovny numpy.random, jak je shr-
nuto v sekci 3.2.6).

2. Vybér ze sou¢tu dvou rovnomérnych rozdéleni na intervalu (0,1). Hustota pravdépodobnosti
vysledného rozdélent je dana konvoluci (59). Vypocitejte analyticky pomoct tohoto vzorce, jak
bude hustota pravdépodobnosti vypadat, a porovnejte se ziskanym histogramem.

3. Vibér ze souctu m rovnomérnych rozdéleni na intervalu (0, 1). Presvédcte se, Ze jiz pro celkem
malé m plati centrdalni limitnd véta (61) a vysledné rozdéleni se blizi normdlnimu rozdélent

N(p,0). Jakd bude stredni hodnota v a rozptyl o tohoto rozdéleni?

Pro pékné grafy volte alesporin = 10000 (pocet prvki vgbéru) a N = 100 (pocet intervali histogramu,).
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https://github.com/PavelStransky/PCInPhysics/blob/main/python/histogram/histogram.py

8 HISTOGRAM 8.3 Vybér z neznamého rozdéleni

Reseni 8.3: Testovdni funkce histogram pro riznd rozdélent je v souboru distributions.py.

1.

Hustota pravdépodobnosti rovnomeérného rozdélent je zobrazena funkci uniform. Vysledny graf
je na obrdazku 10.

Hustota pravdépodobnosti souctu dvou rovnomérnych rozdéleni je podle (59)

p2) = [ 0Ol - 06 = [ iz - e (80

kde p1(§) =1 pro 0 <& <1 ap1(§) =0 jinde, ¢imz se v integralu zbavime faktoru pi(€), nebot
je rovngy 1 na celém integracnim intervalu. Integraci nyni rozdélime na ctyri intervaly:

z2<0: p2(2) =0,
0<z<1: p2(z) = Ozdfzz,
1<z<2: pa(2) = 21d§—1—(1—z)—2—z,
o
z2>2: p2(z) = 0.
To lze zapsat zjednodusené jako
m={ (T s 1

v

Rozdeleni md trojuhelnikovy tvar, coz odrdazi skutecnost, Ze pri souctu dvou rovnomerne rozdéle-
nych ¢isel na intervalu (0, 1) je mnohem vice moznosti, jak realizovat soucet okolo 1, nez soucet
na krajich intervalu (stejné jako pri hodu dvéma kostkami je nejvétsi pravdépodobnost souctu
rovna 7, jak védi vsichni hrdici deskové hry Osadnici z Katanu a je vétsi neZ pravdépodobnost
souctu 12, nebot soucet 7 mizeme realizovat sesti zpiusoby z 36 celkovych moznych visledki
hodu dvéma kostkami, zatimco soucet 12 jen jednim zpisobem). Hustota pravdépodobnosti se
pocitd funkci sum_2_uniform a vysledny graf je zobrazen na obrazku 10.

Vijpocet hustoty pravdépodobnosti souctu vice rovnomérnych rozdéleni je naprogramovdn ve
funkci sum_m_uniform a porovndni se spravné nanormovanou Gaussovkou je na obrdzku 11.

Soucet 3 rovhomérné rozdélenych &isel Soucet 4 rovnomérné rozdélenych &isel Soucet 20 rovnomérné rozdélenych &isel

—— Histogram
~—— Hustota pravdépodobnosti

—— Histogram g —— Histogram
~—— Hustota pravdépodobnosti ~—— Hustota pravdépodobnosti

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 o0 0.5 1.0 15 20 25 30 35 4.0 6 8 10 12 14
x x x

(a) (b) (c)

Obrazek 11: Srovnéani histogramu ziskaného z n = 105 hodnot danych souétem (a) m = 3, (b) m = 4
a (¢) m = 20 rovnomérné rozdélenych ndhodnych ¢isel, s Gaussovskou hustotou pravdépodobnosti. Jiz pro
m = 3 je shoda velmi dobra a centraln{ limitn{ véta (61) je pfiblizné splnéna. V pfipadé m = 20 je jiz rozdil od
Gaussovského rozdéleni prakticky nepozorovatelny. Pocet intervali histogramu je ve vSech pripadech N = 100.

Uloha 8.4: Na zdkladé centralni limitni véty (62) vytvorte jednoduchy generdtor ¢isel s normdlnim
Gaussovskym rozdélenim N (0,1). Jaké je optimdlni hodnota m, abychom ziskali dostatecné presnou
aproximaci normdlniho rozdélent, a pritom pouZzili co nejméne algebraickijch operaci?
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8.3 Vybér z neznamého rozdéleni 8 HISTOGRAM

Reseni 8.4: Idedlni pocet sectenyjch cisel z rovnomeérného rozdéleni pro ziskani velmi dobré aproxi-
mace c¢isla z normdlniho Gaussova rozdéleni je m = 12, nebot pro tuto hodnotu:

o Rozptyl vysledného rozdéleni je o = 1 diky vztahim (62) a (65).

o Hodnota nagenerovaného cisla je v intervalu (0,12), se stredni hodnotou 6. Pokud tuto stredni
hodnotu odecteme dle vzorce (62), obdrzime rozdélent se stredni hodnotou 0 a zahrnujici interval
60, ktery pokryva 99.9999998% Gaussovského rozdélend.

Generdtor je naprogramovdn v souboru gaussian.py, funkce generator_clt. Srovndni generdtoru
s odpovidajici Gaussovkou je na obrdzku 12(a).

Gaussovské rozdéleni (Suma 12) Gaussovské rozdéleni (Hit-And-Miss)
0.40 4 0.40
0.35 0.35 1
0.304 0.30 1
0.25 1 0.25 A
—— Histogram —— Histogram
®0.204 —— Hustota pravdépodobnosti < 0.201 —— Hustota pravdépodobnosti
0.15 1 0.15
0.10 4 0.10 A
0.05 1 0.05 A
0.00 T T T T T 0.00 T
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
X X
(a) (b)

Obréazek 12: Srovndni jednoduchych generdatori Gaussovsky rozdélenych ndhodnych éisel. (a) Generdtor
zaloZzeny na pouziti Centrélni limitn{ véty (62): Gaussovské ndhodné éislo je ziskdno jako soucet m = 12
rovnomérné rozdélenych ndhodnych ¢éisel. (b) Generdtor zaloZeny na hit-and-miss metodé pouzité na hustotu
pravdépodobnosti Gaussovského rozdéleni. V obou piipadech je pro zobrazovany histogram pouzito n = 10°
ndhodnych ¢isel a podet intervalii histogramu je N = 100. U generdtoru (a) je pozorovana drobné odchylka v
okolf maxima hustoty pravdépodobnosti, u generdtoru (b) Zddné odchylka pozorovéana neni. Nutno zduraznit,
Ze generator (a) je zhruba o Fad rychlejsi nez generdtor (b), jak je ukdzano v tloze 8.6.

Uloha 8.5: Nakreslete histogram pro rozdéleni hodnot v jednotlivijch intervalech histogrami z tlohy
8.3. Jaké ocekdvdte statistické rozdeéleni v tomto pripadé?

Reseni 8.5: Pocet hodnot v jednotlivijch intervalech spliiuje predpoklady pro Poissonovo rozdélent,
ocekavdame tedy Poissonovo rozdéleni se parametrem

num_values
A= —M, (82)
num_bins
ktery uddvd zdroven stredni hodnotu (70) a zdroven rozptyl (71). Chceme-li toto rozdéleni zobrazit,
je potreba jisté delikdtnosti.

o Pocty hodnot v okénkdch (nenormovaného) histogramu jsou prirozend ¢isla. Pro zobrazeni
jejich rozdéleni je tedy vhodné wvolit sekunddrni histogram se sitkou intervalu 1 (nebo s jinou
celociselnou Sirkou,).

o Hezci rozdélend ziskame pro malé parametry X (pro \ velké se Poissonovo rozdéleni blizi Gaus-
sovskému rozdéleni). V kédu volim hodnoty tak, aby A = 10.

Srovnani prislusného histogramu s teoretickym rozdélenim (69) je vypocteno funkci poisson ze sou-
boru distributions.py a je vykresleno na obrdazku 15.
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8 HISTOGRAM 8.3 Vybér z neznamého rozdéleni

Poissonovo rozdéleni

—— Histogram
—— Hustota pravdépodobnosti

0.12 A

0.10 A

0.08 A

0.06 -

0.04 -

0.02 A

0.00

Obrazek 13: Poissonovo rozdéleni, ziskané z fluktuaci po¢tu hodnot histogramu s N = 10° intervaly a n = 108
rovnomeérné rozdélenymi vstupnimi ¢isly. Stfedni hodnota a rozptyl takto ziskaného Poissonova rozdéleni je
A = 10.

Uloha 8.6: Na zdkladé znamé hustoty pravdépodobnosti (66) vytvorte generdtor cisel s Gaussovskym
normdlnim rozdéelenim. Porovnejte jeho rychlost s generdtorem zaloZenym na centrdlni limitni véte,
ktery jste naprogramovali v tloze 8.4 a s generdtorem z nékteré z knihoven.*?

ReSeni 8.6: Generdtor je naprogramouvdn v souboru gaussian.py, funkce generator_hm, a porov-
ndni histogramu takto nagenerovangch ndhodnych hodnot s teoretickou hustotou pravdépodobnosti je
na obrdzku 12(b). Nagenerovini 106 Gaussovsky rozdélengjch ndhodngjch ¢isel trvd na mém PC*

e 4s: funkce generator.normal() z knihovny numpy,
e 16s: soucet 12 rovnomeérne rozdélenych cisel,

e 111s: hit-and-miss metoda.

Uloha 8.7: Vytvorte generdtor ¢isel z rozdéleni daném distribucéni funkei

1 2
Flr)==11 — tanx | . 83
(z) 5 ( + - arc dIl.I) (83)

Jak vypadd analyticky hustota pravdépodobnosti? Nakreslete histogram a porovnejte.

Reseni 8.7: Hustota pravdépodobnosti je dina derivaci distribucni funkce podle vztahu (50), t.

dF  1d 11
pr) = — =

= — =_——arctanz = ———.
dr wdx w1+ 22
Toto rozdélni se nazyvd Cauchyho ¢i v kvantové fyzice Breit-Wignerovo. Popisuje sitku energetickijch
hladin exponencidlné se rozpadajicich systémai.
Ke generovdni cisel z tohoto rozdéleni vyuzijeme vztahu (76). Musime tedy urcit funkci inverzni
k distribucni funkci (83), kterd je

(84)

Fl(y) = tan |7 2y - 1) (85)

42Porovnani miizete provést tak, 7e nagenergujete vétsi mnozstvi &isel riiznymi metodami, napiiklad n = 10°, a
zmétite dobu vypoctu.

43Pokud k nagenerovani n hodnot pouzijeme knihovni funkci s po¢tem v argumentu, generator.normal (1000000),
vypocet trva zlomek vtefiny. Velkd ¢ast vypocetniho casu je tudiz zptsobena volanim funkci a provadénim cyklu.
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8.3 Vybér z neznamého rozdéleni 8 HISTOGRAM

a za y dosazovat ¢isla z rovnomérného rozdéleni na intervalu (0,1).

Histogram cisel nagenerovanych z Cauchyho rozdéleni a srovndni s hustotou pravdépodobnosti (84)
je pocitan funkci cauchy souboru distributions.py a je zobrazen nma obrdzku 14. Rozdéleni md
dlouhy dosah, s rostoucim x klesd jen polynomidlne k nule, pravdéepodobnost nagenerovani hodnoty
daleko od mazima je tudiz velkd. V obrdzku proto zobrazuji jen okno x € (—10,10).

F rozdéleni

—— Histogram
0.30 1 —— Hustota pravdépodobnosti

0.10 A

0.05 A

0.00 T T T T T T T T T
-10.0 -75 -50 =25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
X

Obréazek 14: Cauchyho (Breit-Wignerovo) rozdéleni nagenerované z distribuéni funkce (83) a porovnané s
teoretickou hustotou pravdépodobnosti (84). Pocet hodnot pro histogram je n = 10°, pocet intervalit N = 500.
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9 MONTE-CARLO METODA

9 Monte-Carlo metoda

Pod Monte-Carlo** metodou se rozumi, Ze namisto systematického (a obvykle zdlouhavého) pro-
chazeni néjakého parametrického prostoru vyuzivime ndhodné generované body a hledané vlastnosti
naseho systému urc¢ime statisticky. Metodu poprvé navrhli a pouzili matematici Stanistaw Ulam a
John von Neumann ve 40. letech 20. stoleti pti vypoctu priichodu neutronii prostiedim. V tomto
cviceni zuroc¢ime veskeré dosavadni zkusenosti s ndhodnymi ¢isly a budeme ze zabyvat zejména
integraci Monte-Carlo.

Mozn4 jste se jiz setkali se problémem tzv. Buffonovy jehly: pomoci ndhodného hézeni jehly (¢i
jakékoliv tycky) na sit rovnobéznych ¢ar nakreslenou na zemi lze urcit ¢islo m,

N 21 Nzésah
= PN
h Ncelkem
kde h je vzdélenost car, I < h délka jehly, Ncekem celkovy pocCet hodu a Nyssan pocet hodt, pri
kterych jehla po dopadu kiizi néjakou z ¢ar. Buffonova jehla je ndzorné experimentalni pouziti
metody Monte-Carlo, konkrétné varianty nazyvané hit-and-miss. Té jsme se jiz dotkli v sekci 8.3 a
nyni si rozebereme podrobnéji.

(86)

Uloha 9.1: Metodou Monte-Carlo vyreste tzv. narozeninovy problém: UvaZujte skupinu n lidi. Jakd
je pravdépodobnost, Ze dva lidi ve skupiné budou mit narozeniny ve stejny den? Uloha se samoziejmé
da vyresit exakine, ale zkuste si ulohu vyresit metodou Monte-Carlo: Pokud nagenerujete ndhodné
Neetpem-krdt narozeniny n lidi a oznacite N,zsqn pripady, kdy alespon dvoje narozeniny padnou na
stejny den, bude podle zakona velkych cisel hledand pravdépodobnost rovna

N zdsah
~

=~ 87
N celkem ( )

(rovnost by nastala pro Neepgem — 00). Naprogramugte tuto ilohu a urcete,
1. jaka je pravdépodobnost pro skupinu 30 lidi a

2. jak velkou skupinu potrebujete, aby byla pravdépodobnost alespori 30%.

Narozeninovy problém

1.01

0.8 1

0.6

0.4 1

0.2 1

0.0 A

ng

Obrazek 15: Pravdépodobnost, ze ve skupiné n, lidi budou mit alespon dva lidé narozeniny ve stejny den v
roce. Svislymi ¢arami je odhad chyby +1o. Pocet pokusti pro metodu Monte-Carlo je Neekem = 10%.

ResSeni 9.1: Vzorové fesent je v souboru birthday.py a obsahuje dvé funkce:

“Monte Carlo je oblast Monaka, ve kterém se nachézely a doposud nachézeji slavn kasina. Odtud néazev.
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9.1 Hit-And-Miss 9 MONTE-CARLO METODA

e birthday_coincidence_probability urci metodou Monte-Carlo pravdépodobnost, Ze ve sku-
piné o velikosti ny = group_ size bude alespon jedna dvojice, kterd slavi narozeniny ve stejniy
den v roce. Resend probihd ve dvou krocich:

. v v/ . e ’ . . 5
1. nagenergujeme tadu ng cisel mezi 1 a 366, které uddvaji den narozenin,*

2. zkontrolujeme, zda tada obsahuje dva stejné prvky (ve vzorovém reseni tak, Ze Tadu sera-
dime a zkontrolujeme, jestli obsahuje dvé c¢i vice stejnych cisel v bezprostredné ndsledugji-
cich procich).

Funkce vraci hodnotu pravdépodobnosti p a odhad chyby Ap ~ lo),.

e plot_birthday_problem wvykresli graf pravdépodobnosti pro interval velikosti skupin. Graf
véetné chyb je na obrdzku 15.

Na zdklade téchto funkci se jednoduse spocitd, Ze

1. Pro ng = 30 je pravdépodobnost p ~ 70%.

2. Pro ng =17 je pravdépodobnost p ~ 31%.

Program lze trivialne rozsirit a pocitat napriklad pravdepodobnost, Ze
e alespon d lidi bude mit narozeniny ve stejny den,

e alespon 2 lidé budou mit narozeniny ve stejny den i rok.

9.1 Hit-And-Miss

Tato metoda spoc¢ivd v jednoduché aplikaci zdkona velkych cisel. Jeji esence je nacrtnuta na
obrazku 16. Uvazujme nejprve, ze chceme zmérit plochu s ¢erného obrazce slozitého tvaru znézor-
néného na panelu (a). Obrazec vepiSeme do jiného jednoduchého obrazce, jehoz plochu S zname
(nejcastéji obdélnik, pripadné kruh). Poté do tohoto obrazce S ndhodné ,hazime“ body (kiizky) a
pocitame, kolikréat se trefime do ¢erného obrazce (Cervené kiizky). Nezndméd hledané plocha s je pak
pri jiz pouzitém znaceni

szisah
s~ S——. (88)
Ncelkem

Analogicky postupujeme pfi integrovani, coz je ukédzano na panelu (b). Integrdl v mezich (a,b)
je plocha pod kfivkou funkce f(x) (na obrazku Cerné vysrafovana plocha ohrani¢end zespodu osou
x, shora funkci f(x) a ze stran modrymi carami x = a a = b). Uvedenou oblast vepiSeme do
obdélniku o hrandch [ = b —a a h s plochou S = (b — a)h a stejnou metodou jako u panelu (a) a
pomoci stejného vzorce jako je (88) vypocitdme hodnotu integralu:

b Nésa Nzésa
/ flr)de ~ S22 — (h — q)h b (89)
a celkem N, celkem

9.1.1 Chyba

Pocet zasahti je vlastné pocet nezavislych ,hodt“, kterymi se trefime do oblasti, jejiz plochu S
hledame. Pokud budeme opakovat metodu hit-and-miss s fixnim Neejgem, bude mit ndhodna velic¢ina
Nyssan Poissonovo rozdéleni se stiedni hodnotou (70) a rozptylem (71)

)\ — E [Nzésah] = 0—]2Vzésah‘ (90)

45Regeni poéitd i s datem narozeni 29. Gnora, pfi¢em? predpokldd4, ze pravdépodobnost viech dat narozent je stejné.
To vSak pro narozeniny 29. tnora neplati, pravdépodobnost narozeni s timto datem je mensi, a to priblizné ¢tvrtinova.
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9 MONTE-CARLO METODA 9.1 Hit-And-Miss

Obréazek 16: Metoda hit-and-miss (a) pro vypocet plochy slozitého obrazce a (b) pro vypocet integralu
jednorozmérné funkce. Podrobnosti k obrazku jsou uvedeny v textu.

Budeme-li mit jen jednu realizaci s dostatkem zdsaht, muzeme stfedni hodnotu odhadnout pomoci
této realizace, E [N 4san] & Nyssah @ absolutni chybu odhadneme smérodatnou odchylkou

ANy s5an = A/ U?Vzésah ~ \/ Nyssah- (91)

Relativni chyba pak je
A]\fzésauh — 1

N, zdsah N, zésah

ON, zésah —

Tento vzorec plati i pro relativni chybu ve vypoétu plochy (88) ¢i integralu (89).
JelikoZ Nyzsan X Neelkem, z uvedenych tvah vyplyva, ze

o relativni chyba klesa jako prevracena hodnota odmocniny celkového poctu pokusi Neelem @

e chceme-li zpresnit vysledek ziskany touto metodou desetkrat, musime zestonasobit pocet po-
kus.

V praxi za pouziti béznych vypocéetnich prostfedkii lze dosdhnout nanejvys Neekem = 100, coz d4
vysledek s relativni chybou minimalné 6 ~ 1072, tj. pét desetinnych mist.

9.1.2 Pouziti

Integrace pomoci metody hit-and-miss se nepouziva, jelikoz je prilis neefektivni. K jejimu tspés-
nému pouziti totiz musime znat maximum funkce na zadaném intervalu, abychom efektivné uréili
vysku obdélniku h, a obecné je Nisah/Neelkem velmi malé ¢islo (funkce maji dlouhy chvost nebo jsou
prilis vysoké), vétsina ,hodu“ jde tedy mimo a i pri jejich velkém mnozstvi ziskdme malo zasaht, a
tudiz velkou chybu podle vztahu (92).

Na druhou stranu se tato metoda hodi k vypoctu povrchi, objemiu ¢i hyperobjemu v pripadé

vicerozmérnych objekti.

Uloha 9.2: Vytvorte program na vipocet objemu d-rozmeérné jednotkové koule metodou Monte-Car-
10.45 Pro jakou dimenzi bude tento objem nejvétsi ¢islo?

46Pod 1-rozmérnou jednotkovou kouli rozumime tsecku délky 2, pod 2-rozmérnou jednotkovou kouli jednotkovy
kruh. Povrch jednotkového kruhu je S = m, vysledek lze tedy pouzit i k urCeni ¢isla mw, aniz byste museli hazet
Buffonovou jehlou.
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9.2 Monte-Carlo integrace 9 MONTE-CARLO METODA

ResSeni 9.2: Vzorovy kéd je v souboru ball.py. Funkce volume spocitd objem jednotkové koule
metodou Monte-Carlo a vrdti soucasné odhad chyby. Funkce plot_volumes wvykresli graf objemi v
Zde je na misté jistd opatrnost: srovndvdame trochu ,jablka s hruskami®, protoZe samozrejmé objem
ruznerozmeéernych kouli md riznou dimenzionalitu. Pro jiné nez jednotkové koule tato zavislost platit
nebude.

Objem d-rozmérné jednotkové koule

Obrazek 17: Zavislost objemu jednotkové koule na dimenzionalité prostoru. Svislymi ¢arami je zobrazena
chyba AV = 1oy . Poéet pokusil pro metodu Monte-Carlo je pro kazdy bod Neeigem = 10°.

Z obrdzku je rovnéz vidét, Ze s rostoucim d roste chyba vysledku. To je zpusobeno tim, Ze s rostouct
dimenzionalitou se pri metodé hit-and-miss ¢im ddl castéji trefujeme mimo jednotkovou kouli, jinymi
slovy klesd pri zadaném poctu pokusi pocet zdsahi.*” Tento jev a jeho priciny jsme jiz diskutovali v
pripadé generovani ndhodného sméru v d dimenzich v resent ulohy 6.3.

9.2 Monte-Carlo integrace

Obrazek 18: Monte-Carlo integrace. Vysvétleni je v hlavnim textu.

Pro hledani integralu je mnohem efektivnéjsi metoda, jiz lze vysvétlit pomoci obrazku 18. Uva-
zujme neprve, ze zname par hodnot (z;, f(z;)), nic vic, nic min. Na zakladé téchto hodnot mtzeme

47Pro d = 15 je pii Neelkem = 10° podet zdsahtt pouze F4dové 101, tj. z kazdych sto tisic pokusi se jen jednou trefime
do jednotkové koule, zbytek pokusii pada do ,roht“ opsanych krychli.
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9 MONTE-CARLO METODA 9.2 Monte-Carlo integrace

ucinit pouze velmi hruby odhad integralu, a to jako plochu cervené vysrafovaného obdélniku jako
na panelu (a),

/ab f(x)dz ~ (b—a)f(z;). (93)

Pokud budeme mit part hodnot (x;, f(x;)) vice, jak je zndzornéno na panelu (b), vezmeme za odhad
hodnoty integralu priimér ploch takovychto obdélniki,

b 1 Y b—a Y
| f@ae = 5 30— a)fe) = 253 ). (94)

Jj=1 J=1

V pravé uvedeném postupu tkvi je podstata integrace Monte-Carlo. Obecné plati, ze pokud hodnoty
xj vybirdme z rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti p(z), je integral odhadnuty vyrazem

b 1 & fay)
[ Sonan 5 30 o

pricemz nejvhodnéjsi je volit takové pravdépodobnostni rozdéleni, jehoz hustota pravdépodobnosti
co nejlépe kopiruje integrovanou funkei.*® V praxi, jelikoz na funkci nejéastéji pohlizime jako na
,cernou skrinku® a o jejim prubéhu nic nevime, se jako nevhodnéjsi jevi volit rovnomeérné rozdéleni
s hustotou pravdépodobnosti (63), kterd po dosazeni da predchozi vzorec (94).

Chybu metody integrace lze odhadnout pomoci smérodatné odchylky

A=o=y\P-T, (96)
— 11X,
f = N Z f (x])v
j=1
2 1 & i
= N Z f(mj)
j=1
Uloha 9.3: Metodou Monte-Carlo spocitejte integrdly
2w
L E/ e “sinxdz, (97)
0
V10T Qi o2
I = sin x (98)

—duzx.
Jo V1424

Proni integral md analytické vyjddrent, které si muzete odvodit a porovnat s hodnotou ziskanou
Monte-Carlo integraci; druhy integrdl lze spocitat pouze numericky. Metodu muzete otestovat i na
jingch zndmich integrdlech.

Reseni 9.3: Reseni je naprogramovdno v souboru integration.py dvéma zpusoby:

1. integrate_1D integruje postupnym generovdinim N = n ndhodngch bodi a vipoctem pomoct
rovnice (94).

2. integrate_1D_array nageneruje radu N bodi z intervalu (a,b), pro tuto radu spocitd radu
funkénich hodnot a tu pak secte a vyndsobi prislusnym prefaktorem, rovnéz dle rovnice (94).
Tento postup je vyrazné rychlejsi, nebot obsluha cykli a volani funkci pro individudlni body
stoji v interpetovanych jazycich (jimzZ Python je) velké mnozstvi vypocetniho casu. Na druhou
stranu tento postup vyZaduje mit v operacni paméti uloZend dlouhd pole bodii xj a f(x;) a

48 Tento postup se nazyva importance sampling.

61


https://github.com/PavelStransky/PCInPhysics/blob/main/python/montecarlo/integration.py

9.2 Monte-Carlo integrace 9 MONTE-CARLO METODA

pro velké pocty N ndm dostupnd pamét nemusi stacit. Resenim je samoziejmé oba postupy
zkombinovat.

Visledky integrdld jsou

1 —27
=3 (1-e727) ~ 0.499, (99)
I, ~ 0.493. (100)

Sila metody Monte-Carlo se naplno projevi pfi vypoctu vicerozmérnych integrala. Jak bylo
ukézano, chyba metody zavisi jen na celkovému poc¢tu pokusi N = Neekem- Zatimco u jinych metod
pri pozadovani urcité dané presnosti vysledku drasticky nartsta ¢asova slozitost integrace s rostouci
dimenzi integrované funkce, u Monte-Carla casova slozitost na dimenzi zavisi jen nepatrné. Ve vice

nejlépe ukaze na piikladu.

Uloha 9.4: Spocitejte ctyirozmérny integrdl

135/ sin\/111(x+y+z+w+2)dxdydzdw, (101)
Q

kde integracni oblast je hyperkoule

1\2 1\?2 1\2 1\%2 1
- = y— = - —Z) <=, 1
Q (J, 2> +(y 2) +<z 2) +<u 2) <1 (102)

Pri vypoctu postupujte tak, Ze nejprve danou hyperkouli vepisete do hyperkvadru (¢i hyperkrychle)
zndamych rozméri, a tudiz zndmého objemu V. Poté pro ndahodné zvoleny bod v hyperkvddru urcite,
zda se trefi do hyperkoule € ¢i nikoliv. Pokud ano, spocitdte funkcni hodnotu integrandu v tomto
bodé. Jednd se tedy o kombinaci integrace (94) a metody hit-and-miss. Budete-li si uchovdvat pocet
hodt N cejpem a pocet zasahti N ,gsan, ziskdte jako vedlejsi produkt objem integracni hyperoblasti pomoci
vzorce (88).

ResSeni 9.4: Resend pro tento konkrétni integrdl je naprogramovdno v souboru integration.py ve
funkci integral3. Pro N cjkem = 108 tento integrdl vychdzi priblizné

I3 ~ 0.284. (103)

Funkce integral ND pak obsahuje obecnéjsi resent, které integruje libovolnou funkci v libovolnéroz-
merném prostoru na funkci is_inside_region zadané integracni oblasti.
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10 Paralelizace
Rychlost vypoctu lze v zvySovat dvéma zakladnimi zptsoby:
1. ZvysSovanim rychlosti procesoru.
2. Zvétsovanim poctu procesoru.

Zatimco prvni zptisob jiz narazil na fyzikaln{ limity a kupfedu postupuje jen zvolna,*” druhy zptsob
lze pouzit takika neomezené. V dnesni dobé maji procesory osobnich pocitacd, ale i mobilnich
telefoni ¢i dalsich zafizeni bézné dva az ¢tyfi plnocenné podprocesory nazyvané jadra, pricemz
nékteré procesory navic umoziiuji na kazdém jadie spustit dvé vldkna (technologie hyperthreading™).
To znamend, ze mizeme na procesoru spustit nékolik vypoc¢tid najednou a vypocty budou probihat
paralelné.

Jeden probihajici vypocet se bézné nazyva vldkno (thread) nebo proces.”’ V modernich operaé-
nich systémech je pocet soucasné bézicich procestt neomezeny. Pokud je procesu vice, nez dostupnych
procesorovych jader, tak operacni systém velmi rychle prepind mezi provadénim procesu, ¢imz se
zd&, Zze vSechny procesy probihaji zaroven (tzv. preemptivni multitasking). Prepindni samoziejmé
stoji urcity vypocetni ¢as. Optimalni situace tedy je, pokud se pocet procesi presné rovnad poctu
procesorovych jader.”> Pak jsou vSechna jadra vytiZzena, a piitom opera¢ni systém neni zatézovan
nutnosti prepinat mezi jednotlivymi vldkny. Toto je demonstrovano na obrazku 19.

Nejtrivialnéjsi zpusob paralelizace spociva v tom, Ze spustime nezavisle vice programu najed-
nou. Operacni systém automaticky vyuzije veskera dostupnd procesorova jadra. My jen pockame
na vysledky a ty pak zpracujeme. Tento zpusob vpodstaté vylucuje jakoukoliv komunikaci mezi
jednotlivymi vlakny, a tlohy proto museji byt zcela nezavislé. Z vnéjsku lze také jen velmi omezené
ridit provadéni vlaken, naptiklad spustit novy vypocet po dobéhnuti konkrétniho vldkna.

Pokrocilejsi postup je ten, kdy danou tlohu rozsekdme na nezavislé samostatné tseky, ty pak z
naseho programu (tzv. hlavniho vldkna) posleme ke zpracovani na vice procesort, pockdme na vy-
sledky a ty nasledné zpracujeme. Takto lze jednoduse paralelizovat metodu Monte-Carlo: chceme-li
spocitat N Monte-Carlo bodu, spustime vypocet N/p bodi soucasné v p vlaknech, a poté vSechny
vypocty spojime dohromady tak, ze jednoduse spocitame aritmeticky primeér vysledkt jednotli-
vych vldken. Vldkna se sebou nemuseji béhem vypoctu nijak komunikovat, nemuseji sdilet zddnou
¢ast paméti, neni tudiz potieba Tesit jejich vzédjemnou sychronizaci (v anglické terminologii se pro
takovyto typ problémit pouzivd oznacdeni ,embarassingly parallel“, trapné paralelnf)."

V 1aplné obecném piipadé je nutné resit vzajemnou sychronizaci vldken, coz presahuje ramec
tohoto kurzu. Pro ilustraci uvedu jen jeden z nejzakladnéjsich prikladt: Predstavte si, ze dvé vlakna
sdileji nékteré proménné, a tedy pristupuji do stejné ¢asti paméti. Pak je nutné zabranit tomu,
aby obé vldkna k jedné proménné pristupovala zéroven (napiiklad jedno z proménné cetlo, zatimco

49Maximalni dosazitelnd rychlost procesort je dnes pfiblizné 5 GHz, tj. fAdové miliardy strojovych cyklt za vtefinu, a
béhem poslednich let se neméni. Strojova instrukce vétsinou trva nékolik cyklu a jejich provadéni je navic zpomalovano
pristupem programu do operacni paméti, proto dnesni procesory zvladnou fadové nanejvys stovky miliont instrukei za
vtefinu. Jeden jednoduchy ptikaz v Pythonu mize vyzadovat stovky az tisice procesorovych instrukci, takze Python
vykoné fadové maximéalné stovky tisic prikazu za vtefinu. Ke zrychleni procesoru se vyuzivaji nejruznéjsi sofistikované
metody. Procesor napriklad odhaduje, kam se program vyda, a instrukce se snazi predpocitavat dopredu. Pokud se
v odhadu trefi, dojde ke zrychleni. Jiny zptsob je vytvareni novych strojovych instrukci, které zrychluji urcity casto
pouzivany typ tloh (napfiklad instrukce rychld Fourierova transformace, ktera se intenzivné pouzivd pfi dekédovani
videa a pri préci s obrazky, specidlni instrukce pro $ifrovani nebo intrukce pro specidlni matematické operace).

30Technologie spodiva v tom, Ze v kazdém procesorovém jadfe jsou rizné vypocetni jednotky, které zpracovivaji
ruzné typy procesorovych instrukci. Zatimco se tedy v jednom vldkné nasobi dvé éisla s desetinnou ¢arkou, v jiném
vlakné na tomtéz jadie se muze zpracovavat naptiklad cyklus pres celociselny index.

51Ve skutecnosti je to slozit&jsi, jeden proces miize obsahovat i vice vldken, ale v téchto zapiscich budu pfedpokladat,
ze v kazdém procesu bézi jen jedno vldkno, a tudiz budu obé oznaceni brét jako synonyma.

52Pocet logickych jader se v Pythonu zjisti pomoci volani funkce os.cpu_count() nebo multiprocessing.cpu_-
count ().

53Ve striktné funkciondlnim programovani neni dovoleno funkcim ménit hodnoty proménngch, a proto lze &isté
funkcionalni programy triviadlné paralelizovat.
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druhé do ni zapisovalo). To by totiz vedlo k nejednoznacnému vysledku, protoze nelze a priori
rici, které vldkno bude operaci provadét diive. K vyrfeseni kolize se pouzivaji tzv. zdmky (lock). Nez
vldkno pristoupi ke sdilené proménné, zamkne si ji pro sebe, provede svoji operaci a poté proménnou
odemkne. Pokud by mezitim k zamcené proménné chtélo pristoupit jiné vlakno, jeho provadéni se
zastavi a vlakno ¢ekd, nez bude proménna odemcena. Z toho ihned vyplyva, ze pri velkém poctu
sdilenych proménnych ¢i pii ¢astém pristupu k nim dochézi k vyznamnému zpomaleni paralelniho
zpracovani, nebot velkou ¢ast vypocetniho casu vlakna cekaji na pristup k momentalné zamcenym
proménnym.

Zamykani proménnych s sebou nese problémy a potencialni obtizné odhalitelné chyby. Mtze se
stat, ze zapomeneme proménnou odemknout, ¢imz zastavime vSechna ostatni vlakna, kterd chtéji k
proménné pristupovat. K zablokovani programu muze dojit i tak, ze provadéni vldkna skonci chybou
ve chvili, kdy mé pro sebe néjakou proménné zamdcenou.

Jiny mozny zpusob zablokovani paralelniho vypoctu kvili zamkam je tzv. gridlock: Jedno vldkno
chce napriklad se¢ist hodnotu proménnych a a b. Zamkne proménnou a a chce zamknout i proménnou
b, avSak tu méa zrovna zamcenou druhé vlakno. Pokud v tu chvili druhé vlakno potiebuje pristoupit
k proménné a, neni mu to povoleno, protoze tato proménnd je zamcena prvnim vldknem. Prvni
vldkno tedy ¢eka na odemceni proménné b aby mohlo odemknout proménnou a, zatimco to druhé
na odemceni proménné a, bez ¢ehoz neuvolni proménnou b. Obé vldkna jsou do sebe zaklesla, ¢ekaji
a k uvolnéni nedojde nikdy.

Pro pékny podrobny tivod do paralelniho programovani doporucuji https://hpc.1lnl.gov/
documentation/tutorials/introduction-parallel-computing-tutorial.

V Pythonu existuji dvé zakladni knihovny pro zpracovani programu ve vice vlaknech: threading
a multiprocessing. Prvni z nich obsahuje vice funkcionalit, avsak spousti vsechna vldkna jen na
jednom procesoru (jadie), k paralelnimu provadéni vypocti se tedy nehodi.”

Paralelizace na vice vypocetnich jadrech je v Pythonu implementovana v knihovné multiproces-
sing. Zde si ukdzeme vyuziti objektli Pool, Process a Value z této knihovny na prikladu paralelni
integrace metodou. Monte-Carlo. Vzorovy kéd je naprogramovan v souboru parallelization.py.

e integrate_1D_Pool: Nejjednodussi zpiisob paralelizace je pomoci objektu Pool. Pii vytvareni
instance tohoto objektu mu preddme parametr processes uddvajici maximalni pocet procest,
které bude objekt obsluhovat.?® Nésledné zavolame jeho metodu starmap, jejiz prvni parametr
je funkce, kterou chceme spustit v jednotlivych procesech, a druhy parametr je iterovatelna,
jehoz kazdy element obsahuje n-tici s argumenty nasi funkce. Metoda starmap spusti postupné
nasi funkci se vSemi dostupnymi n-ticemi parametrii z iterovatelné, pricemz pouzije vSechny
dostupné procesy objektu Pool, pockd na vysledky z jednotlivych vldken a shromézdi je do
seznamu, ktery piifazujeme proménné results.’® Priimér ze vSech hodnot d4 finalni hodnotu
integrace Monte-Carlo.

Pokud by nase funkce méla jen jeden argument, namisto metody starmap bychom pouzili
jednodussi metodu map. Ve vzorovém prikladu vSak spousténé funkci integrate_1D musime

vvvvv z

predat argumenty ¢ty¥i, proto volime slozitéjsi starmap.®”

P1i vytvoreni instance objektu Pool jsme pouzili konstrukei s klicovym slovem with.

« integrate_1D_process: Slozit&jsi, avSak univerzalngjsi je pouziti objektii Process.”® Ty vy-
zaduji vykonani tti kroku:

54Pouziti knihovny threading je vhodné v piipadé, kdy provadime tlohy, ve kterych se obvykle ¢eké na vysledek.
Chceme naptiklad stdhnout webovou stranku z néjakého serveru, coz muze trvat nedefinované dlouho, a nechceme
pritom, aby nas program prestal po dobu c¢ekani reagovat.

5Pokud parametr processes nezaddme, Python pouzije viechna dostupna logicks jadra procesoru. Jejich podet lze
ziskat volanim funkce multiprocessing.cpu_count().

56Pokud je n-tic s argumenty vic ne pocéet dostupnych procesii, bude objekt Pool spoustét volani postupné.

5TKromé funkci starmap a map existuji jesté starmap_async a map_async, které spoustéji vypocet asynchronné. To
zjednodusené fe¢eno znamend, ze hlavni vldkno programu.

*8Podobnym zpiisobem se pouzivé knihovna pthread v programovacim jazyce C++.
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1. Vytvorime instanci objektu typu Process. P¥i tom musime specifikovat parametr target,
jimz predame funkci, kterou chceme v procesu spustit, a parametr args, ktery obsahuje
jejl argumenty.

2. Vypocet v procesu spustime pomoci metody start. Vypocet se spusti asynchronné, nase
hlavni vlakno programu tedy neceké, nez se vypocet v novém procesu dokonci.

3. Chceme-li pockat na vysledek, vyuzijeme metodu join. Zavoldme-li ji pro dany proces,
bude hlavni vlakno programu ¢ekat na dokonceni prislusného procesu. My chceme pockat
na dokonceni vsech procesti, proto si musime po vytvoreni a nastartovani procesy uschovat
(ve vzorovém kédu je uschovdvime v proménné processes) a poté zavolat join pro
vsechny.

Pri pouziti objektu Process neni mozné ziskat navratovou hodnotu volané funkce.
Proto musime program jesté trochu zeslozitit a volanou funkci vratit ve sdilené proménné —
instanci objektu Value. Tento objekt slouzi k prenosu hodnot mezi hlavnim vldknem a ostat-
nimi procesy i mezi procesy navzajem. Prvni parametr pti vytvafeni instance objektu Value
udéva typ (’d’ pro ¢islo s desetinnou ¢arkou, *i’ pro celoéiselny typ), druhy parametr pocé-
tecni hodnotu. Hodnota proménné je ulozena v atributu value. Vytvoiime takovouto promén-
nou pro kazdy jednotlivy proces. Navic musime naprogramovat pomocnou funkci (wrapper),
kterou pojmenujeme integrate_1D_parallel a kterd nam zavola nasi funkci integrate_1D a
jeji ndvratovou hodnotu ulozi do sdilené proménné. Nasi funkci integrate_1D chceme pfedat
beze zmény vsechny parametry, které pomocné funkce integrate_1D_parallel dostane. K
tomu slouzi konstrukce *args, *xkwargs.

Objekt Value ma v sobé implementovany zamek. Stacilo by tedy pouzit jen jednu instanci
Value pro vSechny procesy a vysledky dil¢ich integraci do ni pri¢itat. Primér bychom nakonec
ziskali vydélenim poctem procest.

Celkovy ¢as vypoctu pro N=1000000 Celkovy ¢as vypoctu pro N=10000000

22.5 A

20.0 A

17.51

15.01

Tis]

12.51

10.0

7.5

5.0

p p

(a) N =10 (b) N =107

Obrazek 19: Vypocetni das integrace metodou Monte-Carlo p¥i pouZiti riizného podétu paralelnich procest
p a dvou hodnot N. V kazdém z p vldken je spustén vypocet integralu I; (97). Vypocet byl provddén na
PC s 8-jadrovym procesorem AMD Ryzen 7 se zapnutou technologii hyperthreading. Pozorujeme, ze celkova
doba vypoctu T' je minimalni pro p = 8, kdy jsou naplno vytizena vsechna fyzicka jadra. Pro 8 < p < 16 je
celkovy ¢as vypoctu velmi plochy, a to zejména pro vyssi hodnotu N. Procesy se jiz museji délit o dostupna

jadra,

avsak hyperthreading Gispésné kompenzuje dodateéné vypocetni pozadavky souvisejici s tvorbou novych

vlaken a jejich synchronizaci po dokonceni vypoctia. Pro p > 16 je jiz vlaken vice, nez kolik je logickych
procesort, a procesor je plné saturovan. S rostoucim p pak dochazi ke zpomalovani vypoctu, protoze si pro
sebe vice a vice vypocetniho ¢asu bere rezie operacniho systému a interpretu jazyka Python, aby vsechna
vldkna obhospodarila.

Dulezité poznamky:
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« Python postupuje tak, ze v jednotlivych procesech spousti celé moduly obsahujici spousténou
funkci. V nasem pripadeé je v kazdém procesu spustén cely modul parallelization.py. Tento
modul obsahuje globalni ¢ast kédu, kterd v nasem pripadé spousti funkce, které spoustéji
viceprocesorové zpracovani, a doslo by tedy k zacykleni programu. Abychom tomuto zabrénili,
je nutné tu ¢ast kédu, ktera smi byt spusténa jen z hlavniho vldkna, vlozit do podminky
if __name__ == "_ _main__":

e Ve Windows ve vyvojovém prostifedi IDLE nefunguje funkce print, pokud ji pouzivame z
jiného nez z hlavniho vldkna (nic nevypiSe). V jinych prostredich ¢i operac¢nich systémech by
to mélo fungovat.

Efekty paralelizace lze vidét pomoci funkce plot_integrate_1D_duration. Tato funkce spousti
postupné paralelni vypocet pro razné pocty navzajem bézicich paralelnich vlaken a vysledky zobrazi
do grafi, které jsou vykresleny pro dvé hodnoty N v obrazku 19. Pozorujeme, Ze nejrychlejsiho ¢asu
vypoctu pro dané N dosdhneme, pokud vytizime vSechna dostupna fyzicka jadra.

Uloha 10.1: Prostudujte si vzorovy piiklad v souboru parallelization.py a na jeho zdkladé vy-
tvorte kod, ktery bude pocitat ve vice vlaknech hodnotu integrdlu Is (101) z dkolu 9.4. Zjistéte si,
kolik vypocetnich jader md procesor na vasem pocitaci, a spuste viypocet tak, aby zamestnal vsechna
jadra.

Uloha 10.2: Casové ndrocny, a pritom jednoduse paralelizovatelny je vipocet soucinu dvou matic.

JelikoZ metoda starmap pracuje jednoduse jen s vektory, naprogramugjte paralelni vypocet soucinu
matice a vektoru (vysledkem je vektor).
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11 LaTeX

Nedilnou soucésti védecké préce je prezentovani vysledkt, pficemz chceme, aby dokument bylo
jednoduché napsat, a zaroven aby dobie vypadal. Jelikoz fyzikdlni odborné texty obsahuji velké
mnozstvi rovnic a symbold, neni nejvhodnéjsi volbou pouzivat textové editory pro kancelarskou
préaci, jejichz moznosti psani rovnic a pouziti védeckych stylt jsou celkem omezené. Ve fyzice je
nejbéznéjsi psat texty v systému KTEX.

Dnes se jedna o nesmirné obsahly balik riznych knihoven a doplnkt, pomoci kterého lze

e psat dobre vypadajici a typograficky spravné odborné texty s matematickymi rovnicemi, ob-
razky a tabulkami,

e vybirat z mnozstvi profesionalné pripravenych styli obsahujicich podporu tvorby obsahu,
rejstiiku, poznamek pod carou, kapitol, seznamii, referenci a dalsich vychytavek,

e stahnout si primo styl casopisu ¢i knihy, pro které text pripravujeme,

o pouzivat tisice matematickych symbolu ¢i druhi pisem (lze psat treba ve svabachu, gotickém
pismu ¢ elfim pismu, jste-li fanousci dila J.R.R. Tolkiena),

o vyuzivat ruznd makra a dopliky k jednoduchému vytvareni specidlnich objektu (napriklad
chemickych vzorci nebo Feynmannovych diagramu),

o vytvéaret robustni prezentace (naptiklad pomoci knihovny Beamer),

» nebo sdzet notové materidly a kdovico dalsiho (rajcata vsak zatim ne).
Systém KTEX mé dvé vrstvy:

1. TEX: sazec (zajistuje, aby vse bylo na strance tam, kde ma byt),

2. BTIEX: typograf (zajistuje, aby dokument dobte vypadal).

Program TEX zacal vznikat v 70. letech 20. stoleti a byl urcen sazeni textu a matematickych rovnic
pri zachovani vysoké typografické drovné vysledného dokumentu. IMTEX je pak nadstavba maker,
kterd psani dokumentti velmi zjednodusuje a zcela zakryva sazecskou praci. Piikazy v TEXu jsou
vSak stdle dostupné.

Dokument napsany v I TEXu striktné oddéluje text (obsah) a styl (vzhled), pricemz my vyuzijeme
standardni I¥TEXovsky styl a budeme se zabyvat vyhradné tim, jak napsat text. Jeho psani se
podobé programovani: zdrojovy soubor je textovy dokument (nebo nékolik textovych dokumentu),
ktery sestava z psaného textu a doplnujicich prikazti. Chceme-li vidét, jak bude vysledny dokument
vypadat, musime soubor ,prelozit*.

Existuji ruzné distribuce XTEXu. Jedna z nejpouzivanéjsich je MilkKTeX (vSechny platformy),
nebo TeX Live (Linux, Windows) nebo MaxTeX pro operacni systém Max OS. Déle je nutné mit
k dispozici textovy editor, pricemz vhodny je ten, ktery rozumi TEXovskym piikaztim a bude umét
zdrojovy text poslat k prekladu a zobrazit. Pokrocilé editory umeéji navigovat mezi zdrojovym textem
k prelozenému vysledku (vétsinou do PDF souboru) a naopak. Z volné dostupnych editoru jsou
nejcastéji pouzivané:

¢ TeXworks: Editor se zdkladnimi funkcemi. Je soucasti distribuce MiKTeX.
e TeXnicCenter: Pokrodcilejsi editor, podpora pouziti projektu.

e TeXstudio: Pokrodily editor, podpora projektt, automatického dopliovani, jednoducha préce
s obrazky, moznost tvorby zalozek, pomocnici po tvorbu rovnic a tabulek, zvyraznovani syn-
taktickych chyb.
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e Visual Studio Code s pluginem LaTeX Workshop: Méné funkci co se tyce samotného I TEXu

Vv

prostiedi (integrace s Gitem, pokrocilé vyhledavéni, programétorské moznosti editace). Pro
spravnou funkci je nutné kromé uvedeného dopliiku nainstalovat jesté interpret jazyka PERL.
Ve VS Code vznikaji i tyto zapisky.

e Overleaf: Online editor, idedlni pro praci v tymu. Nemusite nic instalovat, potfebujete vsak
pripojeni k internetu. Pro vétsi projekty je nutnd placena verze.

Uloha 11.1: Nainstalujte si na svij pocitac nejakou distribuci B'TEXu a editor.

11.1 Format TpXovského souboru

o ASCII nebo UTF-8 kédovani (lze pouzit i obskurnéjsi kédovani, ale v dnesni dobé je UTF-8
dostateéné univerzélni).

e Mezery: vice mezer je interpretovano jako jedna mezera, jednoduché zalomeni radku také jako
jedna mezera.

e Novy odstavec: dvé zalomeni radku po sobé nebo ptikaz \par.

e Prikazy: uvozeny znakem \, jejich povinné parametry ve slozenych zavorkach {.. .2}, volitelné
parametry v hranatych zavorkach [...]. U ndzvt prikazl zédlezi na velikosti pismen.

e Rovnice v texrtu: oddélena znaky $...$. Nékteré piikazy lze pouzit pouze uvniti rovnic, jiné
naopak uvnitt rovnic pouzit nelze.

e Komentdr: uvozen znakem %. VSe za timto znakem az do konce fadky je ingnorovano.

11.2 Struktura TgXovského souboru
11.2.1 Hlavicka

Jednd se o prvni fadek souboru obsahujici piikaz

e \documentclass [adpaper,twoside, 11pt,twocolumn] {article}: Zakladni specifikace stylu
dokumentu (v tomto pripadé papir velikosti A4, dvoustrankovy tisk, zdkladni velikost pisma 11
bodii, dvousloupcova sazba). Kromé article se ¢asto pouzi nebo slide pro tvorbu prezentaci.
Piikaz \documentclass je povinny, musi byt vzdy piitomen.

11.2.2 Preambule

Cast zdrojového kédu obsahujici vyéet vSech pouzitych dodateénych balickt. Balicky jednak
obsahuji styly, jednak rozsiruji funkce I¥TEXu o nova makra. Déale se v preambuli udavaji parametry,
které se pouziji pro styl textu, dopliujici parametry balicki a uzivatelské definice maker.

e \usepackage{epsfig}: Pouzije se balicek epsfig pro vkladani vektorovych obrazkl ve for-
matu EPS.

o \def\abs#1{\left|#1\right|2}}: Definuje makro \abs s jednim parametrem (absolutni hod-
nota).

e \pagestyle{headings}: Na kazdé strance bude zdhlavi s ndzvem aktualni kapitoly, sekce a s
¢islem stranky.

Dalsi nejcastéji pouzivané balicky jsou:
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11 LATEX 11.3 Dalsi navody a odkazy

 \usepackage{amsfonts,amsmath,amssymb}:*’ Rozifuje mnozstvi pouzitelnych pisem, mate-
matickych symbolu a struktur (napf. snazsi psani matic, viceradkovych rovnic atd.).

» \usepackage [utf8] {inputenc}: Specifikuje UTF-8 jako vstupni kédovani (jinak je o¢ekavano
ASCII).

o \usepackage [czech] {babel}: Udavajici ceské formatovani (napiiklad ceské uvozovky) a ceské
nazvy (naptiklad Obsah, Rejstiik).

o \usepackage{epsfig}: Umozni vklddani vektorovych EPS soubort.

o \usepackage [unicode] {hyperref}: Umozni vkladani hypertextovych odkazli a ucini klika-
bilni i odkazy na rovnice, obrazky, stranky ¢i kapitoly v textu pro snazsi navigaci.

11.2.3 Télo dokumentu
Télo je uvozeno prikazy

\begin{document}

\end{document}

a do néj piseme vlastni text dokumentu. Vse, co se nachazi za prikazem \end{document}, je igno-
rOvANO.

Jednoduchy priklad A TEXovského dokumentu s vysvétlenim zakladd psani textu je v repozitari
v adresaii LaTeX a jmenuje se dokument .tex. K jeho prelozeni budete potrebovat i prilozeny EPS
soubor kubik.eps.

Pokrocilejsim prikladem je pfimo tento soubor s pozndmkami (i jeho zdrojék Poznamky.tex je
dostupny v repozitéri).

o né&jakém svém oblibeném védci ¢i védkyni nebo o fyzikdlnim (pripadné matematickém) problému.
Dokument by mél obsahovat aspon jednu rovnici a jeden obrdzek. Textovd c¢ast staci na jednu stranku.

11.3 Dalsi navody a odkazy

e Ne prilis strucny tvod do systému INTEX2e: Vynikajici srozumitelny, prehledny a ¢tivy navod
v ¢estiné. Doporucuji prostudovat.

e Drsny tvod do ETEXu: Trochu struénéjsi a zhusténéjsi nez predchozi névod.
o Jak na LaTeX: Webovy seridl, obsahuje i ur¢ité pokrocilejsi vychytavky.

e The comprehensive IXTEX Symbol List: Nékolikasetstrankovy dokument se vSemi moznymi
pouzitelnymi matematickymi i nematematickymi symboly.

o [XNTEX: Asi nejpodrobnéjsi prirucka dostupna na webu.

59AMS = American Mathematical Society.
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12 SYMBOLICKE VYPOCTY

12 Symbolické vypocty

Symbolické vypocty znamenaji vypocty s celymi algebraickymi vyrazy: jejich upravovani, inte-
grovani, derivovani a podobné.®’ V Pythonu sice existuje knihovna sympy%! pro symbolické manipu-
lace, avSak pro rozsdhlejsi vypocty jsou optimalizovanéjsi a jednodussi k pouziti komerc¢ni produkty
Mathematica ¢i Maple. My se v tomto cvi¢eni seznamime s nejjedodussimi zaklady prace v produktu
Mathematica.

12.1 Mathematica

Program Wolfram Mathematica mé za sebou jiz vice nez 30 let vyvoje. Lze ho pouzit jako
rozsitenou kalkulacku pro jednoduché vypocty a vykreslovani grafii, ale jeho skutecna sila je v efek-
tivnim skloubeni moznosti prace se symbolickymi vyrazy spolu s numerickymi vypocty v libovolné
presnosti. Mathematica obsahuje nepreberné mnozstvi funkci, které zahrnuji velkou ¢ast klasické i
moderni matematiky (feSeni algebraickych i diferencidlnich rovnic, teorie ¢isel, neuronové sité, stro-
jové ucleni, statistické nastroje, pokrocilé metody vizualizace, interaktivni grafy, analyza casovych
fad a dalsi). Umoznuje psat vlastni rozsdhlé programy v optimalizovaném (i kdyz co se syntaxe
tyce trochu neobvyklém) programovacim jazyku. VSechny vypocty lze spoustét bud lokélné, nebo
na velkych vypocetnich clusterech.

Mathematica je sice placeny produkt, avsak MFF UK m4 zakoupenou hromadnou licenci, kterou
mize pouzivat kazdy nas student nebo zaméstnanec (navod na instalaci). Existuje verze zdarma pro
pocitace Raspberry Pi s opera¢nim systémem Raspbian.

V repozitari naleznete soubor mathematica.nb, ktery obsahuje jednoduchy tvod se zakladnimi
funkcemi programu Mathematica. Projdéte si ho prikaz po prikazu, pomuze vam naucit se syntaxi a
védeét, ze prikazy se spusti kldvesovou kombinaci CTRL + Enter (je to stejné jako v pythonovském
programovacim prostiedi Jupyter). Na prfikladu tohoto vzorového souboru vypracujte nasledujici
tlohy.

Uloha 12.1: Spocitejte limitu

1

lim (Sm T> o (104)

z—a \ sin a

Uloha 12.2: Naleznéte primitivnd funkci
F(z) = / V1+ztde (105)
a vykreslete jeji graf pro x € (0,2).
Uloha 12.3: Vyreste diferencidlni rovnici pro matematické kyvadlo s velkou vijchylkou
y"(t) = —siny(t) (106)

s pocatecnimi podminkami

y(0)=0,  (0)=1 (107)

a srovnejte v grafu s resenim linearizované rovnice
y'(t) = —y(t). (108)

Reseni 12.1: Resend vsech tri wiloh je v souboru solution.nb.

59Programy pro symbolické vipoéty se také nazgvaji Computer Algebra Systems, CAS.

5'Tuto knihovnu zadal vyvijet v roce 2005 tehdy jesté student fyziky MFF UK Ondfej Certik.

52Pgkné srovnani funkcionalit a syntaxe knihovny sympy a programu Mathematica najdete na https://github.com/
sympy/sympy/wiki/SymPy-vs.-Mathematica
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12 SYMBOLICKE VYPOCTY 12.1 Mathematica

Pokud se chcete s moznostmi programu Mathematica seznamit hloubéji a dozvédét se vice o
pokrocilych moznostech programovani, které nabizi, mizete navstévovat dedikovanou prednasku
Dr. Tomase Ledvinky Pouziti systému pocitacové algebry ve fyzice.
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13 FOURIEROVA TRANSFORMACE

13 Fourierova transformace

Fourierova transformace je jednou z nejcastéji pouzivanych metod ke zpracovani signalu. Spociva
v prevodu ¢asoveé zavislé funkce h(t) na funkei spektra harmonickych frekvenci H(w). S Fourierovou
transformaci analytickych funkci se seznamite v matematické analyze a v teorii distribuci. My se
zde budeme zabyvat diskrétni verzi této transformace, kterda se pouzivd pro numerické zpracovani
namérenych signalu.

13.1 Diskrétni Fourierova transformace

Transformace a pifpadnd zpétnd transformace h; <+ Hj, se provadéji predpisem

I 1 N_lh _ 2mijk
k= N J;O j€ N,
N-1 2rijk
b= 3 Het R (109)
k=0

kde

e hj, j=0,1,...,N — 1 je vstupni signdl (casovd tada) délky N naméfeny v ekvidistantnich
okamzicich odpovidajicich ¢astiim

J
t, = -. 110
J fs ( )
e fs je vzorkovaci frekvence a odpovidd poc¢tu méreni za sekundu.
e Hyp, k= —%, ..., 0, % (pro N liché) je spektrélni rozklad vstupniho signalu, kde
[s
=k 111

je frekvence odpovidajiciho prispévku. Nize ukdzeme, ze k jedné frekvenci existuji dvé kom-
ponenty Hy a H_j, které se lisi jen fazi. Jelikoz diky periodicnosti plati Hy = Hyyn, je pii
programovani praktic¢téjsi uvazovat index k = 0,..., N — 1. Pak Hy a Hy_; odpovidaji stejné
frekvenci.

e Nejvyssi frekvence, kterou jsme schopni ze vstupniho signalu urcit, nezavisi na délce signalu
N a je uréena pouze vzorkovaci frekvenci: fiax = fs/2. Nazyva se Nyquistova frekvence.

o Nejnizsi frekvence, kterou ze signalu vyextrahujeme, je fiin = ijl. Pro signaly velmi nizkych
frekvenci potfebujeme tedy dlouhé vstupni ¢asové rady.

e Frekvence fo odpovida tzv. stejnosmernému prispévku a odpovidajici komponenta Hg udava
stredni hodnotu signalu.

P¥{m4 a zpétnd transformace se lisi jen znaménkem a normaliza¢nim faktorem 1/N, jehoz umisténi
do zpétné Fourierovy transformace je véci konvence.%?

Uloha 13.1: Dokazte, Ze provedenim Fourierovy transformace a zpetné Fourierovy transformace
dostanete ptuvodni casovou Tadu.

53Jin4 dasto pouzivand konvence je tento faktor rozdélit symetricky mezi obé transformace: pak bude pted obéma
sumami ve vztazich (109) stat \/% a Fourierova transformace bude unitdrni transformaci mezi vektory h = (h;) a
H = (Hy) (unitarni transformace zachovavd délku komplexniho vektoru).
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13 FOURIEROVA TRANSFORMACE 13.1 Diskrétni Fourierova transformace

Reseni 13.1: Dukaz se provede primocarym dosazenim Hy do zpétné Fourierovy transformace:

Nl 2wijk N1 1 Nl 2milk 2rijk

ZerN :Z NZhle_N Hpe W

k=0 k 0 =0

1 71'1 k
— Zhl Nt Zhl {e2N =0 } soucet geometrické tady
27(1
1 — |ew U— DN 1 1 — e2mi(i—)
— e N ] ] 1—enN J
=¥ Z hN&j = hj (112)
l

(651 je Kroneckerovo delta), pricem?Z pri ipravé na poslednim radku se vyuZilo. toho, Ze

20— — 1 ¢ zdroven e%(jfl) #1 pro j#1
1— 2mix
=N pro j=1. (113)

lim
z—=01 _ ¢ 2; T

Z predpisu (109) vyplyva, ze vysledek Fourierovy transformace je obecné sekvence komplexnich
¢isel. Rozepsanim komplexni exponencidly dostaneme

1 = 2mik o ik
R _ R I
H;' = N JE_O (hj cos — + hj sin N ) ,
;N1
215k 27Tjk
I _ R I
Hj = E ( h;"sin N +hje ) , (114)

kde

hj = hi +ihj,
Hy = HE +iH] (115)

je rozklad na redlnou a imaginarni ¢ast. Analogicky vztah bychom ziskali pro zpétnou Fourierovu
transformaci.

Za predpokladu, Ze vstupni casova fada h; je redlnd (obecné redlnd byt nemusi, ale v praxi
obvykle byvd), miuzeme pro redlnou a imaginarni slozku spektralniho rozkladu Hy psét

1 = omjk 2mjk
Hk:NZhJCOS J ——Zh sin WJ (116)
§=0
Ze sudosti cosinu a lichosti sinu plyne, ze Hlf = Hfik a H,g = —Hik.

Komponenty Hy, lze také rozepsat pomoci jinych dvou redlnych ¢isel: velikosti |Hy| a faze ¢,

Hy, = [Hy| ', (117)

1] = () + (1)
¢, = arctan H; (118)

V praxi je nejdulezitéjsi udaj velikost prispévku k-té frekvence
Ap = | Hy| + |H | = 2 |Hy| | k::L.”,ﬁ%;l, (119)
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13.2 Pouziti Fourierovy transformace 13 FOURIEROVA TRANSFORMACE

ktery udava amplitudu odpovidajici harmonické viny. Misto amplitudy se také ¢asto pouziva kvadrat
Sy = |Ax]?, (120)

ktery se nazyva vikonové spektrum a udava, jak jiz ndzev napovida, vykon, ktery do signdlu vnasi
k-t4 harmonickd vlna.

Fourierova transformace tedy vyjadiuje signal jako soucet prostych harmonickych vin (sint a
cosint1) s frekvencemi f; a amplitudami Ay. Hudebni terminologii se jednd o rozklad souzvuku
nékolika ténd na jednotlivé jednoduché tény.

13.2 Pouziti Fourierovy transformace

o Ziskdni dominantnich frekvenci nezndmého signalu (napiiklad délky sluneéniho cyklu, vlast-
nich frekvenci kmitu slozitého objektu atd.).

¢ Rozpoznavani hlasu.

o Filtrovani signalu, odstranéni sumu (signédl ofekdvame na uréitych frekvencich, Sumu se zba-
vime, pokud komponenty Hj, od ostatnich frekvenci vynulujeme).

o Komprese signdlu: uchovame jen slozky signalu s nékolika nejvétsimi prispévky Hy. Toho se
vyuziva v kompresi zvukového signdlu (napiiklad MP3) i obrazového signalu (format JPEG).

My si vyzkousime Fourierovu transformaci na zvukovém souboru. Prace se zvukovymi soubory
v Pythonu je popsana v sekci 3.2.7

Uloha 13.2: Naprogramugte Fourierovu transformaci a zpetnou Fourierovu transformaci podle vzta-
hi (109). Muizete pocitat bud mezdvisle redlnou a imagindrni cédst, nebo vyuZit toho, Ze funkce
knihovny numpy rozuméji komplexnim cislim. Imagindrni jednotka v Pythonu je 13, komplexni cislo
3+ 4i se tedy zapise ve tvaru 3 + 4j.

ResSeni 13.2: Vzorové tesent je v souboru transform.py a umi spocitat Fourierovu transformaci
pro redlnou © komplexni casovou tadu. Jelikoz samotné provddéni cyklu v Pythonu zabere obrovské
mnozstvi vypocetniho casu, je vghodné se cyklim vyhnout. Jakékoliv zrychleni ocenime zejména v
pripadé, kdy budeme chitit pocitat transformaci z delsi ¢asové tady (jiz pro N = 1000 mize vipocet
trvat nékolik sekund).

Uloha 13.3: Viytvoite casovou adu délky N = 2000 se vzorkovaci frekvenci fs = 2000 Hz (signal
tedy bude trvat presné 1s) danou souctem tri harmonickych funkci:

hj = i: ap sin (2w F,t;), (121)
n=1
kde
ay = 0.1, s = 0.2 az = 0.3,
Iy =440 Hz = ZFl = 550 Hz s = gFl = 660 Hz

a casy t; jsou ddny vztahem (110). Prehrajte si ji pomoci funkci knihovny sounddevice.% Spocitejte
Fourierovu transformaci a vykreslete do grafu amplitudy Ay na frekvencich fi. Presvédcte se, Ze graf
bude mit tri vrcholy s viyskami odpovidajicimi zadanym amplituddm a, a stredy v mistech zadangch
frekvenci F,.

Zopakugjte vgpocet pro N = 1000 a fs = 1000 Hz. V tomto pripadé jsou jiz frekvence Fy, Fy vétsi
nez Nyquistova frekvence fpaz. Zvuk bude zkresleny a vrcholy ve frekvencnim diagramu po provedent
Fourierovy transformace se posunou.
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f, =2000 Hz f, = 1000 Hz

0.30 A 0.30 A
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0.05 A 0.05 A
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Obréazek 20: Fourierovo spektrum pro testovaci signdl dany souctem t¥{ harmonickych funkei (121) a pro
dvé ruzné vzorkovaci frekvence fs. Pro fs jsou jiz nékteré komponenty nad Nyquistovou frekvenci a projevi
se jako ,falesné“ frekvence F’ = fi.x — F.

ResSeni 13.3: Vzorové reseni je v souboru analysis.py ve funkci test_signal. Funkce vytvori
zadanou casovou Tadu, prehraje ji a vykresli graf s Fourierovymi komponentamsi, ktery je pro fs =
2000 Hz a fs = 1000 Hz zakreslen v obrdazku 20 a pro fs = 1842 Hz v obrdazku 21. Pro f, = 1000 Hz
jsou jiz frekvence vstupniho signdlu vyssi nez Nyquistova frekvence frar = fs/2 = 500 Hz. Ve spektru
vidime vrcholy na frekvencich

Fb 3 = finas — Fa3 = 450 Hz, 340 Hz. (122)

Zvuk je pri nevhodné malé vzorkovact frekvenci zkresleny. Abychom analyzu signdlu neméli ovlivneé-
nou témito ,falesngmi“ frekvencemi, je nutné pred digitalizaci signdlu pouzit filtr, ktery frekvence
lezici nad Nyquistovou frekvenci odstrand.

V pripadé zvukového signdlu se casto pouzivda vzorkovaci frekvence fs = 44100 Hz. Prestoze
odpovidajici Nyquistova frekvence fmax = 22050 Hz lezi v ultrazvuku za oblasti slysitelnosti, ne-
odfiltrované zvuky s frekvenci vyssi nez fpae se klidné mohou projevit jako ,falesné“ frekvence ve
slysitelné oblasti.

Diky tomu, Ze délka generované rady je jak pro N = 2000, fs = 2000 Hz, tak pro N = 1000,
fs = 1000 Hz ndsobkem vzorkovaci frekvence a vsechny frekvence signdlu jsou celociselné, je signdl
presne periodicky. Ve Fourierové spektru zobrazeném na obrdzku 20 jsou patrné jen tri nenulové
komponenty, které maji vysku odpovidajici presné amplitudam harmonickijch komponent zadaného
signdlu ay,az, as.

Naopoak na obrdzku 21 je priklad, kdy délka Tady neni ndsobek vzorkovaci frekvence. Periody
komponent signdlu nejsou soudélné s délkou casové rady, a tudiz analyzovany signdl neni presné
periodicky. Pozorujeme, Ze vrcholy sice sedi na zadanych frekvencich signdlu Fy, Fs, F3, ale jsou
nepatrné rozmazané (maji nenulovou sirku) a jsou nizsi nez zadané amplitudy. Zadané amplitudy
bychom ziskali po zintegrovani nenulového okoli maxim.

Uloha 13.4: Ve sloce sounds v repozitdri jsou soubory a.wav, e.wav, i.wav, o.wav, u.wav, ve
kterych jsou nahrané krdtké vzorky samohldsek.%® Vzorkovaci frekvence nahrdvek je fs = 16000 Hz,
nahrdvky maji délku okolo N = 8000. Soubory nactéte pomoci knihovny soundfile, prehrajte si je,
vyriznéte z nich kvili rychlosti okno délky N = 2000 (vezméte napriklad prostredni cédst prikazem
sound [3000:5000] ), vypocitejte na ném Fourierovu transformaci a zakreslete ziskané amplitudy Ay,

64Uvedené frekvence odpovidaji po fadé téntim a', c#2, e? v piirozeném ladéni. Zaznit by tedy mél durovy kvinta-
kord.
5 Nahravky jsou stazeny z https://homepages.wmich.edu/~hillenbr/voweldata.html.

75


https://github.com/PavelStransky/PCInPhysics/blob/main/python/fourier/analysis.py
https://github.com/PavelStransky/PCInPhysics2021/tree/main/sounds
https://github.com/PavelStransky/PCInPhysics/blob/main/sounds/a.wav
https://github.com/PavelStransky/PCInPhysics/blob/main/sounds/e.wav
https://github.com/PavelStransky/PCInPhysics/blob/main/sounds/i.wav
https://github.com/PavelStransky/PCInPhysics/blob/main/sounds/o.wav
https://github.com/PavelStransky/PCInPhysics/blob/main/sounds/u.wav
https://homepages.wmich.edu/~hillenbr/voweldata.html

13.2 Pouziti Fourierovy transformace 13 FOURIEROVA TRANSFORMACE

fs=1842 Hz
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Obrazek 21: Fourierovo spektrum pro testovaci signal dany soudtem t¥{ harmonickych funkef (121) a pro
vzorkovaci frekvenci f, = 1842571, ktera je vys$i nez Nyquistova frekvence, ale neni soudélnd s délkou fady.
Signél tudiz neni presné periodicky a vrcholy odpovidajici frekvencim vstupniho signalu se ,,rozmazou®.

do jednoho grafu pro wvsech pét samohldsek. Uvidite, Ze kazZdd samohldska md zcela jinak vysoké

dominantni frekvence. Této skutecnosti se vyuZivd pro strojovou analyzu hlasu.%6
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— o.wav
— u.wav
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<
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Obrazek 22: Fourierovo spektrum pro samohldsky z testovacich souborii.

Reseni 13.4: Fourierovo spektrum pro zadané samohldsky je vypocitdno pomoci funkce vowels ze
souboru analysis.py a je zobrazeno na obrazku 22. Je vidét, Ze pro vsechny samohldisky se skldadd
ze zdkladni frekvence (okolo fy = 240 Hz) a jejich ndsobki (harmonické frekvence), pricemz casto
je dominantni pruni harmonickd frekvence (pro samohldsku ,0“ je to aZ treti a pro samohldsku ,a “
dokonce aZ cturtd harmonickd frekvence). Pravé poméry mezi amplitudamsi harmonickych frekvenci
jsou klicové pro strojové rozpozndni, o kterou hldsku se jednd.

56Pomoci funkce rec si miZete nahrit a zanalyzovat vlastni hlas.
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13 FOURIEROVA TRANSFORMACE 13.2 Pouziti Fourierovy transformace

Uloha 13.5: Ve slosce sounds v repozitdri je soubor BlackHolesCollision.wav, ve kterém je na-
simulovany pribéh gravitacnich vin tésné pred srdzkou dvou cernych dér.%” Nactéte tento soubor,
prehrajte si ho (uslysite charakteristicky tzv. chirp sound). Pozor, soubor md dva kandly, pro nasle-
dujici analyzu vyberte pouze jeden z nich prikazem signall:,0]. Rozdélte casovou radu na casovd
okna délky Ny = 2000 bodi a pro kazdé okno spocitejte Fourierovu transformaci a amplitudy Ay.
Nasledné vykreslete konturovy graf (spektrogram), kde na ose x bude cas (zacdtku nebo stredu po-
uzitého casového okna), na ose y frekvence a na ose z (barevny kéd) amplituda. Frekvence omezte
pomoci prikazu plt.ylim(0, 500) na hodnoty (0 Hz, 500 Hz).

500 —r 0.35
- 0.30
400
- 0.25
300
0.20
N
z
= 0.15
200 '
0.10
100
0.05
0 0.00
0 2 4 6 8 10 12 14

t[s]

Obrazek 23: Spektrogram gravitacnich vin generovany okolo sebe obihajicimi dvéma ¢ernymi dérami tésné
pred srazkou. Ke srazce dojce v ¢ase t =~ 15 s.

Reseni 13.5: Spektrogram je vypocitan pomoci funkce black_holes (soubor analysis.py) ze za-
daného signdlu pro plovouci okno sirky 2000 bodi, které posouvdame pro hladsi graf po 100 bodech,
a je vykreslen na obrdzku 23. Je videt dominantni frekvence stoupajici od priblizné 130 Hz. 'V oka-
mziku srdzky cerngch dér frekvence diverguje. Dominantni frekvence je pruni harmonickd: zdikladni
frekvence zacind na 65 Hz. Podle tvaru krivky na spektrogramu se urcuji parametry srdzejicich se
objekti: jejich hmotnosti a typ (cerné diry, neutronové hvézdy).

Zvukovy soubor byl podle zdrojové webové strinky ,zrychlen®, aby se posunul do slysitelngch
frekvenci. Frekvence ve spektrogramu 23 tedy neodpovidaji poctu obéhi za sekundu cerngch der tésne
pred srazkou. Objekty se ve skutecnosti pohybuji pomaleji.

LRazy“, které se objevuji ve spektrogramu, jsou numericky artefakt zpusobenyj konecnosti velikosti
okna, ve kterém probihd vypocet.

Srazka cerngch der pomoci primého méreni gravitacnich vin byla poprvé pozorovdna detektory
LIGO a Virgo 14. zdri 2015. Analyjza byla publikovina o necely pil rok pozdéji [/] (pozorovany
spektrogram je v tomto cldnku zobrazen v obrdzku 1) a odstartovala nové odvétvi fyziky: gravitacni
astronomii. K dnesnimu dni (kvéten 2020) bylo prostrednictvim gravitacnich vin pozorovano nékolik
desitek srazek velmi hmotnych objekti (cernijch dér nebo neutronovijch hvézd).

57Soubor pochdzf z http://web.mit.edu/sahughes/www/sounds.html.
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13.3 Rychla Fourierova transformace 13 FOURIEROVA TRANSFORMACE

13.3 Rychla Fourierova transformace

Fourierova transformace naprogramovand pomoci defini¢nich vztaht (109) ma ¢asovou slozitost
O(N?), pro delsi ¢asové fady tedy doba vypoctu prudce roste (jiz pro N = 10000 si pockdte né-
kolik minut). Existuje mnohem efektivnéjsi algoritmus s ¢asovou slozitosti O(N log N). V Pythonu
naleznete funkci pocitajici rychlou Fourierovu transformaci ze zadané casové fady v baliku numpy.
Jmenuje se fTt.fft.

Uloha 13.6: Spocitejte Fourierovu transformaci (i) pomoct funkce naprogramované v ikolu 13.2 a
(i) pomoci knihouvni funkce numpy.fft.fft bud pro signdl z ikolu 13.3, nebo pro jednu z hldsek z
twkolu 13.4. V grafu porovnejte ziskané amplitudy. Mély by bijt stejné.

—— FourierTransform

0.12 7 —— numpy.fft.fft

0.10 A

0.08 A

< 0.06 -

0.04 4

0.02 A

V

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
f[Hz]

0.00 A

Obréazek 24: Srovnan{ riznych metod vypoctu Fourierovy transformace pro soubor a.wav. Vysledek ziskany
knihovni funkel numpy.fft.£fft byl vydélen délkou casové rady.

Reseni 13.6: Srovndni Fourierovského spektra pro hldsku ,a* je naprogramované ve funkei FT_me-
thod_Comparison v souboru analysis.py a graf je zobrazen na obrdzku 24. Fourierova transformace
z knihovny numpy md jinak definovanou normalizaci, proto je pro porovndni nutné vydelit Fourierovy
komponenty délkou casové Tady N. Pak jsou komponenty spocitané obéma metodami stejné.
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14 KAFE

14 Kafe

Toto cviceni se bude tykat zpracovani namérenych dat od nacteni dat ptres vytvoreni modelu,
nafitovani jeho parametri, vykresleni dat a ulozeni vysledki. VSe bude demonstroviano na casové
radé teplot béhem chladnuti kdvy. Data naméril jiz pied vice nez 15 lety zakladatel tohoto cviceni
doc. Jiri Dolejsi a jsou dostupné v repozitari v souboru kafe.txt. Vzorovy kéd v Pythonu je pak v
souboru kafe.py.

14.1 Nacdcteni dat

Umét nacist externi data do vaseho programu je velmi dulezité, jelikoz zdroj dat mize byt iplné
jiny systém nez ten, ve kterém data zpracovavéite (data muzete ziskat méfenim, muzete je stahnout
z internetu, muze vam je poslat kolega z druhého konce svéta nebo je ziskate vypoctem néjakém
specializovaném programu). My se budeme zabyvat nactenim textového souboru.

V Pythonu existuje nespocet moznosti, jak textova data nacist: od jednoduchého otevieni sou-
boru, nac¢itani znaku po znaku nebo fadky po fadce a zpracovavani pres rtuzna automatizovana
feseni, napfiklad funkci genfromtxt z knihovny numpy az po sofistikovany balik pandas. V pfilo-
Zeném vzorovém souboru je pouzita jednoducha moznost pomoci knihovny csv,% kterd je soucasti
instalace jazyka Python. Pokud nezname forméat dat predem, je dobré si datovy soubor nejprve
oteviit v néjakém textovém editoru (napiiklad ve Visual Studiu Code) a zjistit, jak dlouha je hla-
vicka a v jakém sloupci nebo fadce je jaky tidaj. V souboru kafe.txt vidime, ze hlavicka je dlouhda
— méfend teplota —, ve druhém jednotka (stupné Celsia), ve tfetim oznaceni TE (jako teplomér) a
ve ¢tvrtém cas. Méreni probihala striktné po 10 sekundach, nemusime tudiz slozité prevadét format
¢asu na cislo, ale staci zac¢it s ¢asem ty = 0 s a postupné pri¢itat 10 s. Data z hlavicky potiebovat
nebudeme, proto celou hlavicku preskoc¢ime. Z celého souboru staci tedy nacist prvni sloupec.

Mérend data jsou dvojice ¢as—teplota

(t;Xp,TjeXp), j=0,....,N—1, (123)

kde N je pocet méfeni. Data jsou vykreslena na obrazku 25. Teplota byla mérena s presnosti AT*P =
1°C.

14.2 Model

Chladnuti kapaliny vedenim tepla popisuje Newtonuv zakon chladnuti. Odevzdané teplo AQ za
kratky okamzik At je tim vétsi, ¢im je vétsi rozdil teploty télesa T' a teploty okoli Ty,

AQ = —hS(T — Toror) AL, (124)

kde h je koeficient vedeni tepla a S aktivni povrch, skrz ktery teplo z télesa unika. Na druhou stranu
tim, Ze téleso teplo odevzdd, dojde k jeho ochlazeni o teplotu AT,

AQ = emAT, (125)

kde ¢ je mérna tepelnd kapacita a m hmotnost télesa. Z téchto rovnic ziskdvame pro infinitezimalni
zmény d@Q, dT, dt diferencialni rovnici

dT
4, - T_Tooia 12
i \:;,( kolf) (126)

cm

58CSV = Comma-Separated Values, hodnoty oddélené ¢arkami. Ve skuteénosti mize byt jako oddélovaé libovolny
znak, bézné treba mezera nebo tabuldtor. Oddélovac se specifikuje pomoci parametru delimiter.
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14.3 Fitovani dat 14 KAFE
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Obrazek 25: Namérend data chladnuti kévy.

jejimz feSenfm je zmitiovany Newtoniv zédkon chladnuti®’
T(t;a) = (To — Tokorr) € 70 + Ty (127)

s pocéateéni podminkou 7T'(tg) = Tp. Explicitné je navic uveden parametr modelu a.

14.3 Fitovani dat

Méame model (127) s jednim parametrem «. Dalsim krokem je nalézt optimélni hodnotu to-
hoto parametru. K tomu se pouzivad metoda nejmensich ctvercu odchylek, kterd obecné spociva v
minimalizaci funkce

R0, B,..) = 3 [170 =T (5550, 8, )], (128)
j=0
kde minimum hleddme pres hodnoty parametri «, 3, .... K fitovani slouzi v Pythonu dvé funkce

z knihovny scipy.optimize, a to least squares a curve fit, které funguji podobné.”™ My po-
uzijeme druhou z nich, nebof nam poskytne i odhady chyb fitovanych parametri, coz se ve fyzice
hodi.

Funkce curve fit ocCekava na vstupu funkci modelu a dvojice namérenych dat. Dale je vhodné
udat pocatecni odhad fitovanych parametru (argument p0). Zejména pokud jsou optimdlni hodnoty
parametrii o nékolik fadid jinde nez 1, optimalizacni procedura muze selhat, jak se lze presvédcit
na vzorovém prikladu. Dalsi parametr je sigma, ve kterém mitizeme specifikovat absolutni chyby
jednotlivych méreni. To se hodi zejména v pripadé, kdy kazdy nameéreny tdaj méa jinou chybu.

Fitovaci funkce vraci dvé pole: v prvnim jsou nafitované hodnoty vsech parametri modelu,
v druhém je tzv. korelacni matice, jejiz diagonalni prvky udavaji odhady chyb parametri modelu.
Funkce nevraci soucet kvadratt rezidui R2; , ktery miize slouzit k porovnani vykonnost{ jednotlivych
modelt. Tuto veli¢inu vSak neni obtizné vypocitat.

Pouziti fitovaci funkce je ukazano ve vzorovém kédu kafe.py. Za teplotu okoli byla pouzita
hodnota Tyker = 20 °C. Experimentalni data a optimalni teoretickd krivka jsou na obrazku 26.

59Diferencidln{ rovnici vyfesime napiiklad jednoduse separaci proménnych.
°0bé funkee volaji jednu a tutéz minimalizaéni proceduru.
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14 KAFE 14.4 Vylepseni modelu

—— NewtonQv zdkon chladnuti
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Obréazek 26: Fitovani Newtonova zdkona chladnuti. Optimélni hodnota parametru modelu jsou o = (746 +
5)-107% s71. Soucet reziduf je Ry, = 8.64 °C.

Je vidét, ze Newtonuv zdkon nepopisuje dobre skutecnost. Otevira se tedy prostor pro nas fyziky,
abychom se pokusili model vylepsit.

14.4 Vylepseni modelu

Jednoduchy model zaloZeny na ztraté tepla vedenim neobstoji. Ukazme si nékolik moznosti, jak
model rozsitit. Rozsifeni modelu mimo jiné znamend, ze priddme dalsi parametry, jejichz hodnotu
budeme fitovat. Plati samoziejmé, ze bez ohledu na kvalitu modelu ¢im vice parametri, tim lepsi
fit. Je vzdy dobré se vyvarovat extrémi, kdy model mé vice parametrii, nez kolik mame experimen-
talnich hodnot N. Dobry model je takovy, ktery popisuje pomoci méalo parametra velké mnozstvi
experimentalnich dat.

14.4.1 Neurcita teplota okoli

Teplotu okoli Tyke;; nezname. Predpokladali jsme jen, Ze experiment byl provadén za bézné
pokojové teploty, a proto jsme volili Toke; = 20 °C. Co vsak, pokud byla teplota jind? Muzeme
zvolit teplotu okoli jako druhy fitovany parametr modelu.

Vysledek fitovani ddvda mnohem lepsi souhlas modelu s naméfenymi daty (obrazek 27), avsak
nafitovana teplota okolf je Thiorr ~ 40 °C, coz neodpovidé laboratornim podminkam.”" Tento model,
a¢ popisuje velmi dobfe teoreticka data, zavrhneme.””

14.4.2 Model s vyzarovanim

Kapalina chladne ¢tyimi zakladnimi procesy: vedenim, proudénim, vyzarovanim a vyparovanim.
Newtontuv zakon popisuje jen prvni z nich. Druhy proces (proudéni) zavisi vyznamné na tvaru télesa

"'Doc. Jifi Dolejéi se dusuje, Ze na takovou teplotu si netopi.

"2P¥i hlubsim zamysleni viak lze i tento model p¥ijmout. Jak je zndmo, vzduch je celkem patny vodi¢ tepla. Okolo
télesa chladnouciho na vzduchu se tedy vytvori teplejsi vrstva, kterd muze odpovidat ,efektivni“ teploté okoli vyssi,
nez je skutecnd teplota okoli daleko od chladnouctho télesa.
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14.4 Vylepseni modelu 14 KAFE

—— Newton@v zdkon chladnuti s Tout

75 A ® Namérend data

70 A
-OG- 65 A
=

60 -

55 A

50 A

0 200 400 600 800
t[s]

Obrazek 27: Fitovani Newtonova zdkona chladnut{ s volnou teplotou okoli. Optimélni hodnoty parametri
jsou a = (1360 £ 30) - 1076 s71, Tororr = (39.8 £ 0.6) °C. Soucet reziduf je Ry, = 3.76 °C.

a na okolnim prostfedi (foukdme do kdvy? mame pustény vétrak? jsme na vrcholu vétrné hory?) a je
obtizné ho modelovat. Muzeme predpoklddat, Ze experiment byl provadén v laboratori (kancelaii) a
vliv proudéni byl eliminovan. Zbyvaji tedy procesy vyzafovani a vypafovini. Zamérime se na prvni
z nich.

Téleso™ vyzafuje podle Stefanova-Boltzmannova zdkona, podle kterého je odevzdané teplo za
¢asovy okamzik At za predpokladu, Ze teplota povrchu télesa je T a teplota okoli Tyyor,

AQ = —0S (T* = Thay) At, (129)

kde o je Stefanova-Boltzmannova konstanta a S je povrch télesa. To v kombinaci s (124) vede na

diferencidlni rovnici

dr
i (T — Tokott) — B (T4 - Tékoli) : (130)
~—

aS
cm

Tato rovnice neni exaktné fesitelna, je tedy potfeba ji resit numericky. Jednd se o diferencidlni
rovnici 1. faddu, coz je téma, se kterym jsme tento kurz zac¢inali (sekce 4). Nové je zde to, ze musime
zkombinovat feSeni diferencidlni rovnice s hledanim optimélni hodnoty parametri pro diferencidlni
rovnici.

Reseni je opét ve vzorovém kédu kafe.py a vysledek je na obrizku 28. Optimalni hodnota
parametru 3 je fadu 1079, je tedy nutné pii volani funkce curve_fit upfesnit poc¢ateéni hodnotu
pro hledani tohoto parametru v p0, jinak optimaliza¢ni funkce selze.

Opét dostavame mnohem lepsi souhlas mezi teorii a experimentem, ale fitovaci funkce najde
optimalni hodnotu a < 0, coz odpovida nefyzikalni situaci, kdy by hrnek s kdvou teplo sice vyzaroval,

ale naopak pfijimal vedenim.”

"SPtesnéji tzv. absolutné cerné téleso, coz je idealni téleso pohleujici a vyzafujici zéfeni viech vlnovych délek.

Ve Stefanové-Boltzmannové zakoné se musi poitat s absolutnimi teplotami, tj. k teplotdm ve °C je nutné pfipoéist
Tans = 273.15 K.

"SFunkci curve_fit lze parametrem bounds piedat intervaly, ve kterych mé parametry hledat. V piipadé tohoto
modelu ale optimalizace s pozadavekem « > 0 nekonverguje.
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14 KAFE 14.5 Shrnuti

—— Newton + vyzarovani
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Obréazek 28: Fitovani Newtonova modelu chladnuti rozsifeného o ztratu tepla vyzafovanim (130). Optiméln{
hodnoty parametrii jsou o = —(2.240.2)-107% s=1, 8 = (24+1)-10~2 s~ 1T ~>. Souéet reziduf je R = 3.69 °C.
Hodnota a < 0 je nefyzikdlni.

Y’ ¥

14.4.3 Dalsi ¢len Taylorova rozvoje

Mtizeme se ocitnout v situaci, kdy vycerpame vSechny moznosti namodelovat jev chladnuti, které
nam nase fyzikalni znalosti poskytuji. Presto vSak chceme popsat namérend data s vétsi presnosti,
nez zvladne nejlepsi fyzikalni model, na ktery jsme schopni piijit. ReSeni, které se ¢asto pouziva, je
nasledujici:

o Budeme predpoklddat, ze (126) je ve skutecnosti slozitéjsi funkce rozdilu teplot,

dr
— = —1 1_,1001'7 131
dt ( kl) ( )

a ze (126) je vlastné jen prvni ¢len Taylorova rozvoje (nulty ¢len jsme zavrhli, ten odpovidd
proménné teploté okoli Tyt ).
e Model rozsitime o druhy Taylortv ¢len, tj.

dT
5 =@ (T — Toxort) — B(T — Tokors)* - (132)

e Pokud ani v tomto pripadé nedosdhneme pozadované presnosti, pridame dalsi ¢len. Takto lze
postupovat dal a dal.

Resen{ s druhym ¢lenem Taylorova rozvoje je ve vzorovém kédu kafe.py a vysledek je na ob-
razku 29.

14.5 Shrnuti

Vysledky pro vSechny modely jsou v tabulce 1.
O chladnuti kdvy a caje byly napsiny i odborné publikace, napt. [5]. Pokud V&s toto téma
zaujalo, doporucuji do ¢lanku nahlédnout.
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14.6 Ulozeni dat 14 KAFE

—— Newton + druhy ¢len Taylorova rozvoje
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Obrazek 29: Fitovan{ Newtonova modelu chladnuti rozsifeného o dals{ ¢len Taylorova rozvoje (132) Optim4ln{
hodnoty parametri jsou o = (80430)-107% 5=, 3 = (14.740.8)-10~% s~ T~ *. Soucet rezidui je R = 3.69 °C.

Nazev Parametry Oznaceni v k6du Hodnota Jednotka Ruin[°C]

Newton a alpha_fit 746+ 5 1076 571 8.64
a alpha_out_fit 1360+ 30 1076571

Newton s teplotou okoli Tokoli T_out_fit 39.8+0.6 °C 3.76
a alpha_rad_fit -2.240.2 1073 s !

Newton s vyzarovanim B beta_rad_fit 24+1 10712 s=1T7-3 3.69
Newton + Taylorav « alpha_2_fit 80 4+ 30 1076 g1

rozvoj do 2. radu 15} beta_2_fit 14.7+0.8 10765171 3.69

Tabulka 1: Shrnuti modelii. Cervené oznacené jsou nepiijatelné hodnoty.

14.6 Ulozeni dat

Po provedeni vsech vypocti ulozime vysledky pro pristi pouziti. Existuje opét hromada moznosti,
jak toho docilit, od jednoduchého zapisu do souboru po sofistikované knihovny pro serializaci a
deserializaci dat, jakou je naptiklad pickle. My vyuzijeme opét jednoduché knihovny csv. Ulozeni
vSech namodelovanych teoretickych krivek je ve vzorovém kédu kafe.py.
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