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常用符号

P =⇒ Q P 意味着 Q

P ⇐⇒ Q P =⇒ Q 和 Q =⇒ P

[n] 集合 {1, . . . , n}

α := 1 α 被定义为等于 1

f ≡ 1 函数 f 处处等于 1

℘(A) A 的幂集，即集合 A 的所有子集的集合

N, Z, R 分别表示自然数、整数和实数

C 复数的集合（见 §6.1.1.8）

Z+, R+, etc. Z, R 等中的非负元素.

Mn×k 所有 n× k 矩阵

diag(a1, . . . , an) 主对角线上的元素分别为 a1, . . . an 的对角矩阵

|x| x ∈ R 的绝对值

|B| 集合 B 中元素的数量

f : A→ B f 是一个从集合 A 到 B 的函数

x 7→ y x 被映射到 y（在某个给定函数下）

RS 从 S 到 R 的所有函数的集合

Rn 所有实数的 n 元组 (n-tuples )

‖x‖1 ℓ1 范数
∑

i |xi|（见 §2.3.1.1）

‖x‖∞ ℓ∞ 范数 maxi |xi|（见 §2.3.1.1）

‖A‖，当 A ∈Mn×k A 的算子范数（见 §2.3.2.3）

〈a, b〉 a 和 b 的内积

a ∨ b a 和 b 的最大值（如果它们是向量，则逐点取值）

a ∧ b a 和 b 的最小值（如果它们是向量，则逐点取值）

g � h 函数（或向量）g 在所有地方都严格小于 h
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1 1 向量或者处处为 1 的方程

1{P} 指标：若命题 P 为真，则令其为 1，否则为 0

id(v) 节点 v 的入度

od(v) 节点 v 的出度

I (v) 节点 v 的直接前驱的集合

O(v) 节点 v 的直接后继的集合

u→ v 节点 v 从节点 u 是可达的

iid 独立同分布

δx 集中于点 x 的概率分布

X
d
= Y X 和 Y 具有相同的分布

X ∼ F X 服从 F 分布

Π(ϕ, ψ) 所有 (ϕ, ψ) 耦合的集合

f ◦ g f 和 g 函数的复合
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第一章 引言

关系是现实世界的基本结构。

Michele Coscia

1.1 动机

在过去的数十年里，随着计算机网络的指数式增长，我们见证了“网络科学”的同步快

速崛起。当计算机网络使得“网络结构”成为新的关注点时，科学家们发现在各个学科领域

中，“网络”几乎无处不在，甚至包括那些已经用其他方法探究了几个世纪的现象。因此，科学

家们开始尝试使用网络理论来组织和扩展各个科学领域的知识。

这样的例子有很多，在本章结尾的阅读笔记里，我们列出了涉及网络理论和方法的数百

项参考资料。仅在计算机科学和机器学习领域，我们就看到了计算图、图形网络、神经网络和

深度学习；在运筹学领域，网络分析则侧重于解决最小成本流、旅行商、最短路径以及分配问

题；在生物学领域，网络则是一种用于表达生物实体之间相互作用的标准模型。

在本书中，我们的兴趣是经济和社会现象。在这里，网络也是普遍存在的，比如金融网络、

生产网络、贸易网络、运输网络和社会网络。例如，社会和信息网络会影响情绪和观点的发展

趋势、消费者的决策、以及一系列同群效应（peer effect），金融网络的拓扑结构有助于确定金

融系统的相对脆弱性，而生产网络的结构则会影响到贸易、创新和局部冲击的传播。

图1.1-1.2展示了两个贸易网络的例子。图1.1被称为桑基图（Sankey diagram），这是一种

用来表示流动性的图。从左到右表示的是石油流动的方向，左边的国家是前 10 名的原油出

口国，而右边则是前 20 名的原油消费国。该图与我们的核心议题之一有关：网络中的最优

（和均衡）流。我们将在第三章进行详细讨论。1

图1.2显示了 2019 年大型商用飞机的国际贸易情况。2 节点（node）大小与出口国的出口

总额成正比，连线（link）宽度与出口国对目标国的出口总额成正比。可以发现，美国、法国和

德国是主要的出口中心国。

1该图是由 QuantEcon 的研究员 Matthew McKay 利用哈佛大学增长实验室（The Growth Lab）收集的国际贸易数据
（SITC，Rev 2）构建的。

2该图同样是由 Matthew McKay 构建的，使用的是 2019 年 SITCRevision 2 的国际贸易数据，商品编码为 7924。该数据涉
及到重量至少为 15000 公斤商用飞机的贸易，数据来源为 CID Dataverse。
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1.1 动机
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Loading [MathJax]/extensions/MathMenu.js图 1.1: 2019 年原油的国际贸易

2



第一章 引言

在观察图1.1-1.2时，虽然有些读者一开始可能会怀疑，网络视角只不过是增加了一种有

趣的数据可视化技术，但实际上它有更丰富的内涵。例如，在图1.2中，节点的颜色取决于该

节点在网络中“重要性”的排名，称之为特征向量中心度（eigenvector centrality），这一概念我

们将在 §1.4.3.4中进行介绍。这种排名和中心度的测算是目前网络科学家关注的一个活跃领

域，特征向量和其他形式的中心度概念也贯穿本书。例如，我们将看到，这些概念不仅与多年

前投入-产出经济学领域的学者提出的基本思想密切相关，而且还对这些基本思想进行了新

的阐释。

此外，在生产网络研究领域中，大量事实证明了，冲击传播的性质在很大程度上取决于网

络的底层结构。例如，对于少数高度关联的节点，发生在某一家公司或某一个部门的冲击可

能会对总体水平的波动产生巨大影响。经济学家们目前正在努力理解其中的关系，并探究它

们与各种中心度指标的相互联系，以及其他密切相关的现象。

要理解这项工作，以及网络方法在经济和金融领域的其他应用，我们需要一些技术基础。

例如，为了定义特征向量中心度，我们需要熟悉特征向量、谱分解（spectral decompositions）

以及 Perron-Frobenius 定理；为了使用网络科学和经济学中经常出现的卡兹中心度（Katz

centrality）， 我们需要对 Neumann 级数引理有充分的理解。Perron-Frobenius 定理和

Neumann 级数引理构成了本书的重要技术基础。我们将在 §1.2中详细回顾它们，并在其

它章节中进一步扩展。

网络分析具有挑战性的一个原因是高维性。要了解其中的原因，请考虑一个具有 n 个经

济主体的模型，在一个经济主体是分散的或者由固定数量的价格所调节的模型中，需要比一

个代表性经济主体多 n 倍的数据。例如，Carvalho & Grassi (2019) 对 n = 6× 106 家企业的

动态进行建模，在运行模拟时需要跟踪所有这些企业。但是，如果我们希望对每一对 i、j 之

间的交互进行建模（如供应联系、负债等），那么在缺乏稀疏性条件（sparsity conditions）的情

况下，数据处理需求会像 O(n2) 一样增长。3 在Carvalho & Grassi (2019) 的例子中，n2 就是

3.6× 1013 ，这一数据量即使对于现代计算机也是非常大的。我们可能得到的一个教训是，如

果我们不仔细思考算法的话，即使使用强大的计算机，网络模型可能也很难求解。

一般来说，要很好地掌握经济网络的工作原理，我们不仅需要计算机技能，也需要对线性

代数、概率论以及离散数学领域中的图论具有较为深刻的理解，本章的其余部分对这些背景

知识进行了相关介绍。在回顾这些知识之前，我们建议读者先浏览第IV页的常用符号列表，

以及从第175页开始的附录中的数学知识。（该附录不是为了顺序阅读，而是作为定义和基本

结果的溯源，以便在接下来的内容中进行使用。）

3有关大 O 符号的讨论，详见 §6.1.3。
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1.1 动机
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图 1.2: 2019 年商业飞机的国际贸易
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第一章 引言

1.2 谱理论

在本节中，我们将回顾一些研究图和网络所需的线性代数知识，重点包括可对角化矩阵

的谱分解，Neumann 级数引理，以及 Perron-Frobenius 定理。

1.2.1 特征分解

我们的第一个任务是介绍谱分解 （spectral decompositions） 和谱定理 （spectral

theorem），我们首先简要回顾一下特征值及其性质（如果你不熟悉特征值和特征向量，请

先查阅基本处理方法，例如，参见Cohen (2021)）。

1.2.1.1 特征值

令 A 为一个 Mn×n。如果存在非零的复向量（complex vector）e ∈ Cn 使得 Ae = λe，

则标量 λ ∈ C 称为 A 的特征值（eigenvalue），满足这个等式的向量 e 称为特征值 λ 所对应

的特征向量（eigenvector）（请注意，尽管这里我们可以将 A 的元素限定为实数，但是特征值

和特征向量也可以是复数）。A 的所有特征值的集合称为 A 的谱（spectrum），记为 σ(A)。如

下文所示，A 最多可以有 n 个不同的特征值。

在 Julia 中，我们可以通过 eigvals(A) 代码来检验一个给定方阵 A 的特征值。下面给

出了一个例子。

using LinearAlgebra

A = [0 -1;

1 0]

eigenvals = eigvals(A)

在 Jupyter 单元格（带 Julia 内核）或 Julia REPL 中运行这段代码会产生：

2-element Vector{ComplexF64}:

0.0 - 1.0im

0.0 + 1.0im

这里的 im 代表 i，即虚数单位（i2 = −1）。

练习 1.2.1. 用笔和纸，验证 Julia 的输出结果是正确的。注意是否符合如下结果：

A =

0 −1

1 1

⇒ σ(A) = {i,−i}

对应的特征向量为 (−1, i)⊤ 和 (−1,−i)⊤。
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1.2 谱理论

如果 λ ∈ σ(A)，并且 e 是 λ 所对应的一个特征向量，那么可以将一对 (λ, e) 称作为特征

对（eigenpair）。

练习 1.2.2. 证明：如果 (λ, e) 是 A 的一个特征对，同时 α 是一个非零标量，那么 (λ, αe)

也是 A 的一个特征对。

引理 1.2.1. 当且仅当 det(A− λI) = 0 时，λ ∈ C 是 A 的一个特征值。

证明. 如果 λ ∈ R，那么引理1.2.1可以直接从第196页的定理6.1.14中获得。因为 det(A −

λI) = 0 等同于存在非零向量 e，使得 (A − λI)e = 0，这也等价于 λ 是 A 的特征值。同样

的论证可以延伸到 λ ∈ C 的情况，因为定理6.1.14中的陈述对复数矩阵同样有效（例如，参

见Jänich (1994)）。

可以看出，p(λ) := det(A−λI) 是一个 n 次多项式，4这个多项式可以称为 A 的特征多项

式（characteristic polynomial）。根据代数基本定理，这个多项式有 n 个根（即方程 p(λ) = 0

的 C 解），尽管在 p(λ) 的完全因式分解中可能会有一些重复的根。根据引理1.2.1，可知：

(1) 这些根中的每一个值都是一个特征值，并且

(2) 除了这 n 个根之外不存在其他特征值。

如果 λ ∈ σ(A) 在多项式 p(λ) 的因式分解中出现 k 次，则称 λ 具有 k代数重数

（algebraic multiplicity）。一个具有代数重数为 1 的特征值叫做简单（simple）特征值。

在练习1.2.2的意义上，一个简单特征值 λ 的特征向量在标量倍数内是唯一的。换言之，

{e ∈ Cn : (λ, e)是一个特征对}（称为 λ 的特征空间（eigenspace））的线性张成是一维的。

练习 1.2.3. 固定 A ∈Mn×n。证明：对于所有 τ > 0，当且仅当 τλ ∈ σ(τA) 时，λ ∈ σ(A)

成立。

练习 1.2.4. 关于特征向量的一个有用的事实是，如果特征多项式 p(λ) := det(A − λI)

有 n 个不同的根，那么与之相对应的 n 个特征向量可以构成 Cn 的基。考虑在所有特征向量

都是实数的情况下证明这一点，也即证明 n 个（实数）特征向量构成 Rn 的一个基（基的定义

参见 §6.1.4.2 ，证明 n = 2 的情况也是一个很好的尝试）。

1.2.1.2 特征分解方法

什么是最容易处理的矩阵？一个显而易见的答案是：对角矩阵。例如，令 i ∈ [n]，当矩阵

D = diag(λi) 时，

• 线性系统 Dx = b 可以简化为 n 个完全独立的标量方程；

• 矩阵 D 的 t 次方 Dt 恰好是 diag(λti)；
4例如，参见 Jänich (1994) 第 6 章。
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第一章 引言

• 在假设所有的 (λi) 都是非零的情况下，逆矩阵 D−1 恰好是 diag(λ−1
i )。

虽然大多数矩阵都不是对角矩阵，但是通过构造出某些替代的“基”（basis），对 Rn 中常

用的坐标进行转换之后，可以将“几乎所有”矩阵看作是对角矩阵。这可能非常有用，其关键思

想如下所述。

固定矩阵 A ∈ Mn×n。如果存在矩阵 D = diag(λ1, ..., λn) 和非奇异矩阵 P，能够使得

A = PDP−1 ，则称矩阵 A 是可对角化的（diagonalizable）（注意：这里允许 D 和 P 都包

含复数）。PDP−1 的过程也被称为 A 的特征分解（eigendecomposition）或谱分解（spectral

decomposition）。

我们可以从映射的角度去想象对角化的方法，如：

Rn Rn

Cn Cn

A

P−1

D

P

我们可以直接用矩阵 A 完成 Rn 对 Rn 的映射，或者，也可以通过 P−1 转换到 Cn，应用对角

矩阵 D 进行映射，然后再通过 P 转换回 Rn。

等式 A = PDP−1 也可以写成 AP = PD 。对这个方程进行跨列向量分解，可以发现，

P 的每一列代表的是 A 的特征向量，沿着 D 主对角线上的每一个元素代表的是 A 的特征

值。

练习 1.2.5. 确认上述这一性质。并回答：为什么列向量取自非零的 P，正如特征值定义

所要求的那样？

练习 1.2.6. 在 A 可对角化的情况下证明：矩阵的迹等于其特征值之和，矩阵的行列式等

于其特征值之积。

练习 1.2.7. A 的特征值决定了映射 m 7→ Am 的渐近性质，这一性质在可对角化（即

A = Pdiag(λi)P−1）情形下最为清楚。为了说明这一性质，请使用归纳法来证明：

A = Pdiag(λi)P−1 =⇒ Am = Pdiag(λmi )P−1, ∀m ∈ N (1.1)

接下来的问题是，矩阵在何时是可对角化的？

矩阵的可对角化并不是普遍的，Mn×n 中不可对角化的矩阵集合在 Mn×n 中具有“勒贝

格零测集”（Lebesgue measure zero）。宽泛地说，只有特殊的或精心构造的矩阵才不能对角

化，接下来的结果为该性质提供了条件。

定理 1.2.2. 矩阵 A ∈Mn×n 是可对角化的，当且仅当其特征向量能够构成 Cn 的基。

这一结果很直观：对于 A = PDP−1 ，我们需要 P 是可逆的，这要求它的 n 列向量是线

性无关的。因为 Cn 是 n 维的，这也意味着这些列可以构成 Cn 的基。
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1.2 谱理论

推论 1.2.3. 如果 A ∈Mn×n 有 n 个不同的特征值，那么 A 就是可对角化的。

证明. 参见练习1.2.4。

练习 1.2.8. 给出一个反例，说明推论1.2.3 中的条件不是充要条件。

还有一种方法是，我们可以在对称性的基础上建立可对角化。对称性也使得对角化具有

某些特殊性质，这些特性在应用中非常有用，也即下面这个定理。

定理 1.2.4 (谱定理（Spectral theorem）). 如果矩阵 A ∈ Mn×n 是对称的，那么必存在一个

n× n 的实正交矩阵 U，使得

A = UDU⊤, 其中 D = diag(λ1, ..., λn) λi ∈ R+ (∀i)。

因为对于正交矩阵 U 来说，我们有 U⊤ = U−1（参见引理6.1.15），因此，谱定理的一个结

果是 A是可对角化的。出于显而易见的原因，我们也经常说 A是可正交对角化（orthogonally

diagonalizable）的。

1.2.1.3 劳动力动态 I

让我们研究一下特征分解的一个小应用。假设每个月工人被雇佣的概率为 α，被解雇的

概率为 β，工人可能的两种状态分别是 unemployment（状态 1）和 employment（状态 2）。

图1.3显示了给定工人在这两种状态之间的转移概率。

我们将这一动态转化为矩阵形式：

Pw =

1− α α

β 1− β

，其中 0 ≤ α, β ≤ 1 (1.2)

unemployed employed

α

β

1− β

1− α

图 1.3: 劳动力转移动态

• Pw 的第 1 行分别给出当前处在失业状态下的工人的失业和就业概率。

8



第一章 引言

• Pw 的第 2 行分别给出当前处在就业状态下的工人的失业和就业概率。

练习 1.2.9. 使用引理 1.2.1，证明：Pw 的两个特征值分别是 λ1 := 1 和 λ2 := 1− α− β。

并证明：当 min {α, β} > 0 时，

e1 :=

1

1

 和 e2 :=

−α
β


是两个对应的特征向量，并且 λ1 和 λ2 是简单特征值。

练习 1.2.10. 证明：当 α = β = 0 时，特征值 λ1 不是简单特征值。

接下来，我们将证明 Pw 的 m 次幂为工人提供了 m 步的转换概率。考虑到这一问题实

际上讨论的就是，如何在任意的 m ∈ N 上寻找到 Pmw 的表达式。如果我们使用对角化，将极

大简化这一问题。

练习 1.2.11. 假设 min {α, β} > 0（当 α = β = 0 时，计算 Pw 的幂次方意义不大）。证明：

Pw = EDE−1, 当 D =

1 0

0 λ2

 且 E =

1 −α

1 β

 时。

利用式(1.1)，证明：

Pmw =
1

α+ β

 β + α (1− α− β)m α (1− (1− α− β)m)

β (1− (1− α− β)m) α+ β (1− α− β)m

 ∀m ∈ N。 (1.3)

1.2.1.4 左特征向量

令 A ∈ Mn×n，如果一个向量 ε 是 A⊤ 的特征向量，则可以称向量 ε ∈ Cn 是矩阵 A

的左特征向量（left eigenvector）。换句话说，ε 是非零的，并且存在一个 λ ∈ C，能够使得

A⊤ε = λε 成立。注意到，该表达式同时也可以被改写为 ε⊤A = λε⊤，这也是“左” 特征向量

名称的由来。

左特征向量将在下文中发挥重要作用，包括马尔可夫假设下动态模型的随机稳态。为了

帮助区分普通和左特征向量，我们有时将 A 的（普通）特征向量称为 A 的右特征向量（right

eigenvector）。

如果 A 是可对角化的，那么 A⊤ 也可对角化。为了证明这一点，假设 A = PDP−1，

D = diag(λi)，从前面的讨论中可知，P 的列是 A 的（右）特征向量。

练习 1.2.12. 设 Q = (P⊤)−1，证明：Q⊤P = I，A⊤ = QDQ−1。

这个练习的结果表明，当 A = PDP−1 时，(P⊤)−1 的列与 A 的左特征向量重合（为什

么？）。等价地，A = PDQ⊤，其中 Q = (ε1, ..., εn) 是 n × n 矩阵，第 i 列等于 A 的第 i 个左

特征向量。

9



1.2 谱理论

练习 1.2.13. 令 (ei)
n
i=1 为 A 的右特征向量，(εi)ni=1 为 A 的左特征向量，证明：

〈εi, ej〉 = 1{i = j} (i, j ∈ [n])。 (1.4)

（提示：使用练习1.2.12的结果。）

练习 1.2.14. 继续使用上面定义的符号，并继续假设 A 是可对角化的，证明：

A =
n∑
i=1

λieiε
⊤
i 且 Am =

n∑
i=1

λmi eiε
⊤
i , ∀m ∈ N (1.5)

式(1.5) 左侧 A 的表达式称为 A 的谱表示（spectral representation）。

练习 1.2.15. 证明：在
∑n

i=1 λieiε
⊤
i 中，每一个 n× n 的矩阵 λieiε

⊤
i 的秩都为 1。

1.2.1.5 相似矩阵

可对角化是一个更一般概念的特例。如果存在一个可逆矩阵 P 满足 A = PBP−1，则称

A ∈ Mn×n相似（similar）于 B ∈ Mn×n。在这个术语之下，当且仅当矩阵 A 相似于对角矩阵

时，A 是可对角化的。

练习 1.2.16. 证明： 矩阵之间的相似性意味着 Mn×n 上的等价关系 （equivalence

relation）（参见 §6.1.1.2）。5

练习 1.2.17. 上一个练习指出的事实，暗示了这种关系可以将 Mn×n 划分为互不相交的

等价类（equivalence classes），并且等价类中的元素都是相似的。证明：每个等价类中的所有

矩阵都有相同的特征值。

练习 1.2.18. 证明：如果 A 相似于 B，那么 Am 也相似于 Bm，特别是

A = PBP−1 =⇒ Am = PBmP−1, ∀m ∈ N。

这一个结果是对式(1.1) 的推广。当矩阵 A 的规模很大时，幂次方 Ak 在计算上可能会

很复杂或不可行。然而，如果 A 相似于一些比较简单的矩阵 B，那么我们就可以先计算 B

的幂，然后使用相似关系转换到 A 上。6

1.2.2 Neumann 级数引理

大多数高中生都知道，如果 a 是一个数字，并且有 |a| < 1，那么，

∑
i≥0

ai =
1

1− a
。 (1.6)

5若矩阵 A 经过若干次初等变换后变为矩阵 B，则称 A 与 B 等价。
6这种转移过程的唯一问题是不一定能够找到满足条件的 P，这意味着可能并不存在矩阵的逆。
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这种几何级数的表示扩展到矩阵就是：如果矩阵 A 满足某个特定条件，则式(1.6) 成立，即∑
i≥0A

i = (I −A)−1（这里 I 是单位矩阵）。但是，我们需要对 A 施加一个什么样的“特定条

件”，才能够把 |a| < 1 的概念一般化到矩阵上？这个问题的答案则涉及到矩阵的“谱半径”概

念，我们现在来加以描述。

1.2.2.1 谱半径

对于 A ∈ Mn×n，用 |z| 来表示复数 z 的模（modulus），则 A 的谱半径（spectral radius）

可以被定义为：

r(A) := max{|λ|：λ是A的一个特征值}。 (1.7)

经济学中，谱半径在动态分析、资产定价和许多其他领域都有重要应用。正如我们将看到的，

这一概念在网络分析中也起着关键作用。

备注 1.2.1. 对于任何方阵 A，我们都有 r(A⊤) = r(A)。这是因为 A 和 A⊤ 总是具有相同的

特征值。

示例 1.2.1. 像前文一样，对角矩阵提供了一个最简单的例子：如果 D = diag(di)，那么谱

σ(D) 就是 {di}i∈[n]，因此 r(D) = maxi |di|。

在执行下述代码后，

import numpy as np

再运行下面的 Python 代码，可以计算方阵 M 的谱半径：

def spec_rad(M):

return np.max(np.abs(np.linalg.eigvals(M)))

1.2.2.2 几何级数

我们现在可以回到式(1.6)的矩阵扩展，并对结果进行一个正式的陈述。

定理 1.2.5 (Neumann 级数引理（NSL）). 如果 A 在 Mn×n 中，并且 r(A) < 1，那么 I − A

就是非奇异的并且有：

(I −A)−1 =
∞∑
m=0

Am。 (1.8)

其中，
∑∞

m=0A
m 被称为 (I − A)−1 的幂级数（power series）表示，矩阵级数的收敛则可

以被理解为逐个元素的收敛。

定理1.2.5的完整证明可以在Cheney (2013) 和许多其他文献中找到。其核心思想很简单：

如果有 S = I + A+ A2 + . . .，那么有 I + AS = S。重组后可以得到 (I − A)S = I，即等价

于式(1.8)。其中，主要的技术问题是证明幂级数收敛，完整的证明过程表明，当 r(A) < 1 时，

上述结果总是成立的。
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练习 1.2.19. 对于 A ∈ Mn×n，证明：如果 r(A) < 1，则对于每个 b ∈ Rn，线性系统

x = Ax+ b 总是有唯一解 x ∈ Rn，并且为

x∗ =
∞∑
m=0

Amb。 (1.9)

1.2.3 Perron–Frobenius 定理

在本节中，我们将陈述并讨论由 Oskar Perron 和 Ferdinand Frobenius 提出的一个影响

深远的定理，该定理在网络理论、机器学习、资产定价、马尔可夫动态、非线性动态、投入-产出

分析以及诸多其他领域都有应用。本质上，当所讨论的矩阵在某种意义上为正时，该定理提

供了有关特征值和特征向量的附加信息。

1.2.3.1 矩阵空间的序

我们需要一些定义作为前提。在下文中，对于 A ∈Mn×k，我们定义：

• 如果 A 中所有元素都是非负的，则代表A ≥ 0；

• 如果 A 中所有元素都是严格正数，则代表A� 0。

很容易想象，非负性（nonnegativity）和正性（positivity）是矩阵的重要概念，就像它们对

数字一样。然而，矩阵中每个元素都严格为正的条件是很难满足的，特别是对于大型矩阵而

言。因此，数学家们经常使用与“主严格正”相关的两个其它概念，7 这有时也为我们使用定理

提供了足够的支持。

具体来说，对于 A ∈Mn×n，我们说 A ≥ 0 是

• 不可约的（irreducible），当
∑∞

m=0A
m � 0 时；

• 本原的（primitive），当存在一个 m ∈ N 能够使得 Am � 0 时。

显然，对于 A ∈Mn×n，我们有：

A� 0⇒ A是本原的（primitive）⇒ A是不可约的（irreducible）⇒ A ≥ 0，

如果一个非负矩阵不是不可约的，则称它为可约（reducible）矩阵。

练习 1.2.20. 观察式(1.3)中 Pmw 的表达式，证明：Pmw 是

(1) 不可约的（irreducible），当且仅当 0 < α, β ≤ 1；

(2) 本原的（primitive），当且仅当 0 < α, β ≤ 1 并且 min{α, β} < 1。
7译者注：术语“主严格正”对应的原文是“predominantly strictly positive”，表达的含义是矩阵中绝大部分位置的数值都是正

的。
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除上述符号外，对于 A,B ∈Mn×k，我们也可以使用如下的表述方式：

• 如果 A−B ≥ 0，则记为 A ≥ B；

• 如果 A−B � 0，则记为 A� B；

• 如果 −A ≥ 0，则记为 A ≤ 0，等等。

练习 1.2.21. 证明：在 Mn×k 上，≤ 是一种偏序（partial order）关系（参见 §6.1.2.1）。

上面练习中讨论的偏序 ≤ 通常也被称作为 Mn×k 上的逐点偏序（pointwise partial

order）。类似的符号和术语也常被用于向量上。

下面的练习将表明， 向量空间中的逐点偏序会使得非负矩阵具有保序映射

（order-preserving maps）（参见 §6.1.2.3）。未来我们将多次利用这一事实。

练习 1.2.22. 证明：只要 A ≥ 0，映射 x 7−→ Ax 就是保序的（参见 §6.1.2.3）。也即，对于

任意一对向量 x 和 y，x ≤ y 意味着 Ax ≤ Ay。

1.2.3.2 定理的描述

令 A ∈Mn×n，通常情况下，r(A) 不会直接等于 A 的一个特征值。例如，

A = diag(−1, 0) =⇒ σ(A) = {−1, 0} 而 r(A) = 1。

但是，当 A ≥ 0 时，r(A) 总是会等于 A 的其中一个特征值。这就是以下著名定理的其中一

个含义。

定理 1.2.6 (Perron–Frobenius 定理). 如果矩阵 A ≥ 0，则 r(A) 一定会是“具有非负实数左、

右特征向量的 A”的其中一个特征值，即：

存在非零的e, ε ∈ Rn+，能够使得 Ae = r(A)e 和 ε⊤A = r(A)ε⊤ 成立。 (1.10)

如果 A 是不可约的（irreducible），那么，还能得到：

（1）r(A) 是严格正的并且是一个简单特征值；

（2）特征向量 e 和 ε 处处为正；

（3）与 A 的其他特征值相关的特征向量不能是非负的。

如果 A 是本原的（primitive），那么，还能得到：

（1）对于所有不同于 r(A) 的 A 的特征值 λ 来说，不等式 |λ| ≤ r(A) 严格成立；

（2）将 e 和 ε 归一化，使得 〈ε, e〉 = 1，我们有

r(A)−mAm → eε⊤ (m→∞)。 (1.11)
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1.2 谱理论

“r(A) 在不可约条件下是简单特征值”的这一事实意味着，它的特征向量是唯一的。我们

将在几个重要的唯一性证明中使用这个性质。

在本文中，我们将 r(A) 称为 A 的主特征值（dominant eigenvalue）或 Perron 根（Perron

root），将 ε 和 e 分别称为 A 的左和右主特征向量（dominant left and right eigenvectors）。

为什么在这里我们要使用“主”（dominant）这个词？为了帮助说明，假设 A ∈ Mn×n 是本

原的（primitive），并且固定所有的 x ∈ Rn。考虑随着 m 的增长，xm := Amx 会发生什么？根

据式(1.11)，在 m 足够大的条件下，我们有 Amx ≈ r(A)mce，其中 c = ε⊤x。换句话说，序列

Amx 仅仅是 e 的标量倍数，并渐近地以 lnr(A) 的速率增长。因此，r(A) 在控制 Amx 的增

长率方面相比其他特征值处在主导地位，而 e 在控制增长方向方面相比其他特征向量处在

主导地位。

练习 1.2.23. 式(1.11)中 n × n 的矩阵 P := eε⊤ 被称为 A 的 Perron 投影（Perron

projection）。证明：P 2 = P（这是一个经常用于定义投影矩阵的性质）和 rankP = 1，并描述

P 是如何将所有 Rn 投影到一维空间的。

示例 1.2.2. 对于 A ≥ 0，如果 r(A) = 1，则 I − A 是不可逆的。为什么？注意到，根据定

理1.2.6，由于 r(A) 是 A 的特征值，因此存在一个非零向量 e 使得 (I −A)e = 0。

1.2.3.3 劳动力动态 II

因为定理 1.2.6的完整证明较长，我们在此省略，可以在 Meyer (2000)、Seneta (2006b)

或者Meyer-Nieberg (2012) 中找到。8相反，为了建立直觉，让我们在一个相对比较简单的设

定环境中证明该定理。

我们要考虑的特例是如下的一类矩阵：

Pw =

1− α α

β 1− β

 , 0 ≤ α�β ≤ 1。

这个例子来自 §1.2.1.3对劳动力动态的研究。

你可能还记得 §1.2.1.3中讨论的，特征值 λ1 = 1 和 λ2 = 1− α − β。显然，r(A) = 1，所

以 r(A) 是矩阵 A 的一个特征值，正如 Perron-Frobenius 定理的第一部分所说的那样。

从现在开始，我们假设 min{α, β} > 0，这意味着我们排除了单位矩阵存在的可能性，以

避免一些繁琐的限定说明。

两个右特征向量 (e1, e2) 和两个左特征向量 (ε1, ε2) 分别为：

e1 :=

1

1

， e2 :=

−α
β

， ε1 :=
1

α+ β

α
β

， ε2 :=

 α

−α

。

8另参见Glynn & Desai (2018)，该文基于概率论，通过扩展无限状态空间，提供了新的证明思路。
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第一章 引言

练习 1.2.24. 验证以上公式。（右特征向量已经在 §1.2.1.3中进行处理了。）

练习 1.2.25. 回顾练习1.2.20，当且仅当 α 和 β 都是严格正数时，Pw 是不可约的。证明：

在这个不可约条件下，Perron-Frobenius 定理中关于不可约矩阵的所有陈述对 Pw 都有效。

练习 1.2.26. 回顾一下练习1.2.20，当且仅当 0 < α, β ≤ 1 并且 min{α, β} < 1 时，Pw 是

本原的。在这些条件下，利用 Pw 验证式(1.11)成立。为此，你可以使用式(1.3)中 Pmw 的表达

式。

1.2.3.4 谱半径的界限

利用 Perron-Frobenius 定理，我们可以为非负矩阵的谱半径提供有用的界限。在下文

中，令 A = (aij) ∈Mn×n，并设定

• rowsumi(A) :=
∑

j aij = A的第i行加总，

• colsumj(A) :=
∑

i aij = A的第j列加总。

引理 1.2.7. 如果 A ≥ 0，则有：

（1）minirowsumi(A) ≤ r(A) ≤ maxirowsumi(A)，

（2）minjcolsumj(A) ≤ r(A) ≤ maxjrowsumj(A)。

证明. 令 A 保持前述设定，e 为式(1.10)中的右特征向量。由于 e 是非负且非零的，我们可以

假设
∑

j ej = 1。从 Ae = r(A)e 中，我们可以推知，对于所有的 i，有
∑

j aijej = r(A)ei。对

i 求和，可以得到
∑

j colsumj(A)ej = r(A)。由于 e 的元素非负且加总为 1，因此 r(A) 是列

加总的加权平均值。因而，引理1.2.7中的第（2）对界限是成立的。其余证明类似（使用左特征

向量）。

1.3 概率

接下来，我们回顾网络分析所需要的一些概率论知识。

1.3.1 离散概率

我们首先介绍有限集上的概率模型，然后考虑抽样方法和随机矩阵。

1.3.1.1 有限集上的概率

在本文中，如果 S 是一个有限集（finite set），那我们设定

D(S) :=

{
φ ∈ RS+ :

∑
x∈S

φ(x) = 1

}
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1.3 概率

(1, 0, 0)
(0, 1, 0)

(0, 0, 1)

图 1.4: D(S) 为 R3 空间中的单位单纯形（S = {1, 2, 3}）

并称 D(S) 为 S 上的分布（distributions）集。如果

P{X = x} = φ(x), ∀x ∈ S，

我们说，在 S 中取值的一个随机变量 X 具有分布 φ ∈ D(S)，并记作 X
d
= φ。

分布 φ 也可以理解为一个向量 (φ(xi))
n
i=1 ∈ Rn（参见 §6.1.1.3 中的引理6.1.2）。因此，

D(S) 可以被视为 Rn 的子集。图 1.4提供了当 S = {1, 2, 3} 时的一个可视化结果，每个

φ ∈ D(S) 可以看成 R3 空间中的点 (φ(1), φ(2), φ(3))。

更一般地，如果 |S| = n，那么 D(S) 可以用 Rn 中的单位单纯形来表示，它是所有非负

且加总为 1 的 n 维向量的集合。

在整个过程中，给定 x ∈ S，我们用符号 δx 来表示 D(S) 中把所有质量（mass）放在 x

上的元素。换言之，对于所有的 y ∈ S，有 δx(y) = 1{y = x}。在图 1.4中，每个 δx 就是单位

单纯形（unit simplex）的一个顶点。

我们会经常使用到全概率定律（law of total probability）。该定律指出，对于 S 上的随机

变量 X 和任意 A ⊂ S 来说，有

P{X ∈ A} =
∑
i

P{X ∈ A | X ∈ Bi}P{X ∈ Bi} (1.12)

其中，Bi 是 S 的一个分区（即 S 中不相交子集的有限集合，并使它们的并集等于 S）。

练习 1.3.1. 假设 P{X ∈ Bi} > 0（∀i），证明式(1.12) 。
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第一章 引言

1.3.1.2 逆变换采样

令 S 是一个有限集，假设我们有能力在 (0, 1] 上生成均匀分布的随机变量。我们现在想

要从 S 中生成“服从任意的 φ ∈ D(S) 分布”的随机抽样。

令 W 均匀分布在 (0, 1] 上，这样，对于所有的 a ≤ b ∈ (0, 1]，我们有 P{a < W ≤ b} =

b − a，这等价于区间 (a, b] 的长度。9如果我们可以创建一个从 (0, 1] 到 S 的函数 z 7→ κ(z)

使得 κ(W ) 具有分布 φ，那么我们的问题就可以得到解决。一种可行的办法如下。

首先，对于每一个 x ∈ S，我们可以将单位区间 (0, 1] 划分为若干个不相交的子区间，与

x 相对应的区间可以称为 I(x)，并且其长度被选为 φ(x)。更具体地说，当 S = {x1, · · · , xN}，

我们取：

I(xi) := (qi−1, qi]，其中 qi := φ(x1) + · · ·+ φ(xi) 以及 q0 := 0

这样我们就可以很容易地确认，对于所有的 i，I(xi) 的长度就是 φ(xi)。

现在考虑函数 z 7→ κ(z)，将其定义为：

κ(z) :=
∑
x∈S

x1{z ∈ I(x)} (z ∈ (0, 1]) (1.13)

其中，当 z ∈ I(x) 时，1{z ∈ I(x)} 为 1，否则为 0。事实证明，κ(W ) 就是我们想要的分布。

练习 1.3.2. 证明：

(1) 对于所有的 x ∈ S，当且仅当 z ∈ I(x) 时，我们有 κ(z) = x；

(2) 随机变量 κ(W ) 具有分布 φ。

练习 1.3.3. 令 φ、κ(z) 和 W 保持上述定义。证明：对于所有的 j ∈ [n]，都有 E1{κ(W ) =

j} = φ(j)。

练习 1.3.4. 令 S = {1, 2, 3} 以及 φ = (0.2, 0.1, 0.7)，使用 Julia 或其它语言，实现上述

逆变换采样（inverse transform sampling）过程。从 φ 中生成 1, 000, 000 次（准）独立抽样

(Xi)，并验证对于 j ∈ {1, 2, 3} 来说，有 (1/n)
∑n

i=1 1 {Xi = j} ≈ φ(j)。

最后一个练习告诉我们，大数定律在这种设定下是成立的。因为在这个定律之下，我们

期望当 n→∞ 时，
1

n

n∑
i=1

1{Xi = j} −→ E1{Xi = j}

的概率为 1。根据练习1.3.3，等式右边等于 φ(j)。

练习 1.3.5. 假设在计算机上，你只能在 (0, 1] 上生成均匀随机变量，并且你希望模拟一

个有偏硬币的翻转，其正面概率为 δ ∈ (0, 1)。请提出一种方法。

9无论不等式是弱的还是严格的，概率都是相同的。
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1.3 概率

练习 1.3.6. 假设在计算机上，你能够从定义在某个集合 S 上的分布 φ 和 ψ 中进行抽

样。集合 S 可以是离散的或连续的，在后一种情况下，分布可以理解为密度。在计算机上提

出一种从凸组合（convex combination）f(s) = δφ(s) + (1 − δ)ψ(s) 中进行采样的方法，其中

δ ∈ (0, 1)。

1.3.1.3 随机矩阵

一个矩阵 P = (pij) ∈Mn×n，当

P ≥ 0 并且 P1 = 1时（其中1 ∈ Rn是 1 的列向量），

P 可以称作为随机矩阵（stochastic matrix）。换句话说，P 是一个非负且行加总为 1 的矩阵。

在本书中，我们将看到随机矩阵的许多应用。这些应用通常是概率性的，其中 P 的每一

行都被解释为一个有限集合上的分布。

练习 1.3.7. 令 P,Q 为 n× n 的随机矩阵，证明下列事实：

(1) PQ 也是随机的；

(2) r(P ) = 1；

(3) 存在一个行向量 ψ ∈ Rn+，满足 ψ1 = 1 和 ψP = ψ。

练习1.3.7中第（3）部分的向量 ψ 也被一些作者称为 PageRank 向量，因为它在 Google

的 PageRank 算法中很突出，我们将其称为平稳分布（stationary distribution）。10平稳分布

在马尔可夫链（Markov chains）理论中起到非常关键的作用，这一内容将在 §4.1中进行介绍。

排名方法（Ranking methods）会在 §1.4.3中再次讨论，而 PageRank 则会在 §4.2.3.3中进行

更详细的处理。

1.3.2 幂律

接下来我们讨论（非离散）集合 R 和 R+ 上的分布。我们对某些类型的分布特别感兴趣，

例如“幂律”（Power Laws）分布，这些分布显然是非标准的，但在经济学、社会科学和网络研究

中却非常频繁的出现。

接下来，给定一个实数随机变量 X，函数

F (t) := P{x ≤ t} (t ∈ R)

可以称为 X 的累积分布函数（cumulative distribution function，CDF）。X 的互补累积分布

函数（counter CDF ，ccdf）则为 G(t) := P{x > t} = 1− F (t)。
10在 Larry Page 和 Sergey Brin 为 PageRank 算法申请专利之前一个多世纪，许多数学家已经对随机矩阵的平稳分布进行

了深入研究，因此让他们占用这个名称似乎并不公平。
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第一章 引言

对于任何非负随机变量 X 和 p ∈ R+ 来说，一个比较有用的性质是：

EXp =

∫ ∞

0

ptp−1P{X > t}dt (1.14)

例如，参见Çınlar (2011) 第 63 页。

1.3.2.1 厚尾

回顾一下，如果在 R 上的一个随机变量 X 的密度函数为

φ(t) :=

√
1

2πσ2
exp

(
−(t− µ)2

2σ2

)
(t ∈ R)，

那么这个随机变量就是服从均值为 µ、方差为 σ2 的正态分布（normal distribution），记为

X
d
= N(µ, σ2)。正态密度的一个显著特征是密度的尾部会迅速接近零。例如，在 t → ∞ 时，

φ(t) 会像 exp(−t2) 一样迅速归零。

如果在 R+ 上的一个随机变量 X 密度函数为

p(t) = λe−λt (t ≥ 0)，

那么这个 X 就称为指数分布（exponentially distributed），并记作X
d
= Exp(λ)。随着 t→∞，

指数密度的尾部就会像 exp(−t) 一样比较快的趋近于 0。

当一个分布的尾部是一个相对轻尾（light-tailed）时，也就代表着它的尾部会很快趋近于

0，从这个分布中抽样出的数据会很少偏离平均值几个标准差。例如在正态随机变量的情况

下，观察到比平均值高 3 个标准差以上的抽样的概率约为 0.0014，而对于 6 个标准差，概率

会进一步下降到 10−11。

相反，对于某些分布来说，“极端”结果会相对频繁地发生。为了更为直观的说明这一现

象，图1.5的左图从 1.5 个自由度的 t 分布中模拟进行了 1000 次独立抽样结果，作为比较，右

图显示了从 N(0, 4) 的分布中进行相同数量的独立抽样。前者显示了抽样结果会在 0 附近形

成较为紧密的聚类，但是存在相对较大的偏差。

形式上，至少存在一个大于 0 的 t，满足在 R 上的随机变量 X 的矩母函数（moment

generating function）

m(t) := EetX (t ≥ 0) (1.15)

是有限的，那么这个随机变量 X 就称为是“轻尾”（light-tailed）的。否则这个 X 就称为是“厚

尾”（heavy-tailed）的。11

11厚尾这个术语在不同文献中叫法各不相同，我们倾向于这样表述。例如，参见Foss et al. (2011) 或者Nair et al. (2021)。
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图 1.5: 从 t 分布和正态分布中进行独立抽样的结果

示例 1.3.1. 如果 X
d
= N(µ, σ2)，那么 X 的矩母函数就是：

m(t) = exp
(
µt+

t2σ2

2

)
(t ≥ 0)，

因此，X 是轻尾的。

示例 1.3.2. 如果在 (0,∞) 上的一个随机变量 X 满足 lnX d
= N(µ, σ2)，那么我们说随机变

量 X 具有对数正态密度（lognormal density），并记作X
d
= LN(µ, σ2)。该分布的均值和方差

分别为：

EX = exp
(
µ+ σ2/2

)
和 VarX =

(
exp

(
σ2
)
− 1
)

exp
(
2µ+ σ2

)
已知矩母函数 m(t) 对于所有 t > 0 都是无限的，因此任何对数正态分布的随机变量都是厚

尾的。

对于任意随机变量 X 和任意的 r ≥ 0，期望 E |X|r 叫做 X 的 r 阶矩（moment）（可能

是无穷的）。

引理 1.3.1. 令 X 为 R+ 上的一个随机变量，如果 X 是轻尾的，那么它的所有矩都是有限

的。

证明. 选择任意的 r > 0，我们将证明 EXr < ∞。由于 X 是轻尾的，因此存在 t > 0 使

得 m(t) = E exp(tX) < ∞ 成立。对于一个足够大的常数 x̄ 来说，只要 x ≥ x̄，我们就有

exp(tx) ≥ xr。因此，以 F 作为 X 的分布，我们有：

EXr =

∫ x̄

0

xrF (dx) +

∫ ∞

x̄

xrF (dx) ⩽ x̄r +m(t) <∞

20



第一章 引言

练习 1.3.8. 证明：对数正态分布的每一阶矩都是有限的。

与引理 1.3.1一起，练习1.3.8的结果表明，无穷矩的存在是厚尾的充分但非必要条件。

1.3.2.2 帕累托尾

给定 α > 0，对于一个非负的随机变量 X 来说，如果存在 c > 0，使得

lim
t→∞

tαP{X > t} = c， (1.16)

则称该随机变量 X 是具有尾指数（tail index）α 的帕累托尾（Pareto tail）。换言之，关于 X

的互补累积分布函数 G 会满足如下形式：

G(t) ≈ ct−α, 当t较大时。 (1.17)

此时，如果 X 在某些 α > 0 上有帕累托尾，我们也称 X 服从幂律（power law）。

示例 1.3.3. 如果在 R+ 上的随机变量 X 的 ccdf 服从

G(t) =

 1 如果t < x̄

(x̄/t)α 如果t ⩾ x̄
， (1.18)

则称 X 是具有参数 x̄、α > 0 的帕累托分布（Pareto distribution）。显然，这样的随机变量 X

有一条帕累托尾，且尾指数为 α。

请注意：关于示例1.3.3的结果，反之则不成立。即，具有帕累托尾的随机变量并不必然服

从帕累托分布。因为帕累托尾的性质仅限制了最右侧的尾。

练习 1.3.9. 证明：如果 X 有一个尾指数为 α 的帕累托尾，那么对于所有的 r ≥ α 来说，

一定有 E[Xr] =∞。（提示：使用式(1.14)）

从练习1.3.9和引理1.3.1中，我们可以看到每一个拥有帕累托尾的随机变量都是厚尾的，

但反之则不成立。这是因为，帕累托尾的性质（式(1.16)）是非常具体的。尽管如此，但事实证

明，网络研究中涉及的许多厚尾分布实际上就是帕累托尾。

练习 1.3.10. 证明：对于某些 λ > 0，如果有 X
d
= Exp(λ)，那么，随机变量 X 不服从幂

律。

1.3.2.3 经验性的幂律图

当帕累托尾性质成立时，对于一个较大的 t，ccdf 满足 lnG(t) ≈ ln c − α ln t。换言之，

函数 G 可以进行对数线性（log linear）化。图1.6使用帕累托分布说明了这一点，为了便于比

较，图中还显示了指数分布的 ccdf。

21



1.3 概率
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图 1.6: 帕累托分布和指数分布的 ccdf 图
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图 1.7: 规模最大公司的经验 ccdf 图（福布斯）

如果我们将 ccdf 的 G 应用到经验数据中——对于每一个 x，返回样本中数值高于 x

的部分的概率——那么在帕累托尾的假设之下，我们应该可以获得一条近似于直线的结果。

例如，考虑公司规模的横截面分布。虽然这种分布的精确性取决于公司规模的衡量标准、

公司样本以及其他因素，但这种分布存在的一个典型特征是极端厚尾。作为说明，图1.7给出

了截至 2021 年 3 月福布斯全球 2000 强排行榜中前 500 家公司的“市场价值的经验 ccdf

对数图”。可以发现，估算出的斜率（slope）和数据分布都与帕累托尾和无限总体方差一致。

1.3.2.4 离散幂律

如示例1.3.3中所述，令 X 为具有帕累托分布的随机变量，这个随机变量在集合 [x̄,∞)

上的密度为 p(t) = ct−γ。其中，c := αx̄α，γ := α+ 1。下一个练习将对该想法进行拓展。

练习 1.3.11. 令 X 为 R+ 上密度为 p 的随机变量，假设对于常数 c > 0、γ > 1 以及
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图 1.8: Zeta 分布和帕累托分布

x̄ ∈ R+，我们有

p(t) = ct−γ , 每当t ≥ x̄。 (1.19)

证明：随机变量 X 具有帕累托尾，并且尾指数为 α := γ − 1。

对式(1.19)进行离散模拟会变成一个正整数上的分布，并且对于一个较大的 k，有

f(k) = ck−γ。 (1.20)

此时，如果对于所有的 k ∈ N 等式都成立，并且同时选择一个合适的 c 使得
∑

k∈N f(k) = 1，

那么在这种特殊情形下，我们就进一步得到了zeta 分布（zeta distribution）。12

一般来说，当我们看到一个形如式(1.20)（k 较大）的概率质量函数（probability mass

function）时，我们可以用一个具有尾指数 α = γ − 1 的帕累托尾来识别它。图1.8给出了

γ = 2 时的例子。

1.4 图论

图论（Graph theory）是离散数学的一个主要分支，它构成了网络分析的基础，在本文中

起着至关重要的作用。本节将对图论内容进行简要并且快速的介绍。13

图论在经济学中也有重要应用：许多经济模型是随机的和动态的，这意味着它们规定了

世界的状态以及不同状态之间的转换率。将这些思想进行概念化的最自然方式之一，就是将

不同状态视为图中的不同节点，将状态之间的转换率视为节点之间的关系。

12显然，c 的正确值取决于 γ，所以我们可以用一个合适的函数 H 将其写成 c = H(γ)，能够引致上述归一化的正确函数也被
称为黎曼 Zeta 函数（Riemann zeta function）。

13我们通常认为， 图论源于杰出的瑞士数学家 Leonhard Euler （1707-1783） 的工作， 包括他关于 “Seven Bridges of
Königsberg” 的著名论文。
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1.4 图论

我们从定义和基本概念开始。我们将重点关注有向图的分析（directed graphs），其中存

在自然的不对称关系（例如，银行 A 向银行 B 拆借，公司 A 向公司 B 供给产品等）。这样做

不会损失一般性，因为无向图（undirected graphs，其中关系是对称的双向连接）可以通过坚

持对称性来恢复（即，从 A 到 B 的连接存在意味着从 B 到 A 的连接也存在）。

1.4.1 非加权有向图

我们从非加权有向图（unweighted directed graphs）开始，研究其标准性质，例如连通性

（connectedness）和非周期性（aperiodicity）。

1.4.1.1 定义和示例

有向图（directed graph or digraph）指的是一对 G = (V,E)，其中，

• V 是一个有限非空集，

• E 是有序对 (u, v) ∈ V × V 的集合，称为边（edges），

V 中的元素称为 G 的节点（vertices or nodes）。14直观上和视觉上，(u, v) 可以被理解为从节

点 u 到节点 v 的箭头。

图 1.9-1.10给出了两个示例图，每个图中都有三个节点。在这些示例中，可以将箭头（边）

想像成：在给定的单位时间内，状态进行转换的可能性。

poor

middle class

rich

图 1.9: 一个阶层转换的有向图

对于一个给定的边 (u, v)，节点 u 称为这条边的尾（tail），而 v 称为这条边的头（head）。

同时，u 也被称为 v 的“直接前驱”（direct predecessor ），v 也被称为 u 的“直接后继”（direct

successor）。对于 v ∈ V，我们使用以下符号：

• I (v) := v 的所有直接前驱的集合，

• O(v) := v 的所有直接后继的集合。

14译者注：也有学者将“vertices”称为“顶点”，本书统一将“vertices”和“nodes”都译为“节点”。
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middle class rich

poor

图 1.10: 改变边的列表

此外，我们将节点 v ∈ V 的入度（in-degree）id(v) 和出度（out-degree）od(v) 分别定义为：

• id(v) := |I (v)|，

• od(v) := |O(v)|。

如果 id(v) = 0 而 od(v) > 0，则 v 可以称为源点（source）。如果 O(v) = ∅ 或者

O(v) = {v}，则 v 可以称为汇点（sink）。例如，在图1.10中，节点“poor”就是一个入度为 3 的

汇点。

1.4.1.2 Networkx 中的有向图

Python 和 Julia 都为图形的数值计算提供了有价值的接口。在这些库中，Python 包

Networkx 可能是最成熟和最完善的。它提供了一种比较方便的数据结构用来表示有向图，

并补充了许多常用的程序用来分析它们。为了将其导入到 Python，我们运行:

import networkx as nx

在下面显示的所有代码片段中，我们假设读者已经执行了上述以及下面两个导入语句：

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

作为一个例子，让我们创建图1.10中的有向图，在后文中我们用 Gp 来表示。为此，我们

首先创建一个空的 DiGraph 对象：

G_p = nx.DiGraph()

其次，用节点和边来填充它。为了做到这一点，我们写下一个所有边的列表，并用 p 代

表 poor ，以此类推：

edge_list = [

('p', 'p'),
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1.4 图论

p

m

r

图 1.11: 由 Networkx 绘制的有向图

('m', 'p'), ('m', 'm'), ('m', 'r'),

('r', 'p'), ('r', 'm'), ('r', 'r')

]

最后，我们将这些边添加到我们的 DiGraph 对象中：

for e in edge_list:

u, v = e

G_p.add_edge(u, v)

添加边会自动添加节点，因此 G_p 现在是 Gp 的正确表示。对于我们的小有向图来说，

我们可以通过 Networkx 绘制图形来验证这一点，代码如下：

fig, ax = plt.subplots()

nx.draw_spring(G_p, ax=ax, node_size=500, with_labels=True,

font_weight='bold', arrows=True, alpha=0.8,

connectionstyle='arc3,rad=0.25', arrowsize=20)

plt.show()

这段代码生成了图1.11，它与图1.10中的原始有向图相对应。

DiGraph 对象中也有计算节点入度和出度的方法，例如：

G_p.in_degree('p')

prints 3。

1.4.1.3 通信

接下来我们研究通信（communication）和连通性（connectedness），这些内容对生产、金

融、运输等各类网络以及马尔可夫链（Markov chains）的动态特性都具有重要意义。
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1 2 3

图 1.12: 有向图（矩形）的强连通分量

在有向图 G 中，从节点 u 到节点 v 的一个有向游走（directed walk）是一个有限的节点

序列，它以 u 开始，并以 v 结束。在这样的序列中，任何一个连续对（consecutive pair）都是

G 的边（edge）。从 u 到 v 的有向路径（directed path）指的是从 u 到 v 有向游走的过程，需

要满足路径中所有节点都是不同的。例如，在图1.12中，(3, 2, 3, 2, 1) 是一条从 3 到 1 的有向

游走，但不是有向路径，而 (3, 2, 1) 既是从 3 到 1 的有向游走，也是从 3 到 1 的有向路径。15

遵循标准做法，有向游走（或路径）的长度（length）计算的是边的数量而不是节点的数

量。例如，图1.12中从 3 到 1 的有向路径 (3, 2, 1) 的长度为 2。

如果 u = v，或者存在一条从 u 到 v 的有向路径，则可以称节点 v 从节点 u 是可达的

（accessible or reachable），记作u→ v。如果集合 V \U 中没有任何元素是从 U 中可达的，那

么对于有向图 (V,E) 来说，我们称集合 U ⊂ V 是吸收（absorbing）的。

示例 1.4.1. 令某个代表生产网络的有向图为 G = (V,E)，其中 V 的元素指的是部门，并且

(i, j) ∈ E 代表的是 i 向 j 部门提供产品或服务。那么，只要 m→ l，m 部门就是 l 部门的上

游供应商。

示例 1.4.2. 图1.10显示，马尔可夫有向图中的节点 {poor} 就是吸收（absorbing）态，因为

{middle, rich} 从 {poor} 节点是不可达的。

如果存在 u→ v 和 v → u，则称两个节点 u 和 v 之间具有通信（communicate）。

练习 1.4.1. 令 (V,E) 为一个有向图，如果 u 和 v 是通信的，则记为 u ∼ v。证明：“∼”是

一种等价关系（参见 §6.1.1.2）。

由于“通信”是一种等价关系，它可以将 V 划分为一个有限的等价类集合。在每一个类之

中，所有的元素都是通信的，这些类也被称为强连通分量（strongly connected components）。

如果图中只有一个这样的分量，那么这个图本身也被称为强连通的（strongly connected），也

就是说，对于任何一对 (u, v) ∈ V × V，节点 v 从 u 中都是可达的。这一思想相当于说，任何

节点从其他任意节点出发都可到达。

示例 1.4.3. 图1.12显示了具有强连通分量 {1} 和 {2,3} 的有向图，但有向图本身不是强连通

的。

示例 1.4.4. 在图1.9 中，有向图是强连通的。相反，在图1.10中，rich 节点从 poor 出发是不可

达的，因此该图不是强连通的。

15译者注：也有译文将“directed walk”译为“有向途径”或“有向通路”等，将“directed path”译为“有向路”等。

27



1.4 图论

Networkx 可用于检验通信和强连通性，以及计算强连通分量。例如，应用于图1.9 中的

有向图，代码为

G = nx.DiGraph()

G.add_edge(1, 1)

G.add_edge(2, 1)

G.add_edge(2, 3)

G.add_edge(3, 2)

list(nx.strongly_connected_components(G))

prints [{1}, {2, 3}]。

1.4.1.4 非周期性

有向图 G = (V,E) 的环（cycle）(u, v, w, · · · , u) 指的是 G 中的有向游走，满足（1）第一

个和最后一个节点相同，以及（2）其他节点均不重复。如果存在 k > 1，使得环（cycle）的长度

都是 k 的倍数，则称该图具有周期性（periodic）。反之，不具备这一性质的图则是非周期的

（aperiodic）。

示例 1.4.5. 在图1.13中，存在环 (a, b, a)、(b, a, b)、(b, c, b)、(c, b, c)、(c, d, c) 和 (d, c, d)。因此，

每个环的长度都是 2，该图是周期性图。

a b c d

图 1.13: 一个周期性的有向图

非周期性的一个明显充分条件是图中存在一个自环（self-loop）。也正是因为这个条件，

图1.9-1.12 中的有向图都是非周期性的。

为了理解连通图（connected graphs）的非周期性（aperiodicity），下面结果提供了一种简

单方法，具体证明过程可以在Häggström et al. (2002) 和Norris (1998) 中找到。

引理 1.4.1. 令 G = (V,E) 为一个有向图，如果 G 是强连通的，那么对于所有的 v ∈ V，G

是非周期性的，当且仅当，存在一个 q ∈ N，使得对于所有的 k ≥ q，存在 v 到 v 并且长度为

k 的有向游走。

通常，我们把满足引理1.4.1的条件的节点 v 称为非周期性（aperiodic）的。有了这个术

语，引理1.4.1指出，当且仅当所有的节点都是非周期性的，强连通的有向图才是非周期性的。

Networkx 可用于检验节点或图的非周期性性质。例如，如果 G 是一个 DiGraph 对象

（object），那么 nx.is_aperiodic(G) 就会根据 G 的非周期性返回 True 或者 False 。
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1.4.1.5 邻接矩阵

在一个具有固定节点的图中，边（edges）可以和一个称为邻接矩阵的二进制矩阵之间存

在着简单映射。通过邻接矩阵去观察“连接”（connections）的好处就是，它可以把线性代数的

力量带入到有向图的分析中。我们在此先简要说明这一点，并在 §1.4.2中进行详细说明。

令 G = (V,E) 为一个有向图，其中 V = {v1, . . . , vn}，那么，对应于 (V,E) 的一个

n× n邻接矩阵（adjacency matrix）就被定义为：16

A = (aij)1⩽i,j⩽n ，其中 aij = 1 {(vi, vj) ∈ E}。 (1.21)

例如，将 {poor, middle, rich} 映射到（1,2,3），与图1.10中的有向图对应的邻接矩阵就是：

A =


1 0 0

1 1 1

1 1 1

。 (1.22)

邻接矩阵为我们提供了足够的信息来恢复图中的边。更一般地说，给定一组节点 V =

{v1, . . . , vn}，一个元素为二进制的 n × n 矩阵 A = (aij)1⩽i,j⩽n 能够产生一个有向图 G ，该

图的节点为 V，边为

E = {(vi, vj) ∈ V × V : aij = 1}。

图 (V,E) 的邻接矩阵就是 A。

练习 1.4.2. 如果 (u, v) ∈ E 同时意味着 (v, u) ∈ E，则这个有向图 (V,E) 也称作为无向

（undirected）图。这意味着邻接矩阵具有什么样的性质？

备注 1.4.1. 练习1.4.2中提出的有向图可以是无向的，这个想法似乎是矛盾的。毕竟，有向

图是有向的。另一种介绍无向图的方法是将其定义为一个“节点-边”（vertex-edge）的对（pair）

(V,E)，其中每条边 {u, v} ∈ E 都是无序对，而不是有序对 (u, v)。显然，练习1.4.2中的定义

与这一定义本质上是等价的，但是考虑到我们的研究对象主要是有向图，使用练习中的定义

更为简便。

和 Networkx 一样，QuantEcon Python 库中 quantecon 提供了一个实现某些图论算法

的图对象（graph object）。可用的算法集比较有限，但通过即时编译加速，可以使得每一种算

法都更快。在 QuantEcon 的 DiGraph 对象（object）中，一个实例就是通过邻接矩阵创建的。

例如，为了构建一个与图1.10相对应的有向图，我们使用了相应的邻接矩阵(1.22)，具体如下

所示。

import quantecon as qe
16请注意，在某些应用领域，邻接矩阵是转置的：如果边是从 j 到 i，而不是从 i 到 j，那么 aij = 1。我们将避免这种奇怪和混

乱的定义（这与标准图论和马尔科夫链研究中的标准符号惯例相矛盾）。
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表 1.1: 金融网络中 16 个国家的代码

AU 澳大利亚 DE 德国 CL 智利 ES 西班牙
PT 葡萄牙 FR 法国 TR 土耳其 GB 英国
US 英国 IE 爱尔兰 AT 奥地利 IT 意大利
BE 比利时 JP 日本 SW 瑞士 SE 瑞典

import numpy as np

A = ((1, 0, 0),

(1, 1, 1,),

(1, 1, 1))

A = np.array(A) # NumPy

G = qe.DiGraph(A)

我们来 print 一组强连通分量的集合，作为 NumPy 数组的列表：

G.strongly_connected_components

输出的结果是 [array([0]), array([1, 2])]。

1.4.2 加权有向图

早期对网络的定量研究倾向于关注非加权有向图（unweighted digraphs），其中边的存在

或不存在都被视为具有足够的信息（例如，关注或不关注社交媒体，存在或不存在连接两个城

镇的道路）。然而，对于某些网络来说，这种二元的度量不如连接的大小或强度更重要。

图1.14给出了一个例子，按照来源国分组，它显示了私人银行间的资金流动（即贷款）。例

如，从日本指向美国的箭头表示日本银行对所有在美国注册的银行持有的总债权，数据来源

于国际清算银行（BIS）。图中每个节点的大小随着所有其他节点对该节点的外国债权总额增

加而增加，箭头的宽度与它们所代表的外国债权成正比。17 国家代码在表1.1中给出。

在这个网络中，几乎每个 u 和 v 之间都存在一条边 (u, v)（即，几乎涉及到网络中的每

个国家），因此，边的存在并没有为我们提供足够多的信息。要了解这样的网络，我们不仅需

要记录信用流的存在与否，还需要记录信用流的大小，而记录这些信息的正确数据结构就是

“加权有向图”（“weighted directed graph”或“weighted digraph”）。18在本节中，我们将对这一

对象进行定义，并研究其性质。

17该图数据来自 2019 年第四季度国际清算银行（BIS）的综合银行统计数据（consolidated banking statistics），我们的计算使
用了境内外银行金融债权的即时交易对手数据，该数据计算了“跨境债权”和“海外分支机构以外币和本币计算的本地债权”两者之
和。一个节点对自身的外国债权被设定为零。

18事实上，低于 1000 万美元的外国债权所代表的箭头已从图 1.14 中剔除，因此，原本的网络要比现在看起来更加密集。
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图 1.14: 按国家分组的国际私人信贷流动
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1.4.2.1 定义

加权有向图（weighted digraph）G 是一个三元组 (V,E,w)，其中 (V,E) 表示的是一个有

向图，而 w 表示的则是从 E 到 (0,∞) 的函数，称为权函数（weight function）。

备注 1.4.2. 一般来说，权重都被认为是非负的，在本文中，我们坚持认为权重更是正的，亦即

对于所有的 (u, v) ∈ E，函数 w(u, v) > 0。这是因为，在本书中零权重（zero weight）的直观涵

义就是不存在连接。换言之，如果 (u, v) 具有零权重，那么 (u, v) 就不会在 E 中，因此 w 也

就没有定义到 (u, v) 上。

示例 1.4.6. 如上所述，图1.14可以被视为一个加权有向图。根据图1.14，节点是来源国，当 u

中的私人银行向 v 中的银行提供非零数量的贷款时，国家 u 和 v 之间存在一条边，分配给边

(u, v) 的权重则是从 u 到 v 的总贷款。

示例 1.4.7. 图1.15显示了另一个加权有向图，箭头代表了加权有向图的边（与图1.9中的非加

权有向图进行比较），边旁边的数字代表了权重。在这个案例中，你可以把箭头上的数字看作

是一年内一个家庭在不同状态之间的转移概率。例如，一个富裕的家庭会有 10% 的概率变

穷。

poor

middle class

rich

0.1

0.4

0.1

0.2

0.1

0.9

0.4

0.8

图 1.15: 一个加权有向图

上文对可达性（accessibility）、通信（communication）、周期性（periodicity）以及连通性

（connectedness）的定义，均可应用于 (V,E)，进而扩展到任意加权有向图 G = (V,E,w) 中。

例如，如果 (V,E) 是强连通的，那么 (V,E,w) 也被称为是强连通的，图1.15的加权有向图就

是强连通的。
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1.4.2.2 加权有向图的邻接矩阵

在 §1.4.1.5中，我们讨论了非加权有向图的邻接矩阵，而具有节点 {v1, . . . , vn} 的加权有

向图 (V,E,w) 的邻接矩阵（adjacency matrix）则是：

A = (aij)1⩽i,j⩽n ，其中 aij =

w (vi, vj) 如果 (vi, vj) ∈ E

0 否则

显然，在我们列举出 V 中的所有节点后，权函数和邻接矩阵提供的信息基本相同。出于计算

的简便性考虑，我们更加倾向于使用后者。

示例 1.4.8. 图1.15中，将 {poor, middle, rich} 映射到 (1, 2, 3) 上，则对应于加权有向图的邻

接矩阵为：

A =


0.9 0.1 0

0.4 0.4 0.2

0.1 0.1 0.8

 (1.23)

在 QuantEcon 的 DiGraph 具体实现中，权重是通过关键词 weighted 进行记录的：

A = ((0.9, 0.1, 0.0),

(0.4, 0.4, 0.2),

(0.1, 0.1, 0.8))

A = np.array(A)

G = qe.DiGraph(A, weighted=True) #

关于邻接矩阵，需要记住的一个关键点是，在相关的有向图中，可以通过矩阵转置来“反

转所有箭头”。
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图 1.16: 银行间的信贷流动网络

示例 1.4.9. 图1.16的有向图可以看成是金融网络的典型例子，类似于图1.14，其中节点指的

是银行，边指的是现金流。例如，我们可以看到 2 号银行向 3 号银行发放了一笔规模为 200
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的贷款。图1.16对应的邻接矩阵是：

A =



0 100 0 0 0

50 0 200 0 0

0 0 0 100 0

0 500 0 0 50

150 0 250 300 0


(1.24)

该矩阵的转置是：

A⊤ =



0 50 0 0 150

100 0 0 500 0

0 200 0 0 250

0 0 100 0 300

0 0 0 50 0


(1.25)

转置矩阵对应的网络则如图 1.17所示，该图的含义转变为贷款发放后的负债网络。当然，这

两个网络（原始网络和转置网络）都可用于金融市场分析（例如，参见第五章）。
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图 1.17: 转置：负债网络

不难看出，每个非负的 n × n 矩阵 A = (aij) 都可以看作是节点等于 [n] 的加权有向图

的邻接矩阵。所讨论的加权有向图 G = (V,E,w) 可以设定为如下形式：

V = [n], E = {(i, j) ∈ V × V : aij > 0} 以及 w(i, j) = aij , ∀(i, j) ∈ E

我们也将 G 称为由A 诱导的加权有向图（weighted digraph induced by A）。

下一个练习将有助于加强对“矩阵转置会反转边的方向”的理解。

练习 1.4.3. 令 A 为非负的 n× n 矩阵，并且令 G = ([n], E, w) 和 G ′ = ([n], E′, w′) 分

别为由 A 以及 A⊤ 诱导的加权有向图。证明：

(1) (j, k) ∈ E′ 成立，当且仅当 (k, j) ∈ E；
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(2) 在 G ′ 中有 j → k，当且仅当在 G 中有 k → j。

1.4.2.3 应用：二次网络博弈

Acemoglu et al. (2016) 和 Zenou (2016) 考虑了一个具有 n 个代理人（agents）的二次博

弈，其中代理人 k 寻求最大化：

uk(x) := −
1

2
x2k + αx⊤Ax+ xkεk (1.26)

这里，x = (xi)
n
i=1，A 是一个对角线元素 aii = 0（∀i）的对称矩阵，α ∈ (0, 1) 是一个参数，

ε = (εi)
n
i=1 是一个随机变量，这是Acemoglu et al. (2016) 在第 21.2.1 节中关于二次博弈的

设定。对于所有的 j 6= k，第 k 个代理人在式(1.26)的最大化之下对 xj 的选择进行决策。

在这个例子中，A 可以被理解为一个具有节点 V = [n] 的图的邻接矩阵，其中，每个节点

都是一个代理人。我们可以通过设定 w(i, j) = aij（aij > 0），并令 E 成为 [n]× [n] 中所有的

(i, j) 对，进而重构加权有向图 (V,E,w)。这些权重识别了代理人之间存在的某种关系，例如

影响力或友谊。

练习 1.4.4. 二次网络博弈的纳什均衡（Nash equilibrium）是一个向量 x∗ ∈ Rn，该向

量使得对于所有的 i ∈ [n]，在给定所有的 j 6= i 时，代理人 i 在式(1.26)最大化条件下具有

最优选择 x∗i。证明：只要 r(A) < 1/α，那么在 Rn 中就存在唯一的纳什均衡解 x∗，并且有

x∗ := (I − αA)−1ε。

本节描述的网络博弈有许多有趣的应用，包括社会网络（social networks）、犯罪网络

（crime networks）和对等网络（peer networks）等，本章的 §1.5中提供了相关的参考资料。

1.4.2.4 性质

在本节中，我们将研究有向图、权函数以及邻接矩阵的一些基本性质和关系，我们将所要

研究的有向图的节点集 V 都设为 [n]。这样做并不失一般性，因为本书中有向图的节点集总

是有限和非空的。

此外，前文我们提到过加权有向图的额外通用性，下面连接“邻接矩阵”和“加权有向图”

的结果对于非加权有向图同样是有效的。实际上，通过引入一个将 E 中的每个元素映射到

单位 1 的权函数，可以将一个加权有向图映射到非加权有向图 G = (V,E) 上，由此产生的邻

接矩阵与我们在式(1.21)中对非加权有向图的原始定义一致。

作为附加的一般做法，如果 A 是一个邻接矩阵，且 Ak 是 A 的 k 次幂（其中，A0 是一个

单位阵），那么我们就用 akij 表示成矩阵 Ak 的一个对应元素，通过这个符号，我们可以看到，

由于 A(s+t) = AsAt，矩阵的乘法法则意味着：

as+tij =
n∑
ℓ=1

asiℓa
t
ℓj (i, j ∈ [n], s, t ∈ N)。 (1.27)
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下一个命题解释了幂的重要性。

命题 1.4.2. 令 G 为一个具有邻接矩阵 A 的加权有向图，对于不同的节点 i, j ∈ [n] 以及

k ∈ N，我们有：

akij > 0⇐⇒从i到j存在长度为k的有向游走。

证明.（⇐）当 k = 1 时，根据定义，该命题显然成立。除此之外，假设⇐在 k−1 处成立，并假

设从 i 到 j 存在一个长度为 k 的有向游走 (i, l,m, ..., n, j)。根据归纳假设，我们有 ak−1
in > 0。

并且，由于 n, j 是这个有向游走的一部分，有 anj > 0。应用式(1.27)，可以得到 akij > 0。

（⇒）留作练习（只需使用相同的逻辑）。

示例 1.4.10. 在 §4.1 中，我们表明，如果 A 的元素表示的是跨状态的一步（one-step）转移概

率，那么 At 的元素（A 的 t 次幂）提供的就是 t 步（t-step）转移概率。在马尔可夫过程理论

中，式(1.27)也被称为 Chapman-Kolmogorov 方程。

在这种情况下，下一个定理是一个基础定理。

定理 1.4.3. 令 G 为一个加权有向图，以下两个陈述是等价的：

（1）G 是强连通的；

（2）由 G 生成的邻接矩阵是不可约的。

证明. 令 G 为具有邻接矩阵 A 的加权有向图，根据命题1.4.2，“G 是强连通的”等价于如下陈

述：对于每个 i, j ∈ V，我们都可以找到一个 k ≥ 0，使得 akij > 0（如果 i = j，则令 k = 0）。这

反过来，又等价于
∑∞

m=0A
m � 0，也即 A 的不可约性质。

示例 1.4.11. 在图1.18的加权有向图中，强连通性是不成立的，因为节点 4 是一个源点

（source）。根据定理1.4.3，其邻接矩阵必定是可约的（reducible）。
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a11

图 1.18: 不成立的强连通性
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我们会发现，矩阵本原性（primitive）的性质对分析是有价值的 (Perron-Frobenius 定理

暗示了这一点)。为了获得本原性，我们需要在强连通性上增加什么条件？

定理 1.4.4. 对于一个加权有向图 G = (V,E,w)，以下两个陈述是等价的：

（1）G 是强连通的且非周期的。

（2）由 G 生成的邻接矩阵是本原的。

定理1.4.4的证明. 在整个证明过程中，我们设定 V = [n]。首先我们证明，如果 G 是非周期

且强连通的，那么对于所有的 i, j ∈ V，存在一个 q ∈ N，使得每当 k ≥ q，有 akij > 0。为此，

在 V 中任选 i, j，由于 G 是强连通的，所以存在一个 s ∈ N，能够使得 asij > 0，同时由于 G

是非周期的，我们可以找到一个 m ∈ N，使得在 l ≥ m 时有 aljj > 0。选择 l ≥ m，并应用

式(1.27)，可以得到

as+ℓij =
∑
r∈V

asira
ℓ
rj ⩾ asija

ℓ
jj > 0。

因此，令 t = s+m，每当 k ≥ t，有 akij > 0。

（（1）⇒（2））根据前面的论证，给定任意 i, j ∈ V，存在一个 s(i, j) ∈ N，使得每当

m ≥ s(i, j)，有 amij > 0。在所有的 (i, j) 上设定 k := max s(i, j)，可以得到 Ak � 0。

（（2）⇒（1））假定 A 是本原的，那么对于某些 k ∈ N，我们有 Ak � 0，从命题1.4.2中可以

直接得到有向图的强连通性。之后只需要检验非周期性。

如果我们能够证明对于所有的 t ≥ 0，有 ak+tii > 0，则非周期性成立。为了证明这一点，

我们只需证明对于所有的 t ≥ 0，有 Ak+t � 0 就足够了。此外，为了证明后者，我们也只需证

明 Ak+1 � 0，因为剩余的部分可以通过归纳法得出。

为了论证 Ak+1 � 0，请注意，对于任意给定的 i, j，式(1.27)意味着

ak+1
ij =

∑
ℓ∈V

aiℓa
k
ℓj ⩾ ā

∑
ℓ∈V

aiℓ。

其中，̄a := minℓ∈V akℓj > 0。如果
∑

ℓ∈V aiℓ > 0，则证明完成。但是该不等式一定是成立的，否

则节点 i 就是一个汇点（sink），显然这与强连通性的性质相矛盾。

示例 1.4.12. 在练习1.2.20中，我们努力证明当且仅当 0 < α, β ≤ 1 时，Pw 是不可约的，使用

的方法是直接计算并检验 Pw 的幂（如式(1.3)所示）。然而，当我们检验图1.3对应的有向图并

使用“不可约性等价于强连通性”这一事实时，检验结果就微不足道了。同样，练习1.2.20的结

果表明，当且仅当 0 < α, β ≤ 1 并且 min{α, β} < 1 时，Pw 是本原的，如果我们检验有向图

并使用定理1.4.4，那么这一结果就变得更容易确定了。
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1.4.3 网络中心度

在研究各种网络时，一个反复出现的话题是不同节点的相对“中心度”（centrality）或“重

要性”（importance），19一个经典的应用就是搜索引擎对网页的排名。这里给出了一些在经济

学中的应用：

• 如果考虑到所有的后向关联（backward linkages），哪个行业中的 1 美元额外需求对加

总生产的影响最大？哪个部门的生产率提高对国家产出影响最大？

• 如果某个负面冲击能够危及整个银行业的偿付能力，那么政府应该先救助哪些机构？

• 在 §1.4.2.3考虑的网络博弈中，纳什均衡是 x∗ = (I − αA)−1ε。博弈中参与者的行为取

决于网络的拓扑结构，正如 A 所刻画的。一个常见的发现是，代理人的活动或努力程度

（例如，犯罪网络中参与者犯罪活动的严重程度），可以从他们在网络中的“中心度”来预

测。

在本节中，我们将回顾与网络中心度有关的一些基本概念。20

1.4.3.1 中心度度量

令 G 表示加权有向图的集合，中心度度量（centrality measure）将 G 中的每个 G =

(V,E,w) 关联到了 m(G ) ∈ R|V |，其中，m(G ) 的第 i 个元素被解释为节点 vi 的中心度（或

排名），大多数情况下 m(G ) 是非负的。在下文中，为了简化符号，我们取 V = [n]。

（不幸的是，即使是最常见的中心度度量，其定义和术语在不同文献中也存在较大差异。

我们的惯例是遵循数学家的常用用法，而不是物理学家，例如，我们使用的术语与 Benzi &

Klymko (2015) 保持一致。）

1.4.3.2 权威 vs 枢纽

搜索引擎设计者认识到网页可能以两种不同的方式变得重要：某些页面具有很高的枢纽

中心度（hub centrality），这意味着它们会链接到有价值的信息源（例如新闻聚合网站）；而某

些网页则具有较高的权威中心度（authority centrality），这意味着它们包含有价值的信息，正

如它们传入链接的数量和重要性所展示的（例如主流新闻组织网站）。图1.19有助于直观地理

解这两种方式之间的差异。

类似的想法可以并且已经应用到了经济网络中（通常使用不同的术语）。例如，在我们下

面研究的生产网络中，高枢纽中心度（high hub centrality）通常与上游有关，即这些部门倾向

于为许多重要行业提供中间产品；相反，高权威排名（high authority ranking）通常与下游较

为吻合。

19译者注：也有学者将“centrality”翻译为“中心性”。
20中心度度量（centrality measures）有时被称为“影响力度量”（influence measures），特别是在社会网络相关的领域。
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hub authority

图 1.19: 枢纽 vs 权威

在下文中，我们将讨论基于枢纽（hub-based）和基于权威（authority-based）的中心度度

量，在给出定义的基础上进一步阐明它们之间的联系。

1.4.3.3 点度中心度

给定有向图 G = (V,E)， 衡量一个节点“重要性”的两个最基本度量指标就是入度

（in-degree）和出度（out-degree），这两者都提供了有关中心度的测量方法。入度中心度

（in-degree centrality）被定义为向量 (id(v))v∈V，出度中心度（out-degree centrality）被定

义为 o(G )。如果 G 被表示为 Networkx 包 DiGraph 的对象 G（例如，参见 §1.4.1.2），那么

i(G ) 可以通过以下代码进行计算：

iG = [G.in_degree(v) for v in G.nodes()]

当有向图 G 较大时，这种方法相对较慢，由于向量化操作通常更快，所以我们可以尝试

使用数组操作的替代方法。

为了说明该方法，请回顾图1.16中的金融机构网络，我们可以通过将式(1.24)所示的邻接

矩阵转换为一个二进制矩阵来计算入度和出度中心度，该二进制矩阵对应的是同一个网络下

非加权有向图的邻接矩阵：

U =



0 1 0 0 0

1 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 1 0 0 1

1 0 1 1 0


(1.28)

现在当且仅当 i 指向 j 时，U(i, j) = 1。此时，出度和入度中心度可以分别由下式进行计

算：

o(G ) = U1 和 i(G ) = U⊤
1。 (1.29)

也就是说，对 U 的行求和可以测算出度中心度，对列求和则可以测算入度中心度。

出度中心度的测算是一种基于枢纽（hub-based）的排名，而入度中心度则是基于权威

（authority-based）的排名。对于图1.16中的金融网络，某个机构的出度越高意味着该机构向
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1.4 图论

许多其他机构提供贷款，而入度越高则意味着许多其他机构向该机构提供贷款。

请注意，如果想要从基于枢纽的排名转换到基于权威的排名，我们只需要对（二进制）邻

接矩阵 U 进行转置。我们将看到，其他中心度指标的测算也可以进行类似操作。这种做法也

是直观的，因为转置邻接矩阵会反转边的方向（练习1.4.3）。

类比式(1.29)，对于具有邻接矩阵 A 的加权有向图 G = (V,E,w)，我们可以将加权出度

中心度（weighted out-degree centrality）和加权入度中心度（weighted in-degree centrality）

的测算分别定义为：

o(G ) = A1 和 i(G ) = A⊤
1。 (1.30)

我们将在下面的应用中介绍这些测算的一些直觉。

不幸的是，虽然中心度的入度和出度很容易进行测算，但它们并不总是能提供有效信息。

例如，在此考虑图1.14中的国际信贷网络，几乎每个节点之间都存在一条边，因此基于入度或

出度的中心度排名无法有效地将国家进行区分，图1.20中显示的国家出度排名（左上角图）和

国家入度排名（右上角图）也佐证了这一点。

基于点度（degree-based）的中心度排名还有其他局限性。例如，假设网页 A 有很多入站

链接，而网页 B 的入站链接较少，尽管网页 A 在入度方面占优势地位，但是，如果进入网页

B 的链接可能是访问量更大的页面，那么对于潜在的广告商来说，网页 A 的重要性可能不如

网页 B。对这一点的思考表明，“重要性”可以是递归的，即给定节点的重要性取决于链接到它

的其他节点的重要性。我们要讨论的下一组中心度度量方法就具有这种递归性质。

1.4.3.4 特征向量中心度

令 G = (V,E,w) 为具有邻接矩阵 A 的加权有向图，回顾一下，r(A) 是 A 的谱半径。G

的枢纽特征向量中心度（hub-based eigenvector centrality）被定义为通过求解式(1.31)获得

的 e ∈ Rn+：21

e =
1

r(A)
Ae。 (1.31)

逐个元素来看，就有：

ei =
1

r(A)

∑
j∈[n]

aijej , ∀i ∈ [n]。 (1.32)

注意该定义的递归性质：通过对 i 到所有节点的“流量”（rates of flow）进行加权，节点 i 的中

心度与这些节点中心度的加总成正比。如果满足（1）有许多边从 i 离开，（2）这些边具有较大

的权重，（3）这些边指向的其他节点排名较高，那么节点 i 的排名就会很高。

当我们在 §2.1.3研究需求冲击时，将对特征向量中心度提供更具体的解释。我们将看到，

在生产网络中，具有较高的枢纽特征向量中心度的部门是重要的供应商，特别是，一旦订单通

21译者注：“hub-based eigenvector centrality”也可被译为“基于枢纽的特征向量中心度”，本书为了简化起见，直接将这一术语
称为“枢纽特征向量中心度”。类似地，后文中的“authority-based eigenvector centrality”，我们也将其译为“权威特征向量中心
度”。
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过网络进行后向流动，它们就会被一系列的需求冲击所激活。

练习 1.4.5. 证明：只要 A 是强连通的，那么在正的标量倍数范围内，式(1.32)有唯一解。

顾名思义，枢纽特征向量中心度就是对枢纽中心度的测量：当某个节点指向的其他节点

越重要时，那么该节点就会获得越高的排名。接下来两个练习有助于强化对这一点的认识。

练习 1.4.6. 证明：出度为 0 的节点，其枢纽特征向量中心度总是为 0。

如果邻接矩阵 A 是本原的（primitive），那么在计算特征向量中心度时，我们就可以使用

Perron-Frobenius 定理，它告诉我们，在 m→∞ 下，有 r(A)−mAm → eε⊤，其中 ε 和 e 分别

为矩阵 A 主特征值对应的左和右特征向量。22这意味着，

r(A)−mAm1→ ce, 其中 c := ε⊤1 (1.33)

因此，在一个较大 m 之下，r(A)−mAm1 会返回一个 e 的标量倍数。Networkx 包提供了一个

通过式(1.33)来计算特征向量中心度的函数。

这种方法的一个问题是对本原矩阵的假设，因为如果没有本原性，式(1.33)的收敛可能

会失败。以下函数使用了一种基于 Arnoldi 迭代的替代技术，即使在本原性失效的情况下，

它也能正常工作。(下面将解释 authority 选项)

import numpy as np

from scipy.sparse import linalg

def eigenvector_centrality(A, m=40, authority=False):

"""

A

"""

A_temp = A.T if authority else A

r, vec_r = linalg.eigs(A_temp, k=1, which='LR')

e = vec_r.flatten().real

return e / np.sum(e)

练习 1.4.7. 证明：图1.21中的有向图不是本原的。使用上面的代码或其他合适的程序，

计算枢纽特征向量中心度排名，你应该能够获得接近 e = (0.3694, 0.2612, 0.3694, 0) 的值。请

注意，汇点（sink，也即节点 4）的排名是最低的。

图1.20的左中图给出了图1.14所示的国际信贷网络的枢纽特征向量中心度排名。根据这

一排名，获得高评级的国家往往是信贷供应方面的重要参与者。该测算中，日本的排名最高，

22译者注：简便起见，下文对于主特征值对应的左和右特征向量分别表述为“左主特征向量”和“右主特征向量”。
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图 1.20: 信贷网络的中心度度量
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图 1.21: 一个有源点和汇点的网络

尽管像英国和法国这样拥有大型金融部门的国家并不落后。（图1.14中的配色方案也与枢纽

特征向量中心度相匹配。）

权威特征向量中心度 （authority-based eigenvector centrality） 被定义为通过求解

式(1.34)获得的 e ∈ Rn+：

e =
1

r(A)
A⊤e (1.34)

式(1.34)和(1.31)的不同之处仅仅是矩阵 A 的转置（转置不影响矩阵的谱半径）。逐个元素来

看，则有：

ej =
1

r(A)

∑
i∈[n]

aijei, ∀j ∈ [n] (1.35)

可以看出，如果链接到 j 的节点，其权威特征向量中心度较高，那么，ej 也会相对较高。

图1.20右中图给出了图1.14所示的国际信贷网络的权威特征向量中心度排名。排名靠前

的都是那些“吸引大量信贷流入的”或者“从具有重要网络地位的国家信贷流入的”国家。作为

银行间信贷的目标，美国显然在排名中占主导地位。

练习 1.4.8. 假设 A 是强连通的，证明：权威特征向量中心度在正的缩放常数范围内是被

唯一定义的，并且等于 A 的左主特征向量。

1.4.3.5 卡兹中心度

特征向量中心度可能也存在一些问题。 虽然在矩阵 A 是强连通的假设条件下，

式(1.32)的定义是有意义的（因此，根据 Perron-Frobenius 定理，r(A) > 0），但是，在许

多现实世界网络中，强连通性并不成立。我们将在 §2.1中看到这方面的例子，即由投入-产出

矩阵定义的生产网络。

此外，虽然强连通性保证了主特征向量的严格正性，但是当这一条件失效时，许多节点的

排名得分就会变为 0（例如，参见练习1.4.6）。当我们研究具体的网络时，这种零排名往往与我

们的直觉相悖。

考虑到诸如此类的情形，我们希望使用另一种网络中心度的概念，即卡兹中心度（Katz

centrality），其最早由Katz (1953) 提出，它在一个较弱的条件下保持为正，并且在一个调整

参数之下是可以被唯一定义的。令参数 β 的范围为 (0, 1/r(A))，一个具有邻接矩阵 A 的
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加权有向图 G ，其枢纽卡兹中心度（hub-based Katz centrality）在参数 β 处被定义为求解

式(1.36)获得的向量 κ := κ(β,A) ∈ Rn+：23

κi = β
∑
j∈[n]

aijκj + 1, ∀i ∈ [n]。 (1.36)

这种定义提供的直觉与特征向量中心度非常相似，即当 i 被具有高中心度的节点所连接时，

节点 i 就被赋予了较高中心度。(1.36)和(1.32)之间的区别仅仅在于加入了常数 1。

练习 1.4.9. 证明：在规定的 0 < β < 1/r(A) 条件下，枢纽卡兹中心度总是有限的，并且

可以被唯一定义为：

κ = (I − βA)−1
1 =

∑
ℓ⩾0

(βA)ℓ1， (1.37)

其中 1 为 1 的列向量。

练习 1.4.10. 从 Perron-Frobenius 定理中我们知道，当有向图是强连通时，特征向量中

心度会处处为正。一个比强连通更弱的条件是，每个节点都有正的出度。证明：在这个条件

下，每个节点的卡兹中心度都是严格正的。

衰减参数 β 用于确保 κ 在 0 < β < 1/r(A) 条件下是有限的且可以被唯一定义。可以

证明，当网络图是强连通时，随着 β ↑ 1/r(A)，枢纽（或权威）卡兹中心度会收敛到枢纽（或权

威）特征向量中心度。24这就是为什么图1.20的底部双图显示，枢纽（或权威）卡兹中心度排名

非常接近于与其相对应的特征向量中心度。

一般情况下，当 r(A) < 1 时，我们可以使用 β = 1 作为卡兹中心度计算的默认值。

练习 1.4.11. 当 β = 1 时，计算图1.21中简单有向图的枢纽卡兹中心度排名，你应该可以

得到 κ = (5, 4, 5, 1)。因此，源点（节点 1）的排名相对较高，而汇点（节点 4）的排名相对较低。

类似地， G 的权威卡兹中心度 （authority-based Katz centrality） 被定义为求解

式(1.38)获得的 κ ∈ Rn+：

κj = β
∑
i∈[n]

aijκi + 1, ∀j ∈ [n] (1.38)

练习 1.4.12. 证明：在限制条件 0 < β < 1/r(A) 下，式(1.38)的唯一解由下式给出（验证

这一等价关系）：

κ =
(
I − βA⊤)−1

1 ⇐⇒ κ⊤ = 1
⊤(I − βA)−1 (1.39)

练习 1.4.13. 当 β = 1 时，计算图1.21中有向图的权威卡兹中心度排名，你应该可以得

到 κ = (1, 6, 4, 4)。请注意，现在源点的排名相对较低，这是因为枢纽（hubs）相对于权威

（authorities）来说其值是下降的。

23译者注：与前文做法类似，“hub-based Katz centrality”也可被译为“基于枢纽的卡兹中心度”，为简化起见，本文直接译为“枢
纽卡兹中心度”。类似地，后文中的“authority-based Katz centrality”，我们也将其译为“权威卡兹中心度”。

24例如，参见 Benzi & Klymko (2015)。
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1.4.4 无标度网络

大型复杂网络通常具有哪些性质？关于复杂网络最引人注目的事实之一就是，许多网络

都表现出了无标度（scale-free）特性，这意味着，宽泛地说，网络中每个节点拥有的连通数量

（the number of connections）遵遁着幂律（power law）。无标度特性之所以引人注目，是因为

它适用于各种各样的网络，尽管从社会网络到引证、销售、金融和生产网络，每一个网络都是

由不同的底层机制生成的，但是它们普遍具有这种特定的统计结构。

在这一节中，我们首先定义度分布，然后讨论其性质，包括可能的幂律行为。

1.4.4.1 经验度分布

令 G = (V,E) 为一个有向图，在不失一般性的前提下，假设 V = [n]，其中 n ∈ N。G

的入度分布（in-degree distribution）指的是由下式定义的序列 φin(k)：

φin(k) =

∑
v∈V 1 {id(v) = k}

n
(k = 0, . . . , n), (1.40)

其中，id(v) 表示的是节点 v 的入度。换言之，在 k 处考察的入度分布就是网络中入度为 k 的

节点所占的比例。在 Python 中，如果 G 被表示为一个叫做 G 的 NetworkxDiGraph，并执

行import numpy as np，那么可以通过以下方式计算入度分布：

def in_degree_dist(G):

n = G.number_of_nodes()

iG = np.array([G.in_degree(v) for v in G.nodes()])

phi = [np.mean(iG == k) for k in range(n+1)]

return phi

出度分布（out-degree distribution）的定义与此类似，将式(1.40) 中的 id 替换为 od，并表

示为 (φout(k))
n
k=0。

回顾一下，如果 (u, v) ∈ E 同时代表着 (v, u) ∈ E，则有向图 G = (V,E) 也称为无向图。

如果 G 是无向的，那么对于所有的 v ∈ V，有 id(v) = od(v)。在这种情况下，我们通常直接用

φ，而不是 φin 或者 φout，用以指代有向图的度分布（degree-distribution）。

无标度网络（scale-free network）指的是度分布服从幂律（power law）的网络，即存在正

的常数 c 和 γ，满足：

φ(k) ≈ ck−γ , 在k较大时。 (1.41)

这里的 φ(k) 既可以指入度，也可以指出度，或同时指两者，这取决于我们研究的兴趣。根据

§1.3.2.4的讨论，度分布有一个尾指数 α = γ − 1 的帕累托尾，这两者在想法上是一致的。

虽然我们省略了正式的检验，但图1.2所示的商用飞机国际贸易网络的度分布近似于无

标度。图1.22说明了这一点，它将度分布与 f(x) = cx−γ（其中，c = 0.2 并且 γ = 1.1）绘制在
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图 1.22: 商用飞机国际贸易网络的度分布

了一起（在由 Networkx 函数 degree_histogram 执行的度分布计算中，忽略了方向性，将网

络视作无向图）。

Barabási & Albert (1999) 注意到了许多网络的无标度性质，例如，他们发现通过超链接

连接的互联网页面的入度和出度分布都遵循幂律。在随后的几年中，许多网络都被发现具有

无标度特性，达到一阶近似，包括 Twitter 上的关注网络 (Pearce, 2017; Punel & Ermagun,

2018)、其他社会网络 (Rybski et al., 2009) 和学术合作网络（例如，论文加引用）。

在经济和金融领域，Carvalho (2014) 表明，美国投入-产出数据的加权出度分布（在

第二章中会进一步讨论）遵循着幂律，卡兹中心度也是如此。Carvalho et al. (2021) 还考察了

日本公司关联网络中的入度（供应商）和出度（客户）分布的幂律尾部。在许多金融和银行间

信用网络中也可以观察到无标度度分布（Scale-free degree distributions）(Kim et al., 2007;

Ou et al., 2007; De Masi et al., 2011)。

在许多情况下，一个给定网络的无标度特性对经济产出和福利都具有重要意义。例如，

投入-产出网络中的幂律通常表明少数非常大的部门或公司占主导地位，这反过来又影响了

产业的活力和企业层面的冲击所导致的总体不稳定的可能性。我们将在第二章中探讨其中

的一些问题。

1.4.4.2 随机图

探讨不同动态（dynamics）对图的度分布具有何种影响，其中一种方法就是指定一个随

机生成图的规律（law），然后检验其所产生的度分布。这种方法能够比较有效的使我们理解

无标度网络生成的各种机制。

我们先从一种最流行和最基本的无向图随机生成方法开始， 该方法最初由Erdös &

Rényi (1960) 提出。生成图 G = (V,E) 的过程是：

(1) 确定一个整数 n ∈ N 以及一个 p ∈ (0, 1)，
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(2) 将 V := [n] 视作节点的集合，

(3) 令 E = {∅}，

(4) 对于每个 (i, j) ∈ V × V，且 i 6= j，以概率 p 将无向边 (i, j) 添加到边集 E 中。

在最后一步中，添加的方法是独立的，也即每次我们抛出一枚无偏的 iid 硬币的概率为

p，如果硬币是正面的，就添加到边中。

下面的 Python 代码提供了一个函数，可以调用该函数以使用此程序随机生成无向图，

它应用了来自 itertools 库的 icombinations 函数，对于调用 combinations(A, k)，它

会返回一个大小为 k 的 A 的所有子集的列表。例如：

import itertools

letters = 'a', 'b', 'c'

list(itertools.combinations(letters, 2))

returns [('a', 'b'), ('a', 'c'), ('b', 'c')].

我们使用 combinations 来产生所有可能的边的集合，然后以概率 p 将它们添加到图

中：

def erdos_renyi_graph(n=100, p=0.5, seed=1234):

" Erdos-Renyi "

np.random.seed(seed)

edges = itertools.combinations(range(n), 2)

G = nx.Graph()

for e in edges:

if np.random.rand() < p:

G.add_edge(*e)

return G

（此处提供的代码是 Networkx 库中所包含的功能的简化版本，这是为了清晰而不是为

了高效而编写的，更高效的版本可以在 Networkx 和 Julia 的 Graphs.jl 库中找到。）

图1.23的左侧显示了一个由 erdos_renyi_graph 函数生成的图形实例，其中，n = 100，

p = 0.05，节点上颜色越浅表示程度越高（即连接越多）。右图则展示了对应的度分布，呈现

出了典型的 Erdos-Renyi 随机图的钟形曲线。事实上，可以证明（例如，参见Bollobás (1999)

或Durrett (2007)），度分布也满足如下二项式：

φ(k) =

 n− 1

k

 pk(1− p)n−1−k (k = 0, . . . , n− 1)。
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图 1.23: Erdos–Renyi 随机图的一个例子
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图 1.24: 优先连接随机图的一个例子

1.4.4.3 优先连接

显然，Erdos-Renyi 随机图未能复刻许多网络中观察到的度分布的右厚尾（heavy right

hand tail），对此，Barabási & Albert (1999) 提出了一种能够随机生成具有无标度网络图的

机制。

他们提出的随机机制被称为优先连接（preferential attachment）。本质上说，每次有新的

节点加入到无向图时，它都会通过边连接到现有的节点 m，其中，节点 v 被选中的概率与 v

的度数（degree）成正比。Barabási & Albert (1999) 表明，当节点数量收敛到 +∞，在极限内

所得的度分布会表现出帕累托尾。详细的证明可以在 Durrett (2007) 的第 4 章中找到。

虽然我们省略了证明的细节，但我们可以在模拟中看到幂律的出现。例如，图1.24显示

了一个由 Networkx 的 barabasi_albert_graph 函数生成的有 100 个节点的随机图，连接

（attachments）的数量设置为 5。图1.24中右图的度分布模拟已经显示出了一个长的右尾。

1.5 章节说明

Perron-Frobenius 定理归功于 Oskar Perron（1880-1975）和 Ferdinand Georg Frobenius

（1849-1917），其主要结果在 1912 年得到证明。早在 1915 年，Dénes König（1884-1944）就发
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现了 Perron-Frobenius 定理与图论之间的联系，并提供了使用二部图（bipartite graphs）的

替代证明。Schrijver (2005) 讨论了这方面的一些历史。

我们已经提到了Jackson (2010)、Easley et al. (2010) 和Borgatti et al. (2018) 的经济和

社会网络教科书，以及Bramoullé et al. (2016) 的手册。Jackson (2014) 则进行了系统的文献

研究。在网络科学领域中，Newman (2018)、Menczer et al. (2020) 以及 Coscia (2021) 的高

水平讲义都非常出色。

Kepner & Gilbert (2011) 是一本关于图和图论算法的好书。Ballester et al. (2006) 从

二次博弈的纳什均衡角度对 Katz 中心度（他们称之为 Bonacich 中心度）进行了解释。Du

et al. (2015) 展示了如何从一个经济问题的竞争性均衡中获得 PageRank。Calvó-Armengol

et al. (2009) 建立了一个模型，将代理人决策嵌入到了网络中，获得的结果与卡兹中心度成

正比。Elliott & Golub (2019) 表明，在代理人可以创造非竞争性、异质性公共产品的设定下，

一组重要的有效解的方案特征是，贡献与代理人在网络中的特征向量中心度成正比。

Kumamoto & Kamihigashi (2018) 对经济学和社会科学中的幂律进行了详细研究，包

括对Barabási & Albert (1999) 的优先连接模型进行了讨论。Newman (2005) 也有很强的可

读性。Durrett (2007) 的教科书写的很严谨、仔细，不仅包含了有趣的动机背景，还有对无标

度网络研究的大量引用列表。

从式(1.41)的符号 ≈ 应该可以看出，无标度网络的定义并不完全严格。此外，当把定义

与观察到的网络联系起来时，我们不能像在 §1.3.2中定义幂律时那样，通过取一个极限来获

得完美的定义，因为节点的数量总是有限的。定义中的这种不精确性导致了很多激烈的争论

（例如，参见Holme (2019)）。鉴于实证研究的优势，我们认为，在合理的近似程度下，无标度性

质是非常普遍的。

在 §1.4.2.3中，我们简要提到了网络博弈、社会网络和关键参与者。这些主题比我们能够

提供的内容更值得关注。Zenou (2016) 给出了一个很好的综述。Amarasinghe et al. (2020)

则将这些想法应用到了经济发展问题上。其他有价值的相关论文包括Allouch (2015)、Belhaj

et al. (2016)、Demange (2017)、Belhaj & Deroïan (2019)、Galeotti et al. (2020)。

为了使本书更加简洁，我们不情愿地省略的另一个主题是经济环境中的内生网络形成。

该领域有影响的论文包括Bala & Goyal (2000)、Watts (2001)、Graham (2017)、Galeotti &

Goyal (2010)、Hojman & Szeidl (2008) 和Jackson & Wolinsky (1996)。

最后，Candogan et al. (2012) 研究了向社交网络参与者出售商品的垄断者利润最大化

问题，其主要思想是，在某些情况下，垄断者会发现向网络中的主要参与者提供折扣是有利可

图的。Atalay et al. (2011) 认为，在美国买方-供应商网络中观察到的入度要比幂律具有更轻

的尾部，并提供了一个更适合其数据的模型。
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第二章 生产

本章我们将研究多部门环境下的生产， 其基本框架是投入-产出分析， 由 Wassily

Leontief (1905-1999) 提出并在 Leontief (1941) 中得到推广。投入-产出分析通常被用来构建

国民账户以及研究产业间关系。1973 年，Leontief 因其在投入-产出系统方面的工作而获得

诺贝尔经济学奖。

投入-产出分析目前正被纳入现代多部门模型下的贸易、增长、冲击传播以及加总波动理

论中（§2.4提供了一份详细的参考文献清单），该方法重新引起兴趣的原因之一是，网络分析

和图论概念的引入，使我们产生了一些新的见解。本章将对其中的主要观点进行介绍。

2.1 多部门模型

本节我们将介绍基本的投入-产出模型，解释模型的网络涵义，并将传统问题（例如跨部

门需求冲击的相对影响）与网络拓扑和网络中心度联系起来。

2.1.1 生产网络

我们从投入-产出表的基本概念及其与生产网络的关系开始，为了简化说明，我们在下文

中忽略了进口和出口（§2.4中给出了一些关于一般情形的讨论）。

2.1.1.1 投入-产出分析

负责收集国家和地区生产账户的机构， 例如美国经济分析局 （the US Bureau of

Economic Analysis），他们会根据 Leontief (1941) 提出的结构编制投入-产出数据。企业

被划分为 n 个部门，每个部门都生产单一的同质产品，这些部门被组织成一个投入-产出表。

一个高度简化的例子是：

部门 1 部门 2 部门 3

部门 1 a11 a12 a13

部门 2 a21 a22 a23

部门 3 a31 a32 a33
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其中，元素 aij 被称为 投入-产出系数（input-output coefficients），并且

aij =
部门j从部门i购买的投入品价值

部门j的总销售额

因此，如果部门 i 是部门 j 的重要中间产品供应商，那么 aij 就会较大。表中第 j 列的

加总给出了部门 j 的所有投入品价值，第 i 行则给出了每个部门使用产品 i 作为中间产品的

密集程度。

生产系数矩阵（production coefficient matrix）A = (aij) 能够导出一个加权有向图

G = (V,E,w)，其中，V = [n] 代表部门列表，E := {(i, j) ∈ V × V : aij > 0} 代表边的集合，

aij 的值代表跨部门的后向关联（backward linkages）。

给定 i ∈ V，i 的直接后继（direct successors）的集合 O(i) 指的是 i 向其提供正数量产出

的所有部门，而集合 F (i) 则指的是所有向 i 提供正数量产出的部门。

图2.1显示了与“经济分析局提供的 2019 年 15 个部门版本的投入-产出表”相关的加权

有向图，数据来源为美国经济分析局的“2019 Input-Output Accounts Data”。1由 i 指向 j 的

箭头代表正向的权重 aij，并且箭头的宽度越大则权重系数越大，与相应的投入-产出系数成

正比。节点的大小与其所属部门总销售额的市场份额成正比。表2.1提供了部门编码的含义。

观察图2.1 可以发现，制造业（ma）是许多部门的重要供应商，包括建筑业（co）和农业

（ag）。同样地，金融部门（fi）和专业服务部门（pr）也为许多其他部门提供服务。另一方面，教

育部门（ed）是相对下游的，只是其他部门中间产品的一个小供应商。

节点的配色方案基于的是枢纽特征向量中心度的排名，颜色越亮代表中心度越高。稍后

在 §2.1.3 中，我们将给出枢纽特征向量中心度在投入-产出系统中的解释，将其与需求冲击的

相对影响联系起来。

2.1.1.2 连通性

我们在 §1.4中研究了图论的一些概念，本节将应用这些概念来深入理解投入-产出网络。

我们可以研究的一个基本性质是连通性（connectedness）。可以想象，当网络相对连通时，需

求和生产率冲击会通过给定的生产网络形成更广泛的扩散，相反，在一个吸收集内发生的需

求冲击，其影响会被隔离到该集合中的部门。

图2.1中的 15 部门网络是强连通的，但是在视觉上检验此结果较为困难，因此我们使用

图论算法。该算法从 QuantEcon的 DiGraph 类（class）中可以找到强连通的部分，由于可以

从邻接矩阵中直接创建实例，所以这个“类”对于目前所要解决的问题来说很方便。当权重由

15 个部门的投入-产出模型给出时，检查这个“类”的属性就可以证实其强连通性，也可以使用

同一类来检验该网络是非周期的。因此，投入-产出矩阵 A 是本原的（primitive）。这一事实将

用于以下计算。

1我们从 Make-Use Tables 中可以获得每个部门的投入支出和总销售额。该图是用 Python 的 Networkx 库创建的。
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2.1 多部门模型
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图 2.1: 2019 年美国 15 个行业的后向关联
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表 2.1: 15 个部门代码的含义

标签 部门
ag 农、林、牧、渔业
mi 采矿业
ut 公用事业
co 建筑业
ma 制造业
wh 批发业
re 零售业
tr 交通运输和仓储业
in 信息业
fi 金融、保险、房地产和租赁
pr 专业和商业服务
ed 教育服务、医疗保健和社会援助
ar 艺术、娱乐、住宿和餐饮服务
ot 除政府服务以外的其他服务
go 政府服务

2.1.1.3 分解

对标图2.1，图2.2给出了更细分的 71 个部门的网络图，表2.2提供了部门编码的含义。为

了提高视觉清晰度，低于 0.01 美元的投入-产出系数被省略为零，其他设定与图2.1保持一致，

节点和边的大小分别与销售份额和投入-产出系数成正比，较亮的颜色表示较高的枢纽特征

向量中心度（这一概念我们将在 §2.1.3中与需求冲击的传播联系起来）。

与图2.1的 15 个部门情形不同的是，2019 年 71 个部门的投入-产出矩阵不是强连通的，

这是因为图2.2包含了汇点（即出度为 0 的部门）。例如，根据数据显示，尽管“食品和饮料店”

会向最终消费者提供产品，但它们不提供任何中间投入。

2.1.2 均衡

求解 Leontief 模型的均衡需要考虑追踪最终需求的影响，因为最终需求会在经济中对

其他部门形成后向关联的影响效应。为了说明这一问题带来的挑战，考虑图2.3所示的简化网

络。假设部门 3 受到正需求冲击，为了满足这一需求，将需要其直接供应商（即第 2 和第 4

部门）进行更多的产出，然而，第 2 部门产量的增加需要第 1 部门更多的产出，进而需要第 3

部门更多的产出，也即最初冲击发生的地方。这反过来又需要部门 2 和部门 4 的更多产出，

以此类推。因此，后向关联的链条会导致一个无限的循环，而解决这个“逐尾”问题需要一些分

析。

2.1.2.1 恒等式

为了寻找均衡，我们设定：

• di := 最终消费者对产品 i 的需求。
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图 2.2: 2019 年美国 71 个行业的网络
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表 2.2: 71 个部门代码的含义

IO 代码 部门 IO 代码 部门

111CA 农场 486 管道运输业
113FF 林业、渔业 487OS 其他交通
211 油气开采 493 仓储业
212 除石油、天然气外的采矿业 511 出版业
213 采矿支持行业 512 电影和声音
22 公用事业 513 广播、电信
23 建筑业 514 数据处理、网络出版业
321 木制品业 521CI 储蓄银行，信用中介
327 非金属矿产品 523 证券投资业
331 初级金属 524 保险公司
334 电脑和电子产品 525 基金、信托、金融工具
333 机械 HS 房屋
332 金属制品 ORE 其他房地产活动
335 电气设备 532RL 出租和租赁服务
337 家具 55 公司管理
3364OT 其他运输设备 5415 计算机系统设计
3361MV 机动车辆、零件 5412OP 其他技术服务
339 其他制造 5411 法律服务
311FT 食品、饮料和烟草 561 行政
313TT 纺织厂和纺织品 562 废物处理
315AL 服装和皮革 61 教育服务
322 纸制品 621 门诊医疗保健服务
323 印刷业 622 医院
324 石油和煤炭 623 护理及住院护理设施
325 化工产品 624 社会救助
326 塑料、橡胶 711AS 艺术、观赏性运动、博物馆
42 批发业 713 娱乐、赌博、休闲
441 汽车及零部件经销商 721 住宿
445 食品和饮料店 722 餐饮场所
452 杂货店 81 除政府服务以外的其他服务
4A0 其他零售 GFGD 联邦政府（国防）
481 空运 GSLE 州和地方政府企业
482 轨道交通 GFE 联邦政府企业
483 水运 GSLG 州和地方政府
484 卡车运输 GFGN 联邦政府（非国防）
485 客运
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图 2.3: 一个简单的生产网络

• xi := 部门 i 的总销售额。

• zij := 从部门 i 到部门 j 的跨部门销售额。

所有数字都可以理解为以某国货币作为单位——例如美元。对于每个部门 i，我们有会

计恒等式：

xi =
n∑
j=1

zij + di, (2.1)

该式表明，总销售额可以被划分为对其他行业的销售额以及对最终消费者的销售额。

注意到，

zij
xj

= 部门 j 的每 1 美元产出中来自 i 投入的美元价值 = aij。 (2.2)

其中，aij 的值是 §2.1.1.1中讨论的投入-产出系数。利用这一系数，式(2.1) 可以改写为：

xi =
n∑
j=1

aijxj + di, i = 1, . . . n。 (2.3)

当产出向量为 x := (xi)
n
i=1 时，右边第一项代表的含义是需要投入的产品 i 的数量。我

们可以将式(2.3)中的 n 个方程组合成线性系统：

x = Ax+ d。 (2.4)

2.1.2.2 存在性与唯一性

到目前为止，我们只使用了会计恒等式及其定义。然而，在给定需求向量 d 并且令矩

阵 A 不变的情况下，我们还想利用式 (2.4) 来确定产出向量 x。作为第一步，我们将寻找式
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(2.4)的非负解存在且唯一的条件。

将部门 j 的增加值（value added）定义为销售额减去中间产品的支出，也即，

vj := xj −
n∑
i=1

zij。

假设 2.1.1. 投入-产出邻接矩阵 A 服从

ηj :=
n∑
i=1

aij < 1, ∀j ∈ [n]。 (2.5)

练习 2.1.1. 证明：只要每个部门的增加值都严格为正，则假设2.1.1成立。

练习2.1.1表明，假设2.1.1是一个非常“温和”的约束。例如，在竞争均衡中，企业的利润为

0，正的增加值意味着对中间产品以外的生产要素（劳动、土地等）的支付都严格为正。

练习 2.1.2. 令 η(A) := maxj∈[n] ηj，证明：只要假设2.1.1成立，则 r(A) ≤ η(A) < 1。

命题 2.1.1. 如果假设 2.1.1 成立，那么，对于每一个 d ≥ 0，生产系统(2.4) 都有唯一且非负

的产出解：

x∗ = Ld, 其中 L := (I −A)−1。 (2.6)

证明. 通过练习2.1.2以及假设2.1.1，我们可以得到 r(A) < 1。因此，Neumann 级数引理

(NSL) 意味着式(2.6) 中的 x∗ 是 Rn 空间中的唯一解。关于非负性，因为 A 是非负的，所

以对于所有 i，Ai 也是非负的。因此，根据 NSL 提供的幂级数转换方式 L =
∑∞

i=0A
i，可知

x∗ ≥ 0。

式(2.6)中的矩阵 L = (ℓij)，通常被称为与系数矩阵 A 相关的里昂惕夫逆矩阵（Leontief

inverse），我们将在 §2.1.3 中讨论它的具体涵义。

练习 2.1.3. 如果 d 6= 0，则称需求向量是非平凡的（nontrivial）。令 d 为非平凡的，并假

设 r(A) < 1，证明：在均衡状态下，当矩阵 A 不可约（irreducible）时，每个部门都是活跃的，

也即 x∗ � 0。

练习 2.1.4. 一个封闭的投入-产出系统指的是一个 d = 0 的系统。封闭系统 x = Ax 的

非平凡解也即一个能够满足 Ax∗ = x∗ 的非零解 x ∈ Rn+。令 A 是不可约矩阵，证明：当

r(A) < 1 时，不存在非平凡解；当 r(A) = 1 时，存在一个非平凡解并且在常数倍数范围内是

唯一的。

练习 2.1.5. 考虑一个由投入矩阵 A 所定义的投入-产出系统，并令 A 为一个本原

（primitive）矩阵，证明：每一个非平凡解处处为正；当 r(A) > 1 时，不存在非平凡解。
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2.1 多部门模型

2.1.2.3 假设

我们通常将(2.6) 的表达式 x∗ = (I −A)−1d 解释为由需求驱动供给，虽然这不是一个普

遍的真理，但在某些情况下确实是合理的。例如我们在分析短期需求变化时，需求的变化会

带来库存的变化，而库存的变化通常又会使得企业改变生产数量。我们将在 §2.1.3中深入研

究这些思想。

另一个假设则涉及到每个部门的生产函数，您可能会从初级微观经济学中回忆起里昂惕

夫生产函数（Leontief production function）的形式为：

x = f(z1, . . . , zn) = min{γ1z1, . . . , γnzn}。 (2.7)

其中，x 是一个给定部门的产出，{γi} 是一组参数，{zi} 是一组投入集。为了理解式(2.7)为什

么被称为 Leontief 生产函数，请注意，根据式(2.2) 我们有：

xj =
zij
aij

, 对于所有满足 aij > 0 的i ∈ [n]。 (2.8)

如果我们把所有的 z/0 =∞ 都理解为 z ≥ 0，那么式(2.8)就意味着 xj = mini∈[n] zij/aij，即

式(2.7)是专门针对部门 j 的一个特殊形式。因此，式(2.7)自然产生于 Leontief 投入-产出分

析中。

关于假设的最后一个评论是，虽然 Leontief 模型对于某些研究目的来说过于简单，但它

可以在更复杂的模型中作为一个有用的构建模块存在，我们会在 §2.2.1中讨论一个这样的模

型。

2.1.3 需求冲击

在本节中，我们将通过 Leontief 逆矩阵 L 的幂级数表示形式
∑

i≥0A
i 来研究需求变化

的影响。在此，我们始终假设 r(A) < 1，因此，该级数和 L 是有限且相等的。

2.1.3.1 对需求冲击的反应

考虑一个规模为 ∆d 的需求冲击的影响，使得需求从 d0 转变为 d1 = d0 +∆d，均衡的产

出向量由 x0 = Ld0 转变为 x1 = Ld1。用第二个方程减去第一个方程，并将结果用差分表示，

得到 ∆x = L∆d。使用 Leontief 逆矩阵产生的几何级数形式，可以得到：

∆x = ∆d+A(∆d) +A2(∆d) + · · · (2.9)

该加总式表明了冲击是如何通过生产网络进行后向传播的：

(1) ∆d 是每个部门的初始反应，
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图 2.4: Leontief 逆矩阵 L（颜色越亮表示值越大）

(2) A(∆d) 是第一轮后向关联产生的反应，

(3) A2(∆d) 是第二轮产生的反应，以此类推。

总反应就是所有轮次反应之和。

我们可以通过说明 L =
∑

m≥0A
m 中的某个元素 ℓij 来总结上述内容，表明在考虑所有

直接和间接影响后，产品 j 的 1 单位需求变化对部门 i 的加总影响。L 本身也会让人联想到

凯恩斯乘数：需求变化乘以这个矩阵，进而产生最终的产出。

图2.4 有助于直观地观察从 15 个部门网络中计算出的 Leontief 逆矩阵，其中，纵轴为 i，

横轴为 j，颜色越亮表示 ℓij 的值越大。例如，我们可以看到，几乎所有部门的需求增加都会

带来制造业产出的增加。

2.1.3.2 冲击传播

图2.5显示了在 15 个部门的投入-产出模型中，由给定的需求冲击向量 ∆d 所产生的影

响。在这个模拟中，∆d 的每个元素都是从一个均匀分布中独立抽取的，“第 0 轮”（round 0）的

面板直观地显示了向量 ∆d，较亮的颜色表示较大的数值，零售（re）、农业（ag）和批发（wh）的

冲击幅度相对较大。

剩余轮次则显示了 A(∆d)、A2(∆d) 等数值，颜色越亮表示数值越高。在每一轮中，为了

使部门之间的对比更加清晰，在应用颜色映射之前，向量 Ai(∆d) 的值都被重新缩放到 [0, 1]

区间内。
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图 2.5: 需求冲击通过后向关联进行传播

60



第二章 生产

注意到，到第 4 轮（round 4）时，Ai(∆d) 的值已经稳定在一个固定比例的范围内了（正如

刚才所讨论的，由于值都被重新调整为 [0, 1]，因此这只是一个比例常数）。可以发现，制造业

（ma）是最活跃的部门，金融（fi）和专业服务（pr）部门也非常活跃。事实上，如果我们采用新的

∆d 进行重复模拟，活跃部门的形态也会迅速收敛到完全相同的配置。

我们可以使用 Perron-Frobenius 定理来解释这一现象。由于 A 是本原的（在 15 个部门

的情形下），我们知道，r(A)−mAm 会随着 m→∞ 而收敛到 eε⊤，其中 e 和 ε 分别为左和右

主特征向量，归一化使得 〈ε, e〉 = 1。由此可知，对于一个较大的 m，我们有

Am(∆d) ≈ r(A)m 〈ε,∆d〉 e。 (2.10)

换言之，在一定的缩放常数之下，冲击反应 Am(∆d) 会收敛到右主特征向量上，这也是枢纽

特征向量中心度。

在图2.5中是无法观察到缩放常数的，因为在映射颜色之前，数值已经被重新缩放到了一

个固定的区间中。然而，式(2.10) 向我们证明了缩放常数的存在以及它会像 r(A)m 一样收敛

到零的事实。因此，主特征对 (r(A), e) 既向我们提供了在任意需求冲击下的反应配置，也向

我们提供了当我们通过链接进行追溯时反应消失的速度。

在这一点上，我们回顾一下，图2.1 中的部门是根据枢纽特征向量中心度进行着色的。如

果你将此图与图2.5进行比较，你会发现，至少在后面的几轮中，颜色的配置是一致的（也正如

理论所预测的）。金融（fi）和制造业（ma）的排名很高，提供咨询、会计和法律等业务的专业服

务部门（pr）也是如此。

2.1.3.3 特征向量中心度

接下来，让我们更深入地研究枢纽特征向量中心度。在生产网络中，枢纽性质的含义转

变为了重要的供应商。我们在 §2.1.3中对需求冲击的研究强调了枢纽特征向量中心度的重要

性：如果部门 i 的枢纽特征向量中心度越高，那么它在各种不同的冲击下都会变得越活跃。

柱状图2.6显示了 15 个部门网络中的枢纽特征向量中心度，根据测算可知，制造业是迄今为

止美国经济中最重要的部门。

根据目前我们对特征向量中心度的理解，回顾图2.2 中的配色方案，我们可以看到化学

产品（325）和初级金属（331）的排名都比较靠前，因此，广泛的需求冲击会在这些行业产生较

高的活跃度。

为了提供一些额外的背景信息，我们使用澳大利亚统计局收集的澳大利亚 2018 年投

入-产出数据，画出了另一张类似的图形。其中，节点大小与销售份额成正比，箭头宽度与投

入-产出系数成正比。彩色图展示了枢纽特征向量中心度。

根据测算结果，排名最高的行业是 6901，即“专业、科学和技术服务”，该行业包括了科学

研究、工程、计算机系统设计、法律、会计、广告、市场研究和管理咨询等各类服务。其次是建
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图 2.6: 美国工业部门的特征向量中心度

筑和发电业。这一结果与美国形成鲜明对比，美国的制造业在排名中名列前茅。

2.1.3.4 产出乘数

在投入-产出分析中，通常会通过产出乘数来对部门重要性进行排名。部门 j 的产出乘

数（output multiplier），下面用 µj 来表示，通常被定义为“部门 j 额外一美元的需求对整个部

门产生的加总影响”，其中加总影响意味着要考虑到后向关联。在研究财政政策刺激效果时，

这一方法一直是政策制定者感兴趣的工具。

回顾 §2.1.3.1 ，ℓij 表示产品 j 的单位需求变化对部门 i 的总影响，我们可以得出定义：

µj =
n∑
i=1

ℓij (j ∈ [n])。

在向量符号中，也即是 µ⊤ = 1
⊤L ，或者

µ⊤ = 1
⊤(I −A)−1。 (2.11)

将其与式(1.39)进行比较，我们可以看出，产出乘数向量方程等价于权威卡兹中心度

（authority-based Katz centrality）的测算方法（其中参数 β 默认为 1）。

将这两种方法进行联系是有意义的：权威中心度越高意味着一个部门有许多内向链接

（inward links），并且这些链接来自于其他重要部门。广义上说，这样的部门也是中间投入中

的重要购买方。在这些测算标准之下，排名越靠前的部门，如果受到需求冲击，将对整个生产

网络造成更大的影响。

基于前文美国 15 个部门的投入-产出数据，图2.8展示了式(2.11)的计算结果，得到美国

15 个工业部门的产出乘数大小。可以发现，排名最高的分别是制造业（ma）、农业（ag）和建筑
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图 2.8: 美国 15 个工业部门的产出乘数

业（co）。

2.1.4 前向关联

某些经济问题与部门或产品的相对“上游度（upstreamness）”有关。例如，Olabisi (2020)

发现上游度与行业波动有关，而Antràs et al. (2012) 则研究了上游度与出口倾向之间的关

系。在应用于上游行业而不是下游行业时，关税变化往往会产生不同的加总效应 (Martin &

Otto, 2020)。最后，自二战以来，许多发展中国家系统地支持和鼓励发展了上游行业 (Liu,

2019)。

为了研究上游度，我们会首先介绍前向关联（forward linkages）的 Ghosh 模型，该模型使

用了原始的 Leontief 模型中的相关术语。

2.1.4.1 Ghosh 模型

回顾一下，aij = zij/xj = j 的每 1 美元销售额中来自 i 投入的美元价值。现考虑相关

数量

fij :=
zij
xi

= i的每 1 美元产出中投入到j的美元价值 (2.12)

令 F := (fij)i,j∈[n]，矩阵 F 叫做直接产出矩阵（direct-output matrix）或Ghosh 矩阵

（Ghosh matrix）。元素 fij 可以理解为从 i 到 j 的前向关联的大小。与 A 类似，矩阵 F 可以

看作是产出部门的权函数，图2.9提供了可视化的结果，该图使用的数据源与图2.1保持一致。

练习 2.1.6. 证明：当 x� 0 时，A 和 F 是相似矩阵（见1.2.1.5）。
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图 2.9: 美国工业部门的前向关联与上游度
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令 vj 为 j 部门的增加值（即，对中间产品以外的生产要素进行的支付），我们可以得到：

xj =
n∑
i=1

zij + vj (j ∈ [n])。 (2.13)

该式表明，在完全竞争的条件下，部门 j 的收入可以划分为中间产品的支出（即第一项∑n
i=1 zij）以及其他生产要素的支付（即增加值）。

使用前向关联，我们可以将式(2.13)改写为 xj =
∑

i fijxi + vj（∀j），或者写成矩阵形式：

x⊤ = x⊤F + v⊤。 (2.14)

在假设 r(F ) < 1 的条件下进行转置并求解，可以得到：

x∗ = (I − F⊤)−1v。 (2.15)

我们可以将式 (2.15) 中的解 x∗ 理解为“获得一定数量的增加值所需的产出量”，由于增加值

是对基础生产要素进行支付的，因而 Ghosh 模型也被称为“供给侧投入-产出模型”。

练习 2.1.7. 在 §2.1.2.2 中，我们认为 r(A) < 1 几乎总是成立的。这一性质同样适用于

r(F )，因为只要当 x� 0，就有 r(A) = r(F )。证明后一个论述。

我们没有讨论供给和需求驱动的投入-产出模型的相对优点，我们对前向关联的主要兴

趣在于，它们与“按相对上游度对行业进行排名”的研究主题有关。

2.1.4.2 上游度

哪些行业属于相对上游？Antràs et al. (2012) 提出了一个衡量上游度的方法。利用

式(2.12)中定义的 fij，部门 i 上游度（upstreamness）的递归定义为：

ui = 1 +
n∑
j=1

fijuj。 (2.16)

式(2.16)中向量 u 的递归定义源于这样一种想法：那些向上游产业出售大部分产出的部

门，其本身应该属于上游。

我们可以将 (2.16) 写成向量形式 u = 1+ Fu ，并进行求解，可得：

u = (I − F )−1
1。 (2.17)

只要 r(F ) < 1，该式就存在一个唯一的非负解。根据练习2.1.7中的发现，我们预期这在一般

情形下都是成立的。

继续保持前文惯例 β = 1，我们可以看到Antràs et al. (2012) 提出的上游度实际上就是

66



第二章 生产

ag mi ut co ma wh re tr in fi pr ed ar ot go
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

up
st

re
am

ne
ss

图 2.10: 美国各工业部门的相对上游度

生产网络中的枢纽卡兹中心度（hub-based Katz centrality），其权重主要由前向关联矩阵 F

分配。

基于式(2.17)，柱状图2.10 显示了前文 15 个部门投入-产出网络中 u 的测算结果。与预

期一致，初级产品生产者（农业（ag）和采矿业（mi））是最上游的，而零售（re）、教育和医疗保健

（ed）是典型的下游部门。

图2.9中的节点也按上游度进行了着色。

2.2 一般均衡

§2.1中 Leontief 投入-产出分析的一个限制是，需求是固定并且外生的。在本节中，我们

将 Leontief 模型嵌入到一个均衡环境中，其产出和价格由供给和需求共同决定。我们的目标

之一是了解投入-产出结构是如何与企业层面的冲击相互作用，进而形成加总波动的。

2.2.1 供给和需求

我们的第一步是在 Acemoglu et al. (2012) 和Carvalho & Tahbaz-Salehi (2019) 的基础

上，引入并求解一个多部门的一般均衡模型。

2.2.1.1 生产和价格

与 Leontief 经济一样，有 n 个部门，也叫产业（或行业），每个部门生产一种商品。部门 j

的实际产出为

yj = sjℓ
α
j

n∏
i=1

q
aij
ij 。 (2.18)

这里，
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• sj 指的是一个特定部门的冲击（跨行业独立），

• ℓj 指的是 j 部门的劳动投入，

• qij 指的是用于产品 j 生产的产品 i 的数量，

• α 和 aij 取值区间为 (0, 1) ，并满足 α+
∑

i aij = 1(∀j ∈ [n]) 。

最后一个条件意味着每个部门的规模报酬不变（constant returns to scale，CRS）。2

练习 2.2.1. 令 A = (aij) 为来自式(2.18) Cobb-Douglas 生产函数的一个 n× n 的技术

系数（technical coefficients）矩阵。使用 §1.2.3.4 中所述的假设和结果，证明：r(A) < 1。3

练习 2.2.2. 证明：对于所有的 m ∈ N，有
∑

i

∑
j a

(m)
ij = n(1 − α)m，其中 a

(m)
ij 是矩阵

Am 的第 (i, j) 个元素。

企业是价格接受者，pj 是产品 j 的价格。通过选择 n+ 1 个控制参数 ℓj 和 q1j , . . . , qnj，

部门 j 中的企业要实现的最大化利润为

πj := pjyj − wℓj −
∑
i

piqij。 (2.19)

练习 2.2.3. 证明：当价格和工资给定时，式 (2.19) 唯一的全局最优化解为：

ℓj = α
pjyj
w

和 qij = aij
pjyj
pi

(i, j ∈ [n])。 (2.20)

备注 2.2.1. 基于式(2.20) ，我们有 aij = (piqij)/(pjyj)，表明第 (i, j) 个技术系数是 j 的每 1

美元销售额中来自 i 投入的美元价值，这与 §2.1.1.1中我们讨论的投入-产出系数 aij 的定义

一致。因此，在目前的设定下，（不可观测的）技术系数矩阵等于 §2.1中定义的（可观测的）投

入-产出系数矩阵。

将式(2.20) 代入到生产函数中，可以得到，

yj = csj

(pjyj
w

)α n∏
i=1

(
pjyj
pi

)aij
, (2.21)

其中，c 表示的是一个仅被参数所决定的正的常数。

练习 2.2.4. 利用式(2.21)，证明：

ρj =
∑
i

aijρi − εj , 其中 ρj := ln pj
w

并且 εj := ln(csj)。

2为了与传统的投入-产出符号保持一致，相对于 Acemoglu et al. (2012) 和Carvalho & Tahbaz-Salehi (2019) 文献来说，我
们将 i 和 j 进行了转置。当然，这只是一个约定俗成的问题。

3稍后，在 §2.3 中，我们会进一步使用谱理论来证明一个确切的结果 r(A) = 1 − α。
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令 ρ 和 ε 分别为练习2.2.4中标准化价格和对数冲击的列向量 (ρi)
n
i=1 和 (εi)

n
i=1。将这

些方程组合起来，可以得到 ρ⊤ = ρ⊤A− ε⊤，或

ρ = A⊤ρ− ε。 (2.22)

练习 2.2.5. 证明：

ρj = −
∑
i

εiℓij , 其中 L := (ℓij) := (I −A)−1。 (2.23)

为什么可以这样定义 L？

与前文一样，矩阵 L 是由 A 生成的 Leontief 逆矩阵。

2.2.1.2 消费

工资被支付给一个代表性家庭，其消费选择服从最大化效用
∑

i ln ci。在均衡状态下，利

润为零，所以家庭的唯一收入就是工资收入。该家庭无弹性地提供一单位的劳动。因此，该家

庭的预算约束为
∑

i pici = w。

练习 2.2.6. 证明：对于所有的 i ∈ [n]，唯一的最大化效用解的列向量 (c1, . . . , cn) 满足

pici = w/n（在每件商品上的花费相等）。

2.2.1.3 加总产出

在这个经济体中，总增加值（定义见 §2.1.4）等于工资，这一数量与实际总产出（也被称为

GDP）相一致。每个部门的Domar 权重（Domar weight）被定义为其销售额占 GDP 的比重：

hi :=
piyi
w

。

依据封闭经济市场出清条件 yi = ci +
∑

j qij 以及最优化条件，我们可以得到：

yi =
w

npi
+
∑
j

aij
pjyj
pi

。 (2.24)

练习 2.2.7. 令 L = (ℓij) 为 Leontief 逆矩阵，利用式(2.24)，证明：Domar 权重满足

hi =
1

n

∑
j

ℓij , ∀i ∈ [n]。

练习 2.2.8. 证明：
∑n

i=1 hi = 1/α。

根据练习2.2.4，我们可以得到 lnw = ln pj +
∑

i εiℓij，设定 g := lnw，并对收益进行加
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2.2 一般均衡

总可以得到：

ng =
∑
j

ln pj +
∑
i

εi
∑
j

ℓij。

将价格标准化，使
∑

i ln pi = 0，上式可以简化为：

g =
∑
i

εihi。 (2.25)

因此可以说，对数 GDP 就是部门冲击和 Domar 权重的内积。

2.2.2 粒状假说

我们刚刚构建了一个生产和产出的多部门模型，我们计划用这个模型来研究冲击传播和

加总波动。然而，在此之前，我们需要对冲击传播的无标度网络性质进行简单讨论。第一步是

将冲击传播与企业规模的分布联系起来，然后，在 §2.2.3中，我们将看到这些想法与一般均衡

模型和生产网络拓扑结构之间的关系。

2.2.2.1 加总冲击 vs 异质冲击

GDP 增长和失业率等加总变量的一些波动可能与总体环境的巨大外生变化直接相关。

一个明显的例子是，2020 年 2 月至 4 月间美国失业率从 3.5% 跃升至 14.8%，显然这是由

COVID 大流行以及由此引发的经济停摆所导致的。

一些其他重大波动则缺乏明确的宏观原因。例如，研究人员对 1990 年美国经济衰退提

供了不同的解释，包括“技术冲击”、“消费冲击”和“信心丧失”(Cochrane, 1994)。然而，这些解

释要么难以根据可观察到的结果进行验证，要么需要变量的外生变化，而这些变量可能应当

被视为内生的。

为了寻找至少能够解释大多数国家产出增长变化的变量，其中一种可行的方法是考虑基

于企业层面和特定部门的生产率和供应冲击。特定部门冲击的例子包括：

(1) 2018 年非洲猪瘟向中国蔓延，

(2) 2011 年日本东部大地震及其引发的海啸，导致了福岛第一核电站三个反应堆的熔毁，以

及

(3) 2020 年 10 月，Asahi Kasei Microdevices 在宫崎县（Miyazaki Prefecture）的大型集成电

路工厂被毁。

在下面的讨论中，我们研究了企业层面的冲击能在多大程度上影响加总生产率的波动。
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第二章 生产

2.2.2.2 大量小企业的案例

有的学者认为，异质的、企业层面的冲击只能占总体波动的很小一部分（例如，参

见Dupor (1999)）。这一观点的核心逻辑是，独立随机变量会产生平均化的抑制效应。为

了说明这一思想，我们遵循Gabaix (2011) 提出的一个没有企业间关联的简单生产模型。

假设有 n 个企业，用企业的销售额来衡量第 i 个企业的规模，记为 Si。由于所有销售都

是为了满足最终需求，因而 GDP 由 Y :=
∑n

i=1 Si 给出。我们用上角标来表示下一期的值，

并用 ∆ 来表示一阶差分（例如，∆Si = S′
i − Si）。我们假设企业增长 ∆Si/Si 等于 σF εi，其中，

{εi} 对应的是企业层面异质性冲击的 iid 随机变量。我们还假设 Var(εi) = 1，因而 σF 代表

了企业层面的增长波动。

那么，GDP 增长率就是：

G :=
∆Y

Y
=

∑n
i=1 ∆Si
Y

= σF

n∑
i=1

Si
Y
εi。

练习 2.2.9. 将当前企业规模分布 {Si} 和 GDP 视为给定的，证明：在该假设下，GDP 增

长率的标准差 σG := (VarG)1/2 为

σG = σFHn, 其中 Hn :=

(
n∑
i=1

(
Si
Y

)2
)1/2

。 (2.26)

如果说所有企业的规模都相同，那么有 nSi = Y，这意味着 σG = σF/
√
n，所以当企业数

量很多时，加总水平的波动率会非常小。例如，如果企业的数量 n 是 106，这与美国的企业数

据大体一致，那么，
σG
σF

= Hn =

(
1

106

)1/2

= 10−3 = 0.001。 (2.27)

因此，企业层面的波动率仅能够解释加总波动率的 0.1%。

更具体地说，Gabaix (2011) 计算了 σF = 12，这意味着通过式(2.27)，可以得到 σG =

0.012%，然而，实际中 GDP 增长的波动率要高得多。事实上，根据图2.11，对于美国来说，σG

约为 2%，比上面的数值高出两个数量级。这一发现蕴含的核心信息是，在上述假设之下，企

业层面的冲击只能解释加总波动的很小部分。

2.2.2.3 厚尾的影响

§2.2.2.2中使用的推理思路有一些明显的问题。其中一个问题是，所有企业都被假定为具

有相同的规模。而在现实中，大多数企业都是中小型的，相对而言，只有少数企业是大型的。

例如，在美国，少数巨头主导着科技、电子和零售业。

Gabaix (2011) 强调，我们可以通过对企业规模分布进行更深思熟虑的设计，来接近实际

的 GDP 波动率。改变分布 {Si}ni=1 会改变式(2.27)中 Hn 的值，该指数也被称为赫芬达尔指
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图 2.11: 10 个国家的 GDP 增长率和标准差（括号内）
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数（Herfindahl index），这个指数通常被应用于一个行业中的一组公司，以此来衡量行业集中

度。对于给定的总产出 Y，当 Si = Sj(∀i, j) 时，赫芬达尔指数最小，这也是我们上面考虑的

情况。当单个企业主导所有销售时，该指数在 Hn = 1 处达到最大。根据式(2.27)，更大的赫

芬达尔指数会使得 σG 相对于 σF 增长更多，这将导致企业层面的冲击能够解释更多的加总

波动。

Hn 的计算有一定挑战性，因为整体的企业规模分布 {Si}ni=1 很难观察。尽管如此，我们

可以通过（1）估计一个符合经验分布 {Si}ni=1 的总体概率分布，（2）使用分析或者蒙特卡罗

（Monte Carlo）模拟来计算 Hn 的值。

对于步骤（1），Gabaix (2011) 引用了Axtell (2001) 的研究，发现企业规模分布服从帕

累托分布，尾指数为 1.059。如果我们从一个 α = 1.059 并且 n = 106 的帕累托分布中重

复抽取 {Si}ni=1，记录每次抽取后的 Hn 值，然后取中位数作为我们的估计值，我们可以得

到 Hn ≈ 0.88。换言之，在刚才的帕累托假设下，企业层面的波动几乎占到了加总波动率的

90%。从本质上讲，这意味着，要解释加总波动率，我们只需要看企业层面的冲击。

2.2.2.4 敏感性分析

上一节的发现是相当惊人的，我们应该如何认真对待它？

一个问题是，当假设发生微小变化时，Hn ≈ 0.88 这一数值并不稳健。例如，图1.7的回

归表明，我们应当将 1.32 作为尾指数 α 的估计值，而不是 Axtell 的 1.059。如果我们采用

α = 1.32 重新进行上述计算，Hn 的值会下降到 0.018。换言之，企业层面的冲击仅能解释加

总波动率的 1.8%。

另一个问题是，虽然在 Axtell 参数下能够获得较大的 Hn 值，但是该值对企业规模分布

所能选择的参数族来说非常敏感。接下来的练习将说明这一点。

练习 2.2.10. 图1.7仅表明企业规模分布的最右端服从帕累托法则。事实上，一些作者认

为，对数正态分布能够比帕累托分布提供更好的拟合（Kondo et al. (2020) 提供了一些最新

的讨论）。所以，现在假设 {Si} 是来自 LN(µ, σ2) 分布（见示例1.3.2）中的 n 个 iid 的抽样，

其中 µ 和 σ 为参数。4执行并运行 Algorithm1。设定 m = 103 以及 n = 106，选择 µ 和 σ，使

LN(µ, σ2) 分布的均值和中位数与尾指数为 α 的标准帕累托分布一致，即分别为 α/(α − 1)

和 21/α。与 Gabaix (2011) 一样，设定 α = 1.059。你获得的 Hn 估计值是多少？解释了多少

的加总波动率？

2.2.3 网络结构与冲击传播

§2.2.2.4中的敏感性分析表明，我们应该怀疑，企业层面的冲击是否真的可以解释大多数

我们可以观察到的加总层面的冲击。这意味着，要么微观层面的冲击只能解释加总波动的一

小部分，要么就是模型过于简单，微观层面的冲击通过其他一些机制被放大了。
4换句话说，每个 Si 都是随机变量 S := exp(µ+ σZ) 的独立副本，其中 Z 指的是标准正态。
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for j in 1, . . . ,m do
从 LN(µ, σ2) 分布中产生 n 个独立的抽样 {Sji } ;
计算与 {Sji } 相对应的赫芬达尔指数 Hj

n ;
end
设定 Hn 等于 {Hj

n}mj=1 的中位数;
return Hn

Algorithm 1: 在对数正态下生成 Hn 的估计值

显然，进一步深入探索的一个方向是允许企业之间存在关联，即一些企业的投入是另一

些企业的产出。这样进行扩展，可以使我们进一步讨论冲击是如何通过网络进行传播的。即

使对于上面列出的特定部门的冲击，如日本东部大地震，这似乎也是合理的。虽然其最初的

影响集中在发电方面，但对其他部门的关联影响是迅速而巨大的 (Carvalho et al., 2021)。

为了更深入地研究，我们把对粒状假说（granular hypothesis）的讨论与上面研究的多部

门模型联系起来，从而使我们能够研究跨行业的流动效应和乘数效应。

2.2.3.1 产业集中度和冲击

从式(2.25) 和部门冲击的独立性来看，对数 GDP 的标准差 σg 为：

σg = σHn, 其中 Hn :=

(
n∑
i=1

h2i

)1/2

, (2.28)

其中，σ 指的是每一个 εi 的标准差。

请注意，这一加总波动率的表达式与我们在 §2.2.2中讨论粒状假说时的式(2.26)形式相

同，其中 Hn 为赫芬达尔指数。再一次，该指数是决定企业层面的波动有多少能够传递到加

总波动的关键因素。特别是，正如 §2.2.2.3中所讨论的，除非 Hn 很大，否则独立的企业层面

的冲击不能有效解释加总波动，这反过来又要求向量 h 的分量相对集中在单个或少数几个

部门中。

为了研究一个极端情况，我们回顾练习2.2.8中证明的
∑n

i=1 hi = 1/α。赫芬达尔指数是

Hn := ‖h‖，其中 ‖ · ‖ 指的是欧几里得范数（Euclidean norm）。

练习 2.2.11. 在给定
∑n

i=1 hi = 1/α 的条件下，其中 hi = 1/(αn)（∀i），证明：‖h‖ 的最小

值解（minimizer）是常数向量。

在这一部门份额的配置之下，有

Hn =
1

nα
‖1‖ = 1

nα

√
n = O

(
1√
n

)
。

因此，通过式(2.28)，我们可以得到 σg = O(n−1/2)。这也是典型的多样化产生的结果，对数

GDP 的标准差会像 n−1/2 一样趋于零，就像 §2.2.2.2中相同企业规模情况一样。

现在，让我们考虑其他的极端情形。

74



第二章 生产

2 3 4 5

1

图 2.12: 具有单一枢纽（hub）的星状网络

练习 2.2.12. 证明：在
∑n

i=1 hi = 1/α 的约束条件下，Hn = ‖h‖ 的最大值是 1/α（可以

通过将某些 k 设定为 hk = 1/α 并将其他指标设定为 hj = 0 来获得）。

这是多样化程度为零的极端情况。根据式 (2.25)，对数 GDP 为

g =
∑
i

εihi =
1

α
εk。

对数 GDP 的波动率在 n 个部门中是恒定的，而不是随着部门数量的减少而减少。换句

话说，异质性冲击和加总冲击是相同的。

2.2.3.2 网络拓扑的作用

在上一节中，我们研究了两种极端情况，这两种情况都不现实，现在我们来看看中间情

况。在此过程中，我们注意到一个有趣的新特征：与 §2.2.2中的分析不同，§2.2.2中部门份额

是从某个固定分布中选择的，而现在我们让生产网络结构来决定赫芬达尔指数。

为了看到这一点，我们可以使用练习2.2.7的结果来获得：

h =
1

n
L1 =

1

n

∑
m≥0

Am1。

回顾我们在 §1.4.3.5中讨论的，我们可以看到，Domar 权重向量只是对投入-产出模型中的枢

纽卡兹中心度排名向量的重新缩放。因此，特定部门的生产率冲击传播到加总水平取决于卡

兹中心度在部门间的分布。这种分布越“不平均”，影响效应也就越大。

图2.13显示了不同网络配置的一些例子，不同配置对应着不同的卡兹中心度向量。对称

网络具有均匀的中心度向量，因而所有部门都具有相同的中心度，这一结果并不奇怪，如

§2.2.3.1所述，这是最大多样化下的情况。其他两种情况的中心度向量不均匀，因而加总波动

率相对更大。5

练习 2.2.13. 令图2.13 中箭头所示的非零投入产出系数 aij 都具有相等的值 0.2。通过

5图2.13的标题将这两种情况称为“星状网络”（star networks），这与最近在多部门生产模型中的用法一致。在图论中，星状网络
属于无向图，它（1）是强连通的，（2）只有一个节点的度数大于 1。
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图 2.13: 对称和非对称网络
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图 2.14: 美国 15 个工业部门的枢纽卡兹中心度

计算证明：节点 1 到节点 5 在枢纽和星状网络下的枢纽卡兹中心度分别为：

κh = (1.8, 1, 1, 1, 1) 和 κs = (1.2, 1.2, 1.2, 1.2, 1)。

练习2.2.13的结果表明，枢纽网络中节点之间具有更不均等的卡兹中心度。并不奇怪，枢

纽网络中源点的枢纽中心度排名较高，针对该部门的生产率冲击会对加总 GDP 产生很大影

响。

图2.14展示了根据 2019 年 15 个部门的投入-产出数据计算出的枢纽卡兹中心度。我们

可以看到，制造业的生产率冲击对总产出的影响明显大于零售和教育业等的冲击。

2.2.3.3 供给冲击 vs 需求冲击

在上一小节中，我们看到生产率冲击在经济中的传播程度取决于不同部门的枢纽中心度

排名。这一结论也是直观地，充当枢纽的部门为许多部门提供服务，因而这些部门生产率变

化将产生巨大的流动效应。
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这与我们在 §2.1.3.4中了解到的情况相反，在 §2.1.3.4中，高权威中心度会导致更大的冲

击传播。两者之间的差异可以用冲击的来源进行解释：在 §2.1.3.4中，我们关注的是需求冲击

带来的影响，当许多部门从部门 i 购买投入品时，部门 i 的需求冲击具有很大的流动效应。因

此，权威中心度更适合研究这种情况。

2.3 其他谱理论

本节是一个相对技术性的章节，它深入分析了向量动态（vector dynamics）和谱理论的

各个方面，主要针对的是那些想在数学方面进一步探索的读者。本部分研究的思想能够应用

到生产理论中，从而使我们对均衡的存在性与唯一性具有更深入的理解，同时它也会被应用

到本书的后面章节中，例如网络中马尔可夫模型（Markov models）的分布收敛。

2.3.1 向量范数

在本节中，我们将学习 Rn 上的抽象向量范数（vector norms），我们也提供了几个示例。

稍后，我们将看到不同范数之间的关系，以及它们对某些类型网络分析的作用。

2.3.1.1 范数

对于任意的 α ∈ R 以及 u, v ∈ Rn，如果满足：

(1) ‖u‖ ≥ 0，

(2) ‖u‖ = 0 ⇐⇒ u = 0，

(3) ‖αu‖ = |α|‖u‖ 以及

(4) ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖，

(非负性)

(正定性)

(正齐次性)

(三角不等式)

则函数 ‖ · ‖ : Rn → R 被称为 Rn 上的范数（norm）。

顾名思义，欧几里得范数（Euclidean norm）是 Rn 上的范数。

示例 2.3.1. 将向量 u ∈ Rn 的ℓ1 范数（ℓ1 norm）定义为：

u = (u1, . . . , un) 7→ ‖u‖1 :=
n∑
i=1

|ui|。 (2.29)

在机器学习应用中，‖ · ‖1 有时也被称为“曼哈顿范数”（Manhattan norm）。而 d1(u, v) :=

‖u − v‖1 则被称为向量 u 和 v 之间的“曼哈顿距离”（Manhattan distance）或“出租车距

离”（taxicab distance），我们则将其称为ℓ1 距离（ℓ1 distance）或ℓ1 偏差（ℓ1 deviation）。

练习 2.3.1. 验证 Rn 上的 ℓ1 范数是否满足上述条件（1）–（4）。
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ℓ1 范数和欧几里得范数是所谓ℓp 范数（ℓp norm）的特例，它由 p ≥ 1 定义为：

u = (u1, . . . , un) 7→ ‖u‖p :=

(
n∑
i=1

|ui|p
)1/p

。 (2.30)

可以证明 u 7→ ‖u‖p 是对所有 p ≥ 1 的范数，也正如其名称所暗示的那样（例如，参

见Kreyszig (1978)）。对于这个范数，条件（4）中的次可加性（subadditivity）也被称为闵可夫

斯基不等式（Minkowski inequality）。

由于欧氏情形是通过设定 p = 2 获得的，因此欧几里得范数也称为 ℓ2 范数。在需要清

晰表达这一点时，我们将其记为 ‖ · ‖2，而不是 ‖ · ‖。

练习 2.3.2. 证明：u 7→ ‖u‖∞ := maxni=1 |ui| 也是 Rn 上的一个范数。

（使用符号 ‖u‖∞ 是因为，∀u ∈ Rn，在 p→∞ 之下，我们有 ‖u‖p → ‖u‖∞，这个范数也

被称为上确界范数（supremum norm）。）

练习 2.3.3. 在数据科学应用中经常使用的所谓 ℓ0 范数 ‖u‖0 :=
∑n

i=1 1{ui 6= 0}，实际

上并不是 Rn 上的范数，请证明这一点。

2.3.1.2 向量范数的等价性

当 u 和 (um) := (um)m∈N 都是 Rn 上的元素时，对于在 Rn 上的范数，如果满足

当 m→∞ 时，有 ‖um − u‖ → 0,

我们就说 (um)收敛（converges）到 u，并记为 um → u。

这个定义似乎并不精确，难道我们不需要阐明这种收敛是针对何种特定的范数吗？

事实上，我们并不需要，因为在 Rn 上的任意两个范数 ‖ · ‖a 和 ‖ · ‖b 都是等价的

（equivalent）。这是因为存在有限常数 M,N，能够使得

M‖u‖a ≤ ‖u‖b ≤ N‖u‖a, ∀u ∈ Rn。 (2.31)

练习 2.3.4. 如果存在有限的 M,N 使得式(2.31)成立，我们就记为 ‖ · ‖a ∼ ‖ · ‖b。证明：

∼ 是 Rn 上范数集的等价关系。

练习 2.3.5. 令 ‖ · ‖a 和 ‖ · ‖b 是 Rn 上的任意两个范数，给定 Rn 中的一个点 u 和

Rn 中的一个序列 (um)，使用式(2.31) 来确认：‖um − u‖a → 0 意味着，当 m → ∞ 时有

‖um − u‖b → 0。

另一种理解 um → u 的方法是通过逐点收敛（pointwise convergence）：向量序列 um 的

每个元素都收敛到 u 的相应元素。下一个结果将表明，逐点收敛和范数收敛是等价的。
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引理 2.3.1. 令 (um) ⊂ Rn，u ∈ Rn 以及范数 ‖ · ‖ 建立在 Rn 上。在 m→∞ 的条件下，以

下说法都是等价的：

（1）‖um − u‖ → 0，

（2）对于所有的 a ∈ Rn，有 〈a, um〉 → 〈a, u〉 ，以及

（3）(um) 逐点收敛到 u。

练习 2.3.6. 证明引理2.3.1。

练习 2.3.7. 利用引理2.3.1，证明：在加法和标量乘法之下，收敛性在 Rn 中仍能继续保

持，即，如果在 Rn 中有 um → x 以及 vm → y ，而在 R 中有 αm → α，那么可以得到，

um + vm → x+ y 以及 αmum → αx。

2.3.2 矩阵范数

在实际应用中，一个给定有向图的节点数量 n 可能是以“万”或“亿”为单位的，这意味着

邻接矩阵 A 是非常巨大的。为了控制复杂性，经常会使用一个稀疏近似的矩阵 As 来代替

A，这自然就要求 A 和 As 之间非常近似。但是，该如何定义这种近似呢？

更一般地说，我们该如何在矩阵集合上施加一个度量单位来确定它们之间的相似性或距

离？一种选择是效仿 Rn 上向量的例子，在 Mn×k 上引入一个范数。有了这样的范数 ‖ · ‖，我

们可以认为，A 和 As 在 ‖A−As‖ 很小时是很近似的。

出于这样一些原因，我们现在引入矩阵范数的概念。

2.3.2.1 定义

与 Rn 上的向量类似，对于任意的 A,B ∈Mn×k，如果满足

(1) ‖A‖ ≥ 0，

(2) ‖A‖ = 0 ⇐⇒ u = 0，

(3) ‖αA‖ = |α|‖A‖，以及

(4) ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖，

(非负性)

(正定性)

(正齐次性)

(三角不等式)

我们将这个从 Mn×k 到 R+ 的映射函数 ‖ · ‖ 称为矩阵的范数（norm）。

然后将两个矩阵 A,B 之间的距离确定为 ‖A−B‖。

与向量不同，矩阵在可相乘矩阵对（conformable matrix pairs）上具有一个乘积运算的定

义，我们希望矩阵范数能以一种可预测的方式与这个乘积互动。例如，当一个矩阵范数 ‖ · ‖

是次可乘（submultiplicative）时，这意味着，

‖AB‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖, ∀可相乘矩阵A,B, (2.32)
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这一性质有助于我们进行分析。式(2.32) 的一个有用的含义是，对于任意的 i ∈ N 以及

A ∈Mn×n，有 ‖Ai‖ ≤ ‖A‖i ，其中 Ai 是 A 的 i 次幂。

2.3.2.2 Frobenius 范数

在矩阵空间 Mn×k 上构建范数的一种方法是，首先引入矩阵 A = (aij) 和 B = (bij)

的Frobenius 内积（Frobenius inner product）为：

〈A,B〉F :=
n∑
i=1

n∑
j=1

aijbij = trace(AB⊤) = trace(BA⊤)。 (2.33)

从这个内积的定义出发，A ∈Mn×k 的 Frobenius 范数被定义为：

‖A‖F := 〈A,A〉1/2F 。 (2.34)

本质上，Frobenius 范数就是将 n× k 的矩阵转换为 nk 向量，然后计算欧几里得范数。

Frobenius 范数是次可乘的。下一个练习要求你在一个特殊情形下证明这一点。

练习 2.3.8. 假设 A 是行向量，B 是列向量，当 ‖ · ‖ 是 Frobenius 范数时，证明：式(2.32)

在该情况下成立。

2.3.2.3 算子范数

另一个重要的矩阵范数是算子范数（operator norm），基于 A ∈Mn×k，将其定义为：

‖A‖ := sup{‖Au‖ : u ∈ Rk 并且 ‖u‖ = 1} (2.35)

其中，式(2.35)右边的范数 ‖ · ‖ 指的是 Rn 上的欧几里得范数。

示例 2.3.2. 如果 A = diag(ai)，那么，对于任意的 u ∈ Rn，我们有 ‖Au‖2 =
∑

i(aiui)
2。为了

在
∑

i u
2
i = 1 的条件下最大化该值，我们选择 j 使得 a2j ≥ a2i（∀i），并设定 ui = 1{i = j}。那

么，‖Au‖ 的最大值则为：

‖A‖ =
√
a2j = max

i∈[n]
|ai|。

练习 2.3.9. 证明：对于任意的 u 6= 0，‖A‖ 等于 ‖Au‖/‖u‖ 的上确界。

练习 2.3.10. 从算子范数的定义可以直接看出，

‖Au‖ ≤ ‖A‖ · ‖u‖, ∀u ∈ Rn。 (2.36)

利用这一事实，证明：算子范数是次可乘的。

练习 2.3.11. 令 ‖ · ‖ 为 Mn×n 上的算子范数。证明：对于每个 A ∈Mn×n，我们都有，
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(1) ‖A‖2 = r(A⊤A),

(2) r(A)k ≤ ‖Ak‖ (∀k ∈ N)，以及

(3) ‖A⊤‖ = ‖A‖。

2.3.2.4 其他矩阵范数

另外两个有用的矩阵范数是 ℓ1 和 ℓ∞ 范数，其定义分别由下式给出的：

‖A‖1 :=
n∑
i=1

k∑
j=1

|aij | 和 ‖A‖∞ := max
i∈[n], j∈[k]

|aij |。

练习 2.3.12. 证明：两者都是 Mn×k 上的范数。

练习 2.3.13. 证明：两个范数都是次可乘的。

2.3.2.5 矩阵范数的等价性

在 §2.3.1.2中，我们看到所有在 Rn 上的向量范数都是等价的，同样的结果也适用于矩阵

范数：在 Mn×k 上的任意两个矩阵范数 ‖ · ‖a 和 ‖ · ‖b 都是等价的（equivalent），也即存在有

限常数 M 和 N，能够使得

M‖A‖a ≤ ‖A‖b ≤ N‖A‖a, ∀A ∈Mn×k。 (2.37)

其证明可以在Bollobás (1999) 中找到（对于抽象的有限维向量空间）。

类似于向量情形，给定在 Mn×k 中的 A 和 (Am) := (Am)m∈N，如果在 m → ∞ 的条件

下有 ‖Am − A‖ → 0（其中，‖ · ‖ 表示矩阵范数），我们说 (Am)收敛（converges）到 A，并记为

Am → A。再一次，由于等价性，我们不需要阐明具体是何种范数。此外，范数收敛也等价于

逐点收敛，参见下一个练习。

练习 2.3.14. 证明：给定 Mn×k 中的 A 和 (Am)，在 m → ∞ 条件下我们可以获得

Am → A ，当且仅当 Am 中的元素 amij 收敛到 A 中相对应的元素 aij 。

练习 2.3.15. 对于矩阵 A,B,C 和矩阵序列 (Am), (Bm)，假定 m→∞ 以及矩阵的规模

是可相乘的（conformable），证明：

(1) 如果 Bm → A 并且 Am −Bm → 0, 则 Am → A。

(2) 如果 Am → A, 则 BAmC → BAC。

示例 2.3.3. Perron-Frobenius 定理式(1.11)中 Perron 投影的收敛是使用逐点收敛定义的。根

据练习2.3.14，范数收敛同样成立。使用范数的优点之一是我们可以给出范数偏差的收敛速

度。这一想法将在 §2.3.3.3中进一步讨论。
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练习 2.3.16. 给定 Mn×n 中的 A 和 (Am)，假设 m → ∞，证明：Am → A 当且仅当

s⊤Ams→ s⊤As（∀s ∈ Rn）。

2.3.3 矩阵空间的迭代

第36页命题1.4.2的结果已经向我们展示了邻接矩阵的幂的重要性。Perron-Frobenius 定

理揭示了谱半径、主特征向量以及正矩阵的幂之间的关系。在本节中，我们将更深入地研究

矩阵的幂。

2.3.3.1 Gelfand 方程

矩阵幂和谱半径之间存在的一个非常普遍的联系是关于谱半径的Gelfand 方程:

定理 2.3.2. 对于任意矩阵范数 ‖ · ‖ 以及矩阵 A ∈Mn×n，我们都有

r(A) = lim
k→∞

‖Ak‖1/k。 (2.38)

证明过程可以在Bollobás (1999) 或者 Kreyszig (1978) 中找到。

练习 2.3.17. 上述参考文献表明，式(2.38)的极限总是存在的。利用这一事实，证明：

Mn×n 上的每个范数选择都会产生相同的极限值。

下一个练习表明，r(A) < 1 意味着 ‖Ak‖ 会以某个几何速度趋向于 0（‖Ak‖ → 0 ）。

练习 2.3.18. 利用式 (2.38)，证明：r(A) < 1 意味着存在一个 δ < 1 和 M <∞ ，能够使

得 ‖Ak‖ ≤ δkM（∀k ∈ N）。

练习 2.3.19. 考虑一个给定 x0 的动态系统 xt = Axt−1 + d，其中每个 xt 和 d 都是 Rn

中的向量，并且 A 是 n × n 矩阵（如果你愿意，可以把这一过程想象成订单通过生产网络向

后流动的过程）。证明：当 r(A) < 1 时，序列 (xt)t≥0 会收敛到 x∗ := (I −A)−1d，并且独立于

x0 的选择。

练习 2.3.20. 在 §2.2.1 中，我们研究了 Mn×n 中 A = (aij) 形式的生产系数矩阵，其中

每个 aij 取值都在 (0,∞) 中，并且对于一些 α > 0 有 α +
∑

i aij = 1(∀j)。我们可以利用以

下策略计算 r(A) 。在练习2.2.2中，我们看到
∑

i

∑
j a

(m)
ij = n(1 − α)m(∀m ∈ N)，其中 a

(m)
ij

是 Am 的第 (i, j) 元素。利用 ‖B‖1 :=
∑

i

∑
j |bij | 是一个矩阵范数的事实，应用 Gelfand 方

程可以得到 r(A) = 1− α。

2.3.3.2 一个局部的谱半径定理

下一个定理是 Gelfand 方程的一个“局部”版本，它依赖于正性。它将矩阵范数替换为更

容易计算的向量范数。
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定理 2.3.3. 令 A ∈Mn×n 且 ‖ · ‖ 是 Rn 上的任意范数。如果 A ≥ 0 以及 x� 0，那么就有

‖Amx‖1/m → r(A) (m→∞)。 (2.39)

定理2.3.3 告诉我们，对于任意的正的 x，向量 Amx 的范数以 r(A) 的速率增长。证明可

以参见Krasnoselskii (1964)。6

示例 2.3.4. 在 §2.1.3中，我们研究了一个给定的需求冲击 ∆d 是如何通过生产网络向后流动

的，其中 Am(∆d) 给出了在 m 层（后向关联）对部门产生的影响。当 ∆d� 0 并且 r(A) < 1

时，定理2.3.3告诉我们，‖Am∆d‖ = O(r(A)m)。如果我们把范数设定为 ‖ · ‖∞，这告诉我们，

通过后向关联的需求冲击的最大影响是以 r(A) 的速率在消退的。

练习 2.3.21. 在 A 是一个本原矩阵的条件下，证明定理2.3.3。

2.3.3.3 收敛到 Perron 投影

局部谱半径定理假设 A ≥ 0，现在我们进一步加强这一假设，要求 A 是本原矩阵。在这

种情况下，r(A)−mAm 会在 m→∞ 时收敛到 Perron 投影（参见式(1.11)），现在我们希望得

到高维环境中的收敛速度。

我们令 A ∈ Mn×n，并采用 |λi+1| ≤ |λi|(∀i) 的规则标记特征值。请注意 |λ1| = λ1 =

r(A)。令 E := e ε⊤ 为 Perron 投影。

命题 2.3.4. 如果 A 是可对角化且本原的矩阵，那么就有 α := |λ2/λ1| < 1，同时还有

‖r(A)−mAm − E‖ = O (αm)。 (2.40)

因此，收敛到 Perron 投影的速度的上限是由两个特征值之比的模决定的。

证明. 我们在式(1.5) 中看到，对于所有的 m ∈ N，有 Am =
∑n

i=1 λ
m
i eiε

⊤
i 。从这一表达式中，

我们可以得到：

r(A)−mAm − e1 ε⊤1 = r(A)−m
(
Am − r(A)me1 ε⊤1

)
=

n∑
i=2

θmi eiε
⊤
i ,

其中，θi := λi/r(A)。令 ‖ · ‖ 为 Mn×n 上的算子范数，三角不等式性质给出了

‖r(A)−mAm − e1 ε⊤1 ‖ ≤
n∑
i=2

|θi|m‖eiε⊤i ‖ ≤ |θ2|m
n∑
i=2

‖eiε⊤i ‖。

由于 A 是本原矩阵，Perron–Frobenius 定理告诉我们 |λ2| < r(A)。因此，α := |θ2| < 1。证

毕。
6Borovička & Stachurski (2020) 的 Theorem B1 提供了定理2.3.3的广义版本的直接证明。
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2.3 其他谱理论

2.3.4 精确的稳定性条件

Neumann 级数引理告诉我们，只要 r(A) < 1，线性系统 x = Ax + d 就有唯一解。我们

还看到，在投入-产出模型中，A 是邻接矩阵，只要每个部门有正的增加值，条件 r(A) < 1 就

成立（假设2.1.1和练习2.1.2）。因此，我们有稳定性的充分条件。

这种分析虽然很重要，但也留下了一个问题，即我们需要的条件到底应该控制在怎样的

严格程度，或者当条件不满足时会发生什么。例如，我们可能会问：

(1) 为了得到 r(A) < 1，是否每个部门都必须有正的增加值？或者我们可以在较弱的条件下

获得相同的结果吗？

(2) 当 r(A) < 1 的条件不满足时，会发生什么？我们是否会失去解的存在性，或者唯一性，或

者两者都失去？

在下面的 §2.3.4.1和 §2.3.4.2中，我们将解决这两个问题。

2.3.4.1 次随机矩阵的谱半径

重申一下，§5.1.3 中的结果依赖于假设每个部门都有正的增加值，这反过来又为我们提

供了投入-产出生产网络邻接矩阵的 r(A) < 1 的性质。然而，每个部门正增加值的条件并不

是必须的。在这里，我们研究一个较弱的条件，它对 r(A) < 1 来说是完全必要和充分的。这

个较弱条件对于理解其他类型的网络也很有帮助，包括金融网络，如 §5.2中所讨论的。

首先，回顾一下，如果矩阵 P ≥ 0 并且 P1 = 1，则 P ∈Mn×n 可以叫做随机矩阵。类似

地，如果 P ≥ 0 并且 P1 ≤ 1，则将矩阵 P ∈ Mn×n 称为次随机（substochastic）的。因此，一

个次随机矩阵就是行加总小于单位 1 且非负的矩阵。显然，一个非负矩阵 Q 的转置 Q⊤ 是

次随机的，当且仅当 Q 的列加总小于单位 1。

次随机矩阵的一个自然示例是投入-产出网络邻接矩阵 A 的转置 A⊤。事实上，这样的

A 是非负的，并且对于第 j 列的加总，我们有

∑
i

aij =

∑
i zij
xj

=
部门 j 的投入支出
部门 j 的总销售额

。

因此，
∑

i aij ≤ 1，即表示一个给定产业在中间产品和服务上的支出不会超过其总销售收入，

这也是部门 j 非负利润的必要条件。当这一点对所有 j 均成立时，邻接矩阵的列加总会小于

单位 1。

从第15页的引理1.2.7中我们可以看到，任何次随机矩阵 P 都有

r(P ) ≤ max
i

rowsumi(P ) ≤ 1。 (2.41)

我们想知道何时可以将这一条件收紧到 r(P ) < 1。

84



第二章 生产

从式(2.41)来看，一个明显的充分条件是 rowsumi(P ) < 1(∀i)。本质上，这就是我们

在投入-产出模型中使用的假设2.1.1（每个部门都有正的增加值）。在这一条件下，我们有∑
i aij < 1(∀j)，即表示所有的列和均严格小于 1。因此，

max
i

colsumi(A) < 1 ⇐⇒ max
i

rowsumi(A
⊤) < 1 =⇒ r(A⊤) < 1 ⇐⇒ r(A) < 1,

其中，等式中间的隐含关系由式 (2.41) 决定，最后的等价关系由 r(A) = r(A⊤) 决定。

现在我们根据网络结构，为 r(P ) < 1 提供一个较弱的条件——事实上也是充要条件。

为此，我们引入弱链次随机的概念。如果对于所有的 m ∈ [n]，存在一个 i ∈ [n] 能够使得

m → i 且
∑

j pij < 1，那么我们将这个 n × n 的次随机矩阵 P = (pij) 定义为 弱链次随机

（weakly chained substochastic）矩阵。这里，从 m 到 i 的可达性（accessibility）是服从诱导加

权有向图的。7

练习 2.3.22. 令 A = (aij) ∈ Mn×n 为非负的。证明：A⊤ 是弱链次随机矩阵，当且仅当

A 的列加总小于单位 1，并且对于每一个 m ∈ [n]，在（诱导有向图）A 以及
∑

k aki < 1 之下，

都存在一个 i ∈ [n] 使得 i→ m。

命题 2.3.5. 对于一个次随机矩阵 P，我们有

r(P ) < 1 ⇐⇒ P 是弱链次随机的。

其证明可以在 Azimzadeh (2019) 的推论 2.6 中找到。

现在我们回到投入-产出模型。如果投入-产出网络中 i → j，我们同意说，部门 i 是部门

j 的上游供应商（upstream supplier）。根据第36页的命题1.4.2，一个等价陈述是，存在一个

k ∈ N，使得 akij > 0。

练习 2.3.23. 假设 A 是一个投入-产出网络的邻接矩阵，并假定每个部门的增加值都是

非负的。利用命题2.3.5，证明：当且仅当网络中的每个部门都有一个具有正的增加值的上游

供应商时，r(A) < 1。

2.3.4.2 Neumann 级数引理的反面

由于 Neumann 级数引理是许多经济应用的一个基础性结果，我们想知道当引理的条件

失败时会发生什么。下面是部分反例。

定理 2.3.6. 假设 A ∈Mn×n 且 A ≥ 0。如果 A 是不可约矩阵，那么下面陈述是等价的：

（1）r(A) < 1。

（2）对于所有的 b ≥ 0 且 b 6= 0，x = Ax+ b 有一个唯一的处处正解。

7参见 §1.4.2.1对诱导加权有向图（induced weighted digraph）的定义。根据命题1.4.2, 从 m 到 i 的可达性等价于存在一个
k 使得 pkmi > 0，其中 pkmi 指的是 P k 的第 (m, i) 个元素。
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2.3 其他谱理论

（3）对于至少某一个 b ≥ 0 且 b 6= 0，x = Ax+ b 有一个非负解。

（4）存在一个 x� 0，能够使得 Ax� x。

备注 2.3.1. 如果 A 是不可约的，并且（1）-（4）项之一（因而所有）为真，那么，根据 Neumann

级数引理，唯一解是 x∗ :=
∑

m≥0A
mb。

备注 2.3.2. 陈述（3）明显弱于陈述（2）。然而，在 r(A) < 1 条件失效的情形下，这一点很重

要。在这种情况下，从（3）的否定中，我们可以得到结论，在 Rn+ 中甚至没有一个非平凡的 b，

能够使得 x = Ax+ b 的非负解存在。

定理2.3.6的证明. 我们首先证明（1）⇐⇒（4），然后证（1）⇐⇒（2）⇐⇒（3）。

（（1）⇒（4））。对于（4）中的 x，我们可以使用 Perron-Frobenius 定理来获得一个满足

Ae = r(A)e� e 且 e� 0 的实特征向量 e 。

（（4）⇒（1））。假设 x� 0 且满足 x� Ax。通过正缩放，我们可以假设 ‖x‖ = 1。选择一

个 λ < 1 保证其能够满足 λx ≥ Ax。对这个不等式进行迭代，可以得到，对于所有的 k ∈ N，

λkx ≥ Akx =⇒ λk = λk‖x‖ ≥ ‖Akx‖ ⇐⇒ ‖Akx‖1/k ≤ λ,

因此，根据局部谱半径定理2.3.3的结果，可知，r(A) ≤ λ < 1。

（（1）⇒（2））。从 NSL 中可以得到，唯一解 x∗ =
∑

i≥0A
ib 的存在性。正性来自 A 的不

可约性，因为 b 6= 0 并且
∑

iA
i � 0。

（（2）⇒（3））。显然的。

（（3）⇒（1））。假设有一个 b ≥ 0 且 b 6= 0，以及某一个能够满足 x = Ax+ b 的 x ≥ 0。根

据 Perron-Frobenius 定理，我们可以选择一个左特征向量 e，使得 e � 0 且 e⊤A = r(A)e⊤。

对于这个 e，我们有：

e⊤x = e⊤Ax+ e⊤b = r(A)e⊤x+ e⊤b。

由于 e� 0 以及 b 6= 0，我们必然有 e⊤b > 0。此外，由于 x 6= 0（因为 b 6= 0 以及 x = Ax+b），

所以可以得到 e⊤x > 0。因而对于正的常数 α 和 β，r(A) 满足 (1 − r(A))α = β 。所以，

r(A) < 1。

练习 2.3.24. 假设某个生产系统 x = Ax+ d，对于每一个非平凡的 d，我们对矩阵 A 作

何要求，才能使 r(A) < 1 成为非负产出解 x∗ 存在的必要条件？

练习 2.3.25. 不可约性质无法从定理2.3.6中删除。提供一个例子来证明：在没有不可约

性的情况下，对于某个 A ≥ 0 有 r(A) ≥ 1，但却可以找到一个非零的 b ≥ 0 和一个 x ≥ 0，使

得 x = Ax+ b。
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2.4 章节说明

有关投入-产出分析和多部门生产网络的高质量教科书有 Nikaido (1968), Miller & Blair

(2009) 以及 Antras (2020)。关于生产网络和加总冲击的参考文献有Acemoglu et al. (2012)、

Antràs et al. (2012)、Di Giovanni et al. (2014)、Carvalho (2014)、Barrot & Sauvagnat (2016)、

Baqaee (2018)、Carvalho & Tahbaz-Salehi (2019),Acemoglu & Azar (2020)、Miranda-Pinto

(2021) 和Carvalho et al. (2021)。

其他有关多部门模型的网络中心度分析，例如参见Bernard et al. (2019)，他们使用比

利时的买方-供应商关系数据，研究了企业在生产网络中相互关联时企业规模异质性的起源。

Dew-Becker (2022) 研究了非线性生产网络中的尾部风险和加总波动。Herskovic (2018) 分

析了生产网络对资产定价的影响。Cai & Szeidl (2018) 考虑了企业间关系对企业绩效的影

响。Elliott & Golub (2022) 则对网络脆弱性进行了有价值的研究，其中包括了对生产网络和

部门冲击影响的讨论。

87



第三章 最优流

到目前为止，我们已经分析了网络结构中的一些问题，而这些网络要么是固定的，要

么是由某个特定随机过程生成的。在本章， 我们将探究另外一种网络， 该网络中的“连

接”（connections）由均衡或最优条件所内生决定。在此过程中，我们将介绍一些可以用来

求解网络或最优化问题的强大方法，其应用范围能够从传统图论和网络问题（如贸易、匹配和

通信），跨度到机器学习、计量经济学和金融学等。

3.1 最短路径

首先，我们研究最短路径（shortest path）问题，该问题在生产、网络设计、人工智能、运输

等众多领域都有应用。针对该问题，我们采用的求解方法恰好能够比较清晰的展现贝尔曼最

优性原理的特性，这也是最优化理论和现代经济分析的基石之一。

3.1.1 定义与示例

我们先从一个简单的例子来引入我们讨论的问题 (在下一节中，我们将问题标准化并考

虑求解方法。)

3.1.1.1 模型设定

某一企业希望用最低成本将集装箱从 A 运送到 G，其中 A 和 G 是图3.1所示的加权有

向网络 G 的节点，箭头（边）表示运输路径，边的权重表示经过该运输路径的成本。在这种情

况下，权函数也被称为成本函数 (cost function)，用 c 表示。比如：c(A,B) 表示的是从节点

A 运输到节点 B 所花费的成本。

由于这个图讨论的网络比较简单，我们可以直观地找到最小成本路径。经过观察不难发

现，从 A 运输到 G 的最低成本为 8，且有两条路径可选择，分别是 (A,C, F,G)（见图3.2）和

(A,D,F,G)（见图3.3）。
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图 3.1: 最短路径问题图示
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图 3.2: 方案 1
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图 3.3: 方案 2
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图 3.4: 路径成本函数（每个 x 处的红色数字表示 q∗(x)）

3.1.1.2 递归视角

接下来，我们考虑一个能够应用到更大的网络中的系统性求解方法。令 q∗(x) 表示以节

点 x 为起点的最小路径成本 (minimum cost-to-go)，也就是说，q∗(x) 就是从 x 到 G 在最优

路径下的总成本。图3.4标注了每个节点到节点 G 的最小路径成本数值，我们用如下所示的

向量形式表示成本 q∗：

(q∗(A), q∗(B), q∗(C), q∗(D), q∗(E), q∗(F ), q∗(G)) = (8, 10, 3, 5, 4, 1, 0) ∈ R7。 (3.1)

根据图3.4我们可以清楚地看到，只要 q∗ 是已知的，就可以按如下方式计算最小成本路

径：在任意的节点 x（从节点 A 开始，以此类推），移动到任意节点 y，然后求解如下方程：

min
y∈O(x)

{c(x, y) + q∗(y)}。 (3.2)

其中，O(x) = {y ∈ V : (x, y) ∈ E} 是 x 的直接后继（direct successors）的集合（定义参见

§1.4.1），c(x, y) 是从 x 到 y 的运输成本。换句话说，为了使运输成本最小化，我们选择的下

一条路径是能够满足“当前路径的成本（即 c(x, y)）加上后继节点的最优成本（即 q∗(x)）”最小

化的条件。

因此，如果我们知道每个节点 x 的最优路径总成本 q∗(x)，那么找到最优路径的方法就

可以简化为式(3.2)中的两阶段最优化问题。

但现在出现了另一个问题：在更复杂的情况下，即图中节点和边的数量非常多的情况下，

如何找到 q∗(x)？解决该问题的一种方法是利用如下事实：

q∗(x) = min
y∈O(x)

{c(x, y) + q∗(y)} (3.3)

即，除了节点 G（其中，q∗(G) = 0）之外，式(3.3) 对图中的每个节点 x 都必须成立。
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图 3.5: 在目的地处添加自循环

花点时间说服你自己，在我们的示例中，函数 q∗ 满足式(3.3)。特别是检查式(3.3)在

图3.4中的每个非终点的 x 处是否成立。

式(3.3)通常称为贝尔曼方程（Bellman equation），我们可以将其理解为对 q∗ 的限制，这

有助于我们理解这个向量。该方法的主要困难在于，贝尔曼方程在未知函数 q∗ 中是非线性

的。我们的解决方法是将这个非线性方程转换为不动点问题，从而可以应用不动点理论。

我们将在一个更一般的最短路径问题中，使用这一方法。

3.1.2 贝尔曼方法

考虑一个流网络（flow network）上的一般最短路径问题，流网络主要由一个加权有向网

络 G = (V,E, c) 组成。该网络中，存在一个作为目的地（destination）的汇点（sink）d ∈ V，以

及一个权函数 c : E → (0,∞)（该权函数将每条边 (x, y) ∈ E 与正值成本联系起来）。我们现

在考虑如何为每个节点 x ∈ V 找到从 x 到 d 的最短（即最小成本）路径。为了使这个问题有

意义，我们做出如下假设：

假设 3.1.1. 对于每个 x ∈ V，都存在从 x 到 d 的有向路径。

为了使假设3.1.1在 x = d 处成立，并使证明更加简洁，我们在 d 处添加自循环（即，将

(d, d) 添加到 E 中），并令 c(d, d) = 0，从而将 c 扩展到这一自循环上。这只是意味着“终止于

d”与“停留在 d”相同，因为到达目的地后将不再产生更多的成本。图3.5对前文的示例进行了

说明。

我们将利用上一节建立的直觉，基于贝尔曼方程，构建出一种求解方法。下面我们取

|V | = n+ 1。
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3.1.2.1 策略

事实证明，与最优路径相比，以最优策略为研究目标更加便捷。一般来说，策略是指在不

同情况下如何采取行动的方案。在目前的设定下，策略（policy）就是一个映射 σ : V → V，其

中 σ(x) = y 可以理解为：在节点 x 出发，前往节点 y。如果一个策略能够使所有的 x ∈ V 满

足 σ(x) ∈ O(x)，则称该策略是可行的（feasible）。

对于任意可行策略 σ 和 x ∈ V，σ 下 x 的轨迹 (trajectory)指的是从 x 到可行策略

所指示的目的地的路径。换句话说，它是由 p0 = x 和 pi = σ(pi−1)（∀i ∈ N）定义的序列

(p0, p1, p2, . . .)。它也可以被表示为：(σi(x)) := (σi(x))i≥0，其中 σi 表示 σ 自身的 i 次复合。

令 Σ 是所有可行且不循环（do not cycle）策略的集合，即，对于任意的 i ∈ N，不存在

x ∈ V \ {d}，使得 σi(x) = x。Σ 中的策略有这样的特性：它们生成的每条轨迹都会在有限时

间内到达 d（并且根据我们对 d 的假设，必然会停留在此处）。最后一句话意味着：

σi(x) = d, ∀i ≥ n 和 ∀x ∈ V。 (3.4)

练习 3.1.1. “式(3.4)收敛到 d”假设了，任何最终到达 d 的轨迹都是在 n 步或更少步之

内实现的。解释为什么会这样？

给定 q ∈ RV+，如果有

σ(x) ∈ argmin
y∈O(x)

{c(x, y) + q(y)} ∀x ∈ V ,

我们称 σ ∈ Σ 为q-贪心策略 (q-greedy)。从本质上讲，贪心策略将 q 视为最小成本函数，并

在该假设下选择一条最优路径。

使用新术语，我们可以将 §3.1.1.2中的讨论重述为：最短路径问题可以通过找到真正的

最小成本函数 q∗，并遵循 q∗-greedy 来求解。在本节的剩余部分，我们将更仔细地证明这一

说法。

3.1.2.2 策略的成本

我们需要评估任意给定策略的成本。为此，对于每个 x ∈ V 和 σ ∈ Σ，令 qσ(x) 表示从

节点 x 出发遵循策略 σ 的成本，有，

qσ(x) =
∞∑
i=0

c(σi(x), σi+1(x)) =
n−1∑
i=0

c(σi(x), σi+1(x))。 (3.5)

第二个等式成立，是因为 σi(x) = d（∀i ≥ n）且 c(d, d) = 0。我们称函数 qσ ∈ RV+ 为给定策

略 σ 下的路径成本（cost-to-go）。

设计一个算子，使 qσ 成为该算子的不动点，这对下文的论述是非常有帮助的。为此，我
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们令 U 表示所有 q ∈ RV+ 的集合，并定义映射 Tσ : U → U，使其满足

(Tσ q)(x) = c(x, σ(x)) + q(σ(x)) (x ∈ V )。

在这里和下文中，对于 k ∈ N，表达式 T kσ 表示 Tσ 与其自身映射的第 k 次复合（即，Tσ 被应

用 k 次）。

练习 3.1.2. 证明：对于所有的 σ ∈ Σ，Tσ 是在 U 上的自映射。

命题 3.1.1. 对于每个 σ ∈ Σ，函数 qσ 是映射 Tσ 在 U 上的唯一不动点，并且对于所有的

k ≥ n 和 q ∈ U , 有 T kσ q = qσ 成立。

证明. 给定 σ ∈ Σ 和 q ∈ U，对于每个 x ∈ V 都有：

(T 2
σ q)(x) = c(x, σ(x)) + (Tσq)(σ(x)) = c(x, σ(x)) + c(σ(x), σ2(x)) + q(σ2(x))。

更一般地，对于 k ≥ n, 我们有：

(T kσ q)(x) =
k−1∑
i=0

c(σi(x), σi+1(x)) + q(σk(x)) =
n−1∑
i=0

c(σi(x), σi+1(x))。

第二个等式成立，是因为对于所有 k ≥ n 和 q(d) = 0，都有 σk(x) = d 成立。因此根

据式(3.5)得到 (T kσ q)(x) = qσ(x)。qσ 是 Tσ 唯一不动点的事实，参见附录中第180页的练

习6.1.3。

3.1.2.3 最优化

最小路径成本（minimum cost-to-go）函数 q∗ 可以被定义为：

q∗(x) = min
σ∈Σ

qσ(x) (x ∈ V )。

如果某个策略达到了该表达式中的最小值，则该策略 σ∗ ∈ Σ 被称为是最优的（optimal），因

此在集合 V 上有 q∗ = qσ∗。注意到，q∗ 的定义与我们在 §3.1.1.2中给出的直观定义一致，即

对于每个 x ∈ V，q∗(x) 是从 x 到目的地 d 的最小路径成本。

现在我们的主要目标是：

(1) 找到计算 q∗ 的方法，并且

(2) 验证 q∗-greedy 实际上是最优的，也正如我们上文中所讨论的那样。

关于第一步，我们说 q∗ 满足贝尔曼方程(3.3)。为了证明这个说法，我们引入贝尔曼算子
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（Bellman operator）T：

(Tq)(x) = min
y∈O(x)

{c(x, y) + q(y)} (x ∈ V )。 (3.6)

通过构造，q∗ 满足贝尔曼方程(3.3)，当且仅当 Tq∗ = q∗。

练习 3.1.3. 证明：T 是 U 上的自映射，并且对于所有的 q ∈ U 和 σ ∈ U，都有 Tq ≤ Tσq。

练习 3.1.4. 证明：T 和 Tσ 在 RV+ 上都是保序（order-preserving）映射，且具有逐点偏序

关系 ≤。并证明：对于所有的 q ∈ U，σ ∈ Σ 和 k ∈ N，都有 T kq ≤ T kσ q。

练习 3.1.5. 令 q ∈ U，并令 σ 是一个 q-greedy，证明：Tq = Tσq。

下一个结果非常重要，它证明了最优路径成本函数满足贝尔曼方程，并且为我们提供了

一种成本函数的计算方法：在 U 中选取任意 q，然后用 T 进行迭代。

命题 3.1.2. 函数 q∗ 是映射 T 在集合 U 上的唯一不动点，并且，对于所有 q ∈ U ，当

k →∞ 时有 T kq → q∗ 。

证明. 回顾附录中的练习6.1.3（第180页），如果能够验证存在一个 m ∈ N，使其对于所有

k ≥ m 和所有 q ∈ U ，等式 T kq = q∗ 成立，那么命题就能得到证明。在此，我们令 γ 是除

(d, d) 外 c(x, y) 的最小值 ((x, y) ∈ E)。由于 c 在每条边上都是正数，且边的集合 E 是有限

集，有 γ > 0。

令 q ∈ U，我们说，对于足够大的 k，有 T kq ≥ q∗。证明如下，令 k ∈ N，迭代 T 得到：

(T kq)(x) = c(x, p1) + c(p1, p2) + · · ·+ c(pk−1, pk) + q(pk), 对于某些路径 (x, p1, . . . , pk)

如果该路径指向 d，那么当 k ≥ n 时，有 (T kq)(x) ≥ q∗(x)，这是因为 q∗(x) 是从 x 到达 d 的

最小成本，1否则 (T kq)(x) ≥ kγ 。所以当 kγ ≥ maxx∈V q∗(x) 时，对 k 有 (T kq)(x) ≥ q∗(x)。

对于反向不等式，令 k ≥ n，根据命题3.1.1和练习3.1.4中的不等式，得到：

T kq ≤ T kσ∗q = qσ∗ = q∗。

我们现在证明了，对足够大的 k，可以得到 T kq = q∗。

我们现在有一种方法来计算最优路径成本函数（从任意 q ∈ U 开始，迭代 T），此外，还

有一种方法来验证以下关键结果。

定理 3.1.3. 策略 σ ∈ Σ 是最优的，当且仅当 σ 是 q∗-greedy。
1回顾一下，q∗(x) 是在某一策略下到达 d 的最小成本。当在任何策略下都无法实现路径 (x, p1, . . . , pk) 时会怎样？这只会

在路径中包含环（cycle）的情况下出现。如果这种情况发生，我们可以通过去除路径中的环，来得到一条更短路径。有环路径的成
本比 q∗(x) 更高, 因此不等式 (T kq)(x) ≥ q∗(x) 依然成立。
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证明. 根据贪心策略的定义：

σ 是 q∗-greedy ⇐⇒ c(x, σ(x)) + q∗(σ(x)) = min
y∈O(x)

{c(x, y) + q∗(y)}, ∀x ∈ V。

因为 q∗ 满足贝尔曼等式，我们得到：

σ 是 q∗-greedy ⇐⇒ c(x, σ(x)) + q∗(σ(x)) = q∗(x), ∀x ∈ V。

其中，等式右边等价于 Tσq
∗ = q∗。同时，Tσ 在 U 中只有一个不动点，即 qσ。因此 qσ = q∗。

通过这个逻辑链和最优性的定义得到：

σ 是 q∗-greedy ⇐⇒ q∗ = qσ ⇐⇒ σ 是最优的。

3.1.2.4 Julia 中的代码实现

让我们用上面提出的思路，来解决最初的最短路径问题，即我们在 §3.1.1.1中介绍的关

于运输路径的问题。我们将在 Julia 中实现。

我们第一步是设置成本函数，并将其储存成一个数组 c，同时，用整数 1, . . . , 7 来识别

节点 A, …, G。当从 i 到 j 没有边时，我们令c[i, j] = Inf，因此在计算贝尔曼算子（如

式(3.3)所定义的）时就不会选择此路径。当边确实存在时，我们输入图3.1中所示的成本。

c = fill(Inf, (7, 7))

c[1, 2], c[1, 3], c[1, 4] = 1, 5, 3

c[2, 4], c[2, 5] = 9, 6

c[3, 6] = 2

c[4, 6] = 4

c[5, 7] = 4

c[6, 7] = 1

c[7, 7] = 0

接下来我们定义贝尔曼算子：

function T(q)

Tq = similar(q)

n = length(q)

for x in 1:n

Tq[x] = minimum(c[x, :] + q[:])

end
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图 3.6: 最短路径贝尔曼迭代

return Tq

end

现在我们任意设置 q ≡ 0，生成 Tq, T 2q, T 3q 的迭代序列，并绘制它们：

using PyPlot

fig, ax = plt.subplots()

n = 7

q = zeros(n)

ax.plot(1:n, q)

for i in 1:3

new_q = T(q)

ax.plot(1:n, new_q, "-o", alpha=0.7)

q = new_q

end

在添加一些标签后，输出的结果如图3.6所示。值得注意的是，通过 T 3q，结果已经收敛到

q∗。你可以通过检查 T 3q 的值与我们在图3.4中手动获得的值是否一致，来确认这一点。
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3.1.3 介数中心度

在 §1.4.3中，我们讨论了一系列网络中心度，包括：度、特征向量中心度、卡兹（Katz）中心

度。除此之外，还有一种常用的中心度——介数中心度。介数中心度建立在最短路径的概念

之上，主要应用于社会网络及对等网络（peer networks）的研究中。

形式上，对于给定的图 G = (V,E)，有向或无向，节点 v ∈ V 的介数中心度（betweenness

centrality）为，2

b(v) :=
∑

x,y∈V \{v}

|S(x, v, y)|
|S(x, y)|

,

其中，S(x, y) 表示的是从节点 x 到 y 的所有最短路径组成的集合，S(x, v, y) 表示从 x 到 y

且经过节点 v 的所有最短路径的集合（与前文一致，|A| 指的是 A 的基数，即集合 A 中元素

的个数）。因此，b(v) 与“从节点 x 到 y 的最短路径中随机选择出的路径包含节点 v 的概率”

成正比，其中，x、y 是随机选择的一对节点。所以，那些“位于”大量节点对之间的节点，其排名

会相对较高。

例如，在 Networkx 工具包中有名为 florentine_families_graph 的图，该图描绘了

15 世纪佛罗伦萨 15 个显赫家族之间的婚姻关系。该数据可通过以下代码获得：

import networkx as nx

G = nx.florentine_families_graph()

图3.7 中的网络通过以下代码创建：

nx.draw_networkx(G, [params])

其中，[params] 表示包含节点大小、颜色等特征的配置参数列表。在此图中，节点大小

及颜色明暗正比于节点的介数中心度数值，该数值通过以下命令计算得到：

nx.betweenness_centrality(G)

尽管该图较为简单，但从图中我们可以清楚的观察到，Medici 家族凭借其惊人的财富及

影响力，在佛罗伦萨历史上扮演了举足轻重的角色。

3.2 线性规划与对偶性

在 §3.1中，我们对最短路径的研究使用了一种相对专业的优化方法。在这一节中，我们

将介绍更多关于优化和对偶的一般性结论，然后将其应用到内生网络、最优传输和最优流问

题。我们的想法是，首先选择一些具有挑战性的优化问题，然后探讨其正则化问题（通常是通

过凸优化的形式实现的）。

2译者注：也有学者将“betweenness centrality”译为“中介中心度”。
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图 3.7: 佛罗伦萨家族网络中的中心度（通过节点大小和颜色表示）

在深入理论研究之前，我们在下面的 §3.2.1中，通过一个非常具体的应用阐明研究动机。

这个应用涉及的问题，在经济学中通常被称为匹配（matching）问题，在数学中被称为线性分

配（linear assignment）问题。我们将以工人（workers）与工作（jobs）的匹配为背景来说明关

键思想，稍后，当我们讨论如何解决这个问题时，我们将看到线性规划（linear programming）、

凸优化（convexification）和对偶性（duality）的力量。

3.2.1 线性分配

在斯普林菲尔德镇，当地的一个雇主停工了，40 名工人被闲置。对这些工人来说，幸运的

是，斯普林菲尔德因为政治因素，市长希望引进新雇主。市长的成功在于她向新公司承诺，将

对这 40 名工人进行再培训，以使他们掌握所需的新技能。为了数学上的方便，让我们假设正

好有 40 个新职位，每个职位都有不同的技能要求。

市长成立的小组记录了这 40 名工人的个人技能，以及新职位的要求，并估算出了为重

新培训员工 i 到岗位 j 所需成本为 c(i, j)。该小组的挑战是使再培训的总成本最小化。具体

来说，他们希望能解决：

min
σ∈P

40∑
i=1

c(i, σ(i)), (3.7)

其中，P 是在整数集合 1, . . . , 40 上的排列组合序列（即双射自映射）的集合。图3.8说明了一

种可能的排列组合。

该问题是离散的，所以一阶条件不可用。虽然问题不易处理，但可以借助一台强大的计
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workers 1 2 3 · · · 40

jobs 1 2 3 · · · 40

图 3.8: 一种可能的组合 (即 [40] 上的一组排列组合)

算机，该团队指示其工作站遍历所有可能的排列组合，并记录使得再培训总成本最低的组合。

该指令通过如下算法2实现（在 Algorithm2中给出）。

设定 m = +∞ ;
for σ in P do

设定 t(σ) =
∑40

i=1 c(i, σ(i)) ;
if t(σ) < m then

设定 m = t(σ) ;
设定 σ∗ = σ ;

end
end
return σ∗

Algorithm 2: 遍历所有排列组合使总成本最小化

程序经过五天的不断运行，计算机仍在工作，市长变得不耐烦了，团队开始计算运行需要

多长时间。主要决定因素是集合 P 的大小，基本的排列组合知识告诉我们，一个大小为 n

的集合的排列组合数量是 n!。快速计算表明，40! 超过 8× 1047。团队中某个成员指出，这远

远小于可能的 AES-256 密码密钥的数量（大约为 1077）。市长没有得到满意结果并要求估计

出大概所需的运算时间。

进一步的计算揭示了以下结果：对于 P 中的每个 σ，如果工作站可以在 10−10 秒内评

估成本 t(σ) =
∑40

i=1 c(i, σ(i))（这是极为乐观的估计），那么总运行时间将是，

10−10 × 8× 1047 = 8× 1037 秒 ≈ 2.5× 1030 年。

团队中另一个成员指出，太阳将在不到 1010 的时间里，膨胀成一个红巨星并蒸发掉地球。

通过直接计算来解决这个问题的巨大计算成本，就是人们常说的“维度诅咒”（curse of

dimensionality）的一个例子。这句话是 Richard Bellman（1920-1984）在对动态优化的基础研

究中创造的，指的是随着维数的增加，解决一定精度水平的计算问题所需的处理周期，会呈现

指数型增长。我们刚刚描述的匹配问题是高维的，因为选择变量 σ 是在 P 中的一个排列组

合，自然的，有向量 (σ(1), . . . , σ(40)) 可与之对应，这又是 40 维向量空间中的一个点。3

3熟悉高性能计算技术的读者可能会认为，对于匹配问题来说，维度诅咒并不值得关注，因为搜索算法是可以并行化处理的。不
幸的是，即使是最好的并行化方法也无法挽救工作站，使其不至于在计算未完成时就被太阳蒸发掉。最好的情况是，增加一个执行
线程，使每秒的有效计算量增加一倍，从而使执行时间减少一半。然而，即使有 1010 个这样的线程（一个巨大的数量），执行时间
仍将是 2.5 × 1020 年。
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幸运的是，人们已经发现了这种匹配问题的巧妙算法，对于像这样的问题，可以相对快速

地计算出最优分配的有效近似值。例如，Dantzig (1951) 展示了如何将这类问题转化为线性

规划（我们将在下面讨论）。近年来，在优化问题中引入允许基于导数方法的正则化约束条件

上，我们已经取得了进一步进展。

在接下来的章节中，我们将匹配问题推广到更一般的环境中，并展示如何有效地解决它

们。我们首先要做的是回顾一下线性规划的基础知识。

3.2.2 线性规划

线性规划（linear program）是一个具有线性目标函数和线性约束的优化问题。如果你先

前的想法是，所有有趣的问题都是非线性的，那么我们向你保证，线性规划的适用性是非常广

泛的。有点令人惊讶的是，线性规划的适用领域之一就是 §3.2.1中的分配问题，正如美国数学

家 George Bernard Dantzig（1914-2005）在Dantzig (1951) 中所证明的。其他应用也包括网

络上的最优流和最优传输问题，而这些问题又在经济、金融、社会等诸多领域有不同的应用。

我们首先介绍线性规划，并解释其中的核心思想。

3.2.2.1 一个企业问题

定义线性规划的一种方法是，以开源和商业求解器主要解决什么样的线性规划问题为角

度。通常，这些求解器的问题采用如下形式：

min
x∈Rn

c⊤x (3.8)

s.t. A1x = b1, A2x ≤ b2 和 dℓ ≤ x ≤ du。 (3.9)

这里，每个 Ai 都是具有 n 列的矩阵，c, b1, b2, dℓ 和 du 则是具有对应维度的列向量。

为了说明这一点，让我们考虑一个简单的例子。一家企业制造标记为 1, . . . , n 的产品，

制造每个产品都需要机器时间和劳动力，每产出一单位的产品 i 需要 mi 的机时和 ℓi 的工

时。如下表所示：

产品 机时 工时 单位价格

1 m1 ℓ1 p1
...

...
...

...

n mn ℓn pn

总共有 M 个机时和 L 个工时可用。假设 qi 表示产品 i 的产量，该企业的问题是，

max
q1,...,qn

π(q1, . . . , qn) :=
n∑
i=1

piqi − wL− rM
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2q1 + 5q2 ≤ 30

4q1 + 2q2 ≤ 20
q2 ≥ 0

q1 ≥ 0
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optimal solution

图 3.9: 收入最大化

受约束于（subject to），

n∑
i=1

miqi ≤M,
n∑
i=1

ℓiqi ≤ L 和 q1, . . . , qn ≥ 0 。 (3.10)

这里 π 是利润，w 和 r 分别是工资率和资本利率。我们将后面这些值与 L 和 M 一起作为固

定值，因此，选择能使利润最大化的 q ∈ Rn+ 等价于选择能使收入
∑n

i=1 piqi 最大化的 q。这

将是我们接下来的目标。

（为什么总的劳动力供应和机时在这里是固定的? 我们可以把这个问题看作是设计一个

每日或每周的生产计划，在当前给定的价格下，对现有资源进行最优分配。）

图3.9显示了包含两种产品的简单案例。与练习3.2.3一致，可行集的图像是一个多边形，

用蓝色阴影表示。绿线是收入函数 (q1, q2) 7→ p1q1 + p2q2，其中 p1 = 3 且 p2 = 4。通过观察，

可以直观地看出收入沿着东北方向增加，很明显在图中所示的极端点上获得最大值。

收入最大化等价于
∑

i(−pi)qi 的最小化，所以在令 c = (−p1,−p2) 的条件下，我们可以

使用求解器来求解这个线性规划问题。

3.2.2.2 Python 实现

通过 SciPy 的开源求解器 linprog，让我们看看用 Python 解决这个问题的一个方案。

对于简单的双产品公司问题，我们忽略式(3.9)中不必要的等式约束，并设定

A2 =

m1 m2

ℓ1 ℓ2

 , b2 =

M
L

 。
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3.2 线性规划与对偶性

边界 0 ≤ q 是默认的，所以我们不需要指定 dℓ 和 du。

我们代入图3.9中的数字，所以该问题的最大化版本是:

max
q1,q2

3q1 + 4q2 s.t. q1 ⩾ 0, q2 ⩾ 0, 2q1 + 5q2 ⩽ 30 和 4q1 + 2q2 ⩽ 20。 (3.11)

现在我们设置了基础元素，并按如下方式调用 linprog：

A = ((2, 5),

(4, 2))

b = (30, 20)

c = (-3, -4) #

from scipy.optimize import linprog

result = linprog(c, A_ub=A, b_ub=b)

print(result.x)

输出是 [2.5, 5.0]，表明我们应该设定 q1 = 2.5 和 q2 = 5.0，这个结果是通过

§3.2.2.8中讨论的单纯形法获得的。

练习 3.2.1. 为了对求解器输出的结果进行交叉验证，试着从图3.9中以更直观的方式推

导出解 q = (2.5, 5.0)。

练习 3.2.2. 考虑一个相同参数下的相同问题，但现在假设，除了前面的约束条件外，q2

的产出以 4 为上界。使用 linprog 或其他数字线性求解器得到新的解。

3.2.2.3 Julia 实现

在求解线性规划时，一种选择是使用特定领域的建模语言来设定优化问题的目标和约束

条件。在 Python 中，我们可以通过开放源资源库来完成，如 Pyomo 和谷歌的 OR-Tools。在

Julia 中，我们则可以使用 JuMP。

以上文中的公司问题(3.11)为例，下面代码提供了在 Julia 中使用 JuMP 的示例。

using JuMP

using GLPK

m = Model()

set_optimizer(m, GLPK.Optimizer)

@variable(m, q1 >= 0)

@variable(m, q2 >= 0)

102



第三章 最优流

@constraint(m, 2q1 + 5q2 <= 30)

@constraint(m, 4q1 + 2q2 <= 20)

@objective(m, Max, 3q1 + 4q2)

optimize!(m)

请注意我们是如何使用 JuMP 建模语言将目标函数和约束式写成表达式的。例如，

2q1 + 5q2 <= 30。这使代码更接近于数学公式，并使其具有高度可读性。

如果我们现在运行value.(q1)和value.(q2)，我们会分别得到 2.5 和 5.0，这与我们之

前的求解结果相同。

3.2.2.4 标准的线性规划

式(3.8)–(3.9)中的规划问题对实际应用来说是很方便的，但对理论来说却有些麻烦。线

性规划问题的一个更加规范的版本是：

P := min
x∈Rn

c⊤x s.t. Ax = b 和 x ≥ 0。 (3.12)

这里，x 被解释为 Rn 的一个列向量，c 也是 Rn 的一个列向量。A 是 m × n 的矩阵，b 是

m × 1 的向量。(3.12)形式的线性规划也被称为标准形式（standard equality form）。为了准

备下面关于对偶性的讨论，我们也把(3.12) 称为原问题（primal problem）。

练习 3.2.3. 证明：线性规划式(3.12) 的可行集（feasible set） F = {x ∈ Rn : Ax =

b 和x ≥ 0} 是一个多面体。

线性规划的标准型相较于一开始介绍的等式更加普遍。事实上，原先的式(3.8)-(3.9)可

以通过一连串的变形转换成标准型。因此，在处理下面理论时，我们可以专门研究标准等式

形式，同时不失一般性。

尽管我们省略了关于必要转换过程的全部细节（这些细节可以在Bertsimas & Tsitsiklis

(1997) 和其他许多资料中找到），但我们通过将公司案例中的优化问题转换为标准型，可以获

得更好的理解。为了简化符号，我们仅在 n = 3 时进行讨论，尽管一般情况与此几乎是相同

的。

如上所述，我们通过使用“收入最大化等价于
∑

i(−pi)qi 最小化”的事实，转换到线性约

束的最小化问题。接下来，我们需要将两个不等式约束(3.10)转换成等式约束。我们引入松弛

变量（slack variables）sm 和 sℓ ，并将约束条件改写为:

3∑
i=1

miqi + sm =M,
3∑
i=1

ℓiqi + sℓ = L 和 q1, q2, q3, sm, sℓ ≥ 0。

事实上，我们可以看到，要求
∑3

i=1miqi + sm = M 和 sm ≥ 0，与要求
∑3

i=1miqi ≤M 是一
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致的，同样的逻辑也可以延伸到劳动约束上。

设 x := (q1, q2, q3, sm, sℓ), 我们可以将问题表示为：

min
x
c⊤x, 其中 c⊤ := (−p1,−p2,−p3, 0, 0)

受约束于，

m1 m2 m3 1 0

ℓ1 ℓ2 ℓ3 0 1




q1

q2

q3

sm

sℓ


=

M
L

 和 x ≥ 0。

这是一个线性规划问题的标准等式形式。

3.2.2.5 线性规划的对偶性

有关线性规划的一个最重要的事实是，强对偶性总是成立的。让我们陈述一下关键结论。

对应于线性规划问题标准等式形式(3.12)的对偶问题（dual problem）是：

D = max
θ∈Rm

b⊤θ s.t. A⊤θ ≤ c。 (3.13)

读者如果阅读过附录中的 §6.1.7，就能看到这个表达式的由来。特别是，通过附录中的

式(6.18)，对应于标准等式形式的对偶问题，线性规划 (3.12)可以写为：

D = max
θ∈Rm

min
x∈E

L(x, θ), 其中 L(x, θ) := c⊤x+ θ⊤(b−Ax) (3.14)

且 E = Rn+。（我们也可以通过一个乘数来处理不等式 x ≥ 0，但这是不必要的）。现在观察：

min
x∈E

L(x, θ) = b⊤θ + min
x≥0

x⊤(c−A⊤θ) =

b
⊤θ 如果A⊤θ ≤ c

−∞ 否则

由于对偶问题是在 θ ∈ Rn 上使这个表达式最大化，我们可以立即看到，违反 A⊤θ ≤ c 的 θ

永远不会被选中。因此，原问题(3.12)的对偶形式是(3.13)。

3.2.2.6 强对偶性

如附录 §6.1.7.1中所示，不等式 D ≤ P 总是成立，其中 P 是 (3.12)中的原值，这种情形

被称为弱对偶（weak duality）。如果 P = D，则称强对偶（strong duality）成立。与弱对偶性

不同，强对偶性需要更强的约束条件。
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下一个定理指出，对于线性规划，只要存在解，强对偶性就会成立。证明可以通过

Dantzig 的单纯形法或 Farkas 引理得到，可以参见Bertsimas & Tsitsiklis (1997) 的第四

章或Matousek & Gärtner (2007) 的第六章。

定理 3.2.1 (线性规划的强对偶性). 原问题(3.12) 存在一个有限的最小值 x∗ ，当且仅当对

偶问题(3.13) 存在一个有限的最大值 θ∗。如果这些解存在, 那么 c⊤x∗ = b⊤θ∗。

线性规划的强对偶性有许多重要作用。其中一些是算法层面的：对偶性可以用来为线性

规划问题设计出有效的求解方法。对经济学家而言，对偶性的重要性体现在，它在最优性和

竞争均衡之间建立了深刻的联系，正如我们在下面所要展示的。

3.2.2.7 互补松弛

对于线性规划(3.12)，当下式成立时，

θ∗i

(
bi −

n∑
j=1

aijx
∗
j

)
= 0 ∀i ∈ [m] (3.15)

x∗j

(
cj −

m∑
i=1

aijθ
∗
i

)
= 0 ∀j ∈ [n], (3.16)

我们就说，x∗ ≥ 0 和 θ∗ ∈ Rm 是满足互补松弛 (complementary slackness)条件的。虽然可

以从 §6.1.7.3的 KKT 条件中的互补松弛推导出这些表达式，但更好的方法是将它们与鞍点

条件直接联系起来。

为了了解这一点，假设 x∗ ≥ 0 对于原问题是可行的，而 θ∗ ∈ Rm 对对偶问题是可行的。

如果 (x∗, θ∗) 是 L 的一个鞍点，那么，互补松弛条件 (3.15)–(3.16)必定成立。事实上，当 x∗

是可行解时，式(3.15)是微不足道的，因为 Ax∗ = b。同时，式(3.16)必须为真，否则意味着，

x∗j

(
cj −

m∑
i=1

aijθ
∗
i

)
> 0, 对于某些j ∈ [n] ,

这是因为对偶可行性（即 A⊤θ∗ ≤ c）和 x∗ ≥ 0。但是，在这种情形下，(x∗, θ∗) 并不是 L 的鞍

点，这是因为如果将 x∗ 的第 j 个元素改为 0，则会导致下式拉格朗日值严格下降，

L(x, θ) = c⊤x+ θ⊤(b−Ax) = x⊤(c−A⊤θ) + θ⊤b 。

通过加强这一观点，可以证明，对于线性规划，互补松弛条件是拉格朗日鞍点的充要条件

（necessary and sufficient conditions）。由此可得到下一个定理。

定理 3.2.2. 如果 x∗ ≥ 0 对于原问题是可行的，并且 θ∗ 对于对偶问题也是可行的，则下面

的表述是等价的：

(1) x∗ 对于原问题是最优的，并且 θ∗ 对于对偶问题是最优的。
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3.3 最优传输

(2) (x∗, θ∗) 服从互补松弛性条件(3.15)-(3.16)。

Bertsimas & Tsitsiklis (1997) 的第四章提供了更多讨论和定理3.2.2的完整证明。下面，

我们将说明竞争性经济环境中互补松弛与均衡之间的一些巧妙联系。

3.2.2.8 单纯形法

线性规划在高维条件中的应用具有挑战性，部分原因是线性目标函数意味着解不在内

部。线性规划的第一个有效求解方法出现在 20 世纪 30 年代和 40 年代，首先是 Kantorovich

和 Dantzig 的单纯形法（simplex method）。随着单纯形法开始证明它的价值，线性规划逐渐

成为一种具有巨大实际意义的技术，运筹学、通信和生产系统开始大量使用线性规划。

单纯形法利用了Bertsimas & Tsitsiklis (1997) 中定理 2.7 的结果。

定理 3.2.3. 如果线性规划(3.12)有一个最优解，那么它在可行集的极点（extreme point）位置

上，也存在一个最优解。

(多面体中极点的定义参考 §6.1.5.1，可行集在练习3.2.3中被证明是一个多面体）。

单纯形法利用定理3.2.3，沿着构成可行集的多面体的边缘，从一个极点到另一个极点，

每一步都在寻找那些能够严格降低目标函数值的新的极点（该极点与多面体的顶点重合）。详

细内容可参见Bertsimas & Tsitsiklis (1997) 和 Matousek & Gärtner (2007)。

3.3 最优传输

接下来，我们将讨论跨网络的最优流问题。我们在 §3.2.1中分析的线性分配问题就是一

个简单的——在计算上并不复杂的——网络流问题。在该例子中，节点是工人数量或工作数

量，边是分配方式，目标是通过最优化选择使总成本最小化。更一般的网络流问题扩展了上

述思路，使其允许在更复杂的环境中内生形成网络。这种问题的一般结构是，给定节点，通过

选择边和权重来优化某些标准。这些思想在贸易、运输和通信领域显然有天然的应用，而在

经济学、金融学、统计学和机器学习中的应用则比较隐晦。

在网络流的研究中，我们从最优传输问题开始，它是一般网络流问题的最重要特例。（事

实上，正如我们在 §3.3.4.3中所展示的，存在一种方式，总是可以将一般的网络流问题简化为

一个最优传输问题。）

3.3.1 Monge-Kantorovich 问题

最优传输 （Optimal transport） 是一个经典问题， 可以追溯到 Gaspard Monge

（1746-1818）的工作，他研究了许多其它问题，例如用于建造堡垒的土方运输问题。这个问

题听起来很简单，即如何用最小的成本将一堆给定形状的货物运输到另一堆给定形状的货

物之中？在归一化之后，这个问题可以转化为一个分布向另一个分布转换的最小成本问题。
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图 3.10: 将分布 ϕ 转化为分布 ψ

图3.10给出了在一个维度上，将一个分布转化为另一个分布的直观图形（尽管未给定成本函

数）。

事实证明，通过定义不同的成本概念，该传输问题提供了一个高度灵活的方法来比较两

种分布之间的距离，其基本思路是，如果一个分布可以以较低的成本转化为另一个分布，则被

视为“接近”（close）。由此产生的距离概念在统计学、机器学习等应用数学的各个分支中都有

广泛而重要的应用。4

在经济学中，最优传输在运输和贸易网络, 以及在匹配问题、计量经济学、金融等方面都

有着重要应用（例如，参见 Galichon (2018)），因此，经济学家为最优传输问题做出巨大贡献

也就不足为奇了。伟大的俄罗斯数学经济学家 Leonid Kantorovich（1912-1986）以及荷兰经

济学家 Tjalling Koopmans（1910-1985）完成了深入且基础性的工作，因其在线性规划和最优

传输方面的工作，他们共同获得了 1975 年的诺贝尔奖。5

我们先从一个简单的数学介绍开始我们的讨论。然后，在 §3.3.3中，我们将把数学与经

济问题联系起来，并展示传输、对偶性、互补松弛以及竞争均衡之间的深层联系。

3.3.1.1 Monge 方程

我们先从 Monge 的经典问题开始，这很容易解释。我们给定两个有限集合 X 和 Y，与之

对应的分布是 ϕ ∈ D(X) 和 ψ ∈ D(Y)。X 和 Y 中的元素被称为位置（locations）。为了避免

繁琐的附加说明，我们始终假设 ϕ 和 ψ 在其定义域上是严格正数。此外，我们还有一个成本

函数 c : X× Y→ R+，我们的目标是以最小的成本将 ϕ 传输到 ψ。即，求解下式：

min
T

∑
x

c(x, T (x)), (3.17)

4例如，在图像处理中，如果通过改变单个像素将一个图像转化为另一个图像的成本很小，则认为这两个图像之间是“接近”
的。即使是现在，在图像处理和机器学习的一些分支中，由最优传输方法产生的概率分布集合上的测算会被称为“earth mover’s
distance”，以此纪念 Monge 的工作。

5最优传输问题继续吸引着许多杰出的数学家和经济学家，最近有两项菲尔兹奖授予最优传输领域的工作。第一项在 2010 年
颁发给了 Cedric Villani，第二项在 2018 年授予 Alessio Figalli。请注意，与每年颁发一次的诺贝尔奖不同，菲尔兹奖每四年才
颁发一次。
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图 3.11: 从 ϕ 到 ψ 的 Monge 映射

遍历集合 T，T 表示从 X 到 Y 的所有映射的集合，其满足：

∑
x

ϕ(x)1{T (x) = y} = ψ(y), ∀y ∈ Y 。 (3.18)

T 满足如下约束：对于每个目标位置 y，所有映射到 y 的概率质量之和等于指定的概率质量

ψ(y)。符号
∑

x 是
∑

x∈X 的缩写。在此约束条件下，T 通常被称为蒙格映射（Monge map）。

练习 3.3.1. 我们要求 T 将 X 映射到 Y 上，这意味着，每个 y ∈ Y 都有原像，此条件已

经在式 (3.18)中暗示了。请解释原因。

上述问题在目前的离散条件下很容易解释。图3.11给出了一个可视化例子，图中位置列

举为 X = {x1, . . . , x7} 和 Y = {y1, y2, y3, y4}，其中 X 和 Y 都是 R2 的子集。为简单起见，

ϕ(xi) 被写成 ϕi，同样地，ψ(yj) 也是如此。节点大小与分配给节点的概率质量成正比。边代

表一个可行的 Monge 映射。

约束条件(3.18)的离散性和缺乏凸性意味着，Monge 问题在一般情况下是很难解决的。

真正的突破性进展是 Kantorovich 证明了凸性能够极大简化这个问题。虽然凸化过程需要

将问题转移到一个更高维度的空间，但高维度问题的代价可以被凸性和消除离散性所带来的

正则化所抵消。我们将在 §3.3.1.3中研究 Kantorovich 方程。

练习 3.3.2. 最优传输的 Monge 方程所隐含的另一个问题是很容易无解。举一个例子来

说明，在 X 和 Y 都是有限的情况下，不存在 Monge 映射。

3.3.1.2 将分配问题视为最优传输问题

§3.2.1研究的线性分配问题（训练工人 i 从事工作 j，花费的成本为 c(i, j)），是最优传输

的一个特例。我们所要做的就是设定 X = Y = [n]，并将 ϕ 和 ψ 作为 [n] 上的离散均匀分布。

练习 3.3.3. 证明：在这种情况下，当且仅当 T 是 [n] 到其自身的双射时，T 是一个

Monge 映射。

由于 T 必须是 [n] 上的一个双射，也是 [n] 中元素的一个排列组合，所以在当前环境下
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ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

ϕ1

ϕ2

ϕ3
ϕ4

ϕ5ϕ6

ϕ7

图 3.12: Kantorovich 对 Monge 问题的放松

最优传输问题的目标是：

min
T∈P

n∑
i=1

c(i, T (i)), (3.19)

其中，P 是 [n] 中所有排列组合的集合，这与式(3.7)中线性分配问题是同一个优化问题。

3.3.1.3 Kantorovich 对 Monge 问题的放松

Kantorovich 对 Monge 问题放松的基本思想是，允许位于任意位置的 x ∈ X 的概率质

量被映射到 Y 中的多个位置，而不是只有一个。这意味着，我们不再寻求一个函数 T，因为

根据定义，一个函数只可以将一个给定的点映射到一个图像。相反，我们寻求的是一个“传输

计划”，将 x 处质量的一定比例 π(x, y) 传输到 y。对于所有 x 和 y，该计划受制于以下要求：

1. 到达位置 y 的总概率质量等于 ψ(y)，且

2. 从位置 x 发出的总概率质量等于 ϕ(x)。

这些限制条件意味着我们采用了一种“耦合”（coupling）的形式，我们将在下文对其进行定义。

图3.12给出了离散条件下可行的传输计划。与图3.11一样，ϕ(xi) 被写为 ϕi ，类似地还有

ψ(yj)，节点大小正比于概率质量。与图3.11中 Monge 设定不同的是，只要遵从约束条件，每

个节点的质量 ϕi 可以共享到多个 ψj。

让我们更仔细地写出这些约束。我们回顾一下，在概率论中，耦合表示的是一个具有特

定边际分布的联合分布。更确切地说，给定 D(X) 中的 ϕ 和 D(Y) 中的 ψ，关于 (ϕ, ψ) 的耦

合（coupling）指的是 D(X × Y) 中的元素 π，其边际分布为 ϕ 和 ψ。边际分布需满足如下条

件：

∑
y

π(x, y) = ϕ(x) ∀x ∈ X, 并且 (3.20)

∑
x

π(x, y) = ψ(y) ∀y ∈ Y。 (3.21)

式 (3.20)–(3.21) 要求：
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1. 对任意 x ∈ X，流出 x 的概率质量总和为 ϕ(x)，

2. 对任意 y ∈ Y，流入 y 的概率质量总和为 ψ(y)。

在目前的设定中，一个耦合也被称为一个传输计划（transport plan）。

练习 3.3.4. 约束条件(3.20)-(3.21)，定义了 ϕ 和 ψ 的耦合 π。这概括了式(3.18)中的

Monge 约束。为了看清这一点，令映射 T 满足式(3.18)中的映射，并在 X× Y 上，令

π(x, y) = ϕ(x)1{T (x) = y}

因此，π 是将所有质量放在 T 的值域上的联合分布。证明：式(3.20)–(3.21)都成立。

令 Π(ϕ, ψ) 是 ψ 和 ϕ 的所有耦合的集合。 给定 ϕ, ψ 和成本函数 c， 一般

的Monge–Kantorovich 问题（Monge–Kantorovich problem），也叫最优传输问题（optimal

transport problem），是要解决如下问题，

P := min
π
〈c, π〉F s.t. π ∈ Π(ϕ, ψ)。 (3.22)

其中，

〈c, π〉F :=
∑
x

∑
y

c(x, y)π(x, y),

上式是 c 和 π 的Frobenius 内积（Frobenius inner product），也被视为 |X|× |Y|矩阵。〈c, π〉F
中的累和度量了在计划 π 下，将 ϕ 传输到 ψ 的总成本。成本函数中包含了线性关系，即若从

x 运送到 y 的数量增加一倍，相关成本就会以 c(x, y) 的速率等比例增加。

我们称式(3.22)的任意解 π 为最优计划（optimal plan）。由于我们是在一个有限集上求

最大化，因此至少有一个这样的最优计划存在。

备注 3.3.1. 如下所示，式(3.22)有时可以用随机变量来表示。在这种情况下，Π(ϕ, ψ) 中的一

个耦合 π 被定义为一对随机变量 (X,Y )。使得，X d
= ϕ 且 Y

d
= ψ。然后我们可以写出：

P = min
(X,Y )

E c(X,Y ) s.t. (X,Y ) ∈ D(X× Y) 其中 X
d
= ϕ 和Y

d
= ψ。

练习 3.3.5. Kantorovich 松弛的一个最重要的特点是，对于给定的 ϕ 和 ψ，约束集是凸

集。为了验证这一点，我们令 n = |X| 且 m = |Y|，将每一个 x ∈ X 与 i ∈ [n] 关联，每一个

y ∈ Y 与 j ∈ [m] 关联，c 和 π 为 n×m 阶矩阵，cij 和 πij 分别表示矩阵中的元素。矩阵满

足如下约束，

π1m = ϕ 和 π⊤
1n = ψ, (3.23)
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其中，1k 为 k × 1 阶 1 向量。证明：满足约束条件 π ∈Mn×m 的集合 Π(ϕ, ψ) 是凸集，也即，

π, π̂ ∈ Π(ϕ, ψ) 和 α ∈ [0, 1] =⇒ απ + (1− α)π̂ ∈ Π(ϕ, ψ)。

3.3.1.4 将最优传输理解为线性规划问题

通过一些相对简单的操作，一般的最优传输问题可以被映射成一个标准形式的线性规

划。这样做有两个显而易见的好处。第一，我们可以应用对偶性理论，从而产生一些重要见

解。第二，在计算方面，我们可以使用线性规划求解器来计算出最优计划。

为了将最优传输问题转化为线性规划，我们需要将矩阵转化为向量。我们将使用 vec 算

子，取任意 A ∈Mn×m，通过对纵向列的堆叠，将其映射为 Rnm 中的一个向量。例如:

vec

a11 a12

a21 a22

 =


a11

a21

a12

a22

。

在这一节中，我们沿用了练习3.3.5中的符号，现在可以将最优传输问题的目标函数

〈c, π〉F 表示为 vec(c)⊤vec(π)。

为了用 vec(π) 重写约束条件，我们引入Kronecker 乘积（Kronecker product），用 ⊗ 表

示，其定义见下文。假设 A 是 m× s 阶矩阵，其元素表示为 (aij)，B 是 n× t 阶矩阵。A 和

B 的 Kronecker 乘积 A⊗B 是以分块矩阵形式定义的 mn× st 矩阵，表示为：

A⊗B =


a11B a12B . . . a1sB

a21B a22B . . . a2sB
...

am1B am2B . . . amsB

。

可以证明，Kronecker 乘积和 vec 算子有以下关联：对于符合条件的矩阵 A, B 和 M，我们

有，

vec(AMB) = (B⊤ ⊗A)vec(M)。 (3.24)

使用式(3.24)和 k × k 阶单位矩阵符号 Ik ，我们可以把式(3.23)中的第一个约束改写为:

ϕ = Inπ1m = vec(Inπ1m) = (1⊤
m ⊗ In)vec(π)。 (3.25)

练习 3.3.6. 证明：可以将式(3.23)中的第二个约束改写为：

ψ = (Im ⊗ 1⊤
n )vec(π)。 (3.26)
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现在，使用分块矩阵符号并设定：

A :=

1⊤
m ⊗ In

Im ⊗ 1⊤
n

 和 b :=

ϕ
ψ

 ,

然后，可以将最优传输问题表示为如下的线性规划标准形式，

min
x

vec(c)⊤x 在x ∈ Rnm+ 上, 使得Ax = b。 (3.27)

最后，对于一个给定的解 x，传输计划可通过反转 x = vec(π) 得到。

3.3.1.5 应用

Listing 1是实现上述步骤的一个函数，给定平面（一维的）数组 phi 和 psi，分别代表原

始和目标位置的分布，加上一个二维数组 c 代表运输成本。（方法参数highs-ipm的含义是，

告诉 linprog 使用一个特定的内点方法。详细信息可以在 linprog 文档中找到，单纯形法

和其他方法也会得到类似的结果）。

请注意， 在 Listing 1中， 重排序指令为 F。 这告诉 NumPy 以 Fortran列主序

（column-major）进行重排序，这与 §3.3.1.4中描述的 vec 算子的定义相吻合。（Python 向

量化操作的默认方式是行主序（row-major），它代表的意思是连接行而不是堆叠列。相比之

下，Julia 默认使用列主序的方式）。

让我们调用这个函数来解决一个非常简单的问题，

ϕ =

0.5

0.5

 , ψ =

1

0

 和 c =

1 1

1 1


有了这些基础元素，所有来自 ϕ1 和 ϕ2 的质量都应该被传输到 ψ1。为了实现这个问题，我们

设定，

phi = np.array((0.5, 0.5))

psi = np.array((1, 0))

c = np.ones((2, 2))

然后通过以下指令调用求解器 ot_solver：

ot_solver(phi, psi, c)

输出结果如预期一样：

array([[0.5, 0. ],

[0.5, 0. ]])
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import numpy as np
from scipy.optimize import linprog

def ot_solver(phi, psi, c, method='highs-ipm'):
"""

phi psi c OT

----------
phi : 1-D

psi : 1-D

c : 2-D

"""
n, m = len(phi), len(psi)

# c
c_vec = c.reshape((m * n, 1), order='F')

# A b
A1 = np.kron(np.ones((1, m)), np.identity(n))
A2 = np.kron(np.identity(m), np.ones((1, n)))
A = np.vstack((A1, A2))
b = np.hstack((phi, psi))

#
res = linprog(c_vec, A_eq=A, b_eq=b, method=method)

# vec
pi = res.x.reshape((n, m), order='F')
return pi

Listing 1: 通过线性规划解决传输问题的工具函数
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3.3.1.6 Python 最优传输

在 Python 中，上述步骤可以由Flamary et al. (2021) 的 Python Optimal Transport 程

序包自动实现。对于 §3.3.1.5中的简单问题，我们可以运行：

import ot

ot.emd(phi, psi, c) # emd

输出结果再次等于：

array([[0.5, 0. ],

[0.5, 0. ]])

图3.13显示了一个用 Python Optimal Transport 包解决最优传输问题的例子。尽管节

点数量更多，其解释与图3.12相似。此外，边显示的是最优传输配置，在这个意义上，最优传输

计划 π∗，可以视为图的邻接矩阵 (该图为非加权图，当 π∗
ij > 0 时，从 ϕi 到 ψj 就会画出一个

箭头) 。如前所述，通过将传输问题转换为线性规划，并应用单纯形法求解，我们就可以获得

最优传输计划。尽管图中每种类型的节点有 32 个，但该问题在不到一毫秒的时间内就被单

纯形法解决了。

3.3.1.7 Kantorovich 松弛与线性分配

正如我们在 §3.3.1.2中展示的那样，§3.2.1中研究的线性分配问题是最优传输问题的一

个特例，其中 ϕ 和 ψ 是 [n] 上的离散均匀分布。此外，正如我们刚刚讨论的，Kantorovich 松

弛为使用线性规划创造了条件，由此可以进行快速求解。

在 §3.2.1的讨论中，我们使用了 n = 40 这一条件。接下来，我们先用 n = 4 来说明这个

方法，然后再尝试 n = 40。成本矩阵 c(i, j) 将由一个独立且均匀的随机变量数组随机生成，

是唯一的基础性元素。然后与 §3.3.1.6的做法一致，应用 Python Optimal Transport（POT）

库。

步骤如下：

import numpy as np

import ot

n = 4

phi = np.ones(n)

psi = np.ones(n)

我们打破了 ϕ 和 ψ 之和为 1 的规则。 这可以通过使用 np.ones(n)/n 而不

是 np.ones(n) 来轻松解决， 但是 POT 库并不关心这点 （只要 np.sum(phi) 等于

114



第三章 最优流

图 3.13: 通过线性规划求解最优传输问题
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np.sum(psi)）。此外，把单位质量放在所有地方的想法是很自然的，因为 ϕ 中每个元素

代表一个工人，ψ 中每个元素代表一个工作。

现在我们建立成本矩阵:

c = np.random.uniform(size=(n, n))

输出如下：

array([[0.03841, 0.32896, 0.55989, 0.41682],

[0.91527, 0.24566, 0.26022, 0.64510],

[0.96275, 0.44089, 0.79274, 0.93065],

[0.40454, 0.87307, 0.43555, 0.54903]])

(例如，为了工作 2 重新培训工人 1 的成本是 0.32896。) 最后，我们调用求解器：

ot.emd(phi, psi, c)

输出如下：

array([[1., 0., 0., 0.],

[0., 0., 1., 0.],

[0., 1., 0., 0.],

[0., 0., 0., 1.]])

这是一个置换矩阵，它提供了另一种方式来表达 [n] 中的排列方式。第一行告诉我们，工

人 1 被分配到工作 1，第二行告诉我们工人 2 被分配到工作 3，以此类推。

如果我们现在设置 n = 40，并重新运行代码，ot.emd(phi, psi,c) 这一行代码调用

基于单纯形法的求解器，在一台中档笔记本电脑上的运行时间不到 1 毫秒。这与我们在

§3.2.1中得到的 2.5× 1030 年的暴力求解时间相比，有了显著改进。

3.3.1.8 严格松弛

请注意，在使用单纯形法求解线性分配问题时，我们并没有分裂质量，这是 Kantorovich

松弛所允许的。例如，我们不会把一个工人的一半派给一个岗位，剩下的一半又派给另一个

岗位。这点很方便，但为什么它能成立呢？

虽然我们省略了细节，但其基本思想如下：一般的 Kantorovich 传输计划是一个双随机

矩阵，而所有这样的矩阵都可以表示为置换矩阵的凸组合 (这也被称为 Birkhoff 定理)。换句

话说，置换矩阵是双随机矩阵的特殊点。此外，定理3.2.3告诉我们，任何线性规划的最优解都

有一个极点（extreme point）——在这种情况下，就是一个置换矩阵。
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3.3.2 Kantorovich 对偶

Kantorovich 最伟大成就之一是证明了最优传输问题可以与对偶问题联系起来，以及如

何用对偶问题描述解决方案，他的工作预见了后来对偶性理论在线性规划中的发展。

本节在陈述主要结果时，使用的符号为，

〈f, ϕ〉 =
∑
x

f(x)ϕ(x), 其中 f ∈ RX , ϕ ∈ D(X)。

当我们把 f 和 ϕ 视为 R|X| 上的向量时，这只是普通的内积。另外，给定 X × Y 上的成本函

数 c，令 Fc 为 RX × RY 中所有 (w, p) 的集合，从而有，

p(y) ≤ c(x, y) + w(x), 在X× Y上。 (3.28)

Kantorovich 对偶理论的部分结果如下。

定理 3.3.1. 对所有的 ϕ ∈ D(X) 和 ψ ∈ D(Y)，我们有 P = D，其中，

D := max
(w,p)
{〈p, ψ〉 − 〈w, ϕ〉} s.t. (w, p) ∈Fc。 (3.29)

我们现在可以将定理3.3.1 理解为一般结果的一个特例，即我们在定理3.2.1中讨论过的，

线性规划的强对偶性成立。本着这一想法，我们可以使用 §3.3.1.4中提供的最优传输问题的

线性规划公式，用定理3.2.1来验证定理3.3.1。

为此，我们使用(3.27)中的公式，并应用(3.13)中的对偶公式得到，

D = max
θ∈Rn+m

ϕ
ψ

⊤

θ s.t.

1⊤
m ⊗ In

Im ⊗ 1⊤
n

⊤

θ ≤ vec(c)。

如果我们把参数 θ ∈ Rn+m 写成 (−w, p)，那么我们现在在 −w ∈ Rn 和 p ∈ Rm 这两部分上

进行最大化计算，同时转置约束条件，可以得到，

max
w, p

{
p⊤ψ − w⊤ϕ

}
s.t. p⊤(Im ⊗ 1⊤

n )− w⊤(1⊤
m ⊗ In) ≤ vec(c)⊤,

其中，w ∈ Rn 和 p ∈ Rm。使用 Kronecker 内积的定义并仔细写出各个项，可以证明，此表达

式中的约束等价于在所有 (i, j) ∈ [n]× [m] 上，满足 pj − wi ≤ cij。回顾一下，X 已经被映射

到 [n]，Y 被映射到 [m]，这与式(3.28)的约束完全相同。

在这一点上，很明显，式(3.29) 只不过是由最优传输问题形成的线性规划的对偶问题。定

理3.3.1直接来自于线性规划的强对偶（定理3.2.1）。

117



3.3 最优传输

练习 3.3.7. 证明：

〈c, π〉 ≥ 〈p, ψ〉 − 〈w, ϕ〉 只要 π ∈ Π(ϕ, ψ) 和 (w, p) ∈Fc。 (3.30)

利用这一事实可以直接证明弱对偶性在最优传输问题中是成立的，即 D ≤ P。（这里 P 是在

原问题 (3.22)中定义的，D 是在对偶问题(3.29)中定义的。）

3.3.3 最优传输和竞争性均衡

Kantorovich 在最优传输的对偶理论方面的另一个主要成就是，将传输计划的最优性与

对偶问题中函数 w, p 的存在性联系起来，从而使得互补松弛条件成立。在这里，我们不以原

来的直接表述方式来呈现这个结果，而是通过竞争均衡问题的视角，这样做可以帮助我们在

价格、分散均衡和有效分配之间建立一些更深刻的认识。

3.3.3.1 顾问的问题

我们设想以下情况。铁是在有限的地点集合（用 X 表示）中开采的。我们用点 (a, b) ∈ R2

来表示一个元素 x ∈ X，该点可以理解为地图上所讨论的矿场的位置。按照女王的意愿，为

了保护帝国不受贪婪对手的侵害，这些铁被铁匠们锻造为剑。这个国家有许多才华横溢的铁

匠，他们的位置在 Y。与 X 相对应，每个 y ∈ Y 也表示 R2 中的一个点。因此，下文中我们的

表述为“矿场 x”，而不是“矿场在 x”，以此类推。

每个月，矿场 x 生产 ϕ(x) 盎司的铁矿石，而铁匠 y 消耗的铁矿石为 ψ(y) 盎司，我们将

这些数量视为固定的。假设总供给等于总需求，因此
∑

x ϕ(x) =
∑

y ψ(y)。为方便起见，我们

对其做归一化处理。因此，ϕ 和 ψ 分别是 D(X) 和 D(Y) 中的元素。

从 x 到 y 的运输成本是已知的，用每盎司 c(x, y) 表示。国王首席顾问的任务是，将铁

矿石分配和运输到铁匠那里，使每个铁匠 y 以最低的成本获得他们想要的铁矿石数量 ψ(y)。

只要稍加思考，你就会知道，顾问面对的问题就是一种最优传输问题(3.22)，我们在下文中称

其为原问题（primal problem）。

在 Kantorovich、Dantzig 和电子计算机出现之前的时代，顾问雇用了一个庞大的会计团

队，指示他们通过尝试不同的组合，来找到成本最低的分配方式。然而，几天后她意识到这项

任务是徒劳的。（由于与我们的数学模型对应的是无限可分性，因而分配方式也是无限的。如

果我们用一个有限近似来代替无限可分性，只需要适量的矿场和铁匠，那么它的计算规模可

以很容易地达到 §3.2.1中讨论的匹配问题的规模。）

3.3.3.2 公会的问题

这时，顾问有了另一个想法。有一个由旅行推销员组成的行会，他们在一个镇上购买商

品，并在另一个镇上出售这些商品。她找到这个工会的会长并要求他按照以下方式竞标该项
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目：该工会将向女王的国库支付每盎司 w(x)，购买矿场 x 的铁矿石；然后，他们将以每盎司

p(y) 的价格将铁矿石卖给女王在铁匠处 y 的代表。只要向所有铁匠提供他们所需的铁矿石

数量，差价可以被公会收入囊中。顾问要求公会会长给出价格函数 w 和 p。

公会会长一眼就看出，对每一个 x 和 y，p 和 w 必须满足 p(y)− w(x) ≤ c(x, y)，否则顾

问也不是傻瓜，他会立即看到，通过自己组织运输可以节省资金。考虑到这一约束，行会会长

寻求总利润最大化，即
∑

y p(y)ψ(y) −
∑

x w(x)ϕ(x)。此时，你就会发现，行会会长的问题正

是定理3.3.1所述的 Kantorovich 对偶问题。

由于顾问已经放弃了她的会计团队，公会会长雇用了他们，并要求他们提出最优的一对

价格。会计师们开始工作，尝试满足约束条件的不同价格组合。然而，由于没有系统的方法可

循或快速的计算机可使用，他们的进展很慢。顾问开始担心，即将到来的战争会在行会会长

答复之前结束。

3.3.3.3 去中心化均衡

在这一点上，顾问想到了另一种方法：将矿场私有化，废除公会，让旅行销售员、矿主和铁

匠做出个人选择，以使他们的利益最大化。购买和销售价格以及从每个矿场运往每个铁匠的

铁矿石数量，都将由自由市场决定。

虽然这位顾问比 Kantorovich 更早，但她的理由是，竞争会阻止每个推销员牟取暴利，而

对利润的渴望会鼓励高水平的运输和最小的浪费。事实证明，在我们现在描述的问题上，这

个想法的效果非常好。

为了方便记录，我们将这个市场的竞争性均衡（competitive equilibrium）定义为 RX×RY

上的一对价格向量 (w, p) 和数量的集合 π : X×Y→ R+。此时，对所有 X×Y 中的 (x, y)，满

足以下三个条件

∑
v∈Y

π(x, v) = ϕ(x) 和
∑
u∈X

π(u, y) = ψ(y) (RE)

p(y) ≤ c(x, y) + w(x) (NA)

p(y) = c(x, y) + w(x) 每当 π(x, y) > 0。 (IC)

条件（RE）是一种资源约束，它建立在没有矿石被浪费的假设中。条件（NA）是指没有套

利，如果沿着路线 (x, y) 违反该条件，那么另一位销售商（我们假设有很多）将能够通过在 x

处提供略高的购买价格或在 y 处提供略低的销售价格来获得业务而不遭受损失。最后，条件

（IC）是一种激励约束，即只要一条路线处于活跃状态（其含义是运输量不为零），价格就可以

保证销售商不亏本。

我们并不是说竞争均衡会立即且在每时每刻都成立，然而，如前一段所述，正如顾问所做

的那样，我们推断竞争均衡具有自然的稳定性。因此，我们预测这是分散贸易的可能结果，前
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提是私有产权得到执行（例如，路线上不存在匪徒），并且非竞争行为被阻止（例如，矿主的勾

结行为会受到适当的痛苦惩罚）。

给定 c，ϕ 和 ψ，我们可以陈述以下关键定理，即任何竞争性均衡都同时解决了顾问的数

量问题和公会会长的价格问题。

定理 3.3.2. 如果价格 (w, p) 和 π ∈Mn×m 形成一个竞争性均衡, 那么

(1) π 是一个最优传输计划，解决了原问题 (3.22)，并且

(2) (w, p) 解决了 Kantorovich 对偶问题(3.29)。

我们将使用下一个练习的结果来证明这个定理。

练习 3.3.8. 令 A 和 B 为非空集。令 f 和 g 为 A 和 B 上的实值，使得对所有 (a, b) ∈

A × B 有 f(a) ≥ g(b)，并且 mina∈A f(a) = maxb∈B g(b)。证明：如果存在 ā ∈ A 和 b̄ ∈ B，

使得 f(ā) = g(b̄)，那么 ā 是 f 在 A 上的一个最小值解，̄b 是 g 在 B 上的一个最大值解。

我们将按以下方式使用练习3.3.8。令 A = Π(ϕ, ψ) 和 B = Fc，f 为原始值，g 为对偶

值。通过式 (3.30)，顺序关系 f(π) ≥ g(w, p) 对所有可行的 π ∈ A 和 (w, p) ∈ B 的组合都成

立。根据强对偶性，我们仍有 minπ∈A f(π) = max(w,p)∈B g(w, p)。因此，我们只需要证明，当

(w, p) 和 π 构成竞争性均衡时，f(π) = g(w, p) 成立。

定理3.3.2的证明. 假设 (w, p) 和 π 构成一个竞争性均衡。根据（RE），我们知道 π 对于

原问题是可行的。根据（NA），我们知道 (w, p) 对于对偶问题是可行的。由于（IC）条件中的

等式在 π(x, y) > 0 时成立，我们通过将这个等式的两边都乘以 π(x, y)，然后在所有 x, y 上

求和，得到， ∑
x,y

c(x, y)π(x, y) =
∑
y

p(y)ψ(y)−
∑
x

w(x)ψ(x). (3.31)

应用练习3.3.8的结果，因此 π 在原问题中达到最小值，而 (w, p) 在对偶问题中达到最大

值。

我们还可以得到如下的逆命题：

定理 3.3.3. 如果 π 是一个最优传输计划，那么存在一对 (w, p) ∈ RX × RY，能够使 π 所决

定的数量和 (w, p) 中的价格形成一个竞争性均衡。

证明. 令 π 是一个最优计划。要成为最优计划，π 必须是可行的，因此 π ∈ Π(ϕ, ψ)，这意味着

（RE）成立。

根据 Kantorovich 对偶性定理（定理3.3.1），我们可以得到 (w, p) ∈ Fc，这样式(3.31)成

立。因为 (w, p) ∈ Fc(NA) 成立，根据 (NA)，对于所有 x, y，有 c(x, y) + w(x)− p(y) ≥ 0 成

立。结合上述结论和式(3.31)，我们得到（IC）一定是有效的。因此我们得出结论，π 和 (w, p)

形成一个竞争性均衡。
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图 3.14: 丝绸之路

3.3.4 一般流问题

我们现在描述一个一般性的网络流问题，可应用到国际贸易、通信和分配等各个领域。

这个一般问题的特例就是最优传输问题。

当我们介绍了这个问题时，我们会展示两个结果。首先，这个问题可以很容易地表述为

一个线性规划，并使用标准的线性规划方法来求解。其次，即使最优传输是一般流问题的严

格子集，每个一般流问题都可以使用最优传输和最短路径方法的组合来求解。

3.3.4.1 问题描述

我们对有 n 个节点的网络上的商品或服务流感兴趣。这个网络可以理解为一个加权有

向图 (V,E, c)。为了简化符号，我们将节点从 1 到 n 进行标记，并使 V = [n]。存在一条权重

为 c(i, j) 的边 e = (i, j) ∈ E，表示货物可以以 c(i, j) 的成本从 i 运到 j。回顾 §1.4.1，I (i)

是节点 i 的直接前趋节点的集合（对于所有 u ∈ V，都有 (u, i) ∈ E），O(i) 是直接后继节点

的集合（对于所有 j ∈ V，都有 (i, j) ∈ E）。

一个典型的例子是古代著名的丝绸之路， 其中一部分如图3.14所示。 丝绸在洛阳

（Loyang）和长安（Changan）等东部城市生产，然后向西运输以满足罗马（Rome）、君士坦

丁堡（Constantinople）和亚历山大（Alexandria）的最终需求，而像叶尔羌（Yarkand）这样的城

镇则成为贸易枢纽。贸易商通常不会在整个路线上行走，而是在他们熟悉其语言和习俗的一

对枢纽之间来回穿梭。6

回到模型中，我们允许在每个节点上都有商品的初始供给（initial supply）和最终需求

（final demand）（尽管其中一个或两个可能是零）。令 s(i) 和 d(i) 分别为节点 i 的供给和需

6我们用丝绸之路作为网络流问题的一个例子并不是原创的。Galichon (2018) 在最优传输的背景下提供了一个高度可读的处
理方法。
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求，假设网络上的总供给和总需求相等，因此有：

∑
i∈V

s(i) =
∑
i∈V

d(i)。 (3.32)

这可以理解为一种均衡条件：价格已经调整到初始供给和最终需求在总量上相等。我们自始

至终假定向量 s 和 d 是非负的，且至少有一个正元素。

对于所有的 i, j ∈ V，令 q(i, j) 表示为从节点 i 运到节点 j 的货物数量。最小成本网络

流问题就是最小化总运输成本（total shipping cost），即

∑
i∈V

∑
j∈V

c(i, j)q(i, j), (3.33)

约束条件为 q ≥ 0，以及

s(i) +
∑

v∈I (i)

q(v, i) = d(i) +
∑
j∈O(i)

q(i, j), ∀i ∈ V。 (3.34)

式(3.34)左边代表的是对节点 i 的总供给量（初始供给加上来自其他节点的流入），等式右边

则代表的是总需求（最终需求加上流向其他节点的流出）。

练习 3.3.9. 虽然我们把它们分开介绍，但逐个节点的约束(3.34)意味着加总约束(3.32)。

解释一下为什么会这样。

3.3.4.2 最优化

有几种方法可以将网络流问题转化为一个线性规划问题。遵循Bertsimas & Tsitsiklis

(1997) 的介绍，我们把 m = |E| 看作边的总数，并将它们（以任何方便的方式）列举为

e1, . . . , em。对于某些 j ∈ [n]，如果 ek = (i, j)，则假设 ek 离开（leaves）了节点 i。同样的，对

于 ℓ ∈ [n]，如果 ek = (ℓ, i)，则假设 ek 进入（enters）了节点 i。然后，我们定义 n ×m 维节

点-边的关联矩阵（node-edge incidence matrix）A 为：

A = (aik), 其中 aik :=


1 如果 ek 离开 i

−1 如果 ek 进入 i

0 否则

示例 3.3.1. 考虑图3.15中非常简单的最小成本流问题。装运成本 c(i, j) 列在每条现有边的

旁边，节点 1 的初始供应量为 10，其他节点为 0，最终需求在节点 4 为 10，其他节点为 0。我

们将边列举为，

E = {e1, . . . , e4} = {(1, 2), (1, 4), (2, 3), (3, 4)}。 (3.35)
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1

s1 = 10

2

3

4 d4 = 10

4
1

1
1

图 3.15: 一个简单的网络流问题

节点-边的关联矩阵为，

A =


1 1 0 0

−1 0 1 0

0 0 −1 1

0 −1 0 −1

。

现在，回到一般情况，我们将 q 和 c 重新排列为 m × 1 的向量 (qk) 和 (ck)，其中 qk 是

沿边 k 运输的数量，ck 是成本。例如，如果 ek = (i, j)，那么 qk = q(i, j)，ck = c(i, j)。此外，

我们将 b 设定为 Rn 中的向量，其第 i 个元素为 s(i)− d(i)，它是节点 i 的净外生供给。

练习 3.3.10. 沿用此设定, 在示例3.3.1的特殊情形下，证明：式(3.34)与 Aq = b 等价。

练习 3.3.11. 令 (Aq)(i) 为 Aq 的第 i 行，证明：

(Aq)(i) =
∑
j∈O(i)

q(i, j)−
∑

v∈I (i)

q(v, i)。 (3.36)

式(3.36) 告诉我们，Aq 的第 i 行给出了在传输计划 q 之下节点 i 的净流出。现在，使用

符号 〈c, q〉 :=
∑m

k=1 ckqk，最小成本网络流问题现在可以表示为：

min 〈c, q〉 s.t. q ≥ 0 和 Aq = b。 (3.37)

这是一个标准等式形式的线性规划，我们可以应用任意线性规划求解器。对于示例3.3.1，我

们运行以下程序：

A = (( 1, 1, 0, 0),

(-1, 0, 1, 0),

( 0, 0, -1, 1),

( 0, -1, 0, -1))
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b = (10, 0, 0, -10)

c = (1, 4, 1, 1)

result = linprog(c, A_eq=A, b_eq=b, method='highs-ipm')

print(result.x)

输出是 [10. 0. 10. 10.]。回顾式(3.35)中路径的顺序，与我们直觉得到的结果一样，

最优传输计划为 q(1, 4) = 0 和 q(1, 2) = q(2, 3) = q(3, 4) = 10。

练习 3.3.12. 一些网络流问题有容量约束 (capacity constraints)， 这可以使用映射

g : E → [0,∞] 以及限制条件 q(e) ≤ g(e)（∀e ∈ E）来建模（如果 g(e) = +∞，则在边 e

上不存在运输能力的约束)。将其建模为一个线性规划问题，并修改上面解决示例3.3.1的代

码，在其中添加 g(1, 2) = 5 的容量约束。求解最优方案。

练习 3.3.13. 解释 §3.3.1中处理的一般最优传输问题，是如何成为最小成本网络流问题

的一个特例的。

3.3.4.3 回归最优传输

在练习3.3.13中，我们看到每个最优传输问题都是一种特殊的最小成本网络流问题。从

某种意义上说，反之亦然。特别是，我们可以使用最优传输方法来解决任何网络流问题，但前

提是我们首先通过应用最短路径来修改网络流问题。

为了解释这一点，我们讨论 §3.3.4.1中描述的抽象网络流问题，设有加权有向图 (V,E, c)，

V = [n]，初始供应向量为 s ∈ Rn+，最终需求向量为 d ∈ Rn+。就本节而言，我们将满足

s(i) − d(i) > 0 的节点 i 称为纯供给商 (net supplier)，将满足 d(i) − s(i) > 0 的节点 i 称

为纯消费者 (net consumer)，将满足 s(i) = d(i) 的节点称为贸易枢纽 (trading stations)。

示例 3.3.2. 在图3.16的左边，节点 1 和 2 是纯供给商，3 是贸易枢纽，4 和 5 是纯消费者。

示例 3.3.3. 在丝绸之路的应用中，罗马是一个纯消费者，即最终需求量巨大且为正，而初始

供应量为零。像叶尔羌这样的城市可能应该被建模为一个贸易枢纽，也即 s(i) = d(i) = 0。

回归最优传输背后的逻辑是，将网络供给商节点视为源位置，将网络消费者节点视为最

优传输问题中的目标位置。下一步是计算从每个网络供给商 i 到每个纯消费者 j 的最短路

径（如果有多条，则选择任意一条），令 ρ(i, j) 表示这条路径，表示为 E 中的一系列边。遍历

ρ(i, j) 的成本是，

ĉ(i, j) :=
m∑
k=1

ck1{ek ∈ ρ(i, j)}。

现在，取消贸易枢纽，我们用以下符号解决最优传输问题：

• X = 纯供给商的集合，
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图 3.16: 将最小成本的最优流动问题回归到最优传输问题

• Y = 纯消费者的集合，

• X 上有，ϕ(i) = s(i)− d(i)，

• Y 上有，ψ(j) = d(j)− s(j)，

• 成本函数 ĉ(i, j) 如上定义。7

在我们找到最优传输计划 π 之后，通过以下设定得到沿任意边 ek ∈ E 的网络最小成本流

qk，即

qk =
∑
i∈X

∑
j∈Y

π(i, j)1{ek ∈从 i 到 j 的最短路径}。

练习 3.3.14. 回顾我们对 s 和 d 的假设，证明，
∑

i∈X ϕ(i) =
∑

j∈Y ψ(j)，并且这个加总是

非零的。

备注 3.3.2. 不同于最优传输问题标准公式的要求，我们没有强加
∑

i ϕ(i) =
∑

j ψ(j) = 1，

但这种归一化条件只是为了阐述方便而使用的，大多数求解器并不对此作出要求。

图3.16说明了该方法。在计算出最短路径后，贸易枢纽 3 被取消了。

3.4 章节说明

我们对最短路径的处理可以理解为 Bellman-Ford 算法和 Dijkstra 算法的简化版本，这

两种算法经常被用来解决大型最短路径规划问题。我们的方法旨在强调递归求解，从实际建

模（例如，Lucas & Stokey (1989) 或Ljungqvist & Sargent (2018)) 到生产链 (Kikuchi et al.,

2021)，这些方法对于经济问题分析都很有价值。

如果想更深入地了解线性规划，我们推荐Bertsimas & Tsitsiklis (1997) 和 Matousek &

Gärtner (2007) 的优秀教材。作为睡前读物的话，Cook (2011) 提供了一些有趣的介绍，该书

介绍了网络问题的一些主要思想和应用，并回顾了一些计算方法的发展历程。

虽然在 §3.2.1中，我们对匹配和分配问题做了一个异想天开的介绍，但这些问题在现实

世界中有很重要的应用。例如，将肾脏捐赠者分配给接受者，将母亲分配到产科病房，将医生

7如果不存在从 i 到 j 的路径，那么我们设定 ĉ(i, j) = ∞，这种设定可以在线性规划求解器中通过添加容量约束实现。例如，
Peyré et al. (2019) 中的 10.3 节。
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3.4 章节说明

分配到医院，将学生分配到学校，为送货司机分配订单，为自动驾驶汽车分配乘客。8关于分

配、匹配问题和组合优化的简史可参见 Schrijver (2005)。Greinecker & Kah (2021) 则研究

了一个在有许多代理人的环境中，稳定匹配的存在性。

Villani (2008) 和 Vershik (2013) 介绍了关于最优传输问题的历史背景。Vershik (2013)

提到了 Kantorovich 作为在斯大林和赫鲁晓夫时代工作的数学家所面临的一些问题，他关于

最优传输的对偶性定理可以被看作是竞争性市场均衡可达到最优传输计划的证明。

在 §3.3.2中，我们提到 Kantorovich 的工作预见到了后来线性规划对偶性理论的大部分

发展。事实上，根据 Vershik (2013)，Kantorovich 预见到了关于线性规划本身的大部分一般

理论，包括提供了一个后来由 Dantzig 重新发现和扩展的单纯形算法。

最优传输的应用范围非常广泛，遍及经济学、计量经济学、金融学、统计学、人工智能、

机器学习等领域。在经济学领域，Galichon (2018) 提供了一个很好的概述。Fajgelbaum &

Schaal (2020) 考虑了空间均衡中的最优传输。Beiglböck et al. (2022) 回顾了现代金融理论

中的一些重要里程碑，并探讨了它们之间是如何通过最优传输建立起联系的。Kolouri et al.

(2017) 则探究了最优传输与机器学习的关系。

现在，最优传输计算理论是一个重要的研究领域，Peyré et al. (2019) 对此提供了

高质量的阐述，Blanchet et al. (2018) 使用最优传输计算理论解决了平均场博弈论中的

Cournot-Nash 均衡。

8最后一个问题是关于自动驾驶（Autonomous Mobility on Demand，AMoD）领域，参见Ascenzi & Palanza (2021)
或Simonetto et al. (2019)。
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第四章 马尔可夫链与网络

随机过程中有一大类理论是以有限集合演化的马尔可夫链为基础的，马尔可夫链在经济

学、金融学、运筹学和社会科学等领域的定量建模上都有广泛应用。马尔可夫链用加权有向

图进行展示是最容易理解的，其图论性质（例如连通性与周期性）是动态学研究的关键基础。

4.1 马尔可夫链有向图

我们先从基本的定义开始，然后进入动态研究。

4.1.1 马尔可夫模型

一个有限马尔可夫模型（finite Markov model），其加权有向图为 M = (S,E, p)，其中，S

是（有限）节点的集合，E 是边的集合，p 是权重函数，其附加限制为：

∑
y ∈O(x)

p(x, y) = 1, ∀x ∈ S。 (4.1)

第32页的图1.15 提供了这种有向图的一个例子。

有限马尔可夫模型 M = (S,E, p) 的节点集 S 也称为模型的状态空间（state space），节

点称为状态（states）。两种标准的解释是：

(1) S 代表某个随机元素（状态）的一组可能状态集，权重 p(x, y) 代表状态从 x 一步转移到

y 的概率。

(2) S 代表大规模样本中一组可能测算值的集合（例如，测量大量横截面样本家庭的每周工

作小时数），p(x, y) 是单位时间内从状态 x 转移到状态 y 的代理人所占的比重。

这两种解释关系到我们在后文中的讨论内容。

4.1.1.1 转移矩阵

如果 M 是有限马尔可夫模型，则式(4.1)的约束等价于，与 M 关联的邻接矩阵是随机

的（有关定义参见 §1.3.1.3 ）。用 {1, 2, 3} 标识 S = {poor,middle, rich} ，则此加权有向图的
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4.1 马尔可夫链有向图
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图 4.1: 用国家 GDP 的相对动态变化作的有向图

邻接矩阵为，

Pa =


0.9 0.1 0.0

0.4 0.4 0.2

0.1 0.1 0.8

 (4.2)

由于 Pa ⩾ 0 且每行和为 1，根据定义，Pa 是一个随机矩阵。在有限马尔可夫模型中，M 的

邻接矩阵也称为转移矩阵（transition matrix）。

在符号表示方面，当 S 具有代表性元素 x, y 时，将转移矩阵 P 的元素写成 P (x, y) 要

比 Pij 或其他类似形式更方便。我们可以把 P 视为将权重函数 p 从 E 扩展到 S × S 中所

有 (x, y) 对的集合，当 (x, y) /∈ E 时，赋值为 0。因此，对于 (x, y) 的每个可能选择，P (x, y)

的值代表了从 x 到 y 的一步转移概率。

现在，P 的随机性要求其可以被重新记为 P ⩾ 0 以及

∑
y∈S

P (x, y) = 1, ∀x ∈ S。 (4.3)

式(4.3)的约束条件只是说状态空间是“完整”的：在到达 x ∈ S 之后，状态必须转移到某个

y ∈ S 中。

使用 §1.3.1中的符号，若 P 是随机的，就等于要求 P 的每一行都在 D(S) 中。

示例 4.1.1. Quah (1993) 在研究国际增长动态时，估计了一个马尔可夫模型。模型中的状态

被规定为一个特定国家的实际人均 GDP 相对于世界的平均水平。Quah 将可能值离散地设

为 0–1/4, 1/4–1/2, 1/2–1, 1–2 和 2–∞，并分别将这些状态称为 1 到 5。状态发生变化的时

间设定为一年。加权有向图4.1给出了估算的一步转移概率，其中

• S = {1, . . . , 5} 表示状态空间，

• 边的集合 E 由箭头所表示，

• 转移概率用附加在这些边上的权重进行标识。
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图 4.2: 用国家 GDP 的相对动态变化作的有向图（数据更新后）

示例4.1.1中马尔可夫模型对应的转移矩阵为：

PQ =



0.97 0.03 0.00 0.00 0.00

0.05 0.92 0.03 0.00 0.00

0.00 0.04 0.92 0.04 0.00

0.00 0.00 0.04 0.94 0.02

0.00 0.00 0.00 0.01 0.99


(4.4)

请注意，PQ 主对角线上的值相对较大，这意味着状态的强持久性：状态在不同时期保持恒定

的概率很高。

Quah (1993) 通过最大似然估计估算了 PQ，并汇总了 1960–1984 年间的状态转移情

况。（在这种情形下，最大似然估计相当于记录状态之间转换的相对频率）。图4.2显示了使用

世界银行 1985–2019 年的 GDP 数据，来重复上述估计过程的结果。与先前估计相比，这些

数值相对稳定。下面我们将研究长期预测是如何被影响的。

在另一个例子中，Benhabib et al. (2019) 估计了下述代际社会流动性的转移矩阵：

PB :=



0.222 0.222 0.215 0.187 0.081 0.038 0.029 0.006

0.221 0.22 0.215 0.188 0.082 0.039 0.029 0.006

0.207 0.209 0.21 0.194 0.09 0.046 0.036 0.008

0.198 0.201 0.207 0.198 0.095 0.052 0.04 0.009

0.175 0.178 0.197 0.207 0.11 0.067 0.054 0.012

0.182 0.184 0.2 0.205 0.106 0.062 0.05 0.011

0.123 0.125 0.166 0.216 0.141 0.114 0.094 0.021

0.084 0.084 0.142 0.228 0.17 0.143 0.121 0.028



(4.5)

这里，各种状态表示财富分布的分位数。特别是，用 1, 2, . . . , 8 来表示状态，其相对应的

百分位数分别为：

0–20%, 20–40%, 40–60%, 60–80%, 80–90%, 90–95%, 95–99%, 99–100%。

转移概率是根据美国 2007–2009 年消费者金融调查数据估算的。与状态强持久的矩阵 PQ

对比，PB 矩阵上主对角线上的权重越小，意味着代际间的混合越多：初始条件的影响是相对
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4.1 马尔可夫链有向图
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图 4.3: 转移矩阵 PB 的等值线图

短暂的。

如图4.3所示，可以从矩阵 PB 的等值线图中获得有关动态的更多信息。在这里，我们把

PB 逆时针旋转 90 度后绘制成热力图（heat map）。旋转的目的是为了使该矩阵的动态与通

常用于理解离散时间动态系统的 45 度图相一致，从状态 x 开始的垂直线对应于下一期的条

件分布 P (x, ·)。

在这种情况下，我们看到，相对较低的状态是更容易出现的，而家庭处于最高状态往往会

向中间地带回落。

练习 4.1.1. 令 M 是具有状态空间 S 和转移矩阵 P 的有限马尔可夫模型。证明：U ⊂ S

对于有向图 M 来说是吸收集（参见 §1.4.1.3），当且仅当

∑
y∈U

P (x, y) = 1, ∀x ∈ U。 (4.6)

4.1.1.2 马尔可夫链

考虑一个具有状态空间 S 和转移矩阵 P 的有限马尔可夫模型 M，与前文一样，P (x, y)

表示从 x 转移到 y 的一步概率。换句话说，当处于状态 x 时，我们通过分布 P (x, ·) 从 S 中

选择一个新的状态，从而更新到该状态，由此产生的随机过程称为马尔可夫链。

我们可以更正式地进行如下表述。令 (Xt)t∈Z+
是一个在集合 S 中取值的随机变量序列，
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如果在 S 上存在一个随机矩阵 P 能够使得

P{Xt+1 = y | X0, X1, . . . , Xt} = P (Xt, y), ∀t ≥ 0, y ∈ S， (4.7)

则我们说 (Xt) 是在 S 上的马尔可夫链（Markov chain）。为了简化术语，当 (Xt) 满足

式 (4.7)时，我们也称其为P -Markov。我们将 X0 或分布 ψ0 称为 (Xt) 的初始条件（initial

condition），具体取决于上下文。

马尔可夫链的定义说明了两件事：

(1) 状态 Xt 更新到 Xt+1 时，不需要更早的状态信息。

(2) 给定 Xt，矩阵 P 编码了执行状态更新所需的所有信息。

可以用算法来模拟一种马尔可夫链的生成方式：令 P 为随机矩阵，ψ0 为 D(S) 的一个

元素。现在，用算法3（Algorithm3）生成 (Xt)，生成的序列是初始条件为 ψ0 的 P -Markov 。

设定 t = 0，从分布 ψ0 中抽样得到 Xt

while t <∞ do
从 P (Xt, ·) 分布中抽样得到 Xt+1

令 t = t+ 1

end
Algorithm 3: 初始状态为 ψ0 的 P -Markov(Xt) 生成过程

4.1.1.3 模拟

对于模拟和理论来说，能够将算法3转化为控制 (Xt)t≥0 演化的随机差分方程是非常有

用的。现在，我们概述使用逆变换采样（inverse transform sampling）的过程（参见 §1.3.1.2）。

为简单起见，我们假设 S = [n]，其代表性元素为 i, j。我们的基本思路是，对 P 的每一行使

用逆变换采样方法，然后在每次更新时通过一个均匀的随机变量来进行样本随机抽样。

为此，我们设，

F (i, u) :=
n∑
j=1

j1{q(i, j − 1) < u ≤ q(i, j)} (i ∈ S, u ∈ (0, 1)),

其中，对于每一个 i, j ∈ S，q(i, j) 的值都被递归地定义为，

q(i, j) := q(i, j − 1) + P (i, j), 其中 q(i, 0) = 0。

令 U(0, 1) 代表 (0, 1) 上的均匀分布，并取

Xt+1 = F (Xt, Ut+1), 其中 (Ut)
IID∼ U(0, 1)。 (4.8)
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4.1 马尔可夫链有向图
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图 4.4: 跨期财富分位数

如果 X0 是一个独立抽样的随机变量，在 S 上的分布为 ψ0，那么，(Xt) 就是在 S 上的初始

条件为 ψ0 的 P -Markov，正如练习4.1.2所要证明的。

练习 4.1.2. 以 Xt = i 为条件，证明：对于给定的 j ∈ S，

(1) Xt+1 = j，当且仅当 Ut+1 位于区间 (q(i, j − 1), q(i, j)]，

(2) 该事件的概率为 P (i, j)。

得出结论，式(4.8)中的 Xt+1 是来自 P (i, ·) 中的抽样。

图4.4中的每个子图都展现了两条马尔可夫链，它们都是由随机差分方程(4.8)生成的。生

成的序列来自于各自的独立抽样序列 (Ut)，上子图 PB 的基础转移矩阵来自于式(4.5)，下子

图 PQ 则来自于式(4.4)。在这两个图形中，一条链从最低点的状态开始，另一条从最高点的

状态开始。请注意，由 PB 生成的时间序列要比 PQ 生成的时间序列代际混合的更快：初始状

态的差异并不能有力地预测“老化（burn in）”时期后的结果。1我们将在下面讨论混合及其与

平稳性的关系。

4.1.1.4 高阶转移矩阵

给定一个具有状态空间 S 和转移矩阵 P 的有限马尔可夫模型 M，对于所有的 k，定义

(P k)k∈N 为 P k+1 = PP k，并将单位矩阵界定为 P 0 = I = 单位矩阵。换句话说，对于每个 k，

矩阵 P k 是 P 的 k 次幂。如果我们逐个元素拼凑出矩阵乘积 P k+1 = PP k，可以得到，

P k+1(x, y) :=
∑
z

P (x, z)P k(z, y) (x, y ∈ S, k ∈ N)。 (4.9)

1译者注：马尔可夫链需要经过多次状态转移才能获得一个较平稳的状态，此时的采样也比较接近真实分布，这一过程被称为
“burn in”。

132



第四章 马尔可夫链与网络

练习 4.1.3. 证明：对于所有的 k ∈ N，P k 都是 S 中的随机矩阵。

在此情形下，P k 被称为对应于矩阵 P 的k 步转移矩阵（k-step transition matrix）。其解

释如下：如果 (Xt) 是 P -Markov，那么对于任意的 t, k ∈ N 以及 x, y ∈ S，都有，

P k(x, y) = P{Xt+k = y|Xt = x}。 (4.10)

换句话说，P k 为 P -Markov 链 (Xt) 提供了 k 步转移概率，也正如其名称所暗示的那样。

这种说法可以通过归纳法来验证。给定 t ∈ N 和 x, y ∈ S，根据定义，当 k = 1 时，该说

法显然正确。假设在 k 步时也正确，现在考虑 k + 1 的情况。根据全概率定律，我们有,

P{Xt+k+1 = y|Xt = x} =
∑
z

P{Xt+k+1 = y|Xt+k = z}P{Xt+k = z|Xt = x}。

归纳假设允许我们使用式(4.10)，所以上述方程变为，

P{Xt+k+1 = y|Xt = x} =
∑
z

P (z, y)P k(x, z) = P k+1(x, y)。

归纳法证明结束。

高阶马尔可夫矩阵中有一个常用的恒等式是，

P j+k(x, y) =
∑
z

P k(x, z)P j(z, y) ((x, y) ∈ S × S)。 (4.11)

该式对于 N 中任意的 j, k 都适用，该式也被称为Chapman–Kolmogorov 方程。请注意，

• 式(4.9) 是式(4.11) 的特殊形式，

• 式(4.11) 是第35页式 (1.27)的特殊形式，只不过换了一种表达形式。

为了给 Chapman–Kolmogorov 方程的有效性提供概率上的直觉，给定 X0 = x 以及

y ∈ S，再次使用全概率定律，我们有，

P{Xj+k = y|X0 = x} =
∑
z

P{Xj+k = y|X0 = x, Xk = z}P{Xk = z|X0 = x}

根据马尔可夫性质式(4.7)，未来和过去在给定的当下条件下是独立的，于是有，

∑
z

P{Xj+k = y|X0 = x, Xk = z} =
∑
z

P{Xj+k = y|Xk = z}。

依据该事实和式(4.10)，上上个等式可以重写为式(4.11)。
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4.1 马尔可夫链有向图

4.1.2 分布动态

令 M 是具有状态空间 S 和转移矩阵 P 的有限马尔可夫模型，令 (Xt) 为 P -Markov，

并且对于每个 t ≥ 0，将 ψt ∈ D(S) 定义为：

ψt := P{Xt = ·} = Xt 的分布。

向量 ψt 被称为 Xt 的边际分布（marginal distribution）。虽然 (Xt) 是随机的，但序列 (ψt)

是确定的。本节将研究其动态变化。

4.1.2.1 更新的边际分布

本节的核心思想在于：连续的边际分布之间存在简单的联系。根据全概率公式，我们有，

P{Xt+1 = y} =
∑
x

P{Xt+1 = y |Xt = x} · P{Xt = x},

该式也可以写作，

ψt+1(y) =
∑
x

P (x, y)ψt(x) (y ∈ S)。 (4.12)

这个基础表达式告诉我们，如何在给定转移矩阵 P 的条件下，更新边际分布。

当每个 ψt 被解释为一个行向量时，我们可以将式(4.12)写为，

ψt+1 = ψtP。 (4.13)

（此后，在涉及矩阵代数的表达式中，除非另有说明，否则分布均为行向量）。一些作者将

式(4.13)称为与 P 相关的前向方程（forward equation），而 ψ 7→ ψP 则被称为前向算子

（forward operater），类似于连续时间的 Kolmogorov 前向方程。

将式(4.13)视为分布空间中的差分方程。向后迭代，

ψt = ψt−1P = (ψt−2P )P = ψt−2P
2 = · · · = ψ0P

t。

给定任意 ψ0 ∈ D(S) 和 t ∈ N，我们有，

ψ0P
t = Xt 的分布，其中 X0

d
= ψ0。

示例 4.1.2. 作为说明，我们取Quah (1993) 中使用 1960-1984 年数据估计出的矩阵 PQ，并用

P tQ 来更新 1985 年后的分布，共更新 t = 2019 − 1985 = 34 次，以获得 2019 年跨国收入分

布的预测值。图4.5展示了这一预测与根据世界银行 GDP 数据计算的 2019 年实际分布对比
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图 4.5: 2019 年预测与实现的跨国收入分布

的情况。2

4.1.2.2 长期轨迹

马尔可夫链分析的主要子领域之一是分布序列的渐近性（asymptotics），这个主题对网

络理论也很重要。在 §4.2.2中，我们将深入研究渐近性。本节我们先通过模拟建立一些直觉。

图4.6显示了当 S = {1, 2, 3}，ψ = (0, 0, 1) 且 Pa 为转移矩阵式(4.2)时的轨迹 (ψP ta)。

蓝色三角形是 R3
+ 中的单位单纯形，由所有能够使得 ψ ≥ 0 且 ψ1 = 1 的行向量 ψ ∈ R3

组成。当 S = {1, 2, 3} 时，可以用 D(S) 来识别单位单纯形。图中的红点是序列 (ψP ta) 在

t = 0, . . . , 20 时的分布。图4.7显示了 Pa 从初始条件 ψ = (0, 1/2, 1/2) 开始的分布动态。

似乎这两条序列都在收敛，事实证明也是这样的——图中的黑点是两条序列的极限。此

外，如 §1.3.1.3中定义的，这个点是 Pa 的平稳分布。事实上，我们还将进一步证明不存在其

他平稳分布，并且无论选择何种 ψ ∈ D(S)，ψP ta 都会收敛到平稳分布。这是由 Pa 的某些性

质决定的，例如连通性和非周期性。

图4.8提供了另一个分布序列的可视化图形，这次是由式 (4.5)中的矩阵 PB 所生成的，并

且初始条件 ψ0 是均匀的。图中所示的不同分布结果是在不同 t 值下计算出的 ψP tQ，各财富

阶层的分布似乎会迅速收敛到一个长期极限。下面我们将证实这一点，并且证明该极限与初

始条件无关，快速收敛的速度是由动态转换过程中的高度混合所造成的。

2示例4.1.2 旨在说明分布更新的机制。虽然 Quah (1993) 中的方法是发人深省的，但它很难对像跨国收入分布这样复杂的事
情做出合理的长期预测。事实上，2019 年预测分布和实际分布之间的 Kullback–Leibler 偏差要大于 1985 年和 2019 年分布之
间的 Kullback–Leibler 偏差。显然，一个天真的“什么都不会改变”的估计模型要比 Quah 预测的更好。本文大部分的重点是短
期预测情景，在该情境下，系统在适当的转换后大致处于静止状态，而不是难以量化的非平稳变化的长期预测。
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(1, 0, 0)
(0, 1, 0)

(0, 0, 1)

图 4.6: 从 ψ0 = (0, 0, 1) 开始的轨迹

(1, 0, 0)
(0, 1, 0)

(0, 0, 1)

图 4.7: 从 ψ0 = (0, 1/2, 1/2) 开始的轨迹
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图 4.8: 依据 PB 得出的分布预测

4.1.3 平稳性

在本节中，我们将研究平稳分布及其性质。正如我们将看到的，平稳分布可以被视为边

际分布序列演化到一种稳态。（在我们后续研究遍历性时，平稳分布将获得另一种重要的解

释）。

4.1.3.1 平稳分布

回顾一下 §1.3.1.3，如果 P 是一个随机矩阵，ψ ∈ Rn+ 是能够满足 ψ1 = 1 以及 ψP = ψ

的一个行向量，那么就称，ψ 对 P 来说是平稳的。所以，现在令 M 为一个具有状态空间 S

和转移矩阵 P 的有限马尔可夫模型。用马尔可夫链的符号来表述就是，如果，

ψ∗(y) =
∑
x∈S

P (x, y)ψ∗(x) ∀y ∈ S,

则称分布 ψ∗ ∈ D(S) 对于 M 来说是平稳（stationary）的。我们也将此表达式写为 ψ∗ =

ψ∗P，并将 ψ∗ 理解为更新分布映射 ψ 7→ ψP 的不动点（参见式(4.13)）。

如果 Xt
d
= ψ∗，那么，对于任意的 j ∈ N，不动点性质意味着 Xt+j

d
= ψ∗P j = ψ∗。因此

Xt
d
= ψ∗ =⇒ Xt+j

d
= ψ∗, ∀j ∈ N。

示例 4.1.3. 假设工人被雇佣的概率为 α，被解雇的概率为 β，则工人在失业和就业状态之间

的转移矩阵为

Pw =

1− α α

β 1− β

。 (4.14)

在 §1.2.3.3 中，我们证明了，α + β > 0 意味着 ψ = (β/(α + β), α/(α + β)) 是 Pw 的左主特

征向量（dominant left eigenvector）。由于 r(Pw) = 1，Perron–Frobenius 定理告诉我们，ψ 对
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4.1 马尔可夫链有向图

于 Pw 是平稳的。其中的含义是，如果两个就业工人的状态分布由 ψ 给出，并且状态更新服

从于 ψ 编码的动态，那么观测到的失业率就不会有进一步变化。

示例 4.1.4. 图4.6–4.7中的每个黑点，代表了边际序列的极限，也是第128页式(4.2)中显示的

马尔可夫矩阵 Pa 的平稳分布。我们将在 §4.1.3.4中讨论它的计算。

练习 4.1.4. 令 M 是具有状态空间 |S| = n 和转移矩阵 P 的有限马尔可夫模型，令

ψ ≡ 1/n 为 S 上的均匀分布。证明：当且仅当 P 具有双重随机性（doubly stochastic）（即列

加总与行加总都是单位 1）时，ψ 对于 P 来说是稳态的。

在图4.6–4.7中，所有的轨迹都向平稳分布收敛，但并非所有的平稳分布都具有这种“吸引

者”（attractor）的属性，而且一般来说，平稳分布也可以有许多个。下一个例子将说明这一点。

练习 4.1.5. 令当且仅当 x = y 时，M = (S,E, p) 是具有 (x, y) ∈ E 的有限马尔可夫模

型。描述对应的权重函数和相应的转移矩阵，并证明：D(S) 中的每个分布对于 M 都是平稳

的。

4.1.3.2 存在性和唯一性

根据 Perron-Frobenius 定理，我们很容易得到以下基本结果。

定理 4.1.1 (平稳分布的存在性和唯一性). 每个有限马尔可夫模型 M = (S,E, P ) 在 D(S)

中至少有一个平稳分布 ψ∗ 。如果有向图 (S,E) 是强连通的，那么 ψ∗ 在 S 上唯一且处处为

正。

证明. 令 M 是一个有限马尔可夫模型，由于对应的邻接矩阵 P 是随机的，因此存在性可由

§1.3.1.3中的练习1.3.7得到。根据第36页的定理1.4.3，M 的强连通性意味着 P 具有不可约性

（irreducibility）。当 P 不可约时，平稳分布的唯一性和处处为正的性质可由 Perron-Frobenius

定理得出（第13页）。

定理4.1.1唯一性背后的基本思想如下。假设 M 是强连通的，但在 P(S) 中有两个不同

的平稳分布 ψ∗ 和 ψ∗∗。由于从状态 ψ∗ 开始的 P -Markov chain 总是具有边际分布 ψ∗，同

样，对于 ψ∗∗ 也是如此，也即不同的初始条件会导致不同的长期结果。但是，这通过如下方式

违背了强连通性：强连通性意味着两条链都遍历了整个状态空间。此外，作为马尔可夫链，它

们一旦到达某一状态，更早的信息就可以被忽略，因此最开始的抽样应该是无关紧要的。

(实际上，最后一段叙述并不完整。初始条件在某种意义上能够决定强连通性下的长期结

果：一个“周期性”（periodic）马尔可夫模型可以遍历整个空间，但只能在特定时间内进行，而

这取决于开始的位置。如果我们排除了这种周期性，我们得到的结果甚至比定理4.1.1更强。

这一问题将在 §4.2.2中处理。）
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4.1.3.3 Brouwer’s 定理

证明定理4.1.1中存在性的另一种方法是，通过 L. E. J. Brouwer (1881-1966) 提出的著

名的不动点定理。

定理 4.1.2 (Brouwer). 如果 C 是 Rn 上的一个闭凸子集（convex compact subset），并且 G

是 C 上的一个连续自映射，那么，G 在 C 中至少有一个不动点。

在一维中证明定理4.1.2并不困难，然而在更高维度上的证明是有难度的。例如，参

见Aliprantis & Border (1999)。

练习 4.1.6. 应用中值定理，证明：在 C = [0, 1] 情形下的 Brouwer 不动点定理。

Brouwer 不动点定理的一个优点是其条件相当宽松，其缺点则是它只提供了存在性，无

法得出唯一性或平稳性。图6.4提供了一个例子，展示了在该定理的条件下，多个不动点是如

何共存的。3。

练习 4.1.7. 应用 Brouwer 不动点定理，证明：定理4.1.1的第一部分（平稳分布的存在）。

4.1.3.4 运算

我们来考虑如何计算平稳分布。虽然 ψ∗P = ψ∗ 是我们希望直接解出 ψ∗ 的有限线性方

程组，但这种想法存在问题。例如，ψ∗ = 0 是一个不存在于 D(S) 中的解。

为了将解限制在 D(S) 内，我们进行如下操作：假设 |S| = n，并注意当且仅当 ψ(I−P ) =

0 时，行向量 ψ ∈ D(S) 是平稳的（其中 I 是 n × n 的单位矩阵）。令 1n 为 1 × n 的行向量

(1, . . . , 1)，1n×n 为 n× n 的 1 矩阵。

练习 4.1.8. 考虑一个线性系统，

1n = ψ(I − P + 1n×n), (4.15)

其中，ψ 是一个行向量。证明：

(1) 式(4.15)的每个解 ψ 都在 D(S) 中，并且

(2) 当且仅当式(4.15)成立时，ψ 对于 P 是平稳的。

在任何情况下，求解线性系统(4.15)都会产生一个平稳分布，而且该平稳分布是唯一的。

如果不是这种情况，就会出现问题。

练习 4.1.9. 当 P 为随机矩阵时，(I − P + 1n×n) 总是非奇异的。对该陈述，给出一个反

例。

也有一些图论算法可用于计算任意随机矩阵的平稳分布。 (Python 和 Julia 中的

QuantEcon.py 和 QuantEcon.jl 库，有此类算法的应用）。
3Brouwer 定理有许多有用的扩展，例如Kakutani (1941) 对集值函数的一个扩展。这些结果在经济学上也有很多应用，例

如Nash (1950)。在另一篇论文中，Schauder (1930) 将 Brouwer 的结果扩展到了无限维空间。
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4.2 渐进理论

在本节中，我们将讨论马尔可夫链的长期性质，例如遍历性。在掌握这些概念后，我们将

研究社会网络中的信息演变。

4.2.1 遍历性

让我们从遍历性这个迷人且重要的主题开始。理解遍历性最简单的方法是将大数定律

从 iid 序列扩展到更一般的环境，其中 iid 性质仅在有限意义上成立。

4.2.1.1 调和函数

令 M 是一个具有状态空间 S 和转移矩阵 P 的有限马尔可夫模型，令 h ∈ RS，并令

Ph(x) :=
∑
y∈S

P (x, y)h(y) (x ∈ S)。 (4.16)

如果将 h 理解为 R|S| 中的一个列向量，那么 Ph(x) 就是向量 Ph 中位于 x 的元素。h 7→ Ph

的映射有时被称为“条件期望算子”（conditional expectation operator），因此，给定 P (x, y) =

P{Xt+1 = y|Xt = x}，我们有，

∑
y∈S

P (x, y)h(y) = E[h(Xt+1)|Xt = x]。

如果 Ph = h 在 S 上逐点成立，那么函数 h ∈ RS 被称为P -harmonic。因此，P -harmonic

函数是条件期望算子 h 7→ Ph 的不动点。

如果 h 是 P -harmonic，且 (Xt) 是 P -Markov，那么有，

E [h(Xt+1)|Xt] = (Ph)(Xt) = h(Xt)。 (4.17)

(具有这种性质的随机过程——即当前值是下一期值的最佳预测值——被称为鞅

（martingale）。鞅是概率论、统计学和金融学的基础概念之一）。

示例 4.2.1. 令 M 是一个具有状态空间为 S、转移矩阵 P 的有限马尔可夫模型。对于 M 来

说，如果 A ⊂ S 和 Ac := S \A 都是吸收集，那么 1A 和 1Ac 都是 P -harmonic。为了看到这

一点，我们应用练习4.1.1，得到，

(P1A)(x) =
∑
y∈S

P (x, y)1A(y) =
∑
y∈A

P (x, y) =

1 如果x ∈ A

0 如果x ∈ Ac

换句话说，P1A = 1A。通过类似的论证，可以得出 P1Ac = 1Ac。
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练习 4.2.1. 令 M 为一个有限马尔可夫模型，其状态空间为 S，转移矩阵为 P。证明：RS

中的每个常值函数（constant function）都是 P -harmonic。

4.2.1.2 定义和应用

令 M 是一个具有状态空间 S 和转移矩阵 P 的有限马尔可夫模型。我们知道 RS 中的

每个常值函数都是 P -harmonic。如果 RS 中唯一的 P -harmonic 是常值函数，我们就称 M

具有遍历性（ergodic）。

示例 4.2.2. 如果对于 S 中所有的 x, y，都有 P (x, y) = ϕ(y)，其中 ϕ 是 S 上的某个固定分

布，那么 P 会生成一个 iid 的马尔可夫链，因为下一期的抽样不依赖于当前状态。任何具有

这种特性的邻接矩阵模型 M 都具有遍历性。事实上，如果 P 有这个性质，并且 h ∈ RS 是

P -harmonic，那么，对于任意的 x ∈ S，我们有，

h(x) = (Ph)(x) =
∑
y

P (x, y)h(y) =
∑
y

ϕ(y)h(y)

因此，h 为常数。这证明了任何 P -harmonic 方程都是一个常值函数。

示例 4.2.3. 一个劳动者要么失业（状态 1），要么就业（状态 2）。在状态 1 中，他被雇佣的概率

为 α。在状态 2 中，他被解雇的概率为 β。相应的马尔可夫模型 M 的状态空间和转移矩阵

如下，

S = {1, 2} 且 Pw =

1− α α

β 1− β

。

条件 Pwh = h 变为 1− α α

β 1− β

h(1)
h(2)

 =

h(1)
h(2)


第一行是 (1 − α)h(1) + αh(2) = h(1)，或 αh(1) = αh(2)。因此，只要 α > 0，M 就是遍历

的。通过类似的论证，只要 β > 0，M 就是遍历的。

示例 4.2.4. 令 M 是一个有状态空间 S 和转移矩阵 P 的有限马尔可夫模型。从示例4.2.1中

可以看出，如果 S 被分为两个非空的吸收集，那么 M 就是非遍历的。因此，图4.9中的贫困陷

阱模型不具有遍历性。同样，在示例4.2.3中讨论的矩阵 Pw，如果满足 α = β = 0，则 Pw = I，

并且每个状态都是一个不相交的吸收集，因此遍历性失效。

上面讨论的例子表明，对于有限马尔可夫模型 M 来说，遍历性取决于有向图的连通性。

下面结果将证实这一点。

命题 4.2.1. 如果 M 是强连通的，那么 M 具有遍历性。

证明. 令 M 为一个强连通的马尔可夫模型，其状态空间为 S，转移矩阵为 P。令 h 为

P -harmonic，x ∈ S 是 h 在 S 上的最大值解，并令 m = h(x)。假设在 S 中存在一个 y，使得
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middle class rich

poor

图 4.9: 一个贫困陷阱

h(y) < m。另一方面，由于 M 是强连通的，我们可以选择一个 k ∈ N，使得 P k(x, y) > 0。由

于 h 是 P -harmonic，我们有 h = P kh，因此

m = h(x) =
∑
z

P k(x, z)h(z) = P k(x, y)h(y) +
∑
z ̸=y

P k(x, z)h(z) < m。

这一矛盾表明 h 是常数，因此 M 具有遍历性。

命题4.2.1只是得到遍历性的其中一种方式，正如下个练习所要说明的。

练习 4.2.2. 举出一个有限马尔可夫模型的例子，使得该模型具有遍历性，但不是强连通

的。

4.2.1.3 遍历性的含义

概率论中最重要的结论之一就是大数定律（law of large numbers）(LLN)。在有限状态的

设定中，该定理的经典版本指出，

P

{
lim
k→∞

1

k

k−1∑
t=0

h(Xt) =
∑
x∈S

h(x)ϕ(x)

}
= 1。

其中，(Xt)t≥0 是具有共同分布 ϕ ∈ D(S) 的 iid 随机变量序列，并且 h 是 RS 的一个任意元

素。

因为 iid 的假设是强制施加的，因此这个版本的 LLN 是经典的。事实证明，iid 假设可

以被削弱，以允许观察值之间有一定程度的依赖性，这也使我们产生疑问：LLN 是否对马尔

可夫链也成立？

这个问题的答案是肯定的，但前提是观测值之间的依赖性消失得足够快。一个备选的条

件就是遍历性条件。事实上，遍历性是将大数定律扩展到马尔可夫链所需的确切充要条件。
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下一个定理给出其中的细节。

定理 4.2.2. 令 M 为任意的有限马尔可夫模型，其状态空间为 S，转移矩阵为 P。以下陈述

是等价的：

(1) M 有遍历性。

(2) M 具有唯一的平稳分布 ψ∗ ，且对于任意的 P -马尔可夫链 (Xt) 和任意的 h ∈ RS，有

P

{
lim
k→∞

1

k

k−1∑
t=0

h(Xt) =
∑
x∈S

h(x)ψ∗(x)

}
= 1。 (4.18)

Meyn & Tweedie (2009) 的第 17 章给出了定理4.2.2的证明。我们跳过证明，通过下面

的例子提供一些直观的理解。

示例 4.2.5. 回顾一下示例4.2.2中的 iid 情形，我们证明了 M 是遍历的。根据定理4.2.2，

式(4.18)的收敛性在 ψ∗ = ϕ 的条件下成立。这与 iid 序列下的 LLN 一致。

示例 4.2.6. 令 M 是一个 S = {1�2} 且 P = I（单位矩阵）的有限马尔可夫模型，由 P 生成

的马尔可夫链是常数。由于每个 h ∈ R2 都满足 Ph = h，可知 M 不具有遍历性。这意味着，

式(4.18)中的 LLN 结果失败。但这正是我们所期望的，因为一个常数链 (Xt) 意味着对于所

有 k, 都有 1
k

∑k−1
t=0 Xt = X0。特别是，如果 X0 是从非退化分布（nondegenerate distribution）

中抽取的，那么样本平均数就不会收敛到任何恒定值。

示例 4.2.7. 再考虑一下图4.9中的贫困陷阱模型。假设 h(x) 为状态 x 下的收益，h(poor) = 1，

h(middle) = 2，h(rich) = 3。从 X0 = poor 开始的家庭将永远贫穷，所以，对于所有的 k，都

有 1
k

∑k−1
t=0 h(Xt) = 1 。以 X0 在 {middle, rich} 开始的家庭将永远保持在这个吸收集里，所

以对于所有的 k，都有 1
k

∑k−1
t=0 h(Xt) ≥ 2 。特别是，该加总的极限取决于初始条件，这违背了

定理4.2.2中的第 (2) 部分，即极限独立于 X0 分布。

4.2.1.4 重新解释稳态分布

遍历性有许多有用的含义，其中之一就是对平稳分布的新解释。为了说明这一点，令 M

是一个具有状态空间 S 和转移矩阵 P 的遍历马尔可夫模型。令 (Xt) 是一个 P -chain 且

ψ̂k(y) :=
1

k

k∑
t=1

1{Xt = y} (y ∈ S)。

值 ψ̂k(y) 衡量了 P -chain 在 1, . . . , k 的时间区间内花在状态 y 上的时间比例。在遍历性条

件下，对于固定的 y ∈ S，我们可以用式(4.18)与 h(x) = 1{x = y}，得到，

ψ̂k(y)→
∑
x∈S

1{x = y}ψ∗(x) = ψ∗(y)。 (4.19)
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图 4.10: 经验分布向 ψ∗ 收敛

变换(4.19)，我们可以发现，

ψ∗(y) ≈任意 P -chain(Xt) 在状态 y 上花费的时间百分比� (4.20)

图4.10阐释了这一思想，即模拟由式(4.5)中的矩阵 PB 生成的马尔可夫链 (Xt)。该图比

较了不同 k 值下的 ψ̂k 和 ψ∗，随着 k →∞，会出现式(4.19)中介绍的收敛现象。

当然，我们必须记住，式(4.20)只在遍历性条件下有效。例如，如果 P = I，即单位矩阵，

那么每个分布都是平稳的，每个 P -马尔可夫链都是恒定的，此时式(4.20)不成立。

请注意，由于定理4.2.2中式(4.18)的收敛可以发生在任意初始条件下，这就给我们提供

了在遍历性条件下，通过模拟（利用式(4.19)）计算平稳分布的方法。虽然对于小问题来说，这

种方法比代数技术（例如参见 §4.1.3.4）更慢，但当 |S| 较大时，它可能就是唯一可行的选择。

4.2.2 非周期性和平稳性

在 §4.2.1中，我们讨论了马尔可夫链的样本路径特征，发现强连通性能够充分得到时间

序列均值的平稳性。接下来我们转向链的边际分布和它们的长期特性，我们在 §4.1.2.2中非

正式地研究了这些特性，我们将看到，为了保证这些序列的收敛性，我们还需要一个限制周期

性的条件。

144



第四章 马尔可夫链与网络

4.2.2.1 边际收敛

令 M 是包含状态空间 S 和转移矩阵 P 的有限马尔可夫模型。如果其在 D(S) 中只有

一个平稳分布 ψ∗，并且有

lim
t→∞

ψP t = ψ∗ ∀ψ ∈ D(S), (4.21)

那么，我们称 M 是全局稳定的（globally stable）。换句话说，每个 P -马尔可夫链的边际分布

都会收敛到模型的唯一稳态分布。

全局稳定性和吸收集之间存在一个有用的联系。直观地说，如果 M 是全局稳定的且有

一个吸收集 A，这个吸收集可以从任意 x ∈ S 到达，那么由这些动态产生的任意马尔可夫链

最终都会到达 A，且不再离开。因此，平稳分布必须将其所有的概率质量放在 A 上。下面的

练习证明了这点。

练习 4.2.3. 令 M 是状态空间为 S，转移矩阵为 P 的有限马尔可夫模型。令 A 是 S 的

一个非空的吸收子集。假设：

(1) M 是全局稳定，且具有唯一平稳分布 ψ∗，并且

(2) 对于每个 x ∈ Ac := S \A，存在一个 a ∈ A，能够使得 a 从 x 处是可达的。

证明：在上述条件下，存在一个 ε > 0，能够使得对于所有 x ∈ S，都有
∑

y∈Ac Pn(x, y) ≤ 1−ε

（其中，n = |S|）。利用这一事实，证明：除此之外，还有
∑

y∈A ψ
∗(y) = 1。

4.2.2.2 一个关键定理

从定理4.1.1中我们看到，强连通性条件对于稳态分布的唯一性来说已经足够了。大家

可能希望强连通性也足以推出全局稳定性，但事实并非如此。究其原因，举例来说，假设

S = {0, 1} 且 E = {(0, 1), (1, 0)}，转移矩阵为

Pd =

0 1

1 0

。 (4.22)

虽然这个模型是强连通的，但全局稳定性失败了。事实上，如果 (Xt) 是 Pd-Markov，并且

从状态 0 开始，那么 (Xt) 将在奇数日期访问状态 1，在偶数日期访问状态 0。也就是说，

P td δ0 = δt mod 2，这个序列并不收敛。

Pd 的问题是，即使链穿越了整个状态空间，但由于存在周期性，Xt 的分布将影响到

Xt+j(∀j)，这将导致平稳性失效。然而，如果我们能够排除周期性，那么我们就有足够的条件

来保证平稳性。通过上述推理，可以得到下面这个著名的定理。

定理 4.2.3. 令 M 是一个有限马尔可夫模型。如果 M 是强连通且非周期的，那么 M 就

是全局稳定的。
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证明. 令 M 是有限马尔可夫模型，其状态空间为 S，转移矩阵为 P。假设 M 具有强连通性

和非周期性，并令 ψ∗ 是 M 的唯一平稳分布。依据定理1.4.4，可知 P 是本原矩阵，因此我们

可以应用 Perron–Frobenius 定理的最后一部分（见第13页）。利用 r(P ) = 1，结果告诉我们，

随着 t→∞，有 P t → ere
⊤
ℓ ，其中 er 和 eℓ 分别是对应于特征值 r(P ) = 1 的矩阵 P 的唯一

右和左特征向量，同时也满足归一化 〈eℓ, er〉 = 1。

现在观察一下，ψ∗ 服从 ψ∗ = ψ∗P，此外，P1 = 1。因此，ψ∗ 和 1 是对应于特征值

r(P ) = 1 的左和右特征向量。同时还有，〈ψ∗,1〉 = 1。因此，可得 er = 1 以及 e⊤ℓ = ψ∗。

结合这些事实，可以得出，

lim
t→∞

P t = P ∗, 其中 P ∗ := 1ψ∗。 (4.23)

如果我们挑选任意 ψ ∈ D(S)，那么，根据式(4.23)，我们得到 ψP t → 〈ψ,1〉ψ∗ = ψ∗。因此，

全局稳定性成立。

示例 4.2.8. 根据 §1.4.1.4的结果，§4.1.1中的马尔可夫模型 PQ 和 PB 都是非周期的。同时，

由于它们具有强连通性，因此它们也是全局稳定的。

一般来说，定理4.2.3中的非周期性条件并不严格，但强连通性的要求却是相当严格的。

我们将在 §4.2.3中看到，在较弱的条件下也可以得到全局稳定性。

4.2.2.3 收敛速度：谱隙

虽然全局稳定性是一个非常有用的性质，但其含义是定性而不是定量的。在实践中，我

们通常想知道一些关于收敛速度的信息，有几种方法可以做到这一点。在本节和下一节中，

我们将介绍其中两种最常见的方法。

首先，固定一个状态空间为 S，转移矩阵为 P 的马尔可夫模型 M。我们使用第10页的

式(1.5)，把 P t 写作，

P t =
n−1∑
i=1

λtieiε
⊤
i + 1ψ∗, (4.24)

其中，每个 λi 是 P 的一个特征值，ei 和 εi 分别为对应于 λi 的左和右两个特征向量。我们

将特征值从小到大排序，并使用 Perron–Frobenius 定理，推断得到 λn = r(P ) = 1，加上定

理4.2.3的证明过程，可知 en = 1 和 ε⊤n = ψ∗。

将 P t 预乘以任意的 ψ ∈ D(S) 并重新排列，可以得到，

ψP t − ψ∗ =
n−1∑
i=1

λtiψeiε
⊤
i 。 (4.25)

回顾一下，特征值是由小到大排序的，而且，根据 Perron–Frobenius 定理，当 P 为本原矩阵

时，对于所有的 i < n，一定有 λi < 1（即 M 是强连通且非周期的）。因此，在取欧式范数偏
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差后，我们可以得到，

‖ψP t − ψ∗‖ = O(ηt), 其中 η := |λn−1| < 1。 (4.26)

因此，收敛速度受第二大特征值的模数所制约。

一个非负矩阵的最大特征值和第二大特征值之间的差值通常被称为谱隙（spectral gap）

。出于这个原因，我们也可以说，对于本原的随机矩阵，收敛速度是由（非零的）谱隙所决定的。

示例 4.2.9. 在研究 §1.2.1.3中具有雇用率 α 和解雇率 β 的工人模型时，我们发现转移矩阵

Pw 的特征值是 λ1 = 1−α− β 和 λ2 = 1。因此，谱隙为 α+ β，收敛速度是 O((1−α− β)t)。

高雇用率和解雇率都会产生更快的收敛。从本质上讲，这是因为较高的雇佣和解雇率意味着

工人不会在任何状态下停留很长时间，所以初始条件的影响会削弱的更快。

4.2.3 Markov–Dobrushin 系数

§4.2.2.3中给出的 ψP t 到 ψ∗ 的收敛速度，将向量之间的欧几里得距离限定为一个关于

t 的函数。然而，在研究收敛速度时，我们还可以使用其他度量方法，有时这些方法会给出更

方便的结果。事实上，正如我们在本节中展示的，与 §4.2.2中（更广为人知的）基于非周期性

的结果相比，一个好的度量选择会使我们获得更一般的稳定结果。

4.2.3.1 一个替代的度量

基于本节的目标，对于 ϕ, ψ ∈ D(S)，我们假设

ρ(ϕ, ψ) := ‖ϕ− ψ‖1 :=
∑
x∈S

|ϕ(x)− ψ(x)|,

即，将 ϕ 和 ψ 之间的 ℓ1 偏差表示为 ρ(ϕ, ψ)（参见 §2.3.1.1)。

练习 4.2.4. 证明：对于任意的 ϕ, ψ ∈ D(S)，我们都有，

(1) ρ(ϕ, ψ) ≤ 2，

(2) 对任意随机矩阵 P 来说，ρ(ϕP, ψP ) ≤ ρ(ϕ, ψ) 均成立。

性质（2）被称为 ℓ1 偏差下随机矩阵的非延展性质（nonexpansiveness property）。正如我

们将看到的，当 P 满足一些确定的性质时，我们可以收紧这个约束。

作为第一步，我们注意到，对于 ℓ1 偏差，给定任意随机矩阵 P，我们都有，

ρ(ϕP, ψP ) ≤ (1− α(P ))ρ(ϕ, ψ), (4.27)
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其中，

α(P ) := min
{∑
y∈S

[P (x, y) ∧ P (x′, y)] : (x, x′) ∈ S × S

}
。 (4.28)

这里，a∧ b := min{a, b}，其中 a, b ∈ R。我们称 α(P ) 为 P 的Markov–Dobrushin 系数，有些

文献中也有其他名称。式(4.27)的约束证明可以在 Stachurski (2022a) 或Seneta (2006a) 中

找到。4

练习 4.2.5. 考虑一个随机矩阵

Pw =

1− α α

β 1− β

。

证明: 当且仅当 α = β = 0 或 α = β = 1 时，α(Pw) = 0 。

应该如何理解 Markov–Dobrushin 系数？当矩阵 P 的各行相对相似时，该系数就相对

较大。例如，如果行 P (x, ·) 和 P (x′, ·) 是相同的，那么
∑

y∈S [P (x, y)∧ P (x′, y)] = 1。行的相

似性与平稳性有关，下一个练习有助于说明该问题。

练习 4.2.6. 令矩阵 P 的所有行都相同，且等于 ϕ ∈ D(S)。证明：全局稳定性在一步内

成立，即 ϕ 是唯一的平稳分布，并且对于所有的 ψ ∈ D(S)，等式 ψP = ϕ 均成立。

练习 4.2.7. 根据式(4.27)，证明：对于任意 ϕ, ψ ∈ D(S)，我们都有

ρ(ϕP t, ψP t) ≤ (1− α(P ))tρ(ϕ, ψ) ∀t ∈ N。 (4.29)

由于随机矩阵的幂也是随机的，并且由于式(4.27)对任意随机矩阵都有效，那么，对于任

何给定的 k ∈ N，式(4.29)中的约束可以通过将 P 替换为 P k 来进行类推，因而可以得到（将

t 替换为 τ），

ρ(ϕP τk, ψP τk) ≤ (1− α(P k))τρ(ϕ, ψ) ∀τ ∈ N。

现在观察一下, 对于任意的 t ∈ N, 我们都可以写作 t = τk + j，其中 τ ∈ Z+ 且 j ∈

{0, . . . , k − 1}。固定 t 并选择 j 使得该等式成立，我们可以得到，

ρ(ϕP t, ψP t) = ρ(ϕP τk+j , ψP τk+j) ≤ ρ(ϕP τk, ψP τk) ≤ (1− α(P k))τρ(ϕ, ψ)。

其中第二个不等式是由随机矩阵的非延展性（练习4.2.4）得到的。由于 τ 是一个满足 τ =

bt/kc 的整数，其中 b·c 为一个“向下取整”函数，也即 floor function，现在我们可以陈述如下

定理。

4Seneta (2006a) 还讨论了 Andrey Markov 工作的历史，本节基于压缩（contraction）理论进行的各种论证，都可以追溯到他
的工作。
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定理 4.2.4. 令 M 是有状态空间 S 和转移矩阵 P 的马尔可夫模型，对于所有的 ϕ, ψ ∈

D(S) 和所有 k, t ∈ N，我们有

ρ(ϕP t, ψP t) ≤ (1− α(P k))⌊t/k⌋ρ(ϕ, ψ)。 (4.30)

特别地，如果存在一个 k ∈ N 能够使得 α(P k) > 0，那么 M 就是全局稳定的。

为了理解定理4.2.4中所述的全局稳定性为什么成立， 假设存在一个 k ∈ N， 使得

α(P k) > 0。现在将任意的 ψ ∈ D(S) 和矩阵 P 下的任意平稳分布 ψ∗ 代入式(4.30)中，

得到

ρ(ψP t, ψ∗) ≤ (1− α(P k))⌊t/k⌋ρ(ψ,ψ∗) ≤ 2(1− α(P k))⌊t/k⌋, ∀t ∈ N (4.31)

其中，第二个约束条件来自练习4.2.4。

练习 4.2.8. 在前面的讨论中，分布 ψ∗ 被认为是 P 的任意平稳分布。利用式(4.31)，证

明：当 α(P k) > 0 时，P 只有唯一的平稳分布。

定理4.2.4的主要优点之一是不需要 M 的强连通性。在下一节中，我们将看到一个有限

马尔可夫模型 M 的例子，其中 (1) 强连通性失效，但是 (2) 定理4.2.4中的条件是满足的。5

练习 4.2.9. 令 M 是有状态空间 S 和转移矩阵 P 的有限马尔可夫模型。证明：只要 M

具有强连通性和非周期性，就必然存在一个 k ∈ N，满足 α(P k) > 0。

4.2.3.2 充分条件

对任意给定的 k，虽然 Markov–Dobrushin 系数 α(P k) 可以在计算机上通过追踪 P k 中

的所有行对来计算，但当 S 较大时，这种计算是很庞大的。在适当的条件下，下面的引理为

α(P k) > 0 提供了充分条件，从而简化了问题。

引理 4.2.5. 令 k 是一个自然数，M 是一个状态空间为 S 和转移矩阵为 P 的有限马尔可

夫模型。如果存在一个状态 z ∈ S，使得对于每一个 x ∈ S，都存在一条从 x 到 z 且长度为

k 的有向游走（directed walk），那么 α(P k) > 0。

证明. 令 k ∈ N 和 z ∈ S 满足：对于每一个 x ∈ S，存在一条从 x 到 z、长度为 k 的有向游

走。根据命题1.4.2，我们有 r := minx∈S P k(x, z) > 0。因为，对于任意的 x, x′ ∈ S，有

∑
y∈S

[P k(x, y) ∧ P k(x′, y)] ≥ P k(x, z) ∧ P k(x′, z) ≥ r > 0,

根据 Markov–Dobrushin 系数的定义可知，α(P k) 是严格为正的。

5可以证明，对于某些 k ∈ N，条件 α(P k) > 0 对于有限马尔可夫模型的全局稳定性是必要的也是充分的。因此，严格来说，
定理4.2.4的条件要弱于定理4.1.1中要求的强连通性和非周期性。
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图 4.11: 一个从任何节点到节点 1 且长度为 2 的有向图

示例 4.2.10. 考虑图4.11的有向图，这个有向图不是强连通的，因为 4 不能从任何地方进入。

然而，存在一个从任何节点到节点 1 并且步数 k = 2 的有向游走。例如，从 2 开始，我们可以

选择 2 → 1，然后 1 → 1；或者从 1 开始，选择 1 → 1，然后再选择 1 → 1，等等。因此，如果

图4.11是具有转移矩阵 P 的有限马尔可夫模型的有向图，那么我们可以得到 α(P 2) > 0。

示例 4.2.11. 考虑一下第25页图1.10提出的马尔可夫动态。虽然没有权重，但我们可以看到，

poor 从所有状态中都是可以一步进入的，所以 M 必然是全局稳定的。此外，poor 本身也是

一个吸收集，因此，根据练习4.2.3，无论选择何种与这些边兼容的权重，平稳分布最终还是会

把它的所有质量集中在 poor 上。

备注 4.2.1. 正如在引理4.2.5的证明中所指出的，在该引理条件下，对于所有的 x ∈ S，我们

都有 P k(x, z) > 0。这意味着，只要 P k 有一个严格的正列，就有 α(P k) > 0。

4.2.3.3 应用：PageRank

在 §1.4.3中，我们讨论了有关网络中心度的测度方法。根据网络中节点的“中心度”或“重

要性”的含义，中心度提供了一种对网络节点进行排名的方法。网络节点排名的一个最重要

应用就是对互联网上的网页进行重要性排名。从历史上看，互联网排名机制最典型的例子是

PageRank，它将谷歌从一个小公司转变为一个技术巨头。在这一节中，我们将对 PageRank

的原始形式做一个简单介绍，并将其与之前讨论的中心度联系起来。

考虑一个有限的网页集合 W，令 L 作为它们之间的超链接。我们将 (W,L) 理解为一个

有向图 G ，其中 W 是节点，L 是边。令 A 为相对应的邻接矩阵，如果从 u 到 v 存在一条链

接，那么有 A(u, v) = 1，否则为 0。我们设 n = |W |，因此 A 是 n× n 矩阵。

为进行分析，我们考虑 G 是强连通的情况，例如图4.12中的小型网络。此外，我们引入第
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图 4.12: 一个从任何节点到节点 1 且长度为 2 的有向图

二个矩阵 P，其中 A 的每一行都被归一化，使其加总为 1。对于图4.12的网络，这意味着，

A =


0 1 1 1

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

 和 P =


0 1/3 1/3 1/3

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

。

现在考虑一个互联网网民，每分钟一次，随机地点击一个页面上的 k 个出站链接，每个链接

都以均匀的概率 1/k 被选择。PageRank 的理念是为每个页面 u ∈ W 分配一个值 g(u)，该

值等于这个网民长期花在页面 u 上的时间比例。直观地说，g(u) 的值越高，表明该网站的访

问量越大，该页面也越重要。

鉴于我们对马尔可夫链的理解，向量 g 很容易计算。令 M 为与随机网民相关的有限

马尔可夫模型，其状态空间为 W，邻接矩阵由 P 给出。由于 M 是强连通的，遍历性定理

（第143页）告诉我们，P 有一个唯一的平稳分布 ψ∗，并且网民在页面 u 花费的时间等于平稳

分布下分配给 u 的概率（参见(4.20)）。因此，g = ψ∗。

由于 g 是平稳的，且 r(P ) = 1，我们可以将其重写为 g = (1/r(P ))gP。通过转置可以

得到 g⊤ = (1/r(P ))P⊤g⊤。与第43页的式(1.34)相比，我们可以看到，对于这种简单的设定，

PageRank 向量 g 就是 M 的权威特征向量中心度。因此，PageRank 会对那些有许多入站

链接的网页给予高排名，并且网页中那些入站链接本身的排名越高，该网页越具有高价值。

前面的分析有两个问题。第一，我们假设互联网是强连通的，这显然不符合事实（我们只

需要一个没有外向链接的页面作为反例）。第二，互联网用户有时不使用超链接，而是通过手

动输入 URL 来选择网页。

对于这个问题，PageRank 的解决方案是用所谓的Google 矩阵（Google matrix）来代替

P，即

G := δP + (1− δ) 1
n
1,

其中，1 是 n× n 的 1 矩阵，值 δ ∈ (0, 1) 被称为阻尼系数（damping factor）。

练习 4.2.10. 证明：对所有的 δ ∈ (0, 1)，G 是一个随机矩阵。
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4.2 渐进理论

嵌入在随机矩阵 G 中的马尔可夫动态，可以以如下方式进行理解：开始时，网民抛出一

枚正面概率为 δ 的硬币 (参见练习1.3.6及其解答，从而了解凸组合（convex combinations）和

抛硬币之间的联系) 。如果硬币正面向上，那么网民就会随机选择并跟踪当前页面上的一个

链接。如果不是，那么该网民就会随机选择并移动到互联网上的任何页面。

对于给定的 δ，该设定下的 PageRank 向量被调整为 Google 矩阵 G 的平稳分布。

练习 4.2.11. 验证：与 G 中转移概率相对应的有向图总是强连通的（如上所述，假设

δ ∈ (0, 1)）。

作为练习4.2.11的结果，我们总是可以将 G 的平稳状态解释为：告诉了我们从长远来看，

该网民花费在每个页面上的时间比例。

练习 4.2.12. 利用式(4.31)，可以得到 ψGt 向调整后的 PageRank 向量 g∗ 的收敛速度

（即 G 的唯一平稳分布 g∗），其中 ψ 是 W 上任意的一个初始分布（设 k = 1）。

4.2.4 信息和社会网络

近年来，观点在社交网络中的传播方式已经成为全球许多国家关注的重要话题。研究

这种现象的一个著名数学模型是De Groot 学习（De Groot learning），它最初是由DeGroot

(1974) 提出。这种模型机制具有线性特性，使其相对容易分析（尽管大型和复杂的基础网络

会带来巨大挑战）。

在 De Groot 学习中，一组被标记 1 到 n 的代理人，被某种类型的社会或信息网络所连

接。连接由信任矩阵（trust matrix）T 非正式地表示为，

T (i, j) = i 相信 j 的观点的数量。

换句话说，如果代理人 i 对代理人 j 的观点赋予很大的正向权重，那么 T (i, j) 就大。同

时，矩阵 T 也被认为是随机的。

我们可以把信任矩阵看作是加权有向图 S 的邻接矩阵，该图的节点为 V := [n]，边为

E = {(i, j) ∈ V × V : T (i, j) > 0}。

图4.13显示了两个社会网络 Sa 和 Sb，其信任矩阵分别为，

Ta =


1 0 0 0

0.5 0.1 0.4 0

0.5 0.4 0.1 0

0 0.5 0 0.5

 和 Tb =


0.8 0 0 0.2

0.5 0.1 0.4 0

0.5 0.4 0.1 0

0 0.5 0 0.5

。

在网络 A 中，代理人 1 不相信任何人的观点，只相信自己的观点。在网络 B 中，他至少对代
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(a) 社会网络 Sa
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(b) 社会网络 Sb

图 4.13: 两个社会网络

理人 4 的观点比较信任。下面我们将展示这些差异对信念的动态变化有何种影响。

4.2.4.1 学习

对于某个给定声明的有效性， 所有代理人在初始时刻都存在一个初始的主观信念

（belief），信念的取值范围为 [0, 1]，其中 1 表示完全（主观）肯定该声明为真。令 b0(i) 为

代理人 i 在 0 时刻的信念。

代理人根据其他人的想法，按对其观点的信任程度加权，依序列更新观点。具体来说，代

理人 i 在 1 个单位时间后将其信念更新为
∑n

j=1 T (i, j)b0(j)。更一般地说，在时间 t + 1，代

理人 i 观点更新为，

bt+1(i) =
n∑
j=1

T (i, j)bt(j) (i ∈ V )。 (4.32)

用矩阵符号进行表示，即为 bt+1 = Tbt，其中每个 bt 被视为一个列向量。

(请注意，这个更新规则与我们在第134页上讨论的马尔可夫链边际分布的更新规则（正

向方程）相似，但不完全相同。在这里，我们是用一个列向量进行后乘，而不是用一个行向量

进行前乘。）

练习 4.2.13. 证明：如果代理人的某个子组 U ⊂ V 是有向图 S 的吸收集，表明该组成

员不信任外部人员，那么外部人员（U c = V \ U 的成员）的初始观点 {b0(i)}i∈Uc 在任何时刻

都不会影响内部人员（U 的成员）的信念。

4.2.4.2 共识

随着 t→∞，如果有 |bt(i)−bt(j)| → 0（∀i, j ∈ V），则称社会网络引致了共识（consensus）

。共识意味着所有代理人最终都有相同的信念。一个重要的问题是，什么样的网络条件会引

致共识结果的产生？
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4.2 渐进理论

命题 4.2.6. 如果存在一个 k ∈ N ，使得 α(T k) > 0，那么共识的结果就会产生。特别地，

|bt(i)− bt(j)| ≤ 2(1− α(T k))⌊t/k⌋ ∀ t ∈ N 和 i, j ∈ V。 (4.33)

证明. 令 i, j ∈ V 和 t ∈ N，并令 b = b0。对任意的 ϕ, ψ ∈ D(V )，应用三角不等式可以得到，

|ϕT tb− ψT tb| =

∣∣∣∣∣∑
j

(ϕT t)(j)b(j)−
∑
j

(ψT t)(j)b(j)

∣∣∣∣∣ ≤∑
j

∣∣(ϕT t)(j)− (ψT t)(j)
∣∣ ,

其中，我们使用了 |b(j)| = b(j) ≤ 1 这一事实。应用 ℓ1 偏差的定义和式(4.30)，我们可以得到

约束，

|ϕT tb− ψT tb| ≤ (1− α(T k))⌊t/k⌋ρ(ϕ, ψ) ≤ 2(1− α(T k))⌊t/k⌋。 (4.34)

由于这一约束对任意选择的 ϕ, ψ ∈ D(V ) 都有效，我们可以将它们分别令为 ϕ = δi 和

ψ = δj，同时应用 T tb = bt，得到，

|bt(i)− bt(j)| = |δiT tb− δjT tb| ≤ 2(1− α(T k))⌊t/k⌋。

利用命题4.2.6可以研究图4.13中的两个社会网络 Sa 和 Sb。例如，在网络 Sa 中，对于

每个节点 i，都存在一条从节点 i 到节点 1 且长度为 2 的游走。因此，根据引理4.2.5，我们有

α(T 2) > 0。在网络 Sb 中也是如此。

练习 4.2.14. 令 S 是一个具有信任（和邻接）矩阵 T 的社会网络。使用命题4.2.6来证

明：只要 S 是强连通并且非周期的，S 就会带来共识。

4.2.4.3 权威的影响

现在来考虑，当共识出现时，信念会收敛到什么程度。特别地，我们感兴趣的是，对于一

个给定的信任矩阵，在 De Groot 学习机制下，谁的意见最有影响力。

为了回答这个问题，令 S 是一个具有信任矩阵 T 的给定社会网络。假设对于某些

k ∈ N，有 α(T k) > 0。根据定理4.2.4，网络 S 作为一个有限马尔可夫模型来看是全局稳定

的。令 ψ∗ 是唯一的平稳分布，因此有 ψ∗ = ψ∗T。

应用式(4.34)中的 ϕ = δi 和 ψ = ψ∗，可以得到，

|bt(i)− b∗| ≤ (1− α(T k))⌊t/k⌋ρ(ϕ, ψ) ≤ 2(1− α(T k))⌊t/k⌋,

其中，

b∗ :=
∑
j∈V

ψ∗(j)b0(j)。

我们的结论是，每个代理人的信念都会以几何级数的速度收敛到 b∗，这也是所有代理人初始
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信念的加权平均值。特别是，那些在平稳分布下具有高权重的代理人，对这些均衡信念有很

大影响。

我们可以通过中心度的概念来解释这一点。 由于 r(T ) = 1， 我们有 (ψ∗)⊤ =

(1/r(T ))T⊤(ψ∗)⊤，所以 ψ∗ 就是 S 上的权威特征向量中心度。因此，每个代理人对长期

信念的影响与他们的权威特征向量中心度成正比。这是有道理的，因为这样的代理人被许多

代理人高度信任，而这些代理人本身也是高度自信的。

练习 4.2.15. 对于图4.13的网络 Sa，证明：b∗ = b0(1)，也即，所有代理人的信念都会收敛

到代理人 1 的信念。

练习 4.2.16. 使用计算机，证明：Sb 的平稳分布，四舍五入到小数点后两位，为 ψ∗ =

(0.56, 0.15, 0.07, 0.22)（注意，网络结构从 Sa 到 Sb 的相对微小变化，大大降低了代理人 1

的影响力）。

4.3 章节说明

对有限状态马尔可夫动态的高质量研究包括： Norris (1998)， Privault (2013)

和Häggström et al. (2002)。对于一般状态情形的研究，参见Meyn & Tweedie (2009)。

关于 De Groot 学习的评论请参见Jackson (2010)。Golub & Jackson (2010) 提供了一

些与“群众智慧”现象相关的有趣拓展。Acemoglu et al. (2021a) 研究了信息网络中的错误

信息和回音室效应。Board & Meyer-ter Vehn (2021) 分析了大型社会网络中连续时间的

学习动态。Shiller (2020) 对思想如何在社会网络中传播并形成经济结果进行了有趣讨论。

Dasaratha et al. (2022) 分析了贝叶斯代理人是如何通过与“邻居”（neigbors）的互动来了解

不断变化的状态的，虽然由此产生的动态与 De Groot 模型的动态相似，但这一动态是作为

均衡结果产生的，而不是作为行为假设强加的。
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网络分析之所以有趣，主要在于研究选择带来的影响是如何在网络中流动的。一般来说，

给定节点 i 所做的决策会对其相邻节点产生影响，并通过这些相邻节点再影响到它们的相邻

节点，以此类推。随着这些影响在网络中流动，它们反过来又会影响 i 的选择。这是一个逐尾

的情景，可以通过不动点理论来解决。

在某些网络设定中，如 §2.1中的投入-产出模型，交互是线性的，不动点问题会简化为线

性方程组。但是在某些情况下，交互作用本质上是非线性的，因此，我们需要更复杂的不动点

理论。

本章专门研究具有非线性交互作用的网络。我们从与其相关的不动点理论开始，然后将

其应用到经济网络分析中的一系列问题，包括具有供应约束的生产模型和金融网络。

5.1 不动点理论

令 S 为任意集合。回顾 §6.1.1.6，给定 S 上的自映射（self-map）G，如果存在一个点

x ∈ S 能够使得 Gx = x，那么称该点为 G 的不动点（fixed point）（S 上的自映射指的是某一

个从 S 到其自身的函数 G，在处理自映射时，我们通常将 G(x) 缩写为 Gx）。在本章中，对于

任意的 x ∈ S，如果 G 有唯一的不动点 x∗ ∈ S ，并且在 k → ∞ 时有 Gkx → x∗，我们说 G

在 S 上是全局稳定的（globally stable）。换句话说，在这个性质下，不动点在 G 的迭代下不

仅是唯一的，而且是全局吸引的。

我们已经在多种情形下间接或直接地讨论了不动点：

• 在第二章中，我们研究了方程 x = Ax + d，其中 x 是产出向量，A 是系数矩阵，d 是需

求向量。这个方程的解 x 也可以被认为是仿射映射（affine map）Fx = Ax + d 的一个

不动点。

• 在第四章中，我们了解到，具有状态空间 S 和邻接矩阵 P 的有限马尔可夫模型的平稳

分布是 ψ ∈ D(S) 且 ψ = ψP。换句话说，ψ 是 ψ 7→ ψP 在 D(S) 中的一个不动点。

• 在第三章中，我们研究了贝尔曼方程 q(x) = miny∈O(x){c(x, y) + q(y)} ，并引入了一个

算子，即贝尔曼算子 T，而它的不动点恰好与贝尔曼方程的解重合。
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在这些情况下，当我们介绍这些不动点问题时，我们立即需要考虑不动点的存在性和唯

一性问题。现在，让我们在一个抽象的环境下，更系统地去解决这些相同问题。

5.1.1 压缩映射

在第二章中，我们研究了系统 x = Ax + b 的解，这些解是示例5.1.1中研究的 Rn 上的

仿射映射 Fx = Ax + b 的不动点。第11页的 Neumann 级数引理实质上是关于该映射不

动点存在性和唯一性的阐述。在此，我们研究另一个不动点定理，该定理由 Stefan Banach

（1892-1945）提出，可以将其视为将 Neumann 级数引理扩展到非线性系统。

5.1.1.1 压缩

令 S 为 Rn 上的非空子集。如果存在一个 λ < 1 和 Rn 上的范数 ‖ · ‖，能够使得

‖Fu− Fv‖ ≤ λ‖u− v‖, ∀u, v ∈ S, (5.1)

则将 S 上的自映射 F 称为压缩（contracting）映射，或者为λ 模的压缩（contraction of

modulus λ）。1

练习 5.1.1. 令 F 为 S 上的 λ 模的压缩，证明：

(1) F 在 S 上是连续的，并且，

(2) F 在 S 上至多有一个不动点。

示例 5.1.1. 令 S = Rn，并与欧几里得范数 ‖ · ‖ 配对。令 Fx = Ax+ b，其中 A ∈ Mn×n，并

且 b ∈ Rn。如果 ‖A‖ < 1，其中 ‖ · ‖ 是 Mn×n 上的算子范数，那么，F 就是 ‖A‖ 模的压缩。

因为，对于任意的 x, y ∈ S，都有

‖Ax+ b−Ay − b‖ = ‖A(x− y)‖ ≤ ‖A‖‖x− y‖。

下一个示例使用了类似的思路，但使用的是不同的范数。

示例 5.1.2. 在式(2.22)中，我们研究了系统 ρ = A⊤ρ − ε，其中 A = (aij) 是满足
∑

i aij =

1 − α（其中 α ∈ (0, 1)）的一个系数矩阵，向量 ε 是给定的，ρ 是未知的。解可以被视为由

Fp = A⊤p− ε 定义的映射 F : Rn → Rn 的不动点。在范数 ‖ · ‖∞ 下，F 是 Rn 上 1− α 模

的压缩。事实上，对于任意的 p, q ∈ Rn，

‖Fp− Fq‖∞ = max
j

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

aij(pi − qi)

∣∣∣∣∣ ≤ max
j

n∑
i=1

aij |pi − qi|。

1译者注：“contraction of modulus λ”完整译意为“模数为 λ 的压缩”，简化起见，我们称其为“λ 模的压缩”。
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由于 |pi − qi| ≤ ‖p− q‖∞，我们可以得到，

‖Fp− Fq‖∞ ≤ max
j

n∑
i=1

aij‖p− q‖∞ = (1− α)‖p− q‖∞。

再次考虑示例5.1.1，对于仿射映射 Fx = Ax + b，用于获得压缩的条件 ‖A‖ < 1 比用

于获得 Neumann 级数引理中唯一不动点的条件 r(A) < 1 要更强（参见练习2.3.11），而且

Neumann 级数引理还提供了不动点的几何级数表示。但另一方面，正如即将展示的，当讨论

的映射不是仿射映射时，那我们就可以使用压缩性质来获得唯一不动点。

5.1.1.2 Banach 定理

压缩的根本重要性源于以下定理。

定理 5.1.1 (巴拿赫压缩映射定理（Banach’s contraction mapping theorem）). 如果 S 在 Rn

中是闭的并且 F 是在 S 上的 λ 模的压缩，则 F 在 S 中具有唯一的不动点 u∗，并且有，

‖Fnu− u∗‖ ≤ λn‖u− u∗‖, ∀n ∈ N 以及u ∈ S。 (5.2)

特别是，F 在 S 上是全局稳定的。

我们将分阶段完成定理5.1.1的证明。

练习 5.1.2. 令 S 和 F 具有定理5.1.1中所述的性质，并令 u0 ∈ S 以及 um := Fmu0。证

明：对于所有的 m, k ∈ N，在条件 m < k 下，

‖um − uk‖ ≤
k−1∑
i=m

λi‖u0 − u1‖

该式成立。

练习 5.1.3. 使用练习5.1.2中的结果， 证明： (um) 是 Rn 中的柯西序列 （Cauchy

sequence）（有关柯西性质的说明，参见 §6.1.3.2）

练习 5.1.4. 使用练习5.1.3，论证 (um) 存在一个极限 u∗ ∈ Rn，并证明：u∗ ∈ S。

定理 5.1.1的证明. 在练习中，我们证明了一个能够使 Fmu → u∗ 成立的点 u∗ ∈ S 的

存在性。现在，由第189页的引理6.1.6和练习5.1.1可以得到的一个事实是，u∗ 是 F 的不动点。

练习5.1.1暗示了该不动点存在的唯一性。在设定 v = u∗ 的条件下，式 (5.2)的结果来自于对

压缩不等式(5.1)的迭代。
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5.1.1.3 最终压缩

令 S 为 Rn 上的非空子集。如果存在 k ∈ N ，能够使得 F k 成为 S 上的压缩映射，则称

S 上的自映射 F 是最终压缩（eventually contracting）的。值得注意的是，Banach 定理的大

部分结论都适用于 F 是最终压缩的情形。

定理 5.1.2. 令 F 为 S 上的自映射。如果集合 S 是闭的，并且 F 是最终压缩的，那么 F 在

S 上是全局稳定的。

练习 5.1.5. 证明定理5.1.2。2

定理5.1.2和 Neumann 级数引理 (NSL) 之间有密切的联系。如果 S = Rn 并且 Fx =

Ax+ b（其中，r(A) < 1），则 NSL 已经暗示了唯一的不动点。我们也可以从定理5.1.2中得到

这一结果，因为对于任意的 k ∈ N，可以有，

‖F kx− F ky‖ = ‖Akx−Aky‖ = ‖Ak(x− y)‖ ≤ ‖Ak‖‖x− y‖。

由于 r(A) < 1，我们可以选择 k ，使得 ‖Ak‖ < 1 成立（参见 §2.3.3）。因此，F 是最终压缩的，

并且定理5.1.2适用。

如上所述，压缩和最终压缩比 NSL 具有更广泛的适用范围，因为它们可以应用于非线性

环境中。同时，当 NSL 条件成立时，NSL 是首选，因为它给出了不动点的逆和幂级数表示形

式。

5.1.1.4 最终压缩的条件

下面的结果为最终压缩的性质提供了一个有用的检验。（在下面的陈述中，向量绝对值是

逐点定义的，参见 §6.1.2.2。）

命题 5.1.3. 令 F 是 S ⊂ Rn 上的自映射，使得对于某些 n× n 的矩阵 A，有

|Fx− Fy| ≤ A|x− y|, ∀x, y ∈ S。

此时，如果 A ≥ 0 并且 r(A) < 1，那么，F 在 S 上就欧式范数而言是最终压缩的。

证明. 我们的第一个陈述是，在命题的条件下，可以得到，

|F kx− F ky| ≤ Ak|x− y|, ∀k ∈ N 并且 x, y ∈ S。 (5.3)

根据假设，这在 k = 1 处为真。如果在 k − 1 处也为真，则有

|F kx− F ky| ≤ A|F k−1x− F k−1y| ≤ AAk−1|x− y|, (5.4)
2提示：定理5.1.1是自我改进的：它暗示了这个看似更强的结果。该定理的证明并不简单，但你可以对此进行尝试。你可能已经

注意到，F k 在 S 中有唯一的不动点 u∗（为什么？）。现在考虑这样一个事实：∥Fu∗ − u∗∥ = ∥FFnku∗ − u∗∥（∀n ∈ N）。
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其中第二个不等式采用了归纳假设法和 A ≥ 0（因此 u ≤ v 意味着 Au ≤ Av）。所以，

式(5.3)成立。

根据欧式范数的定义，对于任意向量 u，有 ‖|u|‖ = ‖u‖ 。同样的，对于相同的范数，

|u| ≤ |v| 意味着 ‖u‖ ≤ ‖v‖。因此，对于所有的 k ∈ N 以及 x, y ∈ S，可以得到，

‖F kx− F ky‖ ≤ ‖Ak|x− y|‖ ≤ ‖Ak‖o‖x− y‖。

在第二个不等式中，我们采用了 ‖ · ‖o 作为算子范数，并结合了 ‖Au‖ ≤ ‖A‖o‖u‖ 始终成立

的事实（如 §2.3.2.3中所述。）

根据 Gelfand 引理 (参见第82页的练习2.3.18)，可知存在一个 λ ∈ (0, 1) 和 k ∈ N，能够

使得 ‖Ak‖o ≤ λ < 1。因此，对于这个 k，我们可以得到，

‖F kx− F ky‖ ≤ λ‖x− y‖。

由于 λ 不依赖于 x 或 y，我们已经证明对于欧式范数而言，F 在 S 上是最终压缩的。

5.1.2 最短路径问题再探讨

再次考虑 §3.1中介绍的最短路径问题。在具体应用中，有时会出现的一项改动是，对不

同节点之间的旅行考虑折现问题。例如，如果节点都是国际港口，旅行是通过海路进行的，那

么港口到港口的旅行时间是以周甚至月来计算的。很自然能够想到的一件事情是，将时间折

现应用到与旅行相关的未来成本上，进而可以判别未来支付给定的美元金额是否要比现在支

付更好。

练习 5.1.6. 假设可以以正利率 r 无风险地借贷资金。解释为什么在这种情况下，现在拥

有 100 美元总是要比一年后拥有 100 美元更好。

回顾一下，在不考虑折现问题的情况下，对于所有的 x ∈ V，最短路径问题中 Bellman 方

程的形式为 q(x) = miny∈O(x){c(x, y) + q(y)}，其中，c 是成本函数，V 是节点集，q 是成本函

数的候选（candidate）集。我们证明了，最小成本函数 q∗ 满足 Bellman 方程，并且是 Bellman

算子的唯一不动点。

Bellman 方程巧妙地将问题划分为当前成本和未来成本，前者嵌入在 c(x, y) 方程中，后

者嵌入在 q(y) 方程中。要考虑折现问题，我们只需将 q(y) 进行折现。我们的做法是，将其乘以

一个折现因子（discount factor）β ∈ (0, 1)。Bellman 方程则变为 q(x) = miny∈O(x){c(x, y) +

βq(y)}（∀x ∈ V），并且 Bellman 算子为

Tq(x) = min
y∈O(x)

{c(x, y) + βq(y)} (x ∈ V )。 (5.5)

§3.1.2中，在没有折现的情况下，我们必须努力证明 Bellman 算子在 U 中，即在所有
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q : V → R+ 且 q(n) = 0 的集合中，具有唯一不动点。有了折现，证明就更容易了，因为我们

可以利用 Banach 压缩映射定理。

在下文中，我们用整数 1, . . . , n 来识别 V 中的节点，其中，d 被识别为 n。然后，我们将

U 理解为在 Rn 中的非负向量 q，其中 q(n) = 0。（我们继续将向量 q 中的第 x 个元素记为

q(x)，但现在 x 位于 [n] 中。）

练习 5.1.7. 证明：U 是 Rn 上的封闭子集。

练习 5.1.8. 证明：T 在 U 上的逐点序关系是保序的。

练习 5.1.9. 证明：对于任意的 q ∈ U 和 α ∈ R+，我们有 T (q + α1) = Tq + βα1。

现在，令 ‖ · ‖∞ 为 Rn 上的上确界范数（参见 §2.3.1）。我们说，T 是 U 上 β 模的压缩。

为了证明这一点，令 p, q ∈ U，逐点观察到，

Tq = T (p+ q − p) ≤ T (p+ ‖q − p‖∞1) ≤ Tp+ β‖q − p‖∞1,

其中，第一个不等式由 T 的保序得到，第二个不等式由练习5.1.9得到。因此有，

Tq − Tp ≤ β‖q − p‖∞1。

颠倒 p 和 q 的角色就能得到反向不等式。因此

|Tq(x)− Tp(x)| ≤ β‖q − p‖∞, ∀x ∈ [n]。

在左侧取最大值得到 ‖Tq − Tp‖∞ ≤ β‖q − p‖∞，这表明了 T 是 β 模的压缩。因此 Banach

定理适用，也即存在唯一的不动点。

5.1.3 供给约束

虽然 §2.1.2中的投入-产出模型有许多有用的应用，但它的线性结构可能是一种负担。一

个自然而然的反对意见就是供给约束：如果部门 j 将部门 i 的订单增加一倍，我们不能总是

期望部门 i 能够迅速地满足这种跳跃的需求。

在本节，我们将研究供给约束对均衡的影响。这些约束条件引入了节点间的非线性关系，

而这一关系又能够影响到均衡，也使得分析更具挑战性。

我们回顾一下 §2.1.2，di 是对产品 i 的最终需求，xi 是部门 i 的总销售额，zij 是从部门

i 到部门 j 的产业间销售额，aij = zij/xj 则是部门 j 每 1 单位美元产出中来自部门 i 投入

的美元价值。

  从我们之前在投入-产出模型中的均衡公式出发，假设在短期内，部门 i 的总产值受到

一个正的常数 x̄(i) 的约束。保持价格固定（在短期内），这意味着部门 i 在单位产出方面存在

产能限制。在我们的模型中，产能约束的向量 x̄ := (x̄(i))ni=1 可以是 Rn+ 中的任意向量。
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对于每个部门 i，我们将第 56页的会计恒等式(2.1) 修改为，

xi = min
{

n∑
j=1

oij + di, x̄(i)

}
, (5.6)

其中，oij 是部门 j 向部门 i 提供的订单的价值。因此，如果部门 i 的产能没有约束，那么其

产出就是来自其他部门的订单和来自最终消费者的订单加总。然而，如果 x̄(i) 小于这个加总

额，那么部门 i 将只能生产 x̄(i)。

这一模型的均衡则是在产能约束条件下满足所有订单的均衡。订单能够被满足的事实

意味着，oij = zij = aijxj。将该式带入到式(5.6)中，并重写为向量等式，式 (5.6) 可以等价的

表达为：

x = Gx, 其中 Gx := (Ax+ d) ∧ x̄。 (5.7)

下面的练习是解决式(5.7)不动点问题的关键。

练习 5.1.10. 证明：对于任意的 x, y ∈ Rn+ 和 k ∈ N，我们可以得到，

|Gx−Gy| ≤ A|x− y|。 (5.8)

我们现在准备证明，在每个部门都具有正的增加值的假设下，存在唯一的不动点。

命题 5.1.4. 如果假设2.1.1 成立，那么 G 在 Rn+ 中是全局稳定的。特别是，受约束的生产模

型具有唯一的均衡点 x∗ ∈ Rn+。

证明. 如练习2.1.2所示，假设 2.1.1能够得出 r(A) < 1。加上，A ≥ 0。因此，通过练习5.1.10和

命题5.1.3，可知 G 在 R+ 上是最终压缩的。所以，唯一的均衡解存在。

备注 5.1.1. 在命题5.1.4中，可以用 §2.3.4.1 中讨论的较弱的生产条件来替代假设2.1.1，后者

要求每个部门的增加值都为正。正如 §2.3.4.1中所解释的，对于 r(A) < 1 来说，只要每个部

门的增加值是非负的，并且每个部门都有一个具有正的增加值的上游供应商，就足够了。

5.1.4 不动点和单调性

Banach 不动点定理及其扩展是纯数学和应用数学中许多核心结果的基础。然而，并非

所有由网络模型生成的映射都具有压缩性质，因此我们需要进一步深入探索。在本节中，我

们研究两个不动点结果，它们放弃了压缩性，而支持单调性。

5.1.4.1 存在性

如果没有压缩性质，我们甚至需要更加努力才能获得不动点的存在性，更不用说唯一性

和收敛性了。如果所讨论的映射是非连续的，则更加如此。然而，如果映射是保序的（order

preserving），那么通常可以通过 Knaster-Tarski 不动点定理的一些变化来获得存在性。
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这里，我们展示存在性结果的一个版本，该版本针对我们的设定进行了优化，同时避免了

对序理论（order theory）的不必要偏离。在陈述这个定理前，我们回顾一下，在 Rn 中的闭序

区间（closed order interval）是一个如下形式的集合：

[a, b] := {x ∈ Rn : a ≤ x ≤ b}

其中，a 和 b 是 Rn 中的向量。同时，对于所有的 k，如果有 xk ≤ xk+1（或者 xk ≥ xk+1），我

们称 (xk) ⊂ Rn 是递增的（increasing）(或者递减的（decreasing）) 。

练习 5.1.11. 令 [a, b] 为 Rn 中的闭序区间，并令 G 为 [a, b] 上的一个保序自映射。证明：

(1) (Gka) 是递增的，(Gkb) 是递减的。

(2) 如果 x 是 G 在 [a, b] 中的一个不动点，那么对于所有的 k ∈ N，有 Gka ≤ x ≤ Gkb。

对于 S ⊂ Rn 上的自映射 G，如果 x∗ 是 S 集合中自映射 G 的一个不动点，并且对于 S

中 G 的每一个不动点 x 都有 x∗ ≤ x (或者 x ≤ x∗)，我们说 x∗ 是 G 在 S 上的一个最小不

动点（least fixed point）（或者最大不动点（greatest fixed point））。最后，我们说 G 是

• 下连续的（continuous from below），如果在 S 中 xk ↑ x 意味着 Gxk ↑ Gx。

• 上连续的（continuous from above），如果在 S 中 xk ↓ x 意味着 Gxk ↓ Gx。

这里，xk ↑ x 表示 (xk) 是递增的并且 xk → x。xk ↓ x 的定义类似。在下一个定理中，

S := [a, b] 是 Rn 中的闭序区间，G 是 S 上的自映射。

定理 5.1.5. 如果 G 在 S 上是保序的，那么 G 在 S 中具有最小不动点 x∗ 和最大不动点

x∗∗ 。并且，

(1) 如果 G 是下连续的, 那么有 Gka ↑ x∗；

(2) 如果 G 是上连续的, 那么有 Gkb ↓ x∗∗。

备注 5.1.2. 与定理5.1.5中使用的设定相比，以上内容实际上暗示了，我们可以在一个更一般

的设定中得到保序映射的不动点结果（例如，参见 Davey & Priestley (2002) 定理 2.35）。鉴

于我们关注的主要是有限网络，定理5.1.5对我们来说也足以满足我们的研究目的了。

定理 5.1.5的证明. 在上述条件下，根据 Knaster-Tarski 不动点定理，存在最小和最大

的不动点 x∗ 和 x∗∗ 。（这是因为 [a, b] 是一个完全格（complete lattice）。有关完全格的定义

和 Knaster-Tarski 定理的证明，参见Davey & Priestley (2002)。）

对于定理的陈述（1），假设 G 是下连续的, 并考虑序列 (xk) := (Gka)k≥1。由于 G 是保

序的（应用练习5.1.11），可知该序列是递增的，并且以 x∗ 为上界。由于 R 中的有界单调序列

收敛，向量序列 xk 的每个分量都会在 R 中收敛。因此，根据引理2.3.1，向量序列 xk 会在 R
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中收敛到某个 x̄ ∈ [a, x∗]。最后，根据下连续性，我们有，

x̄ = lim
k
Gka = lim

k
Gk+1a = G lim

k
Gka = Gx̄,

所以 x̄ 是一个不动点。

现在我们已经证明，(Gka) 会收敛到 G 的一个不动点 x̄（其中，̄x ≤ x∗）。因为 x∗ 是 S 中

G 的最小不动点，所以我们也有 x∗ ≤ x̄。因此，得到 x̄ = x∗。

陈述（2）的证明与陈述（1）相似，略之。

备注 5.1.3. 在前面的定理中，x∗ 和 x∗∗ 可以相等，在这种情况下，G 在 S 中只有一个不动

点。

练习 5.1.12. 考虑一个受约束的生产模型中的映射 Gx = (Ax+ d) ∧ x̄。在 §5.1.3中，我

们证明了当 r(A) < 1 时，G 在 Rn+ 中有唯一的不动点。现在证明：即使在 r(A) < 1 失效的

条件下，G 在 Rn+ 中也至少有一个不动点。（继续假设 A ≥ 0，d ≥ 0 以及 x̄ ≥ 0。）

5.1.4.2 Du 定理

定理5.1.5是比较有用的，因为它的假设相对较弱。但是，它不能保证不动点存在的唯一

性。因此，它的结论相比于我们从 §5.1.1中由压缩性假设得到的结果，要弱得多。

为了在不施加压缩性假设的情况下得到唯一性，我们现在考虑保序映射具备某些特定的

形状性质。在此过程中，我们会使用到 §6.1.5.2中的凹函数和凸函数定义。

定理 5.1.6 (Du). 令 G 为闭序区间 S = [a, b] ⊂ Rn 上的保序自映射。在此设定下，如果出

现下面任意一种情形，

(1)G 是凹的（concave）并且 Ga� a，或者

(2)G 是凸的（convex）并且 Gb� b,

则 G 在 S 上是全局稳定的。

Du (1990) 中，定理5.1.6的证明是在一个更抽象的设定下获得的，有兴趣的读者可以参

阅。

为了说明如何应用这些结果，请考虑一个不再假设增加值必须为正的受约束生产模型，

因而不会强制要求 r(A) < 1 。在练习5.1.12中，我们得到了存在性。有了定理5.1.6，我们也可

以证明，只要 d� 0 以及 x̄� 0，就具有唯一性。

事实上，我们已经看到，G 是 S := [0, x̄] 上的自映射，当上述后一个条件成立时，我们可

以得到 G0 = d ∧ x̄� 0。因此，只要我们能确定 G 是凹的，则定理5.1.6的结论成立。

练习 5.1.13. 证明：G 在 S 上是凹的。（提示：回顾 §6.1.5.2。）

这是 Du 定理的一个小扩展，很快就会证明这是有用的：
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推论 5.1.7. 令 G 是 S = [a, b] 上的保序自映射。如果 G 是凹的，并且存在一个 ℓ ∈ N 能够

使得 Gℓa� a，那么，G 在 S 上是全局稳定的。

证明. 假设推论5.1.7的条件成立。由于递增的凹算子的组合也是递增并且凹的，定理5.1.6意

味着 Gℓ 在 [a, b] 上是全局稳定的。用 v̄ 表示其不动点，由于 {Gma}m∈N 是递增的，并且由

于子序列 {Gmℓa}m∈N 会随着 m→∞ 而向上收敛到 v̄，我们一定可以得到 Gma→ v̄。类似

的论证可以得到 Gmb → v̄。对于任意的 v ∈ [a, b]，我们有 Gma ≤ Gmv ≤ Gmb，所以随着

m→∞ 会有 Gmv → v̄。

最后一步是证明，̄v 是 G 的唯一不动点。基于定理5.1.5，我们知道至少会存在一个不动

点。现在假设 v ∈ [a, b] 就是这样一个点。那么，对于所有的 m 有 v = Gmv 。同时，根据刚

才的结果，还有 Gmv → v̄。因此，v = v̄。证毕。

5.2 金融网络

鉴于全球金融市场危机由来已久，经济学家和商业分析师开发了许多工具来评估银行和

其他金融机构的信用状况。在 2007-2008 年起源于美国次贷市场和雷曼兄弟突然倒闭的重

大金融危机之后，人们清楚地认识到，不能孤立地评估单个机构的财务健康状况。相反，在一

个高度关联的金融系统中，从整个债权和债务网络的角度，来综合分析金融机构的偿付能力

和信用状况是至关重要的。在本节中，我们将回顾金融危机，并应用网络方法来研究它们是

如何演化的。

5.2.1 传染

在银行部门发生的一些金融危机有明显的外部诱因。一个突出的例子是，1921-1923 年

左右发生在魏玛德国（Weimar Germany）的恶性通货膨胀，其诱因是为了支付《凡尔赛条约》

约定的战争赔款而大量印制纸币。在这里，货币当局发挥了核心作用，而私人银行的行为则

较为被动。

在银行、对冲基金和资产市场三者之间相互作用的推动下，金融部门本身似乎也出现了

其他危机。许多时候，危机发生在资产价格上涨、经济增长强劲的繁荣期之后。通常情况下，

危机的种子是在这个繁荣阶段埋下的，彼时银行扩张信贷规模，企业为越来越多的投机性商

业计划筹集资金。在某些时候，投资者很清楚这些项目将无法达到预期收益，从而导致投资

者急于退出。

这个周期的最后阶段对金融部门来说是痛苦的，因为资产价值的迅速下跌会迫使银行和

其他金融机构通过清算长期贷款（通常伴随着巨大亏损），以及出售资产（通常面临着物价下

跌、现金囤积、拒绝为金融部门或其他机构提供展期或延长短期贷款的现实情境），来获取短

期资本。2007-2008 年的金融危机为这些危机动态变化提供了一个教科书式的例子。
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2007-2008 年金融危机以及其他类似危机发生的一个关键方式是传染（contagion），即金

融压力在金融机构网络中传播的方式。如果一个机构受到压力，这种压力通常会扩散到持有

该机构债权的投资者或交易对手。这个过程的结果不容易预测，因为会像第二章中研究的生

产网络中的均衡一样，存在一个追尾问题：压力从机构 A 传播到机构 B、C 和 D，这反过来

可能又会增加 A 的压力，依此类推。

在本节中，我们从现在标准的违约级联 (default cascades) 模型开始，研究金融传染。

5.2.2 违约级联

违约级联是金融传染的一种形式，即网络中某个节点的违约会导致其部分交易对手违

约，然后在整个网络中传播。下面我们提出一个违约级联模型并分析其均衡。

5.2.2.1 网络估值

考虑一个金融网络 G = (V,E,w)，其中，V = [n] 指的是 n 个金融机构（即银行）的列

表，边 (i, j) ∈ E 表示 j 向 i 提供贷款，贷款的规模为 w(i, j)。因此边指的是负债的方向，

正如第34页的图1.17 所表示的：边 (i, j) 指的是 i 的负债和 j 的资产。同 §1.4.1中所描述的，

i ∈ V 的所有直接前驱（direct predecessors）的集合被记为 I (i)，而所有直接后继（direct

successors）的集合则被记为 O(i)。

网络中的银行既有内部负债（internal liabilities）和外部负债（external liabilities），也有

内部资产（internal assets）和外部资产（external assets）。内部（即银行同业）负债和资产由权

重函数 w 给出，即 w(i, j) 是 i 的负债，也等于从 j 贷款的规模，因而也是 j 的资产。正的权

重表示存在交易对手风险：当 j 持有账面价值为 w(i, j) 的资产时，贷款是否能够被全额偿还

取决于对银行 i 的压力以及在破产情况下的债务偿还规则。

我们对模型的基本要素使用以下符号：xi :=
∑

j∈O(i)w(i, j)，表示银行 i 的同业负债总

额，

Πij :=

w(i, j)/xi 如果xi > 0

0 其它
(5.9)

为银行同业间的负债矩阵，ai 和 di 则分别表示银行 i 持有的外部资产和外部负债。

在考虑银行 j 的同业资产时， 我们需要区分“其对其他银行债权的账面价值∑
i∈I (j)w(i, j)”和“在其交易对手方 I (j) 部分或完全违约时的实际价值”。为此，我们引

入一个清算向量 p ∈ Rn+，它是网络中每家银行提出支付的列表清单。特别地，pi 是银行 i 向

银行业内的交易对手的总支付，在特定清算向量的选择下，银行 j 在其内部贷款组合中实际

收到的偿还支付为
∑

i∈V piΠij。

上述最后一句话是关于银行业法律框架的假设，这意味着，从 i 到 j 的实际支付 piΠij

等比例于 i 负债于 j 的总金额。这个想法是说，银行业中的所有交易对手都具有同等的优先
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权，因此，剩余的资金根据债权的相对规模在债权人之间进行分配。

令 p̂j 为银行 j 可用于偿还其所有同业间债务和外部债务的资金总量。该数量为：

p̂j = min
{
aj +

∑
i∈V

piΠij , dj + xj

}
。 (5.10)

min 运算符中的右边项是银行 j 的总债务，左边项是手头上用于偿还这些债务的总金额，包

括外部资产和其他银行的偿还支付。银行的还款额以其支付能力为限，但不超过其支付能力。

假设外部负债优先于银行同业间负债，这意味着对于银行 j 有，

pj = max{p̂j − dj , 0}。 (5.11)

因此，j 对银行同业间的支付是外部债务清算后的剩余部分，如果这些债务超出了银行的支

付能力，银行就会破产，同时也不会向内部债权人支付任何费用，这是有限责任的一种形式。

结合式(5.10) 和式 (5.11)，稍作重新排列后可得，

pj = max
{

min
{
aj − dj +

∑
i∈V

piΠij , xj

}
, 0

}

现在，我们将 p, a, d 和 x 作为 Rn 中的行向量，并把这个以 j 为标识的方程组写成向量

形式。对 max 和 min 逐点取值，并使用符号 ∨ 和 ∧ 分别表示最大和最小，我们则可以得到，

p = ((a− d+ pΠ) ∧ x) ∨ 0。 (5.12)

该方程的解被称为银行系统的均衡清算向量（equilibrium clearing vector）。

备注 5.2.1. 均衡清算向量能够捕捉特定银行系统内传染的影响，也就是说，它追踪了模型内

银行间拆借的全部网络效应。我们将研究这种均衡，同时也要认识到该模型的局限性，因为

它假定了一种特定的优先权形式，并隐含地排除了某些非线性现象。我们会在 §5.2.3中回到

这个主题。

5.2.2.2 不动点的存在性和唯一性

为了分析均衡的存在性和唯一性，我们引入算子 T : Rn → Rn，并定义为，

Tp = ((e+ pΠ) ∧ x) ∨ 0, (5.13)

其中，e := a − d 代表外部净资产。显然，p ∈ Rn+ 是一个均衡清算向量，当且仅当它是 T 的

一个不动点。

练习 5.2.1. 证明：算子 T 在 Rn 上是连续的。
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使用这个算子，不管基础设定的值以及网络配置如何，对于这个模型来说，确定至少存在

一个均衡清算向量是没有问题的。

练习 5.2.2. 证明：上述银行模型总是至少有一个均衡清算向量。在这种一般情况下，你

对均衡还有什么见解？

虽然在这个模型中，存在性是显然的，但唯一性不是：

示例 5.2.1. 如果 n = 2, e = (0, 0) 和 (1, 1) ，Π =

0 1

1 0

, 则 Tp = p 等价于

p1
p2

 =

p2
p1

 ∧
1

1

。

在 p = (1, 1) 和 p = (0, 0) 时，都能求解该方程。

有几种方法可以证明 T 的不动点存在的唯一性。以下是其中一个：

练习 5.2.3. 证明：只要 r(Π) < 1，则 T 在 S := [0, x] 上就是全局稳定的。3

这使我们可以得到以下结果：

命题 5.2.1. 令 G 为一个金融网络。如果对于每家银行 i ∈ V，存在一家银行 j ∈ V 并且有

i→ j，使得 j 的同业负债为 0，那么 T 在 S 上就是全局稳定的，并且 G 具有唯一的均衡清

算向量。

证明. 根据构造，矩阵 Π 是次随机（substochastic）的。假设 Π 也是弱链次随机（weakly

chained substochastic）的，那么根据命题2.3.5，我们可以得到 r(Π) < 1，并且根据练习5.2.3，

可知 T 在 S 上是全局稳定的。因此，如果我们能够证明，在上述条件下 Π 是弱链次随机的，

那么证明就完成了。

为了证明这一点，令 G 是一个满足命题5.2.1 条件的金融网络。现在令 i ∈ V，我们知道

存在一家银行 j ∈ V 和 i → j，且 j 没有银行间负债。如果 w(i, j) > 0，则 Πij > 0，所以有

向图 G 之下 i→ j 意味着 i→ j 在由次随机矩阵 Π 诱导的有向图之中。同时，由于 j 没有

银行同业负债，我们有 xj = 0，因此 Π 的 j 行同样为零。特别是，
∑

k Πjk = 0。所以，按照定

义，Π 是弱链次随机的。

备注 5.2.2. 命题5.2.1的证明也表明，T 是最终压缩的，所以我们也可以通过计算 T kp 的极

限，来获得任意选择 p ∈ S 下的唯一不动点。

关于银行网络 G 的结构，有几种可能的假设，都暗示了命题5.2.1的条件。例如，只要 G

是强连通的（strongly connected），并且至少有一家银行的同业负债为 0，就足够了。下面，我

们研究另一个与循环性（cyclicality）相关的充分条件。

3如果你卡住了，这里有一个提示：使用本章提出的一个命题，证明 r(Π) < 1 意味着 T 在 [0, x] 上是最终压缩的。
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如果一个有向图 D 不包含循环（no cycles），则有向图 D 称为有向无环图（directed

acyclic graph）。

练习 5.2.4. 证明：如果 D 是一个有向无环图，那么，对于 D 中的任意节点 i，存在一个

节点 j 能够使得 i→ j 并且 O(j) = 0。

练习 5.2.5. 令 G 是一个金融网络，证明：只要 G 是一个有向无环图，那么 G 就有唯一

的均衡清算向量。

5.2.2.3 非负的外部资产

在本节中，我们将研究以下特殊情况：

(E1) 每家银行都有非零的同业拆借债务，所以 Π 是一个随机矩阵，并且

(E2) 外部净资产是非负的, 也即 e = a− d ≥ 0。

在 (E1) 之下，我们不能使用命题5.2.1，因为在 Π 是随机的情况下，我们总有 r(Π) = 1。尽管

如此，在对 e 和网络拓扑结构作一些限制的条件下，我们仍然可以获得全局稳定性。下面是

一个相对简单的例子，我们稍后将尝试对其进行改进。

练习 5.2.6. 令 G 是一个金融网络，使得 (E1)–(E2) 成立。使用 Du 定理（第164页），证

明：只要 e� 0，T 在 S := [0, x] 中就具有唯一不动点。

条件 e� 0 是相当严格的。幸运的是，事实证明我们可以在明显较弱的条件下获得全局

稳定性。为此，我们引入一个概念，如果存在一个 i ∈ V，使得 i→ j 且 e(i) > 0，则称金融系

统 G 中的节点 j 是现金可及的（cash accessible）。换句话说，j 在负债链的下游，其直接上游

至少存在一家银行，该银行的外部净资产是正的。

练习 5.2.7. 证明：如果 (E1)-(E2) 成立，并且 G 中的每个节点都是现金可及的，那么对

于某些 k ∈ N，有 T k0� 0 。（这是一个相对具有挑战性的练习。）

有了练习5.2.7 的结果，下一个引理就很容易建立了。

引理 5.2.2. 如果 (E1)-(E2) 成立，并且 G 中的每一个节点都是现金可及的，那么，T 就是

全局稳定的，并且 G 具有唯一的清算向量 p∗ � 0。

证明. 令 G 如上所述。根据推论5.1.7，我们只需证明 T 在 [0, x] 上是保序且凹的自映射，并

且对于某些 k ∈ N，有 T k0� 0。练习5.2.6的解表明，T 是保序且凹的。练习5.2.7则验证了存

在 k ∈ N，有 T k0� 0 。

只需花费少量的精力，即可获得更强的结果。事实上，在 (E1)-(E2) 下，有一个很重要

的意义是，如果我们能够进一步厘清在 e = 0 时发生的模糊性情况，则我们无需任何进一

步假设即可获得不动点存在的唯一性。这个模糊性将在下一个练习中讨论，进一步可以参考

§5.3。
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练习 5.2.8. 条件 (E1) 和 (E2) 本身并不能确定，模型中的均衡是不是在网络中每个银

行的外部净资产为零的极端情形下产生的。用一个例子来说明这一点。4

尽管练习5.2.8表明，当 e = 0 时，结果具有模糊性，但很自然地采用这样的约定：只要

e = 0，均衡清算向量 p∗ 就服从 p∗ = 0 。如果整个银行部门的净资产不为零，那么在没有外

部资本的情况下，就不能启动正的偿还支付序列。

在下一个练习中，如果存在一个 j ∈ U 使得 j 从 i 是可达的（accessible），我们就说

U ⊂ V 从 i ∈ V 中是可达的（accessible）。

练习 5.2.9. 令 P 为 V 中所有现金可及的节点的集合，令 A 为集合 P c 中所有节点 m

的集合，节点 m 满足 P 从 m 中是可达的，并令 N 为集合 P c 中所有节点 n 的集合，节点 n

满足 P 从 n 中是不可达的。请注意，V = P ∪A∪N，并且这些集合是不相交的。证明：N 和

P 都是吸收集（absorbing sets）。

5.2.3 资产：交叉持股

在本节中，我们分析由Elliott et al. (2014) 构建的违约级联模型。该模型与 §5.2.2中研

究的模型有几个方面的不同。

一是，金融机构是通过交叉持股联系在一起的：对于 i, j ∈ V := [n]，企业 i 拥有企业 j

的一部分股权 cij，这意味着企业 j 的失败会降低企业 i 的市场价值，这反过来又会降低其他

企业的市场价值，以此类推。

二是，也是更重要的，在模型中引入失败成本，这给模型增加了重要的非线性因素。失败

成本加强了每个企业失败的影响，进而导致更大的冲击在整个网络中传播。这一特征与一个

直观的想法有关，一家企业的失败可能会引发一波破产潮。

5.2.3.1 账面和市场价值

我们现在描述模型的特征。令 C = (cij)i,j∈V 表示交叉持股（cross-holdings）比例的矩

阵，如上所述，0 ≤ cij ≤ 1（∀i, j）。

假设 5.2.1. 对于所有的 i ∈ V，交叉持股矩阵满足
∑

k cki < 1 。

假设5.2.1意味着企业不完全由网络中的其他企业所拥有，即对于所有的 i，网络外的投

资者至少持有企业 i 的一部分股权。

企业 i 的账面价值（book value）由下式给出：

bi = ei +
∑
j

cijbj (i ∈ V ) (5.14)

4提示：每个随机矩阵至少有一个平稳分布。
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这里的第一项 ei ≥ 0 表示企业 i 的外部资产，第二项表示企业 i 交叉持股的价值。用向量形

式进行表达，上式则变为 b = e+ Cb。

练习 5.2.10. 令 I 为 n× n 的单位阵，证明：在假设5.2.1下，矩阵 I − C 是可逆的，并且

方程 b = e+ Cb 有唯一解为，

b = (I − C)−1e。 (5.15)

同时证明：b ≥ 0。

练习 5.2.11. 提出一个关于矩阵 C 的较弱的条件，也能使得 I − C 可逆。

有一个广泛接受的观点认为，交叉持股人为地夸大了企业价值，因为企业的账面价值

（book values）之和，超出了底层资产价值之和（即
∑

i ei）。下面的练习将说明这一点。

练习 5.2.12. 证明：如果 e� 0 并且 mini,j cij > 0 成立，则能够推出
∑

i bi >
∑

i ei。

由于这种人为的夸大因素，我们将企业的账面价值 bi 与它的市场价值（market value）̄vi
区分开，后者被定义为 ribi（其中 ri := 1−

∑
k cki）。根据假设 5.2.1，对于所有的企业 i 来说，

ri 的值，即外部投资者持有企业 i 的份额，都严格为正。通过构造矩阵 R := diag(r1, . . . , rn)，

我们可以将市场价值的向量形式写为 v̄ = Rb。代入式(5.15) ，可得，

v̄ := Ae, 其中 A := R(I − C)−1。 (5.16)

5.2.3.2 失败成本

到目前为止，该模型都是非常简单的，企业的市场价值与外部资产 e 呈线性关系。然而，

由于破产成本很高，因此可以合理地假设企业的失败是有代价的。此外，当企业的市场价值

大幅下降时，企业将难以筹集短期资金，经常需要停止创收行为，并出售远低于其潜在价值的

非流动性资产。

我们现在引入失败成本。如前所述，v̄i 是没有失败成本的市场价值（见式(5.16)），令

vi 代表存在失败成本的市场价值。将企业 i 的失败成本模型化为一个门槛函数（threshold

function）：

f(vi) = β1{vi < θv̄i} (i = 1, . . . , n),

其中，θ ∈ (0, 1) 和 β > 0 为参数。因此，当 vi 较大时，成本为 0，而当它们低于阈值 θv̄i 时，

成本为 −β。特别是，当企业价值远低于没有失败情形下的市场价值 v̄i 时，会产生离散的失

败成本 −β。θ 越大，企业越容易失败。

式(5.14)定义了没有失败成本的企业 i 的账面价值，当存在失败成本时，企业 i 的账面价

值被定义为，

bi = ei +
∑
j

cijbj − f(vi)。

将 f 逐点应用到向量 v 之上，可以将上式写成向量形式 b = e + Cb − f(v)。求解 b，得
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到 b = (I − C)−1(e− f(v))。对应的市场价值为，

v = Rb = A(e− f(v))。 (5.17)

请注意，如果没有企业失败，则我们有 vi = v̄i。

5.2.3.3 均衡

式(5.17)是一个有 n 个未知数的非线性方程。求解式(5.17)能够得到向量 v ∈ Rn，当且

仅当 v 是算子 T : Rn → Rn 的不动点，亦即，

Tv = A(e− f(v))。 (5.18)

下面，我们设定 d := A(e− β1) 和 S := [d, v̄]。

命题 5.2.3. T 是 S 上的自映射，在 S 中有最小不动点 v∗ 和最大不动点 v∗∗，同时

(1) 序列 (T kd)k∈N 会在有限步内向上收敛到 v∗，并且

(2) 序列 (T kv̄)k∈N 会在有限步内向下收敛到 v∗∗。

请注意，存在 v∗ = v∗∗ 的可能性，在这种情况下，T 在 S 中具有唯一不动点。

练习 5.2.13. 证明：命题5.2.3中的第一个陈述（第一句）。

为什么 (T kd)k∈N 会在有限步内收敛到 v∗ ？首先，正如你在练习 5.2.13的解中看到的，

映射 T 是 [d, v̄] 上的一个保序自映射，所以 Td ∈ [d, v̄]。特别是，d ≤ Td。迭代这个不等式，

并使用保序性质得到 d ≤ Td ≤ T 2d ≤ · · ·，所以 (T kd) 确实是递增的。此外，T 的范围是一

个有限集，对应如下形式的所有向量：

u = A(e− βw),

其中，w 是一个仅包含 0 和 1 的 n 维向量。由于长度为 n 的二进制序列只有有限多个，所以

有限性成立。

练习 5.2.14. 鉴于上述事实，证明：(T kd)k∈N 在有限步内向上收敛到 v∗ 。

可以应用类似的逻辑来证明 (T kv̄)k∈N 在有限步内向下收敛到 v∗∗ 。

如果我们设定 v0 = v̄ 和 vk+1 = Tvk，我们可以将估值序列 (vk) 视为一个动态过程，并

且可以将目前失败企业的数量 mk :=
∑

i 1{vki < θ} 理解为追踪破产潮。第一波破产的企业

会给其他与该企业具有联系的健康企业带来压力，这反过来又会导致进一步的破产，如此循

环。

练习 5.2.15. 证明：序列 (mk) 是单调递增的。
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正如命题5.2.3中所讨论的，序列 (vk) 也可以写成 (T kv̄)，是逐点递减的。换句话说，每

家企业的价值都不会增加。因此，对于某些 k，如果 vki < θ，那么对于所有的 j ≥ 0，都有

vk+ji < θ 。

图5.1展示了金融网络中可能出现的越来越多的破产潮，颜色较浅的企业拥有相对较良

好的资产负债表，黑色代表企业失败。生成该图的代码以及参数的信息，可以在代码手册中

找到。

5.3 章节说明

Shin (2010) 对系统性风险和 2007-2008 年金融危机做了一个很好的概述。Battiston

et al. (2012) 研究金融网络中的连通性，并引入了一种名为 DebtRank 的系统性影响的测

算。Bardoscia et al. (2015) 提出了一个与 DebtRank 有关的不稳定性动态理论。Demange

(2018) 提出了与 Katz 中心度相关的金融网络传染的威胁指数。Bardoscia et al. (2019) 分

析了危机期间与偿付能力传染相关的风险。Jackson & Pernoud (2019) 研究了在债务和股权

相互依存关系的金融网络中，银行对风险资产组合的投资行为。Jackson & Pernoud (2020)

分析了金融网络中的最优救助。Amini & Minca (2020) 介绍了清算系统的建模，分析了网络

支付和资产价格的均衡。Jackson & Pernoud (2021) 对金融网络和系统性风险之间的关系进

行了研究。

Eisenberg & Noe (2001) 研究了 §5.2.2.3中的模型设定，这是关于违约级联网络方法

的第一批论文之一。有关稳定性的更多详细信息，请参见Stachurski (2022b)。如前所述，

§5.2.3是基于 Elliott et al. (2014) 的论文，该论文还包括了一个有趣讨论，即跨网络的集成

（integration）水平如何影响均衡。Klages-Mundt & Minca (2021) 以Elliott et al. (2014) 为例，

讨论了如何通过影响力最大化方法，实现对经济网络的最佳干预。Acemoglu et al. (2021b)

研究了对未来违约的预期如何导致“信用冻结”（credit freezes）。

Goebel & Kirk (1990) 和 Cheney (2013) 对压缩映射和相关不动点理论进行了一般性

的讨论。关于保序算子的不动点方法的更多信息，请参见Guo et al. (2004), Zhang (2012),

Marinacci & Montrucchio (2019) 和 Deplano et al. (2020) 等等。
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iteration 0

iteration 3

iteration 6

iteration 9

iteration 12

图 5.1: 金融网络中的破产潮
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6.1 数学回顾

本节主要对数学分析基础和线性代数的一些内容进行简要回顾。这里包含的内容应该

在中级数理经济学课程中有所涉及，如果没有的话，在研究生课程刚开始的数学训练营中也

会有所涉及。

（如果有人希望更详细地了解本节分析内容，我们推荐Bartle & Sherbert (2011)，该书

结构严谨，文字优美。同时，适合本课程的高质量线性代数教程还包括Jänich (1994), Meyer

(2000)、Aggarwal (2020) 和 Cohen (2021)）。

6.1.1 集合和函数

第一步，我们对基本的术语和数学符号作出说明。

6.1.1.1 集合

集合（set）指的是一个任意对象（objects）的汇总（collection），单个对象被称为集合的元

素（elements）。我们假设读者熟悉基本的集合运算，如交集（intersections）和并集（unions）。

如果 A 是一个有限集合，那么 |A| 指的是 A 中元素的数量。幂（power）应用到集合中表示

为笛卡尔乘积（Cartesian products），因此，

A2 := A×A := {(a, a′) : a ∈ A, a′ ∈ A}, 等等。

在此过程中，将 A 的幂集（power set）表示为 ℘(A)，也即由集合 A 的所有子集构成的集合。

例如，

A = {1, 2} =⇒ ℘(A) = {∅, {1}, {2}, A}。

设 N 为自然数，Z 为整数，Q 为有理数，R 为实数（即有理数和无理数的合并）。对于 R

中的 x, y，我们令

x ∨ y := max{x, y} 和 x ∧ y := min{x, y}。 (6.1)
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绝对值为 |x| := x ∨ (−x)。对于 n ∈ N，我们设定 [n] := {1, . . . , n}。

我们会用到如下的基本事实：对于所有的 a, b, c ∈ R，

• |a+ b| ≤ |a|+ |b|；

• (a ∧ b) + c = (a+ c) ∧ (b+ c) 和 (a ∨ b) + c = (a+ c) ∨ (b+ c)；

• (a ∨ b) ∧ c = (a ∧ c) ∨ (b ∧ c) 和 (a ∧ b) ∨ c = (a ∨ c) ∧ (b ∨ c)；

• |a ∧ c− b ∧ c| ≤ |a− b|；

• |a ∨ c− b ∨ c| ≤ |a− b|。

其中，第一项被称为三角不等式（triangle inequality）。另外，如果 a, b, c ∈ R+，那么还有，

(a+ b) ∧ c ≤ (a ∧ c) + (b ∧ c)。 (6.2)

练习 6.1.1. 证明：对于所有的 a, b, c ∈ R+，我们有 |a ∧ c− b ∧ c| ≤ |a− b| ∧ c。

6.1.1.2 等价类

令 S 为任意集合。S 上的关系（relation）∼ 是 S × S 的一个非空子集，人们习惯将其记

为 x ∼ y，而不是 (x, y) ∈∼，以表示 (x, y) 存在 ∼。对于所有的 x, y, z ∈ S，如果下述情形成

立，

• 自反性（reflexivity）：x ∼ x，

• 对称性（symmetry）：x ∼ y 意味着 y ∼ x ，

• 传递性（transitivity）：x ∼ y 和 y ∼ z 意味着 x ∼ z，

那么，可以将 S 上的关系 ∼ 称为等价关系（equivalence relation）。

S 上的任何等价关系都会将 S 划分为一系列互不相干的子集，同时能够使它们的并集

可以穷尽 S，这些子集也被称为等价类（equivalence classes）。对于每一个 x ∈ S，通过取所

有与 x 等价的元素的集合，可以构建出等价类。

示例 6.1.1. 令 S 为世界上所有的人的集合。如果 x ∼ y 表示 x 和 y 生活在同一个国家，那

么 ∼ 就是一个等价关系 (检验公理）。等价类也即每个国家的人口。在 S 上划分出的分区是

这些类的集合，我们可以将其等同于世界上所有国家的集合。

6.1.1.3 函数

函数（function）f 指的是从集合 A 到集合 B 的一个映射规则，可以记为 f : A→ B 或

者 a 7→ f(a)，它将集合 A 的每个元素 a 与集合 B 中的一个且是唯一一个元素 f(a) 建立起
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0 1
0

1
one-to-one

f(x) = 1/2 + x/2

0 1
0

1
onto

f(x) = 4x(1− x)

图 6.1: 在 (0, 1) 上的不同类型的函数

联系。集合 A 被称为 f 的定义域（domain），集合 B 被称为对应域（codomain），f 的值域

（range）或图像（image）是：

range(f) := {b ∈ B : b = f(a), 对于某些a ∈ A}。

f : A→ B 的函数在如下不同情形下，具有不同类型：

• 如果 f(a) = f(a′) 意味着 a = a′，称函数是单射的（one-to-one），

• 如果 range(f) = B，称函数是满射的（onto），

• 如果函数同时是单射和满射的，则可以称函数是双射的（bijection）或者一一对应的

（one-to-one correspondence）。

示例 6.1.2. 令 S 为一个非空集，对于所有的 x ∈ S，如果存在一个映射 I : S → S，能够使得

I(x) = x，那么这个映射被称为 恒等映射（identity map）。对于任意选择的 S，恒等映射是一

种双射。

图6.1的左图显示了一个在 (0, 1) 上的单射函数，然而，这个函数不是满射的。例如，不存

在任意的 x ∈ (0, 1) 有 f(x) = 1/4。右图则显示了一个满射函数，其值域 range(f) = (0, 1)，

然而，这个函数不是单射的。例如，f(1/4) = f(3/4) = 3/4。

图6.2的左图给出了一个既不是单射也不是满射的例子，右图则给出了一个双射的例子。

6.1.1.4 反函数

我们对函数基本性质感兴趣的一个原因是，我们希望求解反问题。对于任意的一个非空

集合 S 和一个函数 f : S → S，反问题的概念就是求解 y = f(x)(对于 x ∈ S)。
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0 1
0

1
constant

f(x) = 1/2

0 1
0

1
bijection

f(x) = 1− x

图 6.2: 双射和非双射函数的例子

在给出下一个结果之前，我们回顾一下，f : S → S 的反函数（inverse function）指的是一

个 g : S → S 的函数，该函数满足 f ◦ g = g ◦ f = I，其中 I 是 S 上的恒等映射。f 的反函数

通常记为 f−1。

引理 6.1.1. 对于 f : S → S 的映射，以下陈述是等价的：

(1) f 是在 S 上的双射函数；

(2) 对于每个 y ∈ S，存在唯一的 x ∈ S，能够满足 f(x) = y；

(3) f 在 S 上存在一个反函数。

证明.（(1) =⇒ (2)） 令 y ∈ S。由于 f 是满射的（onto），即存在一个 x ∈ S，能够使得

f(x) = y。同时，由于 f 是单射的（one-to-one），所以最多只有一个这样的 x。

（(2) =⇒ (3)） 令函数 g : S → S 将每个 y ∈ S 映射为唯一的 x ∈ S，使得 f(x) = y。

根据 g 的定义，对于固定的 x ∈ S，我们有 g(f(x)) = x。此外，对于每个 y ∈ S，点 g(y) 是 f

映射到 y 的点，所以 f(g(y)) = y。

（(3) =⇒ (1)） 令 g 为 f 的逆。为了证明 f 必须是满射的，选择任意的 y ∈ S，由于

f ◦ g 是恒等映射，我们有 f(g(y)) = y，因此在 S 中存在一个点 g(y)，该点被映射到 y ∈ S

中。为了证明 f 是单射的，令 x, y ∈ S，如果 f(x) = f(y)，那么有 g(f(x)) = g(f(y))。但由

于 g ◦ f 是恒等映射，所以有 x = y。

这里有一个很好的逻辑练习，当我们解决线性反问题时，它会变得很有用。

练习 6.1.2. 令 S 和 T 为非空集。对于 f : S → T，如果存在 g ◦ f = I（其中 I 是 S 上

的恒等映射），则函数 g : T → S 被称为 f 的左逆（left inverse）函数。证明：当且仅当 f 存在

左逆时，f 是单射的。
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6.1.1.5 实值函数

如果 S 是任意集合，并且有 f : S → R，我们称 f 为实值函数（real-valued function）。S

上所有实值函数的集合表示为 RS。当 S 有 n 个元素时，RS 和 Rn 是用不同符号表示的同

一个集合。下一个引理阐明了这一点。

引理 6.1.2. 如果 |S| = n，那么

RS 3 h = (h(x1), . . . , h(xn)) ←→


h1
...

hn

 ∈ Rn (6.3)

上式表示了 Rn 和函数空间（function space）RS 之间一一对应的关系。

该引理指出，一个函数 h 可以通过它在 S 上取值的集合来识别，而 S 是实数的 n 元组

（n-tuple）。我们将在下文中经常使用这种识别方法。

将逻辑语句 P 的指示函数（indicator function）表示为 1{P} ，如果 P 为真（或为假），

则取值为 1（或为 0）。

示例 6.1.3. 如果 x, y ∈ R，则

1{x ≤ y} =

1 如果x ≤ y

0 否则

如果 A ⊂ S，其中 S 是任意集合，那么对于所有的 x ∈ S，定义 1A(x) := 1{x ∈ A}。

如果一个非空集 S 是有限的，或者是可以与自然数 N 一一对应的，则认为该非空集合

是可数的（countable）。在第二种情形下，我们可以通过将其写为 {x1, x2, . . .} 来枚举 S。任

意的非空集合 S 如果不能被计数，则称其是不可数的（uncountable）。例如，Z 和 Q 是可数

的，而 R 和 R 中的每个非平凡区间（nontrivial interval）都是不可数的。

一般来说，如果 f 和 g 是定义在某个共同集合 S 上的实值函数，并且 α 是一个标量，那

么，每一个 x ∈ S，f + g、αf 和 fg 等形式的表达式都是在 S 上的函数，并且可以被定义为：

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (αf)(x) = αf(x), 等等。 (6.4)

类似的，f ∨ g 和 f ∧ g 也是 S 上的函数，并且可以被定义为：

(f ∨ g)(x) = f(x) ∨ g(x) 和 (f ∧ g)(x) = f(x) ∧ g(x)。 (6.5)

图6.3给出了该函数的图形。
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f

g

f ∨ g

f ∧ g

图 6.3: 在 R 的子集上定义的函数 f ∨ g 和 f ∧ g

如果 f : A → B 和 g : B → C，那么可以称g ◦ f为 f 和 g 的复合（composition）。它是

一个将 a ∈ A 映射到 g(f(a)) ∈ C 的函数。

6.1.1.6 不动点

令 S 为任意集合。S 上的自映射（self-map）指的是某个函数 G，该函数能够将 S 映射到

S 本身。在处理任意集合的自映射时，通常将 x 在 G 下的图像写成 Gx，而不是 G(x)，我们

沿用这一惯例。

给定 S 上的自映射 G，如果有 Gx = x，则称点 x ∈ S 为 G 的不动点（fixed point）。

示例 6.1.4. 在恒等映射 I : x 7→ x 之下，任意集合 S 的每一个点都是不动点。

示例 6.1.5. 如果 S = N，并且 Gx = x+ 1，那么 G 没有不动点。

图6.4给出了另一个例子，G 为集合 S = [0, 2] 上的自映射。不动点指的是在 x ∈ [0, 2]

上 G 与 45 度线相交的数值。在该例中，这样的点有三个。

在应用数学和数量经济学中，求解非线性方程组最常见的技术之一就是将其转化为不动

点问题，然后运用不动点理论，我们在本书中会看到许多这种应用。

练习 6.1.3. 令 S 为任意集合，并令 G 为 S 上的自映射。对于所有的 x ∈ S 和 k ≥ m，

假设存在一个 x̄ ∈ S 和一个 m ∈ N 能够满足 Gkx = x̄。证明：在此条件下，̄x 是 G 在 S 中

的唯一不动点。

6.1.1.7 向量

一个 n-向量（n-vector）x 指的是由 n 个数字 x = (x1, . . . , xn) 组成的元组，其中对于每

个 i ∈ [n] 都有 xi ∈ R。一般来说，x 既不是行向量，也不是列向量——这与大多数科学计算
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图 6.4: G : x 7→ 2.125/(1 + x−4) 的图和不动点

环境的设定相吻合，其中基向量结构是一个水平的数组。我们在使用矩阵代数时，除非另有

说明，否则向量被视为列向量。

两个最基本的向量运算是向量加法和标量乘法，这些运算是逐点展开的，因此，当 α ∈ R

和 x, y ∈ Rn 时，有

x+ y =


x1

x2
...

xn

+


y1

y2
...

yn

 :=


x1 + y1

x2 + y2
...

xn + yn

 以及 αx :=


αx1

αx2
...

αxn

。

我们令 Rn 为所有 n-向量的集合，Mn×k 为所有 n× k 的矩阵。如果 A 是一个矩阵，令

A⊤ 为其转置。

• x, y ∈ Rn 的内积（inner product）被定义为 〈x, y〉 :=
∑n

i=1 xiyi。

• x ∈ Rn 的欧几里得范数（Euclidean norm）为 ‖x‖ :=
√
〈x, x〉。

范数和内积满足三角不等式 （triangle inequality） 和柯西-施瓦茨不等式

（Cauchy–Schwarz inequality），它们分别表示为如下形式：

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ 和 | 〈x, y〉 | ≤ ‖x‖‖y‖, ∀x, y ∈ Rn。
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6.1.1.8 复数

我们回顾一下关于集合 C 的一些基本事实。

C 的每个元素都可以理解为一个点 (a, b) ∈ R2，事实上，C 就是被赋予了一种特殊乘法

形式的 R2，点 (a, b) 更多的时候被写成 a+ ib。我们在下面进行详细说明。

(a, b) 的第一和第二投影被记为 Re(a, b) = a 和 Im(a, b) = b，分别称为实部（real）和非

实部（nonreal）（或虚部（imaginary））。符号 i 代表点 (0, 1) ∈ C。根据传统做法，在复数的背

景下，复数 (a, 0) ∈ C 通常被更简化地记为 a。由于加法和标量乘法都是通过逐点定义的，这

意味着存在如下形式（也与预期相一致）：

(a, b) = (a, 0) + (0, b) = (a, 0) + (0, 1)b = a+ ib。

令 z = (a, b)，将 z 的模（modulus）写成 |z|，并将其定义为元组 (a, b) 的欧几里得范数

(a2 + b2)1/2。然后，二维欧几里得空间被赋予了一个新的乘法（multiplication）运算形式，被

定义为

(a, b)(c, d) = (ac− bd, ad+ bc)。 (6.6)

注意，根据这一规则和我们的惯例，能够得到 i2 = (0, 1)(0, 1) = (−1, 0) = −1。

与现实情形一致，对于 z ∈ C，指数 ez 被定义为
∑

k≥0 z
k/(k!)。可以证明，在这种扩展

下，指数函数依然能够保持加法性质 ez1+z2 = ez1ez2。因此有，ea+ib = eaeib。

与其提供坐标，另一种表示向量 z = (a, b) ∈ R2（因而也满足 z ∈ C）的方法是提供一对

(r, φ)，其中，可以将 r > 0 理解为向量的长度，φ ∈ [0, 2π) 则是角度。通过以下方式转化为欧

几里得坐标：

a+ ib = (a, b) = (r cosφ, r sinφ) = r(cosφ+ i sinφ)。

(r, φ) 的表示方式也被称为复数的极坐标（polar form）形式。通过欧拉公式（Euler’s

formula）cos(φ) + i sin(φ) = eiφ，我们还可以写出

r(cosφ+ i sinφ) = reiφ。

图6.5显示了将 C 3 (1,
√
3) = 1 + i

√
3 转化为极坐标 2ei(π/3)。

这种表示方法的优势在我们进行交乘运算时表现得会很明显，因为这样的规则要比

式(6.6)更容易记忆和应用，如下所示：

reiφ seiψ = rs ei(φ+ψ)。 (6.7)
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图 6.5: 复数 (a, b) = reiφ

要计算“模”也很容易，因为根据三角公式，cos2 φ+ sin2 φ = 1，可以得到，

|reiφ| = |r(cos(φ) + i sin(φ))| = r
(
cos2 φ+ sin2 φ

)1/2
= r。 (6.8)

练习 6.1.4. 证明：对于任意的 u, v ∈ C ，我们都有 |uv| = |u||v|。

6.1.2 序

序（order）结构在经济学中非常重要——通常比物理或化学等其他领域更重要。在此，我

们回顾一些基础知识。

6.1.2.1 偏序

我们在序言中提到，序理论方法构成了本书的核心部分。在本节中，我们将介绍一些关

键概念。

令 P 为一个非空集合。集合 P 上的偏序（partial order）指的是在 P × P 上的关系 �，

对于 P 中任意的 p, q, r，它满足：

p � p

p � q 和 q � p 意味着 p = q

p � q 和 q � r 意味着 p � r

自反性 (reflexivity)

反对称性 (antisymmetry)

传递性 (transitivity)
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当集合 P 与偏序 � 配对时，将集合 P（或一对 (P,�)）称为偏序集（partially ordered

set）。

示例 6.1.6. R 上常见的序关系 ≤ 就是 R 上的偏序。与我们考虑的其他偏序不同的是，它具

有一些额外的性质，即对于 R 中每一个 x, y，要么存在 x ≤ y，要么存在 y ≤ x。因此，≤ 也

被称为 R 上的全序（total order）关系。

练习 6.1.5. 令 P 为任意集合，并考虑由等式所引发的关系，即，当且仅当 p = q 时，

p � q 成立。证明：这个关系是集合 P 上的偏序。

练习 6.1.6. 令 M 是任意集合。证明：⊂ 是 ℘(M) 上的偏序（其中，℘(M) 是 M 的所有

子集集合）。

示例 6.1.7 (函数的逐点序). 令 S 为任意集合，对于 RS 上的 f, g，如果有 f(x) ≤ g(x)，我们

可以将其写为：

f ≤ g (∀x ∈ S)。

RS 上的这种 ≤ 关系是一种偏序，也被称为 RS 上的逐点序（pointwise order）。

一个偏序集 (P,�) 的子集 B 被称为：

• 递增的（increasing），如果 x ∈ B 和 x � y 意味着 y ∈ B。

• 递减的（decreasing），如果 x ∈ B 和 y � x 意味着 y ∈ B。

练习 6.1.7. 描述一下 (R,≤) 中递增集的集合。

示例 6.1.8 (向量的逐点序). 对于向量 x = (x1, . . . , xd) 和 y = (y1, . . . , yd)，我们说，

• 对于所有的 i ∈ [d]，如果 xi ≤ yi，则记为 x ≤ y，

• 对于所有的 i ∈ [d]，如果 xi < yi，则记为 x� y。

另外，x ≥ y 和 x � y 也能够进行类似定义。1 ≤ 关系是 Rn 上的偏序，也称为逐点序

（pointwise order）（事实上，本示例是示例6.1.7 在引理6.1.2（第179页）识别条件下的一个特

例）。另一方面，� 不是 Rn 上的偏序（哪条公理失效了？）。

练习 6.1.8. 从示例6.1.11可以看出，R 中的极限保留了弱不等式（weak inequalities）。证

明：在 Rd 中也是如此。特别地，对于向量 a, b ∈ Rd 和 Rd 中的序列 (xn) ，证明：对于所有的

n ∈ N，如果 a ≤ xn ≤ b 和 xn → x 成立，则 a ≤ x ≤ b 成立。

1向量上的符号 x ≤ y 是标准的，而 x ≪ y 则不那么标准。在某些研究领域，n ≪ k 指的是“n 远小于 k”。我们的用法与大
多数关于偏序向量空间（partially ordered vector spaces）的文献一致。例如，参见Zhang (2012)。
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6.1.2.2 向量的逐点运算

在本文中，对实数的运算，如 | · | 和 ∨，都能逐点应用到向量上。例如，对于 Rd 中的向量

a = (ai) 和 b = (bi)，我们设定

|a| = (|ai|), a ∧ b = (ai ∧ bi) 和 a ∨ b = (ai ∨ bi)

（后两个是式(6.5)的特例。）

稍加思考就会发现，通过这个设定加上向量的逐点序，§6.1.1.1 中列出的序理论不等式

和恒等式也适用于 Rd。例如，对于任意的 a, b, c ∈ Rd，都有 |a+ b| ≤ |a|+ |b|。

练习 6.1.9. 证明：如果 B 是 m× k 矩阵以及 B ≥ 0，那么对于所有的 k × 1 列向量 x，

都有 |Bx| ≤ B|x| 。

6.1.2.3 单调性

给定两个偏序集 (P,�) 和 (Q,⊴)，如果下式成立，

p, q ∈ P 和 p � q =⇒ Gp ⊴ Gq, (6.9)

则称从 P 到 Q 的函数 G 是保序的（order-preserving）。

示例 6.1.9. 令 C 为从 S = [a, b] 到 R 的所有连续函数，并令 ≤ 为 C 上的逐点偏序关系。

定义：

I : C 3 f →
∫ b

a

f(x)dx ∈ R。

由于 f ≤ g 意味着
∫ b
a
f(x)dx ≤

∫ b
a
g(x)dx，积分映射 I 在 C 上是保序的。

练习 6.1.10. 令 X 为一个随机变量，将 Ω 映射到有限集合 S。通过 ℓh = Eh(X)，定义

ℓ : RS → R。证明：当 RS 具有逐点序时，ℓ 是保序的。

如果 P = Q = R，并且 � 和 ⊴ 都等于 ≤（即 R 中的标准序（standard order）），那么保

序性质就简化为了常用的递增函数（increasing function）（即非递减函数）的概念，我们将在

这种情形下互换使用“递增”和“保序”两个术语。2

此外，如果 S = g 将 A ⊂ R 映射到 R，那么，

• 如果 x < y 意味着 g(x) < g(y)，那我们称 g 是严格递增（strictly increasing）的，并且

• 如果 x < y 意味着 g(x) > g(y)，那我们称 g 是严格递减（strictly decreasing）的。

2文献中保序（order-preserving）的其他常用术语还包括“单调递增（monotone increasing）”、“单调（monotone）”和“保序
（isotone）”（译者注：其中，“isotone”也译为“保序”）。
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6.1.3 收敛

现在让我们回顾一下收敛性（convergence）和连续性（continuity）的基本知识。

给定任意集合 S，一个 S 值（S-valued）序列（sequence）(xn) := (xn)n∈N 是一个从 N 到

S 的函数 n 7→ xn。如果 S = R，我们称 (xn) 为实值序列（real-valued sequence）。(xn)n∈N

的子序列（subsequence）是一个形式为 (xσ(n))n∈N 的序列，其中，σ 是一个从 N 映射到其自

身的严格递增函数。您可以考虑通过删除序列中的一些元素（同时仍然保留无穷多个），来从

序列中形成一个子序列。

在计算机科学和统计学中，通常会根据序列的渐近性质对其进行分类，这通常是通过大

O 表示法（big O notation）实现的。对于一个实值序列 (xn)，如果存在一个非负序列 (gn) 和

一个常数 M <∞，使得对所有的 n ∈ N，有 |xn| ≤Mgn，我们写为 (xn) = O(gn)。

练习 6.1.11. 对于所有的 n ∈ N，令 xn = −5n + n2，证明：(xn) = O(n2) 成立，但

(xn) = O(n) 不成立。

6.1.3.1 实线的度量性质

以下定义对后文内容至关重要：

如果对于每个 ε > 0，存在一个 N ∈ N，每当 n ≥ N 时，能够使得一个实值序列 (xn) 满

足 |xn− x| < ε（其中，x ∈ R），那么称该实值序列 (xn)收敛（converges）到 x，并记为 xn → x。

示例 6.1.10. 如果 xn = 1− 1/n，则 xn → 1。事实上，对于任意的 ε > 0，|xn − 1| < ε 等价于

n > 1/ε。只要 n 足够大，这一点显然成立。

练习 6.1.12. 证明：如果 a, b ∈ R，xn → a 和 xn → b，则有 a = b。

让我们陈述一些基本的极限定理， 这些定理在本书中都直接拿来使用了 （你可以

在Bartle & Sherbert (2011) 等资料中查看定理的证明。）

如果存在一个 M ∈ R，使得对于所有的 n ∈ N，有 |xn| ≤ M，则称序列 (xn) 是有界

（bounded）序列。同时，

• 如果对于所有的 n ∈ N，有 xn ≤ xn+1，则称该序列是单调递增（monotone increasing）

的，并且

• 如果对于所有的 n ∈ N，有 xn ≥ xn+1，则称该序列是单调递减（monotone decreasing）

的。

如果该序列是单调递增或递减的，则称该序列是单调（monotone）的。下一个有关单调序列的

定理，也是关于 R 结构的一个深刻结果。

定理 6.1.3. 一个实值单调序列在 R 中收敛，当且仅当该序列有界。
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图 6.6: R3 中向原点收敛的序列

定理6.1.3 的“当且仅当”部分的直观含义是：单调有界序列总是会收敛到 R 中的某个点，

因为 R 中不包含间隙（gaps）。这句话与实线（real line）的“完备性”（completeness）密切相关，

Bartle & Sherbert (2011) 以及许多其他关于实数分析的教程都对此进行了讨论。

接下来让我们考虑级数（series）。给定 R 中的一个序列 (xn)，我们令

∑
n≥1

xn := lim
N→∞

N∑
n=1

xn （只要在 R 中的极限存在）。

更一般地说，给定任意可数 S 和 g ∈ RS，如果存在一个对 S 进行枚举的序列 (xn)n∈N，使得∑
n≥1 |g(xn)| 是有限的，并且有

∑
n≥1 g(xn) =M，那么，我们记

∑
x∈S g(x) =M 。3

练习 6.1.13. 证明：如果 S 是可数的，g ∈ RS，并且存在 x′, x′′ ∈ S 能够使得 g(x′) > 0

和 g(x′′) < 0 成立，则有
∣∣∑

x∈S g(x)
∣∣ <∑x∈S |g(x)|。4

6.1.3.2 欧几里得空间的度量性质

现在我们回顾一下 Rd 的度量性质，对于某些 d ∈ N，如果将向量 x, y ∈ Rd 之间的距离

理解为欧氏范数偏差 ‖x− y‖，实值序列的收敛概念自然而然地扩展到这个环境中：如果对于

每个 ε > 0，存在一个 N ∈ N ，每当 n ≥ N 时，能够使得 ‖xn − x‖ < ε 成立，则称 Rd 中的

序列 (xn)收敛（converge）到 x ∈ Rd。在这种情形下，我们记为 xn → x。图6.6显示了一个在

R3 中向原点收敛的序列（较“冷”的颜色在序列的后面）。

练习 6.1.14. 证明：Rd 中的极限具有唯一性。换言之，即证明：如果 (xn) 是一个收敛到

x ∈ Rd 和 y ∈ Rd 的序列，则 x = y。

3这个定义没有歧义，因为当绝对值加总是有限值时，每个可能的枚举都会产生相同值（例如，参见 Bartle & Sherbert (2011)
的 §9.1 中所述的重排定理（rearrangement theorem））。

4提示：从 |S| = 2 的情形开始，论证，在 n 个元素情形下的结论与该情形保持一致，并且满足普通（弱）三角不等式
|
∑

x∈S g(x)| ≤
∑

x∈S |g(x)|。
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给定任意点 u ∈ Rd 和 ε > 0，定义 u 周围的ε-ball空间为如下集合：

Bε(u) := {v ∈ Rd : ‖u− v‖ < ε}。

有了这个术语，我们可以说，如果序列 (xn) 最终落在 x 周围的任意 ε-ball 中，那么 (xn) 收

敛到 x ∈ Rd。

命题 6.1.4. 如果 (xn) 和 (yn) 是 Rd 中的序列，并且 xn → x 和 yn → y，那么：

(1) xn + yn → x+ y 和 xnyn → xy 成立；

(2) xn ≤ yn（∀n ∈ N）成立，则意味着 x ≤ y 成立；

(3) 对于任意的 α ∈ R ，αxn → αx 成立；

(4) xn ∨ yn → x ∨ y 和 xn ∧ yn → x ∧ y 成立。

如果对于所有的 ε > 0，存在一个 N ∈ N，每当 n,m ≥ N 时，有 |xn − xm| < ε，那么我

们称序列 (xn) ⊂ Rd 为 柯西（Cauchy）序列。

练习 6.1.15. 令 d = 1 并假定 xn = 1/n，证明：(xn) 是 Cauchy 序列。

练习 6.1.16. 证明：Rd 中的每个收敛序列都是 Cauchy 序列。

上述练习是基于实数的公理性质分析的基本结果，反之亦然：

定理 6.1.5. Rd 中的序列会收敛到 Rd 中的一个点，当且仅当该序列是 Cauchy 序列。

6.1.3.3 拓扑

令点 u ∈ A ⊂ Rd ，如果存在一个 ε > 0，使得 Bε(u) ⊂ A 成立，则称该点在 A 的内部

（interior）。

练习 6.1.17. 令 d = 1，使得 ‖x− y‖ = |x− y|。证明：0.5 在 A := [0, 1) 的内部，但 0 不

在。证明：R 中的有理数集 Q 不包含内点。

令 G 和 F 都为 Rd 的子集。如果每个 u ∈ G 都是 G 的内点，则称 G 为开（open）集。

对于所有的 n ∈ N 以及 F 内的某些点 x ∈ Rd，如果给定任意序列 (xn) 满足 xn ∈ F 和

xn → x，则称 F 为 闭（closed）集。5换句话说，对于在 F 中取值的收敛序列，集合 F 包含了

所有这些收敛序列的极限点。

示例 6.1.11. 由于在 R 中的极限是保序的，所以对于所有的 n ∈ N，a ≤ xn ≤ b 和 xn → x

意味着 a ≤ x ≤ b。因此，R 中的任意闭区间 [a, b] 在标准（一维欧几里得）度量中都是闭集。

练习 6.1.18. 证明：G ⊂ Rd 是开集，当且仅当 Gc 是闭集。

令 B 和 K 都为 Rd 的一个子集。如果存在一个有限的 M ，能够使得对于所有的 b ∈ B，

有 ‖b‖ ≤ M，则称 B 是有界（bounded）的。如果 K 中的每个序列都有子序列收敛到 K 中

5译者注：在本书中，有时我们也将这种集合译为“封闭集”。
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的某个点，则称 K 是紧（compact）的。Bolzano-Weierstrass 定理告诉我们，当且仅当 K 是

闭且有界时，K 是紧集。

6.1.3.4 向量空间的连续性

令 A ⊂ Rd，对于每个序列 (xn) ⊂ A 和 xn → x，如果在 Rk 上 f(xn) → f(x) 成立，那

么我们称 f : A→ Rk 在 x ∈ A 上是连续的（continuous）。如果 f 在所有的 x ∈ A 上都是连

续的，那么我们称 f在 A 上连续（continuous on A）。

示例 6.1.12. 如果 f(x) = x2 是在 A = R 上，那么 f 在所有的 x ∈ R 上都是连续的，因为根

据命题6.1.4，xn → x 意味着 x2n = xn · xn → x · x = x2。

更一般地说，每个多项式函数在 R 上都是连续的。初等函数 sin、cos、exp 和 log 在其定

义域上都是连续的。

练习 6.1.19. 证明：如果 α, β ∈ R，并且 f, g 都是将 A ⊂ Rd 映射到 Rk 的连续函数，那

么，αf + βg 也是连续的。

练习 6.1.20. 令 a ∈ Rd。证明：由 f(x) = x ∧ a 和 g(x) = x ∨ a 所定义的函数

f, g : Rd → Rd，都是 Rd 上的连续函数。

下一个引理有助于定位不动点。

引理 6.1.6. 令 F 为 S ⊂ Rd 上的自映射。对于某些对（pair）u, u∗ ∈ S，在 m → ∞ 的条件

下，如果有 Fmu→ u∗，同时 F 在 u∗ 上是连续的，那么 u∗ 就是 F 的一个不动点。

证明. 假设引理6.1.6的条件成立。对于所有的 m ∈ N，令 um := Fmu 。根据连续性和

um → u∗ 我们有 Fum → Fu∗。但序列 (Fum) 只是 (um) 省略了第一个元素，因此，给定

um → u∗，我们一定能得到 Fum → u∗。由于极限是唯一的，因此可以得出 u∗ = Fu∗。

6.1.4 线性代数

接下来我们回顾线性代数的基本概念和定义。

6.1.4.1 子空间和独立性

令 E 为 Rn 的一个子集，如果

x, y ∈ E 和 α, β ∈ R =⇒ αx+ βy ∈ E,

那么，我们称 E 为 Rn 的线性子空间（linear subspace）。

换句话说，E 在加法和标量乘法运算下是闭（closed）的。也就是说：（1）α ∈ R 和 x ∈ E

意味着 αx ∈ E，（2）x, y ∈ E 意味着 x+ y ∈ E。
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练习 6.1.21. 令 c ∈ Rn 和 C ∈Mn×k，证明：

• H := {x ∈ Rn : 〈c, x〉 = 0} 和

• rangeC := {y ∈ Rn : y = Cx, 对于某些x ∈ Rk}

都是 Rn 的线性子空间，并证明：S := {x ∈ Rn : 〈c, x〉 ≥ 0} 不是。

集合 Rn 中的向量 v1, . . . , vk 的线性组合（linear combination）指的是一个形如下式的

向量：

α1v1 + · · ·+ αkvk, 其中 (α1, . . . , αk) ∈ Rk。

集合 F ⊂ Rn 中元素的所有线性组合的集合称为 F 的张成（span），并将其记为 spanF。

示例 6.1.13. 练习6.1.21中的集合 rangeC 是矩阵 C 的列的张成，被视为 Rn 中的一组向量。

集合 rangeC 也被称为 C 的列空间（column space）。

练习 6.1.22. 令 F 为 Rn 的一个非空子集。证明：

(1) spanF 是 Rn 的线性子空间，并且

(2) spanF 是所有线性子空间 S ⊂ Rn 和 S ⊃ F 的交集。

图6.7显示了由以下三个向量所张成的线性子空间：

u =


3

4

1

 , v =


3

−4

0.2

 , 和 w =


−3.5

3

−0.4

。 (6.10)

实际上，这些向量所在的子空间 H 就是所有 x ∈ R3 的集合，该集合满足 〈x, c〉 = 0，其中

c = (−0.2,−0.1, 1)。这个平面是一个二维物体。虽然我们在 §6.1.4.2中对这一术语进行了更

精确的解释，但关键思想是：

• 至少需要两个向量来张成 H，并且

• 任何额外的向量都不会增加张成。

令 F := {v1, . . . , vk} ⊂ Rn 为一组有限向量，如果存在一组实标量 α1, . . . , αk，使得

α1v1 + · · ·+ αkvk = 0 =⇒ α1 = · · · = αk = 0,

则称 F 是线性无关（linearly independent）的。则如果 F 不是线性无关的，称其是线性相关

（linearly dependent）的。

练习 6.1.23. 证明：F 是线性相关的，当且仅当 F 中存在这样一个向量，该向量可以写

成 F 中其他向量的线性组合。
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0

0

0

u

v

w

图 6.7: R3 中向量 u, v, w 的张成

练习 6.1.24. 证明以下内容：

(1) Rn 中线性无关集合的每个子集，也都是线性无关的。6

(2) Rn 中线性相关集合的每个有限超集（superset），也都是线性相关的。

示例 6.1.14. 很容易检验：由

δ1 :=


1

0
...

0

 , δ2 :=


0

1
...

0

 , · · · , δn :=


0

0
...

1


所定义的集合 E := {δ1, . . . , δn} ⊂ Rn 是线性无关的。它的元素也称为 Rn 的标准基向量

（canonical basis vectors）。

集合 Rn 中标准基向量的张成等于所有的 Rn。特别地，每个 x ∈ Rn 都可以表示为：

x =
n∑
i=1

αiδi 其中 αi := 〈x, δi〉。 (6.11)

另一方面，我们也不能省略基向量 {δ1, . . . , δn} 中的任一个元素，并且仍然能够张成 Rn。下

一个定理概括了这一想法。

定理 6.1.7. 如果 E = {u1, . . . , un} 是 Rn 中 n 个向量的集合，那么当且仅当 E 是线性无

关时，有 spanE = Rn。

6根据排中律（law of excluded middle），空集也必须是线性无关的。

191



6.1 数学回顾

例如，参见 Jänich (1994)。定理6.1.7抓住了这样一个概念：一组向量的线性无关意味着

线性多样性，这也使得张成变得很大。

练习 6.1.25. 矩阵 A ∈Mn×k 的零空间（null space）或核（kernel）指的是下述集合：

nullA := {x ∈ Rk : Ax = 0}。

证明：（1）nullA 是 Rk 的线性子空间，以及（2）当且仅当 A 的列构成 Rn 的线性无关的子集

时，nullA = {0}，其中 0 是 Rk 的原点。

6.1.4.2 基向量和维度

令 V 是 Rn 的一个线性子空间。如果集合 B 是线性无关的且 spanB = V，则可以将集

合 B ⊂ V 称为 V 的基（basis）。

基背后的关键思想是：如果 S = {v1, . . . , vk} 张成了某些线性子空间 V，那么 V 的每个

元素都可以写成集合 S 中元素的线性组合。并且，如果 S 是线性无关的（因此是一个基），那

么这个表达式同时也是唯一的，也即：对每个 u ∈ V，恰好只有一个 (α1, . . . , αk) ∈ Rk，能够

使得下式成立，

u = α1v1 + · · ·+ αkvk。

事实上，如果 u = β1v1 + · · ·+ βkvk 是另一种表示方法，那么，从上式中减去该式，我们有：

(α1 − β1)v1 + · · ·+ (αk − βk)vk = 0。

因为假设 S 是线性无关的，所以对于所有的 i ∈ [k]，会产生 αi = βi。

并不奇怪，鉴于它们术语的表达，标准基向量 E := {δ1, . . . , δn} 作为整个空间 Rn 的基，

具有系数 αi = 〈x, δi〉 的表达式(6.11)是唯一的。

定理 6.1.8. 如果 V 是 Rn 的非零线性子空间，那么，

(1)V 至少有一个基，并且

(2)V 的每个基都有相同数量的元素。

定理6.1.8是一个比较深刻的结果。例如，参见Jänich (1994)。该定理（2）中所说的基的元

素的数量也被称为 V 的维度（dimension），记为 dimV。

定理6.1.8中，“非零”约束是针对 V = {0} 的情况而言的，这种情形是一个没有任何基的

线性子空间。同意线性子空间 {0} ⊂ Rn 的维度为 0 是明智的，并且也是标准做法。

维度是用来衡量一个线性子空间的“大小”的。为了说明这一点，考虑系统 Ax = b，其中

A ∈ Mn×k，x ∈ Rk 和 b ∈ Rn。是否存在一个 x 可以求解这个系统？如果 A 的列空间很大

（见示例6.1.13），这将更有可能。当列更加线性“多样化”时，将获得较大的张成。换句话说，我
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们希望在 A 的列中存在一个线性无关的大子集，而当 A 的张成是高维（high-dimensional）

时，这一结果显然是成立的。

为了量化这些想法，我们将 A 的秩（rank）定义为：

rankA := dim(rangeA) = A的列空间的维度。

定理 6.1.9. 对于任意矩阵 A，以下数量是相等的：

(1)rankA，

(2)A 的线性无关的列的最大数量，

(3)A 的线性无关的行的最大数量。

例如，参见Aggarwal (2020) 的第二章或Jänich (1994) 的第五章。根据练习6.1.26，对于

A ∈Mn×k，我们有 rankA ≤ k。如果 rankA = k，则称 A 具有列满秩（full column rank）。

一般来说，一个线性子空间 V 本身就包含了许多其他线性子空间（例如，通过原点的平

面包含许多通过原点的线，每条线都是线性子空间）。但是，不存在与 V 具有相同维度的 V

的适当子空间（即，不存在包含在 V 中且与之不同的线性子空间）。下一个定理阐述了这一事

实。

定理 6.1.10. 如果 U, V 是 Rn 的线性子空间，那么，U ⊂ V 成立就意味着 dimU ≤ dimV

成立。同时，当且仅当 U = V 时，等号成立。

练习 6.1.26. 令 U 是 Rn 的一个线性子空间，利用上面给出的结果，证明：

(1) Rn 的唯一 n 维线性子空间是 Rn。

(2) 如果 A ⊂ U 是有限的，并且 |A| > dimU，那么 A 是线性相关的。

第（2）部分与图6.7相关。该图中的平面是二维的（也正如我们在下面 §6.1.4.3中确认的），

而位于该平面内的任意三个向量必然是线性相关的。

6.1.4.3 线性映射是矩阵

我们将在接下来的章节中看到，许多非线性动态模型和估计问题可以用高维空间中的线

性运算来表示。现在我们来说明线性映射的定义及其与矩阵的联系。

对于所有的 α, β ∈ R 和所有的 u, v ∈ Rk，如果有

A(αu+ βv) = αAu+ βAv

则将上述从 Rk 到 Rn 的函数 u 7→ Au 称为线性（linear）函数。在本书中，A 有时也被称为算

子（operator），而不是函数，但它们的含义是相同的。
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−1 1

−1

1

non-bijection

f(x) = 0x

−1 1

−1

1

bijection

f(x) = 0.5x

图 6.8: 单射和满射性质的等价性

练习 6.1.27. 令 s, t ∈ R。证明：由 Au = su+ t 定义的 A : R→ R 是 R 上的线性函数，

当且仅当 t = 0。

练习 6.1.28. 令 A : Rn → Rn 为线性双射。根据引理6.1.1，可知算子 A 有一个逆 A−1，

能够将 Rn 映射到 Rn 自身。证明：A−1 是线性的。

线性算子最引人注目和有用的特性之一就是，当定义域（domain）和对应域（codomain）

一致时，单射（one-to-one）和满射（onto）的性质是等价的。

定理 6.1.11. 令 A : Rn → Rn 是线性的。算子 A 是单射函数，当且仅当它是满射函数。

该定理的证明可以在Jänich (1994) 或 Stachurski (2016) 中找到。图6.8在一维情形下展

示了这一结果。在 α 6= 0 的条件下，当且仅当线性映射 f(x) = αx 是单射的，它才是满射的。

当矩阵 A ∈Mn×k 将 Rk 中的（列）向量 u 发送到 Rn 中的向量 Au 进行映射识别时，矩

阵 A 是从 Rk 到 Rn 的线性函数。事实上，对于每个线性映射 A : Rk → Rn，只存在唯一的

MA ∈Mn×k，使得

Au =MAu, ∀u ∈ Rk。 (6.12)

（例如，参见Kreyszig (1978) 的 §2.9 节）。因此，在有限维度的设定中，线性映射集和矩阵集是

一一对应的。

6.1.4.4 线性超平面

我们在练习6.1.21中已经确认了，对于给定的非零 c ∈ Rn，由 H := {x ∈ Rn : 〈c, x〉 = 0}

定义的 Rn 的子集是 Rn 的一个线性子空间。任意这种形式的集合 H 都被称为 Rn 中的线

性超平面（linear hyperplane）。向量 c 被称为超平面的法向量（normal vector）。
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定理 6.1.12 (秩-零化度定理（Rank-Nullity Theorem）). 对于每个 A ∈Mn×k，我们都有，

rankA+ dim(nullA) = k。

示例 6.1.15. 如果 A 具有线性无关的列，那么有 rankA = k，并且 A 也被称为具有列满秩。

回顾练习6.1.25，这也正是 nullA = {0} 设定下的情形。因此，dim(nullA) = 0，定理6.1.12成

立。

在图6.7之后的讨论中，我们说线性超平面表明 R3 中有一个二维的子集。下一个例子概

括了这一想法。

示例 6.1.16. 一个线性超平面 H = {x ∈ Rn : 〈x, c〉 = 0} 的维度为 n− 1，其中 c 6= 0。要看

到这一点，只需将定理6.1.12中的 A 设定为 c，视为 1 × n 的行向量。那么就有，H = nullA。

并且

dimH = dim nullA = n− rankA = n− 1。

(这里 rankA = 1 由定理6.1.9得到。）

6.1.4.5 非奇异线性系统

应用建模中的一项关键任务是求解线性系统，例如 Ax = b，其中，A 是矩阵，x 和 b 是

可相乘的列向量。该系统可以是欠定的（underdetermined）、超定的（overdetermined）或适定

的（exactly determined）（即方程数与未知数相同）。在本节中，我们考虑最后一种情况，该情

形下的理论也是比较直接的。

令 A 和 B 在 Mn×n 中，并假设 AB = BA = I。那么，B 就可以被称为 A 的逆（inverse）

，记为 A−1，而 A 则可以被称为是可逆的（invertible）或非奇异的（nonsingular）。

下一个定理指出，对于方阵，具有左逆或右逆的性质等价于非奇异性。

定理 6.1.13. 给定 Mn×n 中的 A，以下陈述是等价的：

(1) 存在一个 L ∈Mn×n，能够使得 LA = I；

(2) 存在一个 R ∈Mn×n，能够使得 AR = I。

如果其中之一成立（因此两个也均成立），那么，A 就是非奇异的，并且有 L = R = A−1。

证明. 令 A ∈Mn×n，并假设（1）成立，这意味着 A 有一个左逆。根据练习6.1.2，映射 x 7→ Ax

在 Rn 中一定是单射的。根据定理6.1.11，这意味着同一函数也是满射的。因此，x 7→ Ax 是

一个双射映射，因而是可逆的（根据引理6.1.1）。根据练习6.1.28，反函数也是线性的，因此

可以用一个矩阵来表示。我们将其表示为 A−1。对于左逆 L，我们有 L = A−1，这是因为

L = L(AA−1) = (LA)A−1 = A−1。

现在假设存在一个 R ∈Mn×n，使得 AR = I。那么，A 是 R 的左逆，根据前面的论证，R

是可逆的，并且有 A = R−1。两边预乘 R 得到 RA = I，所以 R 也是 A 的左逆。现在我们
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知道，这意味着 A 是非奇异的，并且有 R = A−1。

总之，如果（1）或（2）成立，则 A 一定是非奇异的，并且左右逆均等于 A−1。

考虑线性系统 Ax = b，其中，A ∈ Mn×n 和 b ∈ Rn，我们寻求的解是 x ∈ Rn。下一个定

理提供了 x 总是唯一确定的条件。

定理 6.1.14. 下列陈述是等价的：

(1) 对于每个 b ∈ Rn，方程 Ax = b 有唯一解；

(2)A 的列是线性无关的；

(3)A 的列构成了 Rn 的一组基；

(4)nullA = {0}；

(5)rankA = n；

(6)A 是非奇异的。

符号 detA 表示的是 A 的行列式（determinant）。相关定义请参见Jänich (1994) 或

Cohen (2021)。我们只关注，对于 n× n 的矩阵 A 和 B，

• det(AB) = det(A) det(B) 成立，

• 对于所有的 α ∈ R，det(αA) = αn detA 成立，

• 只要 A 是非奇异的，det(A−1) = (detA)−1 就成立。

定理6.1.14中的大多数等价关系都可以从上面给出的结果中建立。其关键思想是，在这

些等价条件下，A 的列构成了 Rn 的基，因此任意 b ∈ Rn 都可以唯一地表示为这些列元素的

线性组合。换句话说，Ax = b 中存在唯一的 x ∈ Rn。剩下的几点只是说 A 的列构成了 Rn

的基的几种等价方式。

练习 6.1.29. 令 A 和 B 是能够满足矩阵 AB 成立的两个矩阵，证明：rank(AB) ≤

rankA。并证明，当且仅当 B 是非奇异时，两者相等。（提示：使用定理6.1.10。）

6.1.4.6 正交性

我们回顾一下，如果 Rn 中的向量 u, v 满足 〈u, v〉 = 0，那么我们称 u, v 是正交的

（orthogonal），并记为u ⊥ v。对于 Rn 中的一个线性子空间 L，只要 u ⊥ v(∀v ∈ L)，那么我

们称 u ∈ Rn 正交于 L（orthogonal to L），并记为u ⊥ L。

练习 6.1.30. 将线性子空间 L 的正交补（orthogonal complement）定义为 L⊥ := {v ∈

Rn : v ⊥ L}。证明：L⊥ 是 Rn 的一个线性子空间。

练习 6.1.31. 证明：对于任意线性子空间 L ⊂ Rn，我们都有 L ∩ L⊥ = {0}。
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令集合 O ⊂ Rn，如果 O 中任意两个不同元素是正交的，则将向量集 O 称为正交集

（orthogonal set）。对于任意正交集 O，下式的毕达哥拉斯定律（Pythagorean law）总是成立

的， ∥∥∥∥∥∑
u∈O

u

∥∥∥∥∥
2

=
∑
u∈O

‖u‖2。

练习 6.1.32. 证明：正交性意味着线性无关，也即：

O ⊂ Rn是正交的并且 0 /∈ O =⇒ O 是线性无关的。

令正交集 O ⊂ Rn，对于所有的 u ∈ O，如果 ‖u‖ = 1 成立，则将正交集 O 称为标准

正交集（orthonormal set）。如果 L 是 Rn 的线性子空间，O 在 L 中是标准正交的，并且

spanO = L，那么 O 就被称为 L 的标准正交基（orthonormal basis）。例如，标准基向量

{e1, . . . , en} 构成了 Rn 的一组标准正交基。

练习 6.1.33. 解释一下，为什么子空间 L 的标准正交基 O 实际上就是 L 的基，也即

§6.1.4.2中所定义的。

对于某些 n ∈ N，如果矩阵 M ∈ Mn×n，并且 M 的列在 Rn 中构成了一个标准正交集，

那么矩阵 M 就被称为标准正交矩阵（orthonormal matrix）。当我们分析奇异值的分解时，这

类矩阵将对我们很重要。请注意，

• 根据定义，每个标准正交矩阵都是方阵，并且

• Rn 中一个标准正交矩阵 M 的 n 列，可以构成 Rn 的一组基，因为它们是非零且正交

的。

上述第二点告诉我们，M 是非奇异的。下一个引理总结了正交矩阵的几个重要性质。

引理 6.1.15. 令 M ∈Mn×n，并令 I 为 n× n 的单位阵。以下陈述是等价的。

(1) M 是一个标准正交矩阵；

(2) M⊤M = I；

(3) MM⊤ = I；

(4) M⊤ =M−1。

（2）和（3）的等价性是相当惊人的。它告诉我们，具有正交列的方阵自动具有正交行。

证明. 显然，（1）和（2）是等价的，因为他们是同一事物的两种写法。（2）和（4）的等价性由

第195页的定理6.1.13得到。
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6.1.5 凸性和凹性

在经济学和金融学的计算以及理论方面，凸性（convexity）和凹性（concavity）是一种具

有巨大意义的结构。在本节中，我们会给出它们的关键定义，并提供一些有助于熟悉它们的

练习。

6.1.5.1 凸性和多面体

凸性在优化和不动点理论中起着核心作用。通常，如果 Rn 中的一个子集 C 满足：

u, v ∈ C 和 λ ∈ [0, 1] =⇒ λu+ (1− λ)v ∈ C,

就将集合 C 称为凸（convex）的。

练习 6.1.34. 证明：

(1) 集合 Rn 中的单位单纯形是 Rn 的一个凸子集；

(2) 对于所有的 a ∈ Rn 和 ε > 0，球体 B = {x ∈ Rn : ‖x− a‖ < ε} 是凸的；

(3) 集合 Rn 中任意数量凸集的交集也是凸的。

在经济优化问题中， 我们寻求极值的凸集通常是一个多面体。 Rn 中的多面体

（polyhedron）指的是以下形式的集合：

P = {x ∈ Rn : Ax ≤ b}, 对于某些 A ∈Mk×n 和 b ∈ Rk。 (6.13)

等价地，如果存在标量 b1, . . . , bk 和 n 维向量 a1, . . . , ak，能够使得当且仅当 x ∈ P 时，

a⊤i x ≤ bi（其中，i = 1, . . . , k），那么 P 就是 Rn 中的多面体。

示例 6.1.17. 某个形式为 B = {x ∈ Rn+ : p⊤x ≤ m} 的预算集就是一个多面体，其中 m ≥ 0

并且 p ∈ Rn+。这里，p 是价格向量，x 是消费束。实际上，B 可以表示为所有满足以下两个条

件的 x ∈ Rn 的集合：（1）p⊤x ≤ m，（2）非负性约束，−δ⊤i x ≤ 0（其中 i = 1, . . . , n，δi 是 Rn 中

的第 i 个标准基向量）。这也符合多面体的定义。

给定 b ∈ R 和非零的 c ∈ Rn，

• H0 := {x ∈ Rn : x⊤c = b} 被称为 Rn 中的超平面（hyperplane），而

• H1 := {x ∈ Rn : x⊤c ≤ b} 被称为 Rn 中的半空间（halfspace）。

请注意我们的惯例。在 §6.1.4.4中，我们定义了线性超平面，它与上述在 b = 0 的情形下

的 H0 相对应，因此线性超平面是一种特殊的超平面。你将能够证实，当且仅当 b = 0 时，超

平面 H0 才是 Rn 的一个线性子空间。
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P

图 6.9: 表示为相交半空间的多面体 P

练习 6.1.35. 证明：H0 和 H1 在 Rn 中都是凸的。

从定义中可以直接看出，对于某些 k ∈ N，当且仅当 P 是 Rn 中 k 个半空间的交集时，

P ⊂ Rn 是一个多面体。图6.9有助于直观的展示这一想法。

多面体 P 的极点（extreme point）指的是，p ∈ P 中无法通过其他点的凸组合而实现的

那个点。换句话说，对于某些 λ ∈ [0, 1]，我们无法找到不同于 p 的两个点 x, y ∈ P，并且满足

λx+ (1− λ)y = p。图6.9中 P 的极点用黑点表示。

练习 6.1.36. 证明：Rn 中的的每个多面体都是凸的。

Rn 中的锥（cone）指的是一个 C ⊂ Rn 的集合，该集合能够使得：对于所有的 α > 0，

x ∈ C 意味着 αx ∈ C。

练习 6.1.37. 证明：（1）任意两个锥的交集还是一个锥，并且（2）当且仅当锥 C ⊂ Rn 在

加法下是闭的时（即，x, y ∈ C 意味着 x + y ∈ C），锥 C 是凸的（即，C 是一个凸锥（convex

cone））。

练习 6.1.38. Rn 的正锥（positive cone）指的是下面的集合：

Rn+ := {x ∈ Rn : x ≥ 0}。

证明：对于偏序集 (Rn,≤)，正锥是 Rn 的一个递增子集。此外，证明：Rn+ 是一个凸锥。

6.1.5.2 凸函数和凹函数

一个从 Rn 的凸子集 C 到 Rk 的函数 g，如果满足

g(λu+ (1− λ)v) ≤ λg(u) + (1− λ)g(v), u, v ∈ C 和 0 ≤ λ ≤ 1,
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则将函数 g 称为凸（convex）函数，将函数 −g 称为凹（concave）函数。g 的凹性显然等价于：

g(λu+ (1− λ)v) ≥ λg(u) + (1− λ)g(v), u, v ∈ C 和 0 ≤ λ ≤ 1。

当 k = 1 时，只要 u, v 不同并且 0 < λ < 1，那么不等式就会变成严格不等式，此时函数

g 则分别被称为 严格凸（strictly convex）和严格凹（strictly concave）函数。

练习 6.1.39. 给出一个从 Rn 到 Rn 的函数 g 的例子，并保证该函数既是凸的也是凹的。

函数的这些性质与集合的凸性密切相关。例如，同一个函数 g 是凸的，当且仅当它的上

图（epigraph）函数也是凸的，即

epi(g) := {(x, g(x)) ∈ Rn+1 : x ∈ C}。

练习 6.1.40. 如果 C 是 Rn 的凸子集并且 g : Rn → R 是凸的，那么，Jensen 不等式指

出，对于任意向量 {x1, . . . , xk} ⊂ C 和权重 {λ1, . . . , λk} ⊂ R（其中 λ 需满足 0 ≤ λi ≤ 1 和∑
i λi = 1），可以得到

g

(
k∑
i=1

xiλi

)
≤

k∑
i=1

g (xi)λi。

如果 g 是凹的，则反向不等式成立。证明：在 k = 3 并且 g 是凸函数情形下的 Jensen 不等

式。

在接下来的练习中，如果 {yi} 是 Rk 中一个有限的向量集合，那么 maxi yi 指的是在 Rk

中通过逐点取最大值得到的向量，mini yi 也以类似的方式定义。

练习 6.1.41. 令 m ∈ N，在 Rn 的凸子集 C 上，令 {gi}i∈[m] 为 Rk 值函数的集合。证明：

(1) 如果 gi 对于 [m] 中的每个 i 都是凸的，那么在集合 C 中的每个 x 处，由 g(x) :=

maxi∈[m] gi(x) 所定义的函数 g 在 C 上也是凸的，并且

(2) 如果 gi 对于 [m] 中的每个 i 都是凹的，那么在集合 C 中的每个 x 处，由 g(x) :=

mini∈[m] gi(x) 所定义的函数 g 在 C 上也是凹的。

练习 6.1.42. 令 f 和 g 是将 C 映射到 R 的函数，其中，C ⊂ Rn 是凸的，f 和 g 也是凸

的。证明：（1）f + g 是凸的，并且（2）如果 f 或 g 是严格凸的，那么 f + g 也是严格凸的。

关于凹和凸的标量值函数的重要例子，包括某些类型的二次型（quadratic form）。令 A

为一个 n× n 的对称矩阵，需要记住的是，

• 对于任意的 x ∈ Rn，如果 x⊤Ax ≥ 0，则将 A 称为半正定（positive semidefinite）；

• 对于任意非零的 x ∈ Rn，如果 x⊤Ax > 0，则将 A 称为正定（positive definite）；

• 对于任意的 x ∈ Rn，如果 x⊤Ax ≤ 0，，则将 A 称为半负定（negative semidefinite）；
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• 对于任意非零的 x ∈ Rn，如果 x⊤Ax < 0，则将 A 称为负定（negative definite）。

重要的是要记住（但很容易忘记）：这些定义中展现出了较强的对称性。你可能记得，

• 当且仅当 A 的所有特征值都是严格正（或者非负）时，A 是正定（或者半正定）的，并且

• A 是正定（或者半正定）的 =⇒ 它的行列式是严格正（或者非负）的。

上述第二个结论可以由第一个结论引出，因为矩阵的行列式等于其特征值的乘积。

二次型（quadratic form）q(x) = x⊤Ax 是

• 凸的，当且仅当 A 是半正定的；

• 严格凸的，当且仅当 A 是正定的；

• 凹的，当且仅当 A 是半负定的；

• 严格凹的，当且仅当 A 是负定的。

例如，参见Simon (1994)。

练习 6.1.43. 令 X 为 n× k 矩阵，证明：

(1) X⊤X 是半正定的。

(2) 如果 X 具有满列秩，那么 X⊤X 是正定的。

6.1.6 最优化

在本节中，我们将回顾优化理论中的一些关键问题。

6.1.6.1 定义和存在性

令 A 为 R 的子集。如果对于每一个 a,m ∈ A，都有 a ≤ m，那么我们将 A 中的数 m 称

为 A 的最大值 (maximum)，记为 m = maxA。如果对于每一个 a,m ∈ A，都有 a ≥ m，则

将该数称为 A 为最小值 (minimum)，记为 m = minA。

给定一个任意集合 D 和一个函数 f : D → R，定义

max
x∈D

f(x) := max{f(x) : x ∈ D} 和 min
x∈D

f(x) := min{f(x) : x ∈ D}。

我们对 x∗ ∈ D 进行如下定义：

• 对于所有的 x ∈ D，如果满足 x∗ ∈ D 且 f(x∗) ≥ f(x)，那么我们就将 x∗ ∈ D 称为 f

在 D 上的最大值解 (maximizer)，并且
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• 对于所有的 x ∈ D，如果满足 x∗ ∈ D 且 f(x∗) ≤ f(x)，那么我们就将 x∗ ∈ D 称为 f

在 D 上的最小值解 (minimizer)。

等价地，如果有 f(x∗) = maxx∈D f(x)，则 x∗ ∈ D 就是 f 在 D 上的最大值解；同时，如果有

f(x∗) = minx∈D，则 x∗ ∈ D 就是 f 在 D 上的最小值解。我们定义

argmax
x∈D

f(x) := {x∗ ∈ D : f(x∗) ⩾ f(x), ∀x ∈ D}。

集合 argminx∈Df(x) 的定义类似。

示例 6.1.18. 如果 f(x) = x2 并且 D = [−1, 1]，那么 argmaxx∈D f(x) = {−1, 1}，并且

argminx∈Df(x) = {0}。在第二种情况下，解的集合是个单元集（singleton），也即只有一个元

素的集合，此时可以直接记为 argminx∈Df(x) = 0。

练习 6.1.44. 令 f : D → A ⊂ R 是任意给定的函数。证明以下结论：

(1) 如果 g : A→ R 是一个严格递增函数，那么，当且仅当 x∗ 是 g ◦ f 在 A 上的最大值解时，

x∗ 是 f 在 D 上的最大值解。

(2) 如果 g : A→ R 是一个严格递减函数，那么，当且仅当 x∗ 是 g ◦ f 在 A 上的最小值解时，

x∗ 是 f 在 D 上的最小值解。

第（2）部分的一个重要特例是，当且仅当 x∗ 是 −f 在 D 上的最小值解时，x∗ ∈ D 是 f

在 D 上的最大值解。因此，任何最大化问题都可以转换为最小化问题，反之亦然。

6.1.6.2 凸性和极值

§6.1.6.1 讨论了优化解的存在性。在本节中，我们考虑唯一性。关键的观察是，对于凸和

凹的函数，局部最优解就是全局最优解。

令 C ⊂ Rn，并且 f 是 C 上的实值函数，那么，如果 C 中存在一个开放集 G，使得每当

u ∈ G 时，u∗ ∈ G 和 f(u∗) ≤ f(u) 成立，那么我们称 u∗ ∈ C 是 f 在 C 上的一个局部最小

值解 (local minimizer)。局部最大值解 (local maximizer)的定义类似。

下一个练习强调了一个很重要的事实，即如何在实际应用中计算优化问题的解。这一问

题在高维环境中特别有价值，高维环境下的优化求解问题可能非常具有挑战性。

练习 6.1.45. 证明：如果 C ⊂ Rn 是凸的，f 是凸的，且 u∗ 是 f 在 C 上的一个局部最小

值解，则 u∗ 就是 f 在 C 上的最小值解。

同样地，如果 f 在 C 上是凹的，那么任意的局部最大值解就是全局最大值解。

6.1.6.3 多维二次优化

§1.4.2.3 处理了一个一维的二次优化问题。接下来我们处理相同类型的 n 维问题。
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引理 6.1.16. 如果 H ∈Mn×n 是正定的，那么，对于任意的 b ∈ R 和 a ∈ Rn，

u∗ := H−1a 是 q(u) := u⊤Hu− 2u⊤a+ b 在 Rn 中的唯一最小值解。

练习 6.1.46. 证明：引理6.1.16中 q 的任意局部最小值解也是一个全局最小值解。(提示：

使用练习 6.1.42。)

练习 6.1.47. 为了完成引理6.1.16的证明，还需证明：u∗ 是一个局部最小值解。只需证明

q 在 u∗ 处的导数为零即可，可使用矩阵微积分中的一个事实：

a ∈ Rn 和 H ∈Mn×n =⇒ d
duu

⊤a = a 和
d

duu
⊤Hu = (H +H⊤)u。

6.1.7 拉格朗日对偶

如果你在本科阶段学过经济学，你应该会使用拉格朗日方法来求解约束优化问题。本节

的目的是深入理解该方法何时以及为何起作用，并强调原始约束问题和所谓“对偶问题”之间

的联系。这种联系在经济学、金融学、统计学、人工智能和许多其他领域产生了深刻影响。

6.1.7.1 理论

令 E 为 Rn 的一个子集，并令 f 表示 E 到 R 的一个映射。我们的目标是求解：

min
x∈E

f(x) s.t. g(x) = 0 和 h(x) ≤ 0。 (6.14)

这里，g 将 E 映射到 Rm，h 将 E 映射到 Rk。例如，g(x) = 0 中的符号 0 指的是一个零向量，

这表示对于 i = 1, . . . ,m，在 R 上都有 gi(x) = 0。对第二个约束条件的解释与此类似。

任意满足式(6.14)中约束条件的 x ∈ E 都被称为可行解（feasible），令 F (g, h) 表示所

有可行解 x ∈ E 的集合。达到式(6.14)最小值的可行解被称为优化问题的最优点（optimal）

或最优解（solution）。

我们的第一个推断是，有约束的优化问题(6.14)等价于一个无约束问题：

P = min
x∈E

max
θ∈Θ

L(x, θ) (6.15)

其中，θ := (λ, µ) ，并且，

L(x, θ) = L(x, λ, µ) := f(x) +
m∑
i=1

λigi(x) +
k∑
i=1

µihi(x)。 (6.16)

这里 θ ∈ Θ 表示的是由拉格朗日乘子（Lagrange multipliers）λ ∈ Rm 和 µ ∈ Rk+ 构成的向

量，其中，Θ := Rm × Rk+。该式又等同于：
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(1) f̂(x) := maxθ∈Θ L(x, θ) 在 F (g, h) 上满足 f̂ = f 。

(2) f̂ = +∞ 在 F (g, h) 的补集上，以及

(3) f̂ 和 f 满足：

P := min
x∈E

f̂(x) = min
x∈F (g,h)

f̂(x) = min
x∈F (g,h)

f(x)。 (6.17)

式(6.17)中的第一个等号是由定义决定的，后两个则是由（2）和（1）分别得到的，因此我们

只需要验证（1）-（2）。

练习 6.1.48. 证明：（1）-（2）都成立。你可以假设极值存在。

我们通常将问题(6.16)中的方程 L 称为拉格朗日（Lagrangian）方程，将式(6.15)中的 P

称为原（primal）问题。到目前为止，我们已经证明，最初的约束问题和原问题是等价的。下

一步则是将原问题与它的对偶（dual）问题联系起来。对偶问题是通过颠倒原问题中 min 和

max 的顺序得到的，也即，

D = max
θ∈Θ

min
x∈E

L(x, θ)。 (6.18)

对偶问题有两个吸引人的特点。第一，在求解关于 x 的最小化时, 我们不需要关心最初的约

束方程(6.14)中对 x 的约束。第二，由于 L(x, θ) 关于 θ 是线性的，并且由于我们正在最小化

关于 x 的一个函数族，所以最小值解是一个凹函数（见第200页）。凹性有助于实现最大化，这

是求解 D 的下一个步骤。

练习 6.1.49. 证明：D ≤ P 总是成立。

练习6.1.49中的结果 D ≤ P 被称为弱对偶性（weak duality）。如果 P = D，则称为强对

偶性（strong duality）。与弱对偶性不同的是，强对偶性成立需要原问题满足一定条件。

显然，强对偶性当且仅当在以下条件下成立：颠倒原始定义（或对偶定义）中的 min 和

max 的运算顺序依然是成立的。这种结果也被称为 min-max 定理，这一定理仅在函数 L 的

“鞍点”处成立，下一节将对此进行解释。

6.1.7.2 鞍点和对偶性

我们希望寻求强对偶性的充要条件，这将有助于我们更加深刻地理解原始约束问题中最

小值解的特征。为此，我们再次令 θ := (λ, µ) 和 Θ := Rm × Rk+ ，因此有，

P = min
x∈E

max
θ∈Θ

L(x, θ) 和 D = max
θ∈Θ

min
x∈E

L(x, θ)。 (6.19)

令 (x∗, θ∗) 为 E ×Θ 中的一对解，如果满足下述条件，

L(x∗, θ) ≤ L(x∗, θ∗) ≤ L(x, θ∗) ∀(x, θ) ∈ E ×Θ, (6.20)
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x∗
θ∗

L
(x
, θ)

x∗

θ∗

L(x, θ∗)

L(x∗, θ)

θ 7→ L(x∗, θ)

x 7→ L(x, θ∗)

图 6.10: 函数 L 的鞍点 (x∗, θ∗)

就将 (x∗, θ∗) 称为 L 的鞍点（saddle point）。

图6.10显示了一个给定二元函数 (x, θ) 7→ L(x, θ) ∈ R 的鞍点的描述。左图是一个三维

图形，右图则是同一函数的等高线图，鞍点在中心位置。

当式(6.19)中的极值存在时，我们得到如下结果：

定理 6.1.17. 如果 L 在 E × Θ 上存在一个鞍点 (x∗, θ∗)，则强对偶性成立。此外，还有

P = D = L(x∗, θ∗)，并且 x∗ 是约束优化问题(6.14)的解。

证明. 令 (x∗, θ∗) 是 L 在 E ×Θ 中的一个鞍点。对于所有的 (x, θ) ∈ E ×Θ，我们有，

P ≤ max
θ
L(x∗, θ) ≤ L(x∗, θ∗) ≤ min

x
L(x, θ∗),

其中，第一个不等式由定义得到，后两个由鞍点的性质得到。最后一项显然是由 D 决定

的，所以可得 P ≤ L(x∗, θ∗) ≤ D。但是，根据弱对偶性，我们也有 D ≤ P，因此有

P = L(x∗, θ∗) = D。

最后，为了证实 x∗ 能解决原来的约束问题，我们作一个相反的假设。假设存在一个

x0 ∈ E 满足约束条件，并得到 f(x0) < f(x∗)。由于在 x0 和 x∗ 处都满足约束条件，我们可

以应用第 228 页的式 (6.25)，得到 maxθ∈Θ L(x0, θ) = f(x0) 和 maxθ∈Θ L(x
∗, θ) = f(x∗)。然

而，鞍点条件的第二个不等式意味着，

f(x∗) = max
θ∈Θ

L(x∗, θ) ≤ max
θ∈Θ

L(x0, θ) = f(x0)。
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这与假设条件 f(x0) < f(x∗) 相矛盾。

定理6.1.17告诉我们，要解决有约束的优化问题并建立强对偶性，我们只需要获得拉格

朗日方程的一个鞍点即可。

6.1.7.3 Karush, Kuhn 和 Tucker

对于能够明确定义的问题，可以通过众所周知的一阶条件（也即Karush–Kuhn–Tucker

（KKT）条件）来识别鞍点。为了说明这一点，我们回到式(6.14)表示的问题，并将 θ 直接写为

(λ, µ)。这样的话，当下式成立时，

L(x∗, λ, µ) ≤ L(x∗, λ∗, µ∗) ≤ L(x, λ∗, µ∗) ∀x ∈ E, λ ∈ Rm 和 µ ∈ Rk+,

那么，(x∗, λ∗, µ∗) ∈ E × Rm × Rk+ 就满足鞍点条件。同时，如果存在 x∗ ∈ F (g, h)，能够满足

∇f(x∗) +
m∑
i=1

λ∗
i∇gi(x∗) +

k∑
i=1

µ∗
i∇hi(x∗) = 0 和 (6.21)

µ∗
ihi(x

∗) = 0 ∀i ∈ [k], (6.22)

那么，(x∗, λ∗, µ∗) ∈ E × Rm × Rk+ 就满足 KKT 条件（KKT conditions）。

这里我们要求 f, g, h 在 x∗ 处都是可微的，并且对于一个给定的函数 q : E → R，我们用

∇ 来表示偏导数向量。式(6.21)要求拉格朗日方程关于 x 的导数在 x∗ 处为零。第二个条件

也被称为互补松弛（complementary slackness）条件。

KKT 条件不过是鞍点条件的另一种表达形式。条件(6.21)是关于 x 的拉格朗日方程在

点 (x∗, θ∗) 处的内部最小值解的一阶条件，它试图识别的是图6.10右下方所示的局部最小值。

互补松弛条件也是需要的，因为如果在某个 i 处无法保证 µ∗
ihi(x

∗) = 0，那么 µ∗
ihi(x

∗) < 0

一定成立，在这种情况下，我们可以通过将 µ∗
i 设定为 0，来严格增大拉格朗日数值。这显然

违背了鞍点性质。

如果有足够的正则条件（regularity conditions），那么 KKT 条件就能准确地识别极值

点。Matousek & Gärtner (2007) 在第八章中提供了一个例子。

定理 6.1.18 (Karush–Kuhn–Tucker). 如果 E 是开集，f 是连续可微且凸的，同时 g 和 h 都

是仿射函数（affine functions），那么，当且仅当存在一对 (λ∗, µ∗) ∈ Rm ×Rk+ 能够使得 KKT

条件成立时，x∗ 是 f 在 F (g, h) 上的最小值解。
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6.2 部分练习解答

练习 1.2.1. 由 λ1 = i，我们可得

Ae1 =

0 −1

1 0

−1
i

 =

−i
−1

 = λ1e1。

类似的，由 λ2 = −i，我们可得

Ae2 =

0 −1

1 0

−1
−i

 =

 i

−1

 = λ2e2。

练习 1.2.2. 固定 A 的一个特征对 (λ, e) 和一个非零标量 α。我们有，

A(αe) = αAe = λ(αe)。

因此，αe 是一个特征向量，λ 是一个特征值，问题得解。

练习 1.2.3. 固定 A ∈ Mn×n 和 τ > 0。如果 λ ∈ σ(A)，那么就有 τn det(A − λI) = 0，

或者 det(τA− τλI) = 0。因此，τλ ∈ σ(τA)。若要证明相反的结论，将其乘以 1/τ 即可。

练习 1.2.4. 如果 p(λ) := det(A − λI) 有 n 个不同的根，那么 |σ(A)| = n。对于每个

λi ∈ σ(A)，令 ei 为相对应的特征向量，我们只需证明 {ei}ni=1 是线性无关即可。为此，令 k

为满足 {e1, . . . , ek} 线性无关的最大数字。为了寻求矛盾之处，假设 k < n。那么就存在某个

合适的标量 {αi}，使得 ek+1 =
∑k

i=1 αiei。因此，根据 Aek+1 = λk+1ek+1，我们有

k∑
i=1

αiλiei =
k∑
i=1

αiλk+1ei ⇐⇒
k∑
i=1

αi(λi − λk+1)ei = 0。

对于所有的 i，由于 {e1, . . . , ek} 是线性无关的，可得 αi(λi − λk+1) = 0。因此，对于某些

i ≤ k，至少存在一个非零的 αi，使得 λi = λk+1。与假设矛盾。

练习 1.2.5. 假设相反的情形，P 中存在一个零列向量，那么，P 就不是非奇异的。与假

设矛盾。

练习 1.2.6. 从假设 A = PDP−1 开始。使用迹和行列式的基本性质，我们有，

trace(A) = trace(PDP−1) = trace(DPP−1) = trace(D) =
∑
i

λi,
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以及

det(A) = det(P ) det(D) det(P−1) = det(P ) det(D) det(P )−1 = det(D) =
∏
i

λi。

练习 1.2.8. 如果 I 是一个单位矩阵，并且对于一些非零的 e 有 Ie = λe ，则可知 e = λe

以及 λ = 1。因此 σ(A) = {1}。与此同时，I 是可对角化的，当 D = I 时，有 I = IDI−1。

练习 1.2.19. 固定 A ∈ Mn×n 和 b ∈ Rn，其中 r(A) < 1。我们可以将 x = Ax + b 写

成 (I − A)x = b。由于 r(A) < 1，I − A 是可逆的，因此线性系统 (I − A)x = b 有唯一解

x∗ = (I −A)−1b。表达式 x∗ =
∑∞

m=0A
mb 来自于 NSL。

练习 1.2.20. 下面，式(1.2)定义了 Pw，对于任意矩阵 Q，符号 Q(i, j) 表示矩阵中的第

i, j 个元素。

((1), (⇒)) 假设 Pw 不可约，但 α = 0。那么，根据 Pmw 在(1.3)中的表达式，对于所有的

m，我们都有 Pmw (1, 2) = 0。这与不可约性相矛盾，所以 α > 0 必须成立。类似的论证可证明

β > 0。

((1), (⇐)) 如果 α, β > 0，那么 Pw 的非对角线元素就严格为正。加上，P 2
w 的对角线元

素严格为正。因此，Pw + P 2
w � 0，Pw 是不可约的。

((2), (⇒)) 假设 Pw 是本原的，那么 Pw 就是不可约的，所以 0 < α, β ≤ 1 成立，我们只

需证明 min{α, β} < 1。假设具有相反条件 α = β = 1，那么，当 m 为奇数时，Pmw 的对角线

元素就为 0，而当 m 为偶数时，Pmw 的非对角线元素就为 0。这与矩阵的本原性质相矛盾，所

以 min{α, β} < 1 必须成立。

((2),(⇐)) 假设 0 < α, β ≤ 1 以及 α < 1。代数运算后可知，P 2
w � 0。同理可知

0 < α, β ≤ 1 和 β < 1 时也是如此。因此 Pw 是本原的。

练习 1.2.22. 固定 A ∈ Mn×k，A ≥ 0，以及 x, y ∈ Rk。从 x ≤ y 可知 y − x ≥ 0，所以

A(y − x) ≥ 0。于是有，Ay −Ax ≥ 0 和 Ax ≤ Ay。

练习 1.3.2. 对于第一个陈述，固定 x ∈ S 和 z ∈ (0, 1]。如果 κ(z) = x，那么，由于 S 的

所有元素都是不同的，κ 的定义意味着 z ∈ I(x)。相反，如果 z ∈ I(x)，那么，由于所有区间都

是不相交的，我们有 κ(z) = x。

对于第二个陈述，选择任意 x ∈ S，并观察到，根据第一点陈述，当 W ∈ I(x) 时，有

κ(W ) = x。这一事件的概率等于区间 I(x) 的长度，根据前文中的构造，也即 φ(x)。因此，对
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于所有的 x ∈ S，我们都有 P{κ(W ) = x} = φ(x)。

练习 1.3.3. 固定 j ∈ [n]。可以观察到 Y := 1{κ(W ) = j} 是伯努利（Bernoulli）随机变

量。这样一个 Y 的期望值等于 P{Y = 1}。由于 κ(W )
d
= φ，这也即是 φ(j)。

练习 1.3.5. 在 (0, 1] 上均匀地抽样得到 U，如果 U ≤ δ，则将硬币设置为正面。这个结

果的概率是 P{U ≤ δ} = δ。

练习 1.3.6. 对于采样方法，我们假设 S 是有限的，这个论证可以很容易地扩展到密度

上。在计算机中，我们以 P{B = 0} = δ 的概率抛出一个有偏的硬币 B ∈ {0, 1}，然后

(1) 如果 B = 0，从 φ 中抽取 Y，或者

(2) 如果 B = 1，从 ψ 抽取 Y。

有了这个设定，根据全概率公式，

P{Y = s} = P{Y = s | B = 0}P{B = 0}+P{Y = s | B = 1}P{B = 1} = δφ(s)+(1−δ)ψ(s)。

换句话说，Y d
= f。

练习 1.3.7. 令 P 和 Q 如条件所述。（1）显然，PQ ≥ 0，同时，由于 PQ1 = P1 = 1，所

以 PQ 是随机的。（2）r(P ) = 1 则可以直接从引理1.2.7中得到。（3）根据 Perron–Frobenius

定理，存在一个非零、非负的行向量 φ 满足 φP = φ。将 φ 重新缩放为 φ/(φ1)，得到所需的

向量 ψ。

练习 1.3.8. 固定 p > 0，并令 X 为 LN(µ, σ2)。我们有

E|X|p = EXp = E exp(pµ+ pσZ), 对于 Z
d
= N(0, 1)。

由于 pµ+pσZ
d
= N(pµ, p2σ2) ，我们可以应用对数正态分布均值的公式，得到mp = exp(pµ+

(pσ)2/2) <∞。

练习 1.3.9. 令 X 为一个具有尾指数 α 的帕累托尾的随机变量，并令 G 为其 ccdf。

固定 r ≥ α。在帕累托尾的假设下，我们可以取正常数 b 和 x̄，使得每当 t ≥ x̄ 时，就有

G(t) ≥ bt−α。使用式(1.14)，我们有

EXr = r

∫ ∞

0

tr−1G(t)dt ⩾ r

∫ x̄

0

tr−1G(t)dt+ r

∫ ∞

x̄

tr−1bt−αdt。 (6.23)
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但是，只要 r − α− 1 ⩾ −1，就会有
∫∞
x̄
tr−α−1 dt =∞。由于 r ≥ α，因而可得 EXr =∞。

练习 1.3.10. 固定 λ > 0，假设 X
d
= Exp(λ)。一个简单的积分练习表明，P{X > t} =

e−λt。现在固定 α > 0。由于 limt→∞ tαe−λt = 0，随机变量 X 并不服从幂律。

练习 1.3.11. 如练习中所述，令 p 和常数 γ, c > 0 以及 x̄ ∈ R+。选取任意 t ≥ x̄。根据

通常的积分规则，

P{X > t} = c

∫ ∞

t

u−γdu = − c

1− γ
t1−γ。

在 α := γ − 1 的情况下，我们有 tαP{X > t} = c/α。因此，随机变量 X 具有尾指数为 α 的

帕累托尾。

练习 1.4.2. 如果 (V,E) 是无定向的，那么邻接矩阵就是对称的。

练习 1.4.3. 令 A⊤ = (a′ij)，所以对于每个 i, j，都有 a′ij = aji。根据定义，我们有

(j, k) ∈ E′ ⇐⇒ a′jk > 0 ⇐⇒ akj > 0 ⇐⇒ (k, j) ∈ E,

这证明了第（1）个结论。关于（2）, 如果说 k 在 G ′ 中可以从 j 进入，这意味着我们可以找到

节点 i1, . . . , im，在 G ′ 下形成一条从 j 到 k 的有向路径，即在此情况下 i1 = j，im = k，并且

每个连续对 (iℓ, iℓ+1) 都在 E′ 中。但是，根据（1），im, . . . , i1 在 G 下同时也提供了一条从 k

到 j 的有向路径，因为每个连续对 (iℓ+1, iℓ) 都在 E 中。

练习 1.4.4. 回顾 ∂/(∂xk)x
⊤Ax = (x⊤A)k，将其他代理人行动视为给定的条件下，

式(1.26)对应的一阶条件则为，

xk = α(x⊤A)k + εk (k ∈ n)。

串联成行向量，然后取转置，得到 x = αAx + ε。其中，我们使用了 A 是对称的事实。由

于 r(αA) = αr(A)，条件 r(A) < 1/α 意味着 r(αA) < 1，所以，根据 NSL，唯一解是

x∗ = (I − αA)−1ε。

练习 1.4.5. 当 A 是强连通的，Perron–Frobenius 定理告诉我们，r(A) > 0，并且 A 有唯

一一个（取决于标度倍数的）右主特征向量，满足 r(A)e = Ae。简单整理即可得到式(1.32)。7

练习 1.4.9. 当 β < 1/r(A) 时，我们有 r(βA) < 1。因此，我们可以将式(1.36)表示为

7虽然右主特征向量只定义了一个正的缩放倍数，但这并不值得担心，因为正的缩放对排名没有影响。在大多数情况下，这个中
心度排名的用户都会选择满足 ∥e∥ = 1 的主特征向量 e。
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κ = 1+ βAκ，并采用定理 1.2.5来得到所述结果。

练习 2.1.1. 固定 j ∈ [n]。由于 aij = zij/xj，我们有 ηj =
∑n

i=1 zij
xj

。因此，如果 vj > 0，

则有 ηj < 1。

练习 2.1.2. 从假设 2.1.1 中容易得出 η(A) < 1。此外，由于 A ≥ 0，§1.2.3.4中的结果意

味着，r(A) 的大小取决于 A 的列和的最大值，而这恰恰就是 η(A)。因此，r(A) ≤ η(A) < 1。

练习 2.1.3. 令 (A, d) 如条件所述。当 A不可约时，有 L :=
∑∞

i=1A
i � 0。由于 x∗ = Ld，

并且 d 是非平凡的，由 L� 0 和矩阵乘法的定义可以得出，x∗ � 0。

练习 2.1.4. 令 r(A) < 1，那么，I −A 就是非奇异的，但与此同时，还要求 (I −A)x = 0，

因此不存在非平凡解 x。相反，另一方面，如果 r(A) = 1，那么（根据 Perron–Frobenius

定理），由于 r(A) 是一个特征值，对于某些 x � 0，我们可以得到 Ax = x，其唯一性由

Perron–Frobenius 定理得出。

练习 2.1.7. 令 λ 为 A 的一个特征值，e 为对应的特征向量。那么，对于所有 i ∈ [n]，我

们有 ∑
j

aijej = λei ⇐⇒
∑
j

zij
xj
ej = λei ⇐⇒

∑
j

fij
ej
xj

= λ
ei
xi
,

其中，我们使用了 x� 0 的事实。由此可见，λ 也是 F 的一个特征值。同样的逻辑反过来说，

A 和 F 共享特征值，因此 r(A) = r(F )。

练习 2.2.2. 我们需要证明的是：对于任意的 m，式 1
⊤Am1 = n(1− α)m 成立。通过归

纳法，注意到依据 CRS 假设，1⊤A = (1 − α)1⊤ 成立。紧接着，可得 1
⊤A1 = n(1 − α)。现

在假设 1
⊤Am1 = n(1− α)m 成立。那么，

1
⊤Am+1

1 = 1
⊤AAm1 = (1− α)1⊤Am1 = n(1− α)m+1,

其中最后一步是通过归纳假设得到的。

练习 2.2.3. 将式(2.18)代入式(2.19)中，并对 ℓj 和 qij 进行微分，可以得到式(2.20)中的

一阶条件。可以证明，这些局部最大值解就是全局最大值解，尽管我们省略了细节。

练习 2.2.5. 通过练习2.2.1，我们有 r(A) < 1，因此 L = (I −A)−1 的定义是成立的。此

外，我们可以用 Neumann 级数引理求解式(2.22)，得到 ρ = −(I −A⊤)−1ε。由于转置的逆等
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价于逆的转置，我们可以把它写成 ρ = −L⊤ε。拆开后即可得到练习中所述方程。

练习 2.2.7. 式(2.24)可以表示为 hi = n−1 +
∑

j aijhj。令 h = (hi) 为 Rn 中的一个列

向量，1 为一个 1 的列向量，这样 n 个方程变成 h = n−1
1 + Ah。由于 r(A) < 1，唯一解是

h = n−1(I −A)−1
1 = n−1L1。拆开后即可得到练习结果。

练习 2.2.8. 利用练习 2.2.2中的结果，我们有

1
⊤h =

1

n
1
⊤
∑
m≥0

Am1 =
1

n

∑
m≥0

1
⊤Am1 =

1

n
n
∑
m≥0

(1− α)m。

最后一个表达式的值即为 1/α。

练习 2.2.9. 这个表达式可以很容易地从方差的定义和公司层面冲击的独立性中得到，

这使得方差可以通过加总来传递。

练习 2.2.11. 令 h∗ := 1/(αn)，要证明 h∗ 是 Rn+ 中在
∑n

i=1 hi = 1/α 约束下的 ‖h‖ 的

最小值解。将目标函数取平方，并通过取 hn = 1/α − h1 − · · · − hn−1 将约束条件代入目标

中，我们就可以得到一个等价问题，即寻找下式的最小值解，

f(h1, . . . , hn−1) := h21 + · · ·+ h2n−1 +

(
1

α
− h1 − · · · − hn−1

)2

。

由于 f 是凸的，任意的局部最小值解就是全局最小值解。同时，一阶条件给出，

hi =

(
1

α
− h1 − · · · − hn−1

)
= hn, ∀i。

因此，解向量在 i 上是常数。令 c 表示这个常数，并使用约束条件，得到 nc = 1/α。证毕。

练习 2.2.12. 令 h∗ 为一个 n 维向量，同时，令其在某个 k 上有 h∗k = 1/α，在其他位置

则为 h∗j = 0。显然，‖h∗‖ = 1/α。因此，我们只需证明，对于任意的 h ∈ Rn+ 和
∑n

i=1 hi = 1/α，

我们都有 ‖h‖ ≤ 1/α。

固定 h ∈ Rn+ 和
∑n

i=1 hi = 1/α。由于我们把 1/α 分成 n 部分，我们可以把 h 表示为

(w1/α, . . . , wn/α)，其中，0 ≤ wi ≤ 1 且
∑

iwi = 1。根据 Jensen 不等式 (练习 6.1.40)，我们

有， ∑
i

(wi
α

)2
≤

(∑
i

wi
α

)2

=
1

α2
。
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取平方根得到 ‖h‖ ≤ 1/α。证毕。

练习 2.3.3. 对于 α > 0 我们总有 ‖αu‖0 = ‖u‖0，这违反了正齐次性。

练习 2.3.6. 令 ‖ · ‖ 是 Rn 上的一个范数，(um) 是 Rn 上的一个序列，且 u 是 Rn 上的

一个点。为了证明（1）=⇒（2），我们固定 a ∈ Rn，并观察到对于所有的 m ∈ N，都有

|〈a, um〉 − 〈a, u〉| = |〈a, um − u〉| ⩽ ‖um − u‖1 max
i
|ai|。

因此，在 ℓ1 范数中的收敛性可以推出（2）。而根据练习2.3.5，在 ‖ · ‖ 中收敛意味着在 ℓ1 中收

敛，所以可以确认（1）=⇒（2）。

为了证明在第 j 个分量上（2）=⇒（3），我们只需将 a 特殊化为第 j 个标准基向量。最

后，为了证明（3）=⇒（1），我们首先注意到，根据范数的等价性，只需证明逐点收敛意味着

ℓ1 收敛。也即是说，

(3) =⇒ ‖um − u‖1 =
∑
j∈[n]

|
〈
δj , um − u

〉
| → 0,

其中，δj 是第 j 个标准基向量。为了证明这个加总收敛到零，只需证明这个加总的每一个元

素都收敛到零（见 §6.1.3.2），而这恰好就是（3）的结论。

练习 2.3.7. 考虑到要证明，Rn 中 um → x 和 vm → y 意味着 um + vm → x + y。我

们知道这在 n = 1 的标量情形下显然是成立的。同时，引理2.3.1告诉我们，Rn 中的收敛性成

立，当且仅当向量的逐点收敛成立（这就是标量情形）。其余的证明类似。

练习 2.3.8. 对于列向量和行向量来说，Frobenius 范数可以还原为欧几里得范数，因此，

式(2.32)要求
∣∣ 〈A,B〉F ∣∣ ⩽ ‖A‖F‖B‖F。这个约束显然是成立的，因为它是 Cauchy–Schwarz

不等式。

练习 2.3.9. 令

a := sup
u ̸=0

f(u), 其中 f(u) :=
‖Au‖
‖u‖

, 且令 b := sup
∥u∥=1

‖Au‖。

显然 a ≥ b，因为其上确界函数在一个更大的定义域上。为了得到一个相反的情况，固定

ε > 0，令 u 是一个非零向量，使 f(u) > a− ε。并令 α := 1/‖u‖ 和 ub := αu。那么，

b ≥ ‖Aub‖ =
‖Aub‖
‖ub‖

=
‖αAu‖
‖αu‖

=
α

α

‖Au‖
‖u‖

= f(u) > a− ε。
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由于 ε 是任意的，所以我们有 b ≥ a。

练习 2.3.10. 令 A 和 B 分别为矩阵 Mn×k 和矩阵 Mn×j 中的元素。固定 v ∈ Rn。由

于对于任意的向量 u，都有 ‖Au‖ ≤ ‖A‖ · ‖u‖，因此由式(2.32)可以很容易的得到，‖ABv‖ ≤

‖A‖ · ‖Bv‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖ · ‖v‖。

练习 2.3.15. 令 (Am) 和 (Bm) 具有所述性质。关于（1），我们使用三角不等式性质，可

以得到，

‖Am −A‖ = ‖Am −Bm +Bm −A‖ ≤ ‖Am −Bm‖+ ‖Bm −A‖,

右边的两个项都收敛为零，证毕。

关于（2），我们利用次可乘性质，得到 ‖BAmC −BAC‖ ≤ ‖B‖‖Am −A‖‖C‖ → 0。

练习 2.3.17. 令 ‖ · ‖a 和 ‖ · ‖b 是 Mn×n 上的两个范数。根据 §2.3.2.5中的结果，这些范

数是等价的，所以存在常数 M,N，使得对于所有的 k ∈ N，‖Ak‖a ≤ M‖Ak‖b ≤ N‖Ak‖a 成

立。因此，

‖Ak‖1/ka ⩽M1/k‖Ak‖1/kb ⩽ N1/k‖Ak‖1/ka , ∀k ∈ N,

取 k →∞，我们可以看到谱半径的定义与选择何种范数无关。

练习 2.3.18. 由于 r(A) < 1，我们可以找到一个常数 K 和一个 ε > 0，使得 k ≥ K =⇒

‖Ak‖ < (1− ε)k。设 M := maxk≤K ‖Ak‖ 和 δ := 1− ε，即产生所需的常数。

练习 2.3.19. 假设 r(A) < 1。对 xt = Axt−1 + d 逆向迭代，得到 xt = d + Ad + · · · +

At−1d+Atx0。根据 Neumann 级数引理，我们有 x∗ =
∑

t≥0A
td，所以

x∗ − xt =
∑
j>t

Ajd−Atx0。

因此，用 ‖ · ‖ 作为欧几里得向量范数和矩阵算子范数，我们有

‖x∗ − xt‖ =

∥∥∥∥∥∑
j>t

Ajd−Atx0

∥∥∥∥∥ ≤∑
j>t

‖Aj‖‖d‖ − ‖At‖‖x0‖。

再由 r(A) < 1，从练习 2.3.18 可以看出，随着 t→∞，可得 ‖x∗ − xt‖ → 0 。

练习 2.3.20. 我们有 ‖Am‖1 = n(1− α)m，所以 ‖Am‖1/m1 = n1/m(1− α)。取 m→∞，

可以得到 r(A) = 1− α。

练习 2.3.21 令 ‖ · ‖ 是 Rn 上的一个范数。根据 Perron–Frobenius 定理（定理1.2.6），当
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A 是本原的，在 m → ∞ 下，有 ‖r(A)−mAmx‖ → c，其中，只要 x � 0 就有 c > 0。因此，

limm→∞ ‖Amx‖1/m = limm→∞ r(A)c1/m = r(A)。

练习 2.3.22. 我们只需要证明，A 在所述条件下意味着 A⊤ 是弱链次随机矩阵，因为反

向证明非常类似。我们设 a′ij := aji，所以 A⊤ = �a′ij �。

令 A 具有上述性质。由于 A 的列和小于单位 1，所以 A⊤ 的行和也小于单位 1，因而

A⊤ 是次随机的。

现在固定 m ∈ [n]，取 i ∈ [n]，使得 i → m 在 A 下，有
∑

k aki < 1。通过第 34页的

练习 1.4.3可知，在 A 下的 i → m 等同于在 A⊤ 下的 m → i。同时，
∑

k aki < 1 等同于∑
k a

′
ik < 1。因此，A⊤ 是弱链次随机矩阵。

练习 2.3.23. 令 A 是一个投入-产出网络的邻接矩阵，并且每个部门的增加值都是非负

的。在下文中，我们用 a′ij 表示 A⊤ 的第 i, j 个元素，因此 a′ij = aji。

如果网络中的每个部门，都存在一个具有正的增加值的上游供应商，我们就说 A 具有 U

性质。U 性质等同于这样的描述：对于所有的 m ∈ [n]，在 A 和
∑

k aki < 1 之下，存在一个

i ∈ [n]，有 i → m。根据练习2.3.22，这等同于说 A⊤ 是弱链次随机矩阵。由于 A⊤ 是次随机

的，这又相当于说 r(A⊤) < 1。同时，由于 r(A) = r(A⊤)，所以性质 U 等同于 r(A) < 1。

练习 2.3.25. 令 A = diag(a, 1)，其中 0 < a < 1。显然 r(A) = 1。令 b⊤ = (1, 0) ，且令

x⊤ = (1/(1− a), 0)。简单的代数运算表明 x = Ax+ b。

练习 3.1.1. 如果 (σi(x)) 在 n 步内不能到达 d，那么，由于 |V | = n+ 1，就会存在一个

节点 y ∈ V 在 (x, σ(x), . . . , σn(x)) 中出现两次。对于这个 y，我们就可以在 i ≤ n 的条件下，

得到 σi(y) = y。也即，从 y 回到自身的循环不包含 d，并且永远重复。因此 (σi(x)) 永远不会

到达 d。

练习 3.1.2. 固定 q ∈ U 和 σ ∈ Σ。Tσ q 的非负性是显然的。另外，(Tσq)(d) =

c(d, d)+q(d) = 0，其中第一个等式是由 σ(d) = d 得到的，第二个是由 q(d) = 0 和 c(d, d) = 0

得到的。因此，Tσ q ∈ U，符合要求。

练习 3.2.1. 由于价格是正的（更多的产出意味着更多的收入），我们预期两个不平等

的约束（见式(3.10)）能够以等式的方式成立。从图中可以看出，等式为 2q1 + 5q2 = 30 和

4q1 + 2q2 = 20。求解可得，q = (2.5, 5.0)。

练习 3.2.3. 等式约束 Ax = b 可以替换为两个不等式约束 Ax ≤ b 和 −Ax ≤ −b，约束

条件 x ≥ 0 可以替换为 −x ≤ 0。如果我们逐行解开这些矩阵不等式，就会得到一个约束集

合，即在选择合适的 h ∈ Rn 和 g ∈ R 之下，集合中每个约束的形式都可以是 h⊤x ≤ g。根据
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第198页上的多面体定义，现在可以得到练习结论了。

练习 3.3.1. 固定 y ∈ Y。假设分布 ϕ 和 ψ 处处为正，所以如果式(3.18) 对 T 成立，

那么，在某个位置 x 处，就有 ϕ(x)1{T (x) = y} > 0 成立。因此，就存在一个 x ∈ X，使得

T (x) = y。

练习 3.3.2. 当 |Y| > |X| 时，就不存在 Monge 映射。例如，假设 X = {x1} 和 Y =

{y1, y2}，且 ϕ(x1) = 1 和 ψ(yi) ∈ (0, 1)（其中 i = 1, 2）。x1 要么被映射到 y1，要么被映射到

y2。无论哪种情况，Monge 映射(3.18)对于 y1 和 y2 都不成立。

练习 3.3.3. 令 T 是 [n] 上的一个自映射。如果 T 是 Monge 映射，那么，依据式(3.18)的

定义，我们一定有
∑

i(1/n)1{T (i) = j} = 1/n（∀j）。如果 T 不是一个双射，那么就存在指数

i, k, j，使得 i 6= k 和 T (i) = T (k) = j。这显然违反了前面的等式。

反过来说，如果 T 是 [n] 上的双射，那么 T 满足
∑

i(1/n)1{T (i) = j} = 1/n（∀j）。因此，

T 是一个 Monge 映射。

练习 3.3.6. 应用第 111页的式(3.24) ，我们有

ψ = vec(ψ⊤) = vec(1⊤
n πIm) = (Im ⊗ 1⊤

n )vec(π)。

练习 3.3.7. 令 π 对于原问题是可行的，(w, p) 对于对偶问题是可行的。根据对偶可行

性，对于所有 x, y，我们有 c(x, y) ≥ p(y)− w(x)，所以

〈π, c〉 ⩾
∑
x

∑
y

π(x, y)[p(y)− w(x)] =
∑
x

∑
y

π(x, y)p(y)−
∑
x

∑
y

π(x, y)w(x)

重新排列并使用原问题可行性，可以得到 〈π, c〉 ⩾ 〈p, ψ〉 − 〈w,φ〉。这证明了第一个结论。

为了看到 D ≤ P 来自于该不等式，只需固定 π ∈ Π(ϕ, ψ)，并在所有可行的对偶对（dual

pairs）上进行最大化，获得 〈π, c〉
·
⩾ D。然后，再对 π ∈ Π(ϕ, ψ) 进行最小化，得到 D ≤ P。

练习 3.3.8. 从 mina∈A f(a) = maxb∈B g(b) 可知，对于所有的 (a, b) ∈ A × B，我们有

f(a) ≥ g(b) 。以 (ā, b̄) 与 f(ā) = g(b̄) 为例，对于任意给定的 a ∈ A，我们有 f(ā) = g(b̄) ≤

f(a)。可以看出，̄a 在 A 上使 f 达到最小。对 b̄ 的论证也类似。

练习 3.3.9. 由于从某个节点 i 流出的任何资金都与流入某个节点 j 的资金相等，将所
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有 i ∈ V 的式(3.34)两边加总，就会得到式(3.32)。

练习 3.3.11. 该问题的证明与 A 的定义有关。固定 i ∈ [n]，我们有

(Aq)(i) =
m∑
k=1

aikqk =
m∑
k=1

1{ek离开 i}qk −
m∑
k=1

1{ek进入 i}qk,

该式等于
∑

j∈O(i) q(i, j)−
∑

v∈I (i) q(v, i)。证毕。

练习 3.3.12. 在解决示例3.3.1的代码中，我们需要添加：

bounds = ((0, 5),

(0, None),

(0, None),

(0, None))

然后将调用的函数改为：

result = linprog(c, A_eq=A, b_eq=b, method='highs-ipm', bounds=bounds)

print(result.x)

输出结果为 [5. 5. 5. 5.]，这与我们的直觉一致。

练习 4.1.2. 第（1）点可以直接由 F 的定义得到。关于第（2）点，根据 q(i, j) =

q(i, j−1)+P (i, j)，我们可以得到 P (i, j) = q(i, j)−q(i, j−1)，这就是区间 (q(i, j−1), q(i, j)]

的长度。Ut+1 落在这个区间的概率就是它的长度，也即刚刚得到的 P (i, j)。证毕。

练习 4.1.3. 根据归纳法和随机矩阵集在乘法下是闭的这一事实（见 §1.3.1.3），可以得

到，对于所有 k ∈ N，P k 是随机的。

练习 4.1.5. 令 M 如题目所述，在这种设定下，转移矩阵 P 是随机的，这意味着

p(x, x) = 1 和 P (x, y) = 1{x = y}。因此 P = I，P 也即 n × n 的单位矩阵。对于所有的

ψ ∈ D(S) ，因为有 ψI = ψ，故所有分布都是平稳的。

练习 4.1.6. 令 G 是一个从 [0, 1] 映射到自身的连续函数，并设 f(x) := Gx − x。由于

G 是 [0, 1] 上的自映射，我们有 f(0) = G0 ⩾ 0 和 f(1) = G1− 1 ⩽ 0, 因此 f 是 [0, 1] 上的

连续函数，并满足 f(0) ⩾ 0 和 f(1) ⩽ 0 。根据中值定理，满足 f(x) = 0 的 x 是存在的。因

此，该点 x 就是 G 的一个不动点。

练习 4.1.7. 令 P 是有限集 S 上的马尔可夫矩阵。特别假设 S 中有 d 个元素，因此我

们可以将 RS 中的函数与 Rd 中的向量联系起来，将 D(S) 与 Rd 中的单位单纯形联系起来。
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集合 D(S) 是 Rd 的一个封闭、有界凸子集，P 是一个自映射。进行线性矩阵运算，可知映射

ψ 7→ ψP 是连续的。通过 Brouwer 不动点定理（第139页），可以证明不动点的存在性，进而可

得练习结论。

练习 4.2.2. 令 M 为一个有限马尔可夫模型， 其状态 S = {1, 2}， 边集 E =

{(1, 2), (2, 2)}。因此，马尔可夫链会立即移动到状态 2 并永远停留在那里，相应的转移矩

阵为：

P =

 0 1

0 1



如果 h 是 P -harmonic，那么 h(x) = Ph(x) = h(2)，因此 h 是常数，这表明 P 具有遍历

性。但同时，(S,E) 不是强连通的。

练习 4.2.3. 令 M 和 A 具有题目所述性质。固定 x ∈ S，考虑一个从 x 开始的 P -chain

(Xt) 。根据性质（2），存在一个 a ∈ A 和一个 k ⩽ n := |S|，能够使得 εx := P {Xk = a} 严格

为正。一旦 (Xt) 进入 A 就不会离开，故 Xk = a 意味着 Xn ∈ A。因此，P {Xn ∈ A} ⩾ εx。

对于任意初始条件 x，定义 ε := minx∈S εx > 0, 那么我们就有 P {Xn ∈ A} ⩾ ε。另一种表述

方式是，对于所有 x ∈ S，满足
∑

y∈Ac Pn(x, y) ⩽ 1− ε，第一个推断得以证明。

关于第二个证明，固定 ψ ∈ D(S)，并令所有 t 上都有 ψt = ψP t 。注意，对于固定的

m ∈ N，我们有 ψ(m+1)n = Pnψmn。因此对 y ∈ Ac，我们有

ψ(m+1)n(y) =
∑
x∈S

Pn(x, y)ψmn(x) =
∑
x∈Ac

Pn(x, y)ψmn(x)。

对 y 加总可以得到：

∑
y∈Ac

ψ(m+1)n(y) =
∑
y∈Ac

∑
x∈Ac

Pn(x, y)ψmn(x) =
∑
x∈Ac

[∑
y∈Ac

Pn(x, y)

]
ψmn(x)。

令 ηt :=
∑

x∈Ac ψt(x) 是 t 时刻 Ac 上的概率质量的数值。使用第一个证明的推断和 ηt 的

定义，此时得到 η(m+1)n ⩽ (1 − ε)ηmn。因此，在 m → ∞ 的条件下，有 ηmn → 0，以及

ψmn → ψ∗ ，所以：

∑
x∈Ac

ψ∗(x) = lim
m→∞

∑
x∈Ac

ψmn(x) = lim
m→∞

ηmn = 0。
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第二个推断得以证明。

练习 4.2.4. 关于第（1）问，根据三角不等式结合 φ,ψ ∈ D(S) 的假设，得到以下约束：

∑
x

|φ(x)− ψ(x)| ⩽
∑
x

|φ(x)|+
∑
x

|ψ(x)| ⩽ 2。

关于第（2）问，如果 P 是一个随机矩阵，那么有：

ρ(φP,ψP ) =
∑
y

∣∣∣∣∣∑
x

P (x, y)φ(x)−
∑
x

P (x, y)ψ(x)

∣∣∣∣∣ ⩽∑
y

∑
x

P (x, y)|φ(x)− ψ(x)|。

交换求和顺序并使用
∑

y P (x, y) = 1，即可证明问题。

练习 4.2.7. 给定 φ,ψ ∈ D(S)。根据式(4.27)我们知道当 t = 1 时式(4.29)成立。现在假

设它在 t 时成立，那么，利用式(4.27)对任何一对分布都成立的事实，得到，

ρ
(
φP t+1, ψP t+1

)
⩽ (1− α(P ))ρ

(
φP t, ψP t

)
⩽ (1− α(P ))t+1ρ(φ,ψ),

其中，最后一步使用的是归纳假设。通过归纳法可知，式(4.29)在 t+ 1 时成立，在所有 t ∈ N

时也成立。

练习 4.2.9. 如果 M 是强连通且非周期的，那么 P 就是本原矩阵，此时，存在 k ∈ N，

有 P k � 0。显然，α
(
P k
)
> 0。

练习 4.2.11. 由于 G 的所有元素都严格为正，因此在每对页面 u, v ∈W 之间都存在有

向边。显然，这意味着 G 具有强连通性。

练习 4.2.12. 对任意的 u, u′, v ∈ W，我们有 G(u, v) ∧ G (u′, v) ⩾ 1 − δ，从而有

α(G) ⩾ 1− δ。因此根据式(4.31)，我们得到：

ρ
(
ψGt, g∗

)
⩽ 2δt。

练习 4.2.14. 如果 S 具有强连通性和非周期性，那么邻接矩阵 T 就是本原的，所以存
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在一个 k ∈ N，能够使得 T k � 0。因此，α
(
T k
)
> 0，进而可以使用命题4.2.6。

练习 5.1.3. 在练习5.1.2中，我们得到：

‖um − uk‖ ⩽
λm

1− λ
λi ‖u0 − u1‖ (m, k ∈ N 并且 m < k)。

因此，如题所述，(um) 是柯西序列。

练习 5.1.5. 令 S 是完全（complete）集，F 是 S 上的一个自映射，F k 是一个均匀压缩

（uniform contraction），还令 u∗ 是 F k 的唯一不动点。固定 ε > 0，我们可以选择某个 n，满

足
∥∥FnkFu∗ − u∗∥∥ < ε。但此时有，

‖Fu∗ − u∗‖ =
∥∥FFnku∗ − u∗∥∥ =

∥∥FnkFu∗ − u∗∥∥ < ε.

由于 ε 是任意的，我们有 ‖Fu∗ − u∗‖ = 0，这意味着 u∗ 是 F 的一个不动点。

关于收敛性，固定 u ∈ S，给定 n ∈ N，将存在整数 j(n) 和 i(n)，使得 n = j(n)k + i(n)，

并且在 n→∞ 的条件下有 j(n)→∞。因此，

‖Fnu− u∗‖ =
∥∥F j(n)k+i(n)u− u∗∥∥ =

∥∥F j(n)kF i(n)u− u∗∥∥→ 0 (n→∞),

根据对 F k 的假设，收敛性意味着不动点的唯一性。（为什么？）

练习 5.1.6. 如果无风险实际利率 r 是正的，那么现在收到的 $100 可以在一年内以 1

的概率转换成 (1 + r)100 > 100 美元。

练习 5.1.7. 取 qk → q，其中，(qk) 是一个包含在 U 中的 n-向量序列。根据第184页的

练习6.1.8，由于对于所有的 k 都有 qk ⩾ 0，可知 q ⩾ 0。现在只需要证明 q(n) = 0。由于

qk ∈ U（∀k），我们可以得到 qk(n) = 0（∀k）。根据引理2.3.1，还可以得到 qk(n)→ q(n)。因此

q(n) = 0。

练习 5.1.8. 我们需要证明，如果 p, q ∈ U 并且 p ⩽ q，那么有 Tp ⩽ Tq。这从式(5.5)T

的定义中很容易得出。

练习 5.1.9. 固定 q ∈ U,α ∈ R+ 和 x ∈ V，根据定义有：

T (q + α1)(x) = min
y∈O(x)

{c(x, y) + βq(y) + αβ} = Tq(x) + αβ。
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因此，T (q + α1) = Tq + βα1 成立。

练习 5.1.10. 固定 x, y ∈ Rn+ 和 k ∈ N，根据 §6.1.1.1中的不等式，逐点应用到向量上，

可得

|Gx−Gy| = |(Ax+ d) ∧ x̄− (AGy + d) ∧ x̄| ⩽ |Ax+ d− (Ay + d)|。

根据练习6.1.9，

|Ax+ d− (Ay + d)| = |A(x− y)| ⩽ A|x− y|。

证毕。

练习 5.1.11. 由于 G 是 [a, b] 上的自映射，我们有 Ga ∈ [a, b]，因此 a ⩽ Ga。由于 G

是保序的，将 G 应用于这个不等式可以得到 Ga ⩽ G2a。以这种方式迭代下去（或使用归纳

法），证明
(
Gka

)
是递增的。对于

(
Gkb

)
的证明类似。

对于某些 x ∈ [a, b]，如果有 Gx = x，那么，由于 a ⩽ x，因而有 Ga ⩽ Gx = x。对这个不

等式进行迭代，可以得到，对所有的 k，都有 Gka ⩽ x。

练习 5.1.12. 显然，G 是 S := [0, x̄] 上的一个自映射。由于 A ⩾ 0，对于所有的 x, y ∈ S，

我们有 Gx ⩽ Gy。由此可知，G 是保序的。此时，定理5.1.5保证了至少有一个不动点存在。

练习 5.1.13. 根据练习6.1.41，两个凹函数的最小化函数还是凹的。由于 Fx = x̄ 和

Hx = Ax+ b 都是凹的，问题得证。

练习 5.2.1. 从本质上讲，该命题是成立的，因为连续函数的组合还是连续的。尽管如

此，接下来我们仍将进行更规范的证明。回顾 §6.1.1.1中的不等式，逐点应用到向量，对任意

p, q ∈ Rn，我们有：

|Tp− Tq| ⩽| (e+ pΠ) ∧ x)− (e+ qΠ) ∧ x)| ⩽ |(p− q)Π |。

对于欧几里得范数，我们可知 ‖|u|‖ = ‖u‖，并且在 u, v ⩾ 0 和 u ⩽ v 的条件下，还有

‖u‖ ⩽ ‖v‖。由此，我们可以得到 ‖Tp−Tq‖ ⩽ ‖(p−q)Π‖ ⩽ ‖p−q‖‖Π‖o。如果 ‖pn − p‖ → 0，

那么 ‖Tpn − Tp‖ → 0 就成立，即命题成立。

练习 5.2.2. 由于 Π ⩾ 0，所以只要 p ⩽ q，我们总是有 pΠ ⩽ qΠ。因此，p 7→ a− d+ pΠ

是保序的，进而 T 也同样如此。此外，对任意 p ∈ S := [0, x]，我们有 Tp ∈ S。因此，根据定

理5.1.5，T 在 S 中有一个不动点。

关于这种情况下的均衡，我们还能说些什么？根据同一定理，T 在 S 中有一个最小不动
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点 p∗ 和一个最大不动点 p∗∗。此外，因为 T 是连续的，所以有 T k0 ↑ p∗ 和 T kx ↓ p∗∗。

练习 5.2.3. 固定 p, q ∈ S，利用 §6.1.1.1中的最小和最大不等式，逐点应用，我们有：

|Tp− Tq| ⩽ |e+ pΠ− (e+ qΠ)| = |(p− q)Π| ⩽ |p− q|Π,

对这个方程的两边进行转置，我们可以看到，当 r(Π) < 1 时，命题5.1.3的条件成立，证毕。（如

果你愿意，可以直接使用命题5.1.3而不是采取转置的方式进行证明。但要稍作修改，以使用

我们在行向量上运算的事实。）

练习 5.2.4. 令 D 为一个有向无环图，并在 D 中固定 i。假设一种相反的情形成立，即

假设从节点 i 出发，可到达的所有节点的出度都为正。在这种情况下，我们可以从 i 构建一

个任意长度的游走。但是 D 只有有限的几个节点，所以任意这样的游走最终都必须循环，与

题目中条件矛盾，证毕。

练习 5.2.5. 令 G = (V,E,w) 为一个有向无环的金融网络。根据命题5.2.1，我们只需证

明对于每家银行 i ∈ V，存在一家银行 j ∈ V 并且有 i→ j，使得 j 的同业负债为 0。为此，固

定 i ∈ V。根据有向无环图的特性，我们知道存在一个 j ∈ V 并且有 i → j，同时 O(j) = 0。

如果 O(j) = 0，就意味着 j 就没有同业负债。证毕。

练习 5.2.6. 令 G 是一个金融网络，使 (E1)-(E2) 成立。由于 e� 0，我们有，

p ∈ S =⇒ Tp := ((e+ pΠ) ∧ x) ∨ 0 = (e+ pΠ) ∧ x。

根据第164页练习5.1.13相同的论证思路，T 是 S = [0, x] 上的一个凹算子。显然，T 是保序

的。最后，根据 (E1)，对于所有的 i，我们有 xi > 0，所以 x� 0，因此 T0 = e ∧ x� 0。现在

直接从“Du 定理”得出，T 在 S 中有唯一不动点。

练习 5.2.7. 令 G 中的每一个节点都是现金可及的，设：

δ :=
1

n2
·min {{xi : i ∈ V } ∪ {ei : i ∈ V s.t. ei > 0}}。

将 ê 定义为：在 ei > 0 的情形下 êi = 1，否则为零。我们说，对于所有 m ⩽ n，有，

Tm0 ⩾ δ
(
ê+ êΠ+ · · ·+ êΠm−1

)
。 (6.24)

因为 T0 = e ∧ x ⩾ δê，所以上式在 m = 1 时成立。现在假设式(6.24) 在 m ⩽ n− 1 时成立，

222



第六章 附录

那么，由于 T 是保序的，可以得到，

Tm+10 ≥ (δ(ê+ êΠ+ · · ·+ êΠm−1)Π + e) ∧ x

≥ (δ(ê+ êΠ+ · · ·+ êΠm)) ∧ x

因为 ê+ êΠ+ · · ·+ êΠm ⩽ n2
1（其中 1 是一个 1 向量），并且因为 (δn2

1) ⩽ x 是由 δ 所定

义的，故我们有 Tm+10 ⩾ δ (ê+ êΠ+ · · ·+ êΠm)。这证实了在 m ⩽ n 条件下，式(6.24)成立。

现在我们论证 Tn0 � 0。鉴于式(6.24)，我们只需证明，对于任意的 j ∈ V，存在一个

k < n，满足
(
êΠk

)
(j) =

∑
i∈V êiΠ

k
ij > 0。因为 S 中的每个节点都是现金可及的，我们知道

存在一个 i ∈ V ，满足 ei > 0 ，并且 j 从 i 是可达的。对于这个 i，我们可以选择 k ∈ N ，满

足 k < n 和 Πkij = êiΠ
k
ij > 0。即可得到结论 Tn0� 0，证毕。

练习 5.2.8. 令 ψ 是矩阵 Π 的平稳分布。假设 λ 是 [0, 1] 中的常数，p = λψ 以及 x = ψ。

那么，e = 0 意味着 Tp = (e+ λψΠ)∧ x = (λψ)∧ψ = λψ = p。由于 λ 在 [0, 1] 中是任意的，

所以存在一个连续的均衡。

练习 5.2.9. 集合 N 是一个吸收集，因为根据定义，P 从 N 中是不可达的，同时，A 也

不能被到达（否则 P 也将能够被到达）。集合 P 也是吸收集，因为如果 j ∈ P c 从 i ∈ P 中是

可达的，那么 j 就是现金可及的。但是当 j ∈ P 时，与已知条件矛盾。

练习 5.2.10. 由 C ⩾ 0 和引理1.2.7，我们有 r(C) ⩽ maxj colsumj。根据假设5.2.1，这

个最大值会严格小于 1。因此 r(C) < 1 ，根据 Neumann 级数引理，I − C 是可逆的，并且有

(I − C)−1 =
∑

k⩾0 C
k。最后一个等式意味着当 b = (I − C)−1e 时，b ⩾ 0。

练习 5.2.11. 考虑条件
∑

i∈V cij ⩽ 1（∀j ∈ V），其中，至少存在一个 j 能够满足

严格不等式。由于 C ⩾ 0，这意味着 C⊤ 是弱链次随机的（根据练习2.3.22）。因此，有

r(C) = r
(
C⊤) < 1（根据命题2.3.5），进而 I − C 是可逆的（根据 Neumann 级数引理）。

练习 5.2.12. 由于

∑
i

bi = 1
′b = 1

′e+ 1
′Ce+ 1

′C2e+ · · · ⩾ 1
′e+ 1

′Ce。

因此，我们只需证明 1
′Ce > 0。如果 Ce 中至少有一列是非零项，那么命题得证。由于 e� 0，

对于某些 i, j，我们只需要求 cij > 0（符合假设），则该条件成立。

练习 5.2.13. 可以观察到，vi ⩽ v′i 意味着 f (vi) ⩾ f (v′i)。因此，向量值映射 v 7→ −f(v)
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是保序的，进而 T 也是保序的。同时，对于 v ∈ [d, v̄]，我们有

d = A(e− β1) ⩽ Tv := A(e− f(v)) ⩽ Ae = v̄,

所以 T 是 [d, v̄] 上的一个自映射。从定理5.1.5中可以直接得出，T 在 S 中存在最小和最大

的不动点。

练习 5.2.14. 首先，正如刚才所讨论的，vk := T kd 是递增的。其次，因为 T 的范围是有

限的，这个序列只能取有限的值。因为 (vk) 是递增的，不能循环，所以它必须在有限步内收

敛。令 v′ 为极限值，K 为由 (vk) 到达 v′ 所需要的步数。因为对所有 k ⩾ K，有 vk = v′ ，我

们得到

Tv′ = TTKv′ = TK+1v′ = v′,

所以，v′ 是 T 在 S 上的一个不动点。此外，如果 v′′ 是 T 在 S 上的任意其他不动点，那么

d ⩽ v′′ 。因此，根据保序特性，对于所有 k，有 vk = T kd ⩽ T kv′′ = v′′，从而 v′ ⩽ v′′。因此 v′

是 T 的最小不动点。

练习 6.1.1. 固定 a, b ∈ R+ 和 c ∈ R，根据式(6.2)，我们有：

a ∧ c = (a− b+ b) ∧ c ≤ (|a− b|+ b) ∧ c ≤ |a− b| ∧ c+ b ∧ c。

因此，a ∧ c− b ∧ c ⩽ |a− b| ∧ c。交换 a 和 b 的角色，得到 b ∧ c− a ∧ c ⩽ |a− b| ∧ c。命题得

证。

练习 6.1.2. 首先，假设 f 是单射的，我们按照如下方式构造一个左逆的 g：对于

y ∈ range(f)，令 g(y) 为唯一的 x 能够使得 f(x) = y（唯一性是由单射性质决定的）；对于

y /∈ range(f)，令 g(y) = x̄，其中 x̄ 是 S 中的任意点。对于任意 x ∈ S，因为点 y = f(x) 都在

range(f) 内，所以函数 g 是 f 的左逆，加上 g(y) = x，因此 g(f(x)) = x。

接下来，假设 f 有一个左逆 g，再假设 x 和 x′ 是 S 中的点，且满足 f(x) = f (x′)，那么

有 g(f(x)) = g (f (x′))。由于 g 是一个左逆函数，这就产生了 x = x′。因此 f 是单射的。

练习 6.1.3. 令 G 和 S 如题所述。关于唯一性，假设 G 在 S 中有两个不同的不动点 x

和 y，因为 Gmx = x̄ 和 Gmy = x̄，所以有 Gmx = Gmy。但是，x 和 y 又是不同的不动点，所

以 x = Gmx 一定与 y = Gmy 不同。与假设矛盾。

关于 x̄ 是不动点的论证，根据条件，当 k ⩾ m 时，有 Gkx = x̄。因此也有，Gmx̄ = x̄ ，

Gm+1x̄ = x̄。那么，

Gx̄ = GGmx̄ = Gm+1x̄ = x̄,
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因此，̄x 是 G 上的一个不动点。

练习 6.1.4. 在极坐标中，我们有 u = reiφ 和 v = seiψ，所以 uv = rsei(φ+ψ)。因此

|uv| = rs（见式(6.8)），也即等于 |u||v|。

练习 6.1.9. 固定 B ∈ Mm×k ，且对所有的 i, j，满足 bij ⩾ 0 。选取任意 i ∈ [m] 和

x ∈ Rk。根据三角不等式，我们有
∣∣∣∑j bijxj

∣∣∣ ⩽ ∑j bij |xj |。将这些不等式堆叠在一起，即可

得到 |Bx| ⩽ B|x|。

练习 6.1.11. 令 xn = −5n+ n2，那么 |xn| ⩽ 5n+ n2 ⩽ 6n2，因此 (xn) = O (n2)。关于

第二个问题，做出相反的假设，(xn) = O(n)。那么我们可以取一个 M，使得对于 n ∈ N，满

足 |xn| ⩽ Mn。但是，对所有 n，需要满足 xn = −5n + n2 ⩽ Mn ，不等式两边除 n，得到

n ⩽ 5 +M，与假设矛盾。证毕。

练习 6.1.19. 如果在 Rd 中有 xn → x ，并且 f 和 g 是连续的，那么在 Rk 中，就有

f (xn)→ f(x) 和 g (xn)→ g(x)。同时，根据命题6.1.4，在 Rk 中的 αf (xn) + βg (xn) 会收敛

到 αf(x) + βg(x)。证毕。

练习 6.1.20. 下面是关于 f 的证明：在 Rd 中取 (xn) 收敛于 x。将 §6.1.1.1中的不等式

逐点应用于向量，可以得到：

0 ⩽ |f (xn)− f(x)| = |xn ∧ a− x ∧ a| ⩽ |xn − x|。

在这些向量上应用欧几里得范数， 并使用 |u| ⩽ |v| ， 这意味着 ‖u‖ ⩽ ‖v‖ ， 得到

‖f (xn)− f(x)‖ ⩽ ‖xn − x‖ → 0。关于 g 的论证方法类似。

练习 6.1.24. 关于第一点，令 E = {u1, . . . , uk} 是线性无关的。对于某些 m < k，

假设 {u1, . . . , um} 是线性相关的。那么我们可以找到一个非零向量 (α1, . . . , αm) ，使得∑m
i=1 αiui = 0。对于 {m+ 1, . . . , k} 中的 i，设定 αi = 0，得到

∑k
i=1 αiui = 0，与 E 的线性

无关性矛盾。

关于第二点，假设 E ⊂ F 和 E 是线性相关的。如果 F 是线性无关的，那么上述第一点

就不成立，因此，F 是线性相关的。

练习 6.1.25. 关于（1），如果 Ax = Ay = 0，那么 A(αx + βy) = αAx + βAy = 0，所

以 nullA 是一个线性子空间。关于（2），假设 nullA = {0}。这意味着在 x ∈ Rk 中，唯一满足
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Ax = 0 的 x 只有零向量，这相当于说 A 的列具有线性无关性。

练习 6.1.26. 对于第（1）问，只需在定理6.1.10中设定 V = Rn，即可得证。对于第（2）问，

令 A 和 U 如题所述，并满足 |A| =: m > dimU。作出相反的假设，假设 A 是线性无关的。

那么 A 就是 spanA 的一个基，因此 dim spanA = m > dimU。但同时，因为 A ⊂ U 和 U

是一个线性子空间，我们有 spanA ⊂ U。因此，根据定理 6.1.10，我们有 m ⩽ dimU，与假设

条件矛盾。证毕。

练习 6.1.28. 利用反证法证明。令 A 如题所述并作出相反的假设，A−1 不是线性的。那

么我们可以找到 α, β ∈ R 和 x, y ∈ Rn，使得 A−1(αx + βy) 和 αA−1x + βA−1y 是不同点。

由于 A 是一个双射，那么两者经过 A 的映射也应当是不同的，所以

αx+ βy 6= A
(
αA−1x+ βA−1y

)
。

但是，A 是线性的，与假设矛盾。证毕。

练习 6.1.30. 固定 u, v ∈ L⊥ 和 α, β ∈ R。如果 z ∈ L，得到：

〈αu+ βv, z〉 = α〈u, z〉+ β〈v, z〉 = α× 0 + β × 0 = 0,

因此，αu+ βv ∈ L⊥。证毕。

练习 6.1.33. 如果 O 是 L 的标准正交基，那么根据定义，O 可以张成 L。此外，因为 O

的元素是正交和非零的，因此它们也是独立的。

练习 6.1.34. 关于第（1）问，令 S =
{
x ∈ Rn+ : 1⊤x ⩽ 1

}
为单位单纯形，其中 1 是 1 的

列向量。固定 u, v ∈ S 和 λ ∈ [0, 1]。我们可以得到，

λu+ (1− λ)v ⩾ 0

和

1
⊤(λu+ (1− λ)v) = λ1⊤u+ (1− λ)1⊤v ⩽ λ+ (1− λ) = 1

因此，S 是一个凸集。

关于第（2）问，固定 u, v ∈ B，λ ∈ [0, 1] ，a ∈ Rn和ε > 0。我们有，

‖λu+(1−λ)v−a‖ = ‖λ(u−a)+(1−λ)(v−a)‖ ⩽ λ‖u−a‖+(1−λ)‖v−a‖ ⩽ λε+(1−λ)ε = ε,
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因此，B 是凸的。

关于第（3）问，对于 i = 1, 2, · · · , n，令 (Si) 为凸集。固定 u, v ∈ ∩ni=1Si 和 λ ∈ [0, 1]，可

以得到，

z = λu+ (1− λ)v ∈ Si ∀i

这意味着 z ∈ ∩ni=1Si ，因此 ∩ni=1Si 是凸的。

练习 6.1.35. 固定 u, v ∈ H0，λ ∈ [0, 1]，b ∈ R 和非零的 c ∈ Rn。有，

(λu+ (1− λ)v)⊤c = λu⊤c+ (1− λ)v⊤c = λb+ (1− λ)b = b。

因此，H0 是凸的。H1 为凸的证明类似。

练习 6.1.37. 关于问题（1），令 C 和 D 为两个锥，固定 x ∈ C ∩D 和 α > 0。因为同时

有 x ∈ C 和 x ∈ D，并且两个都是锥，所以可知 αx ∈ C ∩D。因此 C ∩D 也是一个锥。

关于问题（2），首先假设 C 是一个凸锥，并固定 x, y ∈ C。因为 C 是凸的，一定有

(1/2)(x+ y) ∈ C。同时由于 C 是一个锥，我们可以在不离开 C 的情况下按照标量 2 进行缩

放，因此 x+ y ∈ C。接下来论证相反的结果，假设 C 是一个锥，并且在加法下是闭的。固定

α ∈ (0, 1) 和 x, y ∈ C。由于 C 是一个锥，我们有 αx ∈ C 和 (1− α)y ∈ C。因为 C 在加法

下是闭的，可以得到 αx+ (1− α)y ∈ C。因此，锥 C 是凸的。

练习 6.1.39. 所有的线性函数既是凸的，也是凹的。

练习 6.1.41. 因为向量结果只是标量情形的逐元展开，故在标量 n = k = 1 下，证明这

些结果就足够了。我们重点讨论每个 gi 都是凸的情况，因为凹的情况也类似。

一般来说，对于标量 {ai}mi=1 和 {bi}mi=1，我们总是有，

max
i
{ai + bi} ⩽ max

i
{ai}+ max

i
{bi}。

因此，在标量情形下，当所有 gi 都是凸的，对于任意 λ ∈ [0, 1] 和 x, y ∈ C，我们有，

max
i
{gi(λx+ (1− λ)y)} ⩽ max

i
{λgi(x) + (1− λ)gi(y)} ⩽ λmax

i
gi(x)+ (1−λ)max

i
gi(y)。

这证明了标量的情形（以及扩展到向量的情形）。

练习 6.1.44. 关于问题（1），令 f 和 g 如题所述。由于 g 是严格递增的，我们有，

f (x∗) ⩾ f(x), ∀x ∈ D ⇐⇒ g (f (x∗)) ⩾ g(f(x)), ∀x ∈ D。
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6.2 部分练习解答

这证明了问题（1）中所述的等价关系（请注意为什么 g 的严格递增性质在这里不能被削弱）。

问题（2）的证明类似，只是第二个不等式是相反的。

练习 6.1.45. 令 f 和 C 如题所述，并令 u∗ 为一个局部最小值解。假设与题目中的命题

相反，C 中存在一个点 u，满足 f(u) < f (u∗)。那么，根据凸性，对于 [0, 1] 中的每个 λ，我们

有，

f (λu+ (1− λ)u∗) ⩽ λf(u) + (1− λ)f (u∗) < f (u∗)。

取 λ → 0，我们可以找到一个点 v := λu + (1 − λ)u∗ 无限逼近于 u∗，并满足 f(v) < f (u∗)。

这与局部最小值解的定义相矛盾。

练习 6.1.48. 关于问题（1），假设 g(x) = 0 和 h(x) ⩽ 0，所以 x ∈ F (g, h)。在这种情况

下，

f̂(x) = max
θ∈Θ

L(x, θ) = f(x) + max
λ∈Rm

∑
i

λigi(x) + max
µ∈Rk

+

∑
i

µihi(x) = f(x)。 (6.25)

因此在 F (g, h) 上，有 f̂ = f。

关于问题（2），假设 gi(x) 在某些 i 处偏离了零。那么 maxλ∈Rm

∑
i λigi(x) 等于 +∞，所

以 f̂(x) = +∞。此外，对于某些 i，如果 hi(x) > 0，那么有 maxµ∈Rk
+

∑
i µihi(x) = +∞，所

以，我们又一次得到 f̂(x) = +∞。可以确定，只要 x /∈ F (g, h)，̂f = +∞。

练习 6.1.49. 选取任意的 x′ ∈ E 和 θ ∈ Θ。我们有 L (x′, θ) ⩾ minx L(x, θ)，所以，

max
θ
L(x′, θ) ≥ max

θ
min
x
L(x, θ)。

因此有，

min
x

max
θ
L(x, θ) ≥ max

θ
min
x
L(x, θ)。
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