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Objectif: Atteindre les théories BRST! et BV?, théories physiques dévellopées pour quantifier

les théories de jauge, tout particulierement les Yang-Mills mais aussi d’autres.

1 Calcul des variations

1.1 Rappels de base de physique des particules classiques (en formalisme
Lagrangien)

On considére une particule (classique) dans une variété M de dimension m; I =|tg,t1][ un

intervalle réel ouvert (le temps, to,t; € RU {£o0}); et on appel:

IxM — R

(t,z,v) +— L(t,z,v)
cl(r,M) - R

A { ( )

“Lagrangien” : L: {
“Action” : ]
v o= AR = LA (), 5(1)
oll L est au moins C' en z et C? en v, et oll

oL, .., 0L . doy
S [57) = [ Gt )+ St

_/d 8—L(t )6yt ) + 87[’(,5 -)_gaL 85~°
- I dt 6'Ui 7’77’7 fy axl 7’777 dt 8vi ,-}/

Principe de Maupertuis (généralisé): On obtient les trajectoires d’une physique classique

régie par L en se restreignant a I’ensemble des chemins v tels que Véy §.A4,[d,] = 0. i.e. ce sont
les chemins qui extremisent localement ’action (hors cas physique, on parlera donc simplement

de “points critiques”).

D’ou on dérive le principe d’Hamiltion: Vv t.q. dv(tg) = 6v(t1) =0

d (0L . oL .
sra 01 =0 = |5 (G ) = g

(E-L.)

ou I’équation a droite est appelée “equations d’Euler-Lagrange” (E.-L.) (pour une physique de

particules). (Existe aussi en version théorie de champs, cf plus tard).

1.2 1 théoréme de Noether, symétries et conservation (cas des particules)

Premiere difficulté: qu’est-ce qu'une symétrie? Il s’agit, grossierement d’une action d’un groupe
de Lie. (Enfin, d’une algebre de Lie plutot...)

Version simple:

!'BRST: Carlo Becchi, Alain Rouet, Raymond Stora & Igor Tyutin
2Igor Batalin & Grigori Vilkovisky



0 1
On note Ax C R x (I x M) maximal sur lequel le flot est défini.

Dy - AX — I xM
Ve tx) = dx(etr) =eX(t )

ie. %—‘f(e,t,x) = X(®x(et,z)) et Dx(0,¢t,2) = (¢, x)
en coord loc, ¢a donne: eX(t,z) = ( t+ €T (t,z), 2'+eX'(t,z) )+ o(e)

Action sur C'(I’, M) ot1 I' est un intervalle compacte de I:

Y Ye
[to, t1] — [to(€),t1(€)] = [to + €T'(to, x0),t1 + €' (t1,21)] modulo e

Vi € [[13 ’I’L]] Vz(@g((ev t, l’) = (I)g((G, t, V(t))
Ye =7 + €67 + o(e)

d~? . .
T+ oy = X"
a T

= |07 =X'(t,7) - T(t )Y

(v + €67)(t + €T (t,7)) = 7° + eX'(t,7) + o(e) —=

tl(e)

t1
X symetrie de I 2 Wit 1] C I / L(t,%,%)dtz/ L(t,~,)d + ()

to(e) to
Théoreme 1: Si X est une symétrie et si v est un point critique alors
oL N\ oL i .
Qx(t) == 2=y, VX" () — | 579V — Ly, 7)) T, 7)
v v
4 (3 dQ _
est conservé (i.e. 3# =0).

Remarque: Qx = 2L + LT

Preuve du théoréme: Vv € C'(I, M)

: h : h : ¢ “roL _ ;  OL
1) hypothese de symetrie <= L(t, Ve, Ye) = / L(t,v,%) + €[LT]; +/ 200" + 0" ) +o(e)
to to to 8%’ 87./
t WororL ., 0L .. d(LT)
Ox L(t,~,y)dt := -0y* o dt =0
= | Ox (t,7,%) /to (axz Vg g )

oudxL:IxTM — R. Bref, “symétrie — dxL = 0.



Exo: construire §x L et montrer que ¢a marche...

2) Montrons que ) constant si (et seulement si) v est un point critique.

oL oL . d oL .

Dot EL <= 2£ =0
i

oL oL N d (8L
oxrt ot dt ovt

)

dQx d oL _,
i = alaed L)
d OL . OL .. d
= LTy 554+ (LT
250t gtV G UET)
_ 0L 9L A(LT) L
Oxt ot v dt 707

=0 par (E.-L.)

=0 par symetrie

Variante: Si 3f : I x M — R t.q. dxL(t,v,7) = %(t,w) + viggi (t,z) “symétrie modulo un

terme exacte” (def) alors la quantité conservée est (Qx — f).

Meéme si on va aller plus loin dans les théoréemes de Noether plus tard, une bonne référence
(historique) est Les Théorémes de Noether: Invariance et lois de conservation au XXe siécle
par Yvette Kosmann-Schwarzbach, éditions de 1’école Polytechnique, ISBN: 978-2730211383.

1.3 Formalisme Hamiltonien

L’idée est de faire un changement de variable de T'"M vers T* M... Commencons par définir une
variété symplectique.
Définition: (variété symplectique)

Une var symplectique M est une variété munie d'une 2-forme w, w € Q%(M) telle que:

e w non dégénérée i.e. V€ € TM, Ew=0 = £¢=0

§w = w(E,-) (également noté, tew dans d’autres ressources)
e dw=0 “forme fermée”
Dans des coordonnées locales, w = )1, a0, <p Warap Az A dz?2, et les hypotheses revien-

nent a dire que le rang de la matrice (wg,q,) est maximal, d’ou dimM paire.

Théoréeme de Darboux:

Dans toute variété symplectique, tout point admet une carte (et un jeu de coordonnées (p;)—(q*)

sur cet ouvert) dans laquelle w = dp; A dg’.

Constructions ultra classiques de var symplectiques:



a) R?" = R" x R", on peut donc définir w comme dans le théoréme de Darboux sur tout R?".

b) Soit M une variété de dimension n,

H'F‘{(T*M) - M
| @)~ g

Soit ce 7 et soit § € QY (T* M) tel que,

VE € Tipg) (T M), Ogp) () = p, dmgp)€)
egM eTM
En coordonnées locales, (¢') sur M et (p;) sur Ty M avec p = p;dg’, on obtient 0 =
pid (qi o 7r) ot (p;)—(q') sont des coordonnées locales sur T*M. On notera tout simplement
0 = p;dq’ avec 6 € QY (T*M) ce qui est un abus de notation conséquent (notamment puisque

rentrant violemment en conflit avec la définition de p). Bref, il faut ouvrir I'ceil au contexte.

11 suffit alors de prendre w := df forme symplectique, pour avoir (7% M, w) une variété symplec-
tique.

Lien entre Lagrangien et géométrie symplectique (eq® de Hamilton)

L’objectif est d’effectuer une transformation de la forme:

RxTM — R RxT*M — R
L: e H:
(t? x? ,U) % L(t7 '1‘7 U) (t? Q7p) % H(t7 q?p)

Si (dq') est une base de TiM,pe TyM = p= pidg', d’olt (pi,q') est un systéme de
coordonnées sur 7% M; enfin, en fait c’est ¢’ o7 a la place de ¢* mais bon, c’est I’abus de notation
de tout & I’heure. On pose:

0 = pidq'

Transformation de Legendre:

oL
V(t,g) eRx M d(Lyyxrm) = %(t,q,v)

en coordonnés locales, v = v’ a?;i € TyM

oL 0L
v vt v

i

Hypothese de Legendre:

est un diffeo

L RxTM — R x T* M
| (tgv) = (ta 2t q,v)

Exemple: L = %7)'2 —Vi(g)

Définition: (Hamiltonien)
H:RxT*M—R
oL :
(HoL)(t,q,v) = —(t,q,v)v" — L(t,q,v)
ot
= (implicit) L7': (t,q,p) = (t,¢,v(t, q,p))



oL

@(ta q, U(ta q, p)) =D

H(ta q, p) = pivi(ta q, p)

1.4 Retours sur Noether

TS + X2

= Q Bv’ Lt 5, )X (t, ) — (85 4t — L(t,7,%)) est conservé si 7 est solution.

Q= (piol)X'— (Hol)T
“moment” “energie”
oL . OL .
AH = v'dps + pedtt® — 5 (1, 0)dt 7539 ~ gEbesETPA)
’ oL oL
= v'dp; — (= o L7Hdt — (= o L™ 1)dg’
vidp <6to )t = (5 0 L)y
D’ou
OH 0L
— =——oL
ot at °
OH oL
- = — - O
oq* ox’
Ip; -
douVy: R —- M
37[/(15 di
[ AT
Lemme: (transition Lagrangien-Hamiltonien)
dv'  O0H
= ——(t,7,m) (Hq)
d oL . oL . dt 8p'(
= EL 7
(g = aqi(t,%w) (EL) ar, 8H(t -
dar aq v, T p
Preuve:
Hq < (tv,m) =L(t,7,%)
oOH i dy
871%(75?'77”) =v (t7777r) - dt
par def de v.
AIOI‘S, T = %(ta%ﬁ’)
dr g(aL) (BL) OL _8H
dt  dt ov;”  dxt I¢t
Notation:
a_ on
dt n 8p¢
dp; _8H
dt ¢

- L(t7 q, U(ta Q7p))




1.5 Formulation Géométrique
t— (y(t),7(t)) € CY(R,T* M) est solution de Hamiltion

d i
Aaad &(Vaﬂ-l)_(

o o)
op;’ og ) "

champ de vecteurs non-autonome (i.e. indépendant de t) tangent & T M.

OH O 9H 9

Xy = T
T op o oq op;

w=dp; A dqi

OH 0O OH 0 .
_ . . J

op; 0" g’ Op; “dpidg
OH , .. OH A

= o (—=d6Ydp;) — yqi(%dq])

XHJOJ: (

bref:

OH

Artifice: T*(R x M) D (R x {0}) x T*M ~ R x T*M
On pose alors ¢° = t et sur T*(R x M) on étends @ := dpg A dt + dp; A dg* d’on

Xpa+dH =0

et donc on s’intéresse uniquement & I’hyper-surface p° = H.

2 Théoremes de Noether généraux

2.1 Théoréme 1

Lagrangien d’ordre quelconque r, i.e. L(z, %, &, T m(r)). On travaille sur des champs u : U —
M ou U = R dans le cas particules, mais sinon peut-étre n’importe quoi (ligne d’univers d’une
particule dans 1’espace-temps, champ classique, ou des produits de ¢a...).

Définition: (Jets)

Si M est varr de dim k et U est un ouvert de R,

i u(x) == (x,u(w),@u(x),é?Qu(x), aru(x)>

ot O := ﬁ =: Oyy..u;- Cas général pour des variétés quelconques:



i2U, M) =U x M
YU, M) = {(w,y,E), (z,y) € U x M, E sev de T(, ) (U x M)

| dimFE = dimU
d(”UXM—)U)(x,y) : T(x,y)(U X M) — TpM
ATUx MU )ay) e B — Told }

jT(Uv M) = jl(Ua jr_l(Ua M))
Systeme de coordonnées locales sur les jets:

i i 7 _ Ou’
I t.q. Voo, (G u()) = O Dl

Lagrangien général d’ordre r sur “U — M”:

L:j"(UM)—=R

] = / L u(z))d e
U
Symétrie infinitésimale u — u + edu + o(¢€) infinitésimales, générés par un champ de vecteurs
Z sur U x M. Ou plutét, pour étre précis, un champ 7 : j"(u) — T(U x M).
Z=X"9, +Y"0;

ou’
OxH

Théoréeme de Noether 1: (Forme la plus générale)

Sut =Y — XH

Si L est invariant par X*9,, + Y'0; et si u est un point critique de £ alors il lui correspond
JH9,, définit sur U tel que 9I" —

OxH

Ex: u:R" - R QcCR" Llu] = [, ‘V;”'de (action de Dirichlet)

Llu+ep] = [ ‘V;L'Z +e(Vu, V) + 62% (¢ supposé & support compacte.)

0Lyulp] = /Q (Vu, Vp)dz

:/ (div(eVu) — pAu)dz
Q

:—/goAu

Symétrie par translation u — u o 7 =: u¢; () := x — €v.

ue(x) = u(r — ev) = u(z) — et g;@ (x) + o(e)
_ i Ju
du = —v'5%
Noether: Si du =0,
L 0
gvu(:v,u, du)a—;j — (L(z,u, dz)op )v* = J¥



aJv __
alors 5w =0

(le prof est pas totalement str de la formule pour J, voir la démo qui suit)
Cas particulier: r = 1, i.e. L(z,u,du), X*(x,u), Y (x,u)

oL , oL ou'
JH = @(m, u,0u)Y" — (81}@ o L(S,ﬁ‘) X"
oJH _
Démonstration: (cas général)
XH9, +Y'9; agissant sur (U, u).
U U= (U).
e :=x + €X 4+ 0(€). ur> ue =u+ edu+ o(e).
su = v~ O xn
OxH

Symétrie & vuvu Ly [ed] = L+ o(e)

Petit lemme de calcul (m multi-indice):

oL o eu’ 0
_ T Y T o n
0= [ |2 e o |

autre petit lemme:

ple,x) i= L("uc(x))

:/U‘?E”(o,x)Jraiu(X“p(Ow))

e=0

et un dernier lemme:

Soit AH1-Hr un tenseur symétrique, et g une fonction sur Q. (1 <p <r)

99 pAmn g .
piepp 99 o \p .
AT p(‘?xﬂl...(‘?afﬂp = (1) 0 YT + Ox (A 1 pf?MQ..,Mpg)

ou

o
JOuseiy9 = Ous.p,9

= o fOus..1p9

+ ...

+ (=D"(Opz. )9

Tous ces lemmes se prouvent par du calcul un peu bourrin.

Ainsi, la condition de symétrie devient, via A™ = ;T%(jr(u) et g = du':

oml (oL 0 oL < :
: _\ml Y v i, Y oL i m _
Symetrie <= /U E (—1) S (81)}'71 (j (u))) ou +8x/‘ E dor. O\ pou’ + XHL 0

|m|<r |m|<r

10



m|
Posant : (EL)(u) := Z (—1 )' |gxm <8av’ (T(U))>

[m|<r
w . H 9 i
et JH =LX" 4 Z 8 O\ 0
Im|<r
On a bien
X9, +Y'9; Symetrie — OuJ* =0

2.2 Théoréeme 2
Hypothese: il existe X et Y @™ sur les jets tel que pour toute famille (f,)1<qa<4 de fonctions
C>® (ou CH™M) sur Q O U on ait une (famille de) symétrie(s) via:

Ofa

X3 Y ) S

@ |m|<r

=33 v ) o

@ |m|<r

Théoreme de Noether 2: (Cas des symétries de dimension infinie)

Si ’hypothese ci-dessus est vérifiée, il y a dégénérescence de I’équation d’Euler-Lagrange.

Démonstration:
out =Yt — 8MuiX“

=) 5O fa

[m[<r

Symetrie = / (EL)(u);0u’ + 9, Z K0y, fa
U

[m|<2r—1

a) on prend j*" 1 fo|0u = 0, d’ou [;;(EL)(u)du’ =0
b) (EL)(w)i = 32, (=1)"0u(5,0)

(EL)(w)iou’ = (EL)(w); »  0u™Onfa + 04 Z(EL)&um’“gm\ufa

|m|<r |m|<r

Conclusion: Vfg : %! faj9, = 0

ou

/Z ”’{ﬂ%@”—wxmﬁhﬁo

Im|<r

Exemple: Electromagnétisme

11



Rappel: Etoile de Hodge * : QP(M) — Q" P(M) pour passer de J* 3-forme a 1-forme...

. dFF = 0
Electromagnetisme <~
d(xF) = J
1
= A[A] :/4FWF“”+AMJ”d"x
1
avec F = iFWd:c“ Ndz” et F, =0,A, — 0,A,

A— A+dp, ¢ € C® groupe de symétrie de Noether. D’ou J := d(xF) = d(xdA) est un
probléme sous-déterminé. Autre exemple: (RG) Alg] = [ Ricydvoly
(i.e. Ry — %Rg,w = 0) a ses symétries dans 'identité de Bianchi

1

(et en fait, dans tous les difféomorphismes).

3 Meécanique et Géométrie Symplectique

3.1 Vers une approche plus générale

On rappel que:

L: RxTM — R
L: RxTM — R x T*M
(t,z,0) — (t,z,p = ngi (t,z,v))

Et avec I’hypothese que L est un difféo, on construisait:

H(ta Q7p) = pi’(}i(t, :Evp) - L(ta z, U(ta :Eap))

avec p; := g—i(t,x,v(t,az,p)).

On obtenait alors les equations:

dr? OH

dt - Tpi(t?’%ﬂ—)
)
it~ ag T

On obtenait alors un flot sur la variété symplectique T% M par

0 = Xygow+dH
Xy )
w = dp; Ad¢

Mais on peut se ramener a des problemes variationnels, en changeant un peu notre construction:
Nous allons maintenant travailler dans 7*(R x M) au lieux de R x T*(M).

L(y,¢,m) = /I [L(t,v,q)df+ T @Z — gﬂ dt

i.e. on impose ¢ = % via les multiplicateurs de Lagrange.

T T+ 0 ~ E(,% Ca 7T) = 5(77 <77T) + 6/57T1(7Z - Cz)dt

12



d~?

Vor  6L[6m] =0 = ¢t = N
§L£[(0,6¢,0)] = / <8L. i mag@') dt=0
I ﬁvl
ie. :
T oL
™ — s < T, — ——
o’
¢ — (+€6C
< (t,7,m) =L(t,7,0)
Alors:

Ly, 7] = /I [L(t,’y,v(t,’y,ﬂ))} dt

= /771'7Z - (Wivi('% 7T) - L(tv s U(ta Vs ﬂ-)) de
1

:/Wz’yZ—H(t,’y’ﬂ')

1

Alm,~] = /I <7ridd7: — H(t,, m) dt

A pour point critique les solutions de I’équation de Hamilton. (proof left as exo)

On appel cela I'action de Poincaré.

3.2 Trajectoires dans ’espace-temps

On travaille donc dans T*(I x M). On a des coordonnées dans T* M via (¢, p;), et on complete

par ¢ :=t et po son dual, pour faire (¢*, p,) coordonnées pour T*(I x M).
w=dpg Adg® +dp; Adg' = dp, A dg”
H(pu, ¢") == po + H(¢’, 4", pi)
H:T(IxM)—R

On construit également:

(y,7) s [ := {(t ~i(t) — H(t,fy(t), 7r(t)), W(t)), te 1} CHI{0)) = N

EmﬂZ/mw“
I =0
r ¢ N c T"(IxM)

Notons qu’on se rapproche d’une description relativiste du mouvement (méme si c’est pas
encore tout a fait ¢a, car I' est toujours défini a travers notre choix de coordonnés initial dans M).

On remplace I x M pas une variété £ (idéalement avec une métrique pseudo-Riemannienne, pour

13



avoir un bon *). On a donc H : T*€ — R et la dynamique est donnée par w|y. Explicitons...

H sur M symplectique. Via le flot de X on a:
Xpw+dH =0
N est une hyper-surface, telle que
d(wpy) =0 et win = yw

Rappel: d(-) commute avec les pull-backs. iny — T™E Notons que si w)yr est bien fermée,
elle est par contre dégénéré (ainsi, ce n’est pas une forme symplectique sur N).

ker wyy = droite C TN, qui décrit la dynamique.

Lemme:

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie:
V > W .= ker (a17 ak) aj € v*

VY —w*
B = Biw

V*/R(ai)iepipg = W
Bmod[ay, ...ar] — Bw est un iso!
Soit (M,w) une variété symplectique, T*E, N C M, M e N, X € Tyy M.
Xow e TyM — Xowy € TyN
Comme ker dH = T,,N

<X—‘(W|TMN) = ) X_lw|TMN =0 — X_w e RdH

<— dAeR X=Xy avec Xgw+dH =0

ker (wir,n) = {X e TyN | Xowp,n =0} =RXy

On dit de (N , W N) que c’est une variété pré-symplectique i.e. munie d’une forme fermée et

de dégénérescence pas forcement nulle mais de noyau tangent a la dynamique.

la distribution ker wjy.

Autre exemple: (Force de Lorentz)

H = (po — eAg)® — |p; — eAi|zs — (mc?)?

14



3.3 Lien avec le premier théoreme de Noether

v {I oM L[] Z/IL(t,%"Y)dt

Situation:
t = ()

i 0 0
est une symétrie (modulo df) de L si

oL DL\ (0T 0T\ ., oL (o 0X'\ of . ..
v o Al i 7 7 _ Y 7 i
T8t+<L v am) <8t v axi>+X Lt 5 <8t v a:ci) g TV AST

ou f:IxM—=R

< SiH=po+H(tqp)
F =poT(¢°,q") + piX'(¢") — f(g")
=9(T, X) — f, 0 = pudg”
Or,si f,g € C(T*(I x M))

_90f 09 Of 9g

{f,9} = Oy, 0xk Dk Op,,
(x) = {H,F} =H{H,T}
H,F} v =0
si/\/'=:>7-l—1(0){ hw

Point de vue “Relativiste”:

£ espace-temps,
H : T*E — R fonction “cohérente”,
N =#H"1({0}),

une courbe I' par point critique:

/ 0 — I't.q. VX € Ty XJ(W‘./\/’) =0
reN

(%)

Si F=0(X)—-f=p,X"q) — f(g) o f € C®, XM est une symétrie (modulo df) lorsque

{H,F}W:O.

Point de vue non-relativiste:

H : T*M — R, H indépendant du temps. X = X'(2)9; € X(M) est une symétrie de [, L(~, ¥)dt

ssi {H,p;X%(q)} = 0.

Généralisation plus générale: (sur une variété symplectique quelconque M)

Définition: (crochet de poisson sur une variété symplectique)

CO(M) xC®(M) — C®(M)
(F,Q) — {F,G} =w(Xp, Xg)
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Remarque, dans un jeu de coordonnées a la Darboux, ¢a donne:

OF 0G  OF 0G

F - -
the) dp; 0¢*  0q' Op;
Soit: (y,m): I — M t.q.:
d(y, )
=X
dt H(/%ﬂ-)
dF(y,m) OF dy'  OF dm;
Fell(M)— 12 =——
VEeC M=y ac " ar Yo
={F,H}(v,m)
Notons, au passage, les propriétés triviales:
VA,B,C {A,B} =—{B,A,} {AB,C} = A{B,C} +{A,C}B

Théoreme de Noether 1 dans le cas symplectique:

Si X est une symétrie de H alors F' est conservé le long du flot de Xp.
e Xy symétriede H <— dH(Xp)=0 <= XpudH = 0.

e [ conservé le long du flot de Xp: dF(Xpy) = Xy.dF =0

Preuve:
{H,F} :=w(Xy, XF)
=(Xpyw)(XF)
= dH(Xp) = —XpodH
=XgidF
| XydF = —XpodH = {H,F}|
‘ dF(w) du
u:l -(M,w) gr =dFu <dt>
=dFu(Xy)
du
L Xn(w) —{H.F}(u)
t
Proposition:

F — X symétrie infinitésimale de w implique

LXFW = Xpodw + d(XF_:w) =0- d(dF) =0
=—dF

Se pose la question de si cette proposition admet une réciproque...
Soit X € X(M) t.q. Lx(w)=0

0=Lx(w)=0+d(Xw)
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d’ou X _w est fermé.

En fait la réciproque dépend de la cohomologie de la variété:
H'M)={0} = 3F:Xw=—dF, ie. X=Xp

Sinon, on peut dire que c’est localement vrai, mais c¢’est pas aussi fort évidement. Bref:
Si HY(M) = {0}, X est une symétrie physique si et seulement si Lyw =0 = LxH = X_dH.

Premier lemme sympa: X¢; oy = [Xf, X,] i.e.

X0
€M), {--}) » (XM), [ ])

morphisme d’algebre de Lie

Preuve:
Montrons que d{f, g} + [Xf, X4]ow =0

d{f, g7 =d (X;.dg)
=d (Xfadg) + Xf_ld(ddq)

Leib:neitzL Xy (= Xgw)
= — LXf (Xg)_nw — Xg_lLXfw
:[va—Xg] =0

Deuxieme lemme: {f,{g,h}} +{g,{h, f}} +{h,{f,9}} =0

Preuve:

0 = (IX5 X))~ Xi5) ) odh

Lemme 1

= Xy (Xg-h) = Xg- (Xy-h)—{{f, g}, h}
:{f’{gah}}_{gv{f7g}}+{h7{f7g}}

4 Variétés de Poisson

4.1 Introduction aux variétés de Poisson

Définition: (variété de Poisson)

variété M munie d’un crochet de Poisson

(o CTMOXCRM) 5 C=(M)
(F,G) - {F,G)}
Vérifiant:
e Bilinéarité
o anti-symétrie

e identité de Jacobi (donc c’est un crochet de Lie)

17



e Leibnitz

Lemme final: (~Darboux pour les variétés de poisson)

Dans tout systéme de coordonnées locales (x;),

dr = ZWU(SU)(% A 8]-

i<j

DiNOj:=(0; ®0; —0; ®8;), dott m = 79; ® ; une fois anti-symétrisé, de sorte que:

{f,9}=>_770:(£)9;(9)
i

PP 4 p¥PGr" e 4 40 Gr = (Jacobi)
7 € T(M,\*TM)
Note: si on étends la dérivée de Lie au crochet de Schouten (~ dérivée de Lie sur les structures
supérieures) alors [r, 7| = 0.

Exemple: Dual d’une algebre de Lie.

4.2 Aparté sur les Algebres de Lie

Rappels de base: définitions équivalentes de ’algébre de Lie canoniquement associée a un groupe
de Lie G.

1. Lie(G) =T.G

2. Lie(G) = { Champs vectoriels tangeants a G invariants a gauche (resp a droite) par ’action

du groupe sur lui-méme}.
Autre rappel (de pure géo-diff):
(s X)(z) = dpy1(a) (X (o 1(x))) ¢ diffeomorphisme

X i *a = (Xaa) - ¢ dualite push —forward & pullback

Encore un rappel: G groupe de Lie — G =~ G’ C GLy(R)

On vas donc écrire I'action & gauche simplement: L,z =: gx.

Dernier Rappel: X,Y invariants == [X, Y]y invariant, d’ott
[Xa Y]%(G’) (6) = [X7 Y]g

Point de vue dual: (Forme de Mauer-Cartan)

g — X(G)
le champ de vecteurs

invariant qui vaut £ en eg
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est un morphisme d’algébres de Lie, et £(z) = x - £.

On en déduit un isomorphisme o, : T,,G — g (enfin, une application inverser en fait):
@l =6 ~  acQG-g)=0'(G) oy

C’est la forme de Mauer-Cartan.

Lemme: (Mauer-Cartan ou Formule de Cartan)
1
da + i[oz Na]=0
ot Vo, B € Q' @ g:

[a A B](v, w) :=[a(v), B(w)] = [e(w), B(v)]
[8 A al(v,w)

Considérant une base (E;) de g:

o =a'E;, 8 ='E, o' =ajdat, B =p.da"

o A B] =[(a"Ej) A (B E)]
=a' A\ B[ B;, By
:ijo/ A B Ey
avec C’Z-kj les coefficients de structure de 1’algebre de Lie dans g pour la base (E;). Bref:
[anB)F = Clia’ A
Preuve: (formule de Cartan)

da(X,Y) + o([X,Y]) = Xa(Y) - Y - a(Y)
X=z-¢ Y=z &€y

daa:(x : €,$ : C) + ax([l‘ : 551: : C]) = .’ECOt[f,C]
= (z-&)dag(z - ¢) —x - (od(§)

= =0
=0

= [au(@ - €), au(z - )]

1
— lanal@ &a-0)

Bref,

<da+;[a/\a]> (- &2-C) =0

Retour a Poisson: (Duale d’une algébre de Lie comme exemple non-trivial de variété de Poisson)
g algebre de Lie, (E;) base de g, ij := [E;, Ej]* coefficients de structure, {, -} sur C>(g*)2.
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VE,G € C*(g*),Ya € g dF, € T} (g*) = (g%)* = g, et de méme, dG,, € g.
On pose donc:
{F,G}(a) := ( a [dF,,dGs] ) € C™(g")

€g crochet de dualite

Il est trivial que ce crochet est bilinéaire, antisymétrique, Jacobi se vérifier simplement (c’est
(ar,+) qui contient toute cette structure), quand a Leibniz, on I'obtient directement en passant

en coordonnées via: OF 0G
— ("
{F,GHe) = aiCly g —(a) 57 ()
Réciproquement: si V' est un espace vectoriel, et {-, -} est un crochet de Poisson sur V* linéaire,
alors V' est une algebre de Lie.

En gros, tout se trouve dans la dualité: m;;(a) = ijak

4.3 Retour a Poisson

Lien avec Noether: (application moment - Souriau)

Dynamique dans (M, ) variété de Poisson.
C*M)>Hw— Xy t.q. VF € C®(M) Xy.dF ={H,F}

i.e. Xy agit comme un opérateur différentiel d’ordre 1.

@) =@ 08 Xy = i) 28 O
Equations “de” Hamilton:
Pour ~v: I — M,
% = Xu(y)
) 1,y

Maintenant, supposons qu’il existe G, groupe de Lie, qui agit sur (M, ) en respectant 7 (i.e.
une action a droite laissant la dynamique invariante).

On rappel les propriétés élémentaires de I’exponentielle:

g > G d(etg)_ te e _
£ o T

elle induit une action de g sur M.

Hypotheses:

v { g = XM morphisme
[lg = {5}
et V& W (&) satisfait:
e Symplectique: ¥ (§)_w + d((H, §)) =0

e Poisson: dF(\I/(f)) ={(J,¢),F}
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ou J € C*®(M, g*)= “application moment”.
Noether symplectique:
si W(£)odH =0 et que i—t = Xp(y) alors J() est constant.

Preuve:

e 4ULOM)

dt = d<Ja €>’Y (’Y) = {H’ <J7 §>}(7)

=Xgu(y)

Exemple Physique: Probleme a deux corps

Exemple “canonique”: T*G variété symplectique

(sans preuves, mais voir les notes pour détails)

1. Action & droite de G sur T*G:

G — G ~

Vg e G Rg:{x o 2

Ry(z,a) = (Rgx,R;,la) = (x,g,a o ng—l)

2. g+ et ¢ € g champ de vecteur invariant & droite.

_ dRetg

Xe = At |i=o X&(x,a) = (x-g,—(adgp*)a>

ou p est donné par:
3. X¢ est une action hamiltonienne; o la forme symplectique usuelle sur 7*G. Or 3!p t.q.

TG ¢

b (x,a) — p(z,a) @ = pi(,a)o’(z)

ot a € Q! est la forme de Mauer-Cartan. i.e. Ilp : (p(z,a),a,) = a. Notons, au passage,

que o = z~'dz en notation matricielle.

Ainsi,

Xeao +d(p,§) =0

et aussi:

Vf, g €C™(g"), {fop,goptra=A{f,g}g0p

on dit que p est un “morphisme de Poisson”.

4.4 Poisson, distributions et feuilletages

Soit (M, ) une variété de Poisson.

i+1.0.)
Ox' ) i€Z/2Z

Motivation via exemple: M = 50(3)* ~ R3; s50(3) = Vect (aciﬁﬂrl -z

On étudie la distribution:
Dy :={Xp(z),F € C®(s0(3)")} = xt C Tps0(3)" =s0(3)*  car espace vectoriel
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D, est une distribution singuliere (singularité en 0)

(Da)zesozy- = {(x,2),2 € dR*\{0} } U{(0,0)}

est la distribution tangente aux spheres.
Cas général: (M, )

VeeM D,={Xp(x),FelC®M)cCT,M}
Si M est symplectique, D, = T, M
Proposition 1:
Si le rang de D est constant, comme Xpcy = [XF, Xg. Soit Fy, ..., Fy, t.q. Xg,...XF, base de

D,.
[XFN ij] S VeCt(XFI, ka)

Théoreme: (Frobenius)
Si le rang de D est constant, D est intégrable.

D’ou M feuilleté par des sous-variétés intégrable de M.

Soit F une feuille intégrable
1. Sip e C®(M) (,0|}-=0 — XSO‘].‘ZO
2. VF,G €C*(M), ¢,9p €CP(M) oFr=vr=0 = {F+¢,G+v}r={F G}

Conséquence: on peut définir un crochet de Poisson sur les feuilles, car si on connait Fir et G|z

on connait {F,G}r
~s {e b F 1 C°(F) X C°(F) — C™°(F) non degenere

i.e. 300]:692(]:); {F,G}r =wr(Xr,Xq) et dwp =0

Bref: les feuilles des distributions non-dégénérées dans les variétés de poisson sont des variétés

symplectiques. Résultat assez sympa.

5 Théories de Jauge

5.1 Présentation des théories de référence

Exemple: Maxwell sur My =: M

1
F = iijd:c“ A dx” ie. Fy, = 0,A, —0,A,
—=dA
1
A€ QY(M) |F|? = o P M
_1 1 ! /
A= [ Sippats = L EuEn
M
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Symétrie de Jauge: A — A+ df A[A + df] = A[4]
Espace des configurations: Q!(M)/dQ°(M)
Noether II = E.L. dégénéré.

Autre exemple: Maxwell-Dirac

AMaxwell + / VPV + ¢ - WAV
M

terme cubique

Donne une équation d’Euler non-linéaire.

Yang-Mills pure: A € Q'(M) ® g, pour g une algebre de Lie, le plus souvent parmi:

u(l) «~» E.M.

(
(

2) «w weak

su(3) e~ strong

Pour choisir un exemple & filer le long de cette section, on peut considérer su(2) vu comme:

0 -1 0 4 1 0
su(2) = Vec( (1 0 ) : (z 0) , (0 _1> > = Vec(E;)

A= A, dat = A E;dz
= F=dA+ANA

1
=dA + 5 [AN A
appelée “forme de courbure” (// avec Mauer-Cartan)

1
= 5 (OuAy = 0y Ay + (A, Ay]) da A da”

1 .
= §F;uEid$M A dz”

P2 = %Fi“l’Fgl, K, A[A] = / _71|F|2d4z
produit scalaire sur g M

Pour g € C*(M, G), (i.e. g = e¥) on prend la transformation de jauge A + g1 Ag + ¢~ 'dg,

et on remarque, évidement, qu’on retrouve A — A+dyp dans le cas abélien. Si (K;;) est invariant

par I'action adjointe de G sur g, alors A[g~'Ag + g~ 'dg] = A[A]. C’est une symétrie de Jauge

(en général, non-abélienne).

E.L. : O™ — Ch AL =0

On reconnais, dans le premier terme, Maxwell; et dans le second, des termes (interactions)

non-linéaires.
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5.2 Géométrie des théories de Jauge: connexion sur un fibré principal

On peut voir A comme une connexion sur F, un fibré principal au dessus de X, groupe de

structure de G:

f
Pl F =X xG Action de G sur F a droite
X

FxG — F Fxg — TF

s F. = P7'({z}) = ” Orbite de 'action de G.
(279) = 29 (275) = (37Z§)

On appel cette construction une connezion d’Ehresmann (connexion sur des fibrés lisses), et

est définie rigoureusement par:
Vze F V,=kerdP, dP, : T.F = Tp» X

Utilisant ’extension naturelle sur les algebres de Lie, on obtient:
d t§)
E=—|ze ev,
28 dt (Z [t=0 ?
D’ou V, = kerdP, = z-g. La connexion d’Ehresmann peut étre vue comme une distribution
(Hy),erou H, CT,Fet H,oV, =T,F.

sz|HZ : Hz — Tp(z)X iso

Comment représenter H,? Nous allons construire ©, : T,F — g linéaire tel que ker©®, = H,.
Notons que O, est a priori non-unique.

On normalise: ©,(z - &) = £. Ce qui revient, en gros a dire que la restriction de © a une fibre
est (en gros, modulo identification) Mauer-Cartan.

On suppose: (H) invariante par I'action de G i.e. <= R;O = Ad;l@ = g 'Og. On pale de
forme equivariante.

On utilise une connexion "usuelle”: voir exposé d’Ehresmann de 1952 a Bourbaki pour plus
d’info.

Trivialisation: i.e. existence d’une section o : X — F (En réalité, il n’en existe pas forcement,

mais localement, si, donc on peut voir une trivialisation comme un choix qui pave tout X,

peu-importe ce qui marche...)

XxG — F
(z,9) —  o(x)-g
(z,9) < z
— 7coordonnees (z,g9) € X x G

O '=g"" Alx) g+g'dg
=A, (x)dzr

Le premier terme est indépendant du degré (c.f. hypothese d’équivariance) tandis que le
second gere la normalisation. Attention: on dirait une symétrie de Jauge, mais il s’agit en fait
d’une expression sur les coordonnées. Ici, g est une coordonnée sur F, i.e. une variété telle que

dim F = dim M + dim g et non une application X — G.
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Si on change 0 — & = 0 -y ot v : X — G; la transformée de jauge de A, A — A, alors
A€ QYX) ® g décrit la connexion d’Ehresmann.

Note de rigueur: A ~ P*a pour passer de la version sur M a F... Mais bon...

1 1
d9+§[0/\0] :g_1 <dAJr2[A/\A]>g

Note: non trivial, dans cette égalité se cache I'utilisation de Mauer-Cartan pour annuler les

composantes verticales.

6 Intégrale des Chemins (point de vue de Feynman)

iS(p)

Dy e &
Champs ¢

Exemple: {¢ : M — C}

3
1
S(p) = /M §|8090|2 - Z \8(180’2 — m2|90\2 ﬁ O + m2g0 =0 i.e. Klein — Gordon

a=1

Probleme: ca veut dire quoi?

6.1 Difficultés et Méthode

Difficultés:

1. Le “i 7 dans €5/" rends déja les choses compliquées. fR dzei®® est une intégrale oscil-
lante (Fresnel) donc ¢a converge, mais déja fR” dnxeilrl” est beaucoup plus compliqué et
nécessite en général de déformer des contours dans le plan complexe (Rotations de Wick)
Jgn d"ze—alz|* avec Re(ar) > 0 puis faire tendre a vers i... Le tout guidé par la seule

formule que 'on ait: formule des Gaussiennes.

Q : R'-2R /e;de%: (2m)"">
Qx) = Aja'z? >0 n det(A)

2. La dimension infinie des espaces fonctionnels est un gros probléeme.
R"™ ~ £:=C"0,1],R") 3 ¢

Alors, le “Dy” dans f < Dgoe_Q(V’) n’existe pas si on veut une mesure de Lebesgue. On peut
résoudre ce probleme avec des mesures de Wienen mais c’est tres subtil de bien choisir £,

notamment sa topologie. Et en général, il faut en faire un espace de distributions.

3. Avec un terme d’interaction Z = [, DpeQL)/2H1(2) o1 T est un polynome de degrés > 3,
c’est la catastrophe, en général plus rien ne converge. On travaille donc uniquement sur

des cas particuliers, en petite dimension (de M) ou bien par perturbation.
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Travailler en perturbation, c’est renoncer au calcul de Z et en faire un développement

asymptotique en ¢ avec:
7. —/Dgpe ©»)/2+el(p)

mais du coup, il faut renormaliser...

. Idée de la méthode perturbative illustrée en dimension finie.

fRﬂ 1A x:r:/QP( )dnl‘

fR eiA(z,x)/2dn g Pe R[xl]

(P) =

Alx,z) = Ayatad

12y = 9 90 QATII)/2 3
J=0 ANT ) = (ATYHY9TJ;

(x*x 37 BC J = (J;) coord sur R"
10J2

Preuve:

W(J) ::/ o~ Az +H(J @) qn,,

C{;?/ _ e*I/QA(m’I)Jr(J’@IL‘idn:C
7 R”
W 1 o
fd - /QA($1'T)+<J,LL’> 7 jdn
W 1 o
pa— = - /2A($71') 7 ]dn
82
Done (') =5 757, ©)

Or W (J) =|[...calcul peu passionnant...]
AT ()

2 ’
Done, (z'z’) = aJan (AT T

J=0 |

Ce calcul se généralise trivialement a (P(x)) = P (%) el/2A_1(J7J)‘J . e qui permet les
développements asymptotiques. ;
En dimension finie, pour les cas “gentils” (K-G ou Dirac) on peut faire & peut prét pareil.

Développer devient alors ce qu’on appel la renormalisation.

. Probleme supplémentaire pour les théories de Jauge: 1'analogue de A n’est plus inversible
(c’est re-la galere).

Analogie via Yang-Mills:

Fuy = (0,4, — 0,4, + ...)

“ b

Ou les termes ci-dessus sont les termes linéaires, et les termes sont les non-linéaires.

-1 -1
AlA] = / - " = / jldA|2 + I(A)
M M
Ici, |dA|? présente un caractere dégénéré. Pourquoi? Passons en Fourrier:

A=estox [ bIP -~ P9 A, avee Aup) = [ Au@en
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Y a un p’tit souci car 'intégrale s’annule sur le cone, mais passons... Le véritable probleme

W) et donc n’existe paS!

est que A~! a pour noyau (
MM (p) =[P = 'y = M"(p)p, =0

et cela est fondamentalement lié & A — A+ df...

6.2 Une construction: l’intégrale de Berezin

On souhaite construire:

/ jee(mv) - R
v f — [y F(O)DO..DO"

vérifiant:

e Linéarité: fﬂ'V est linéaire.

e Stokes: fWV(Dﬂ)”géﬁ =0

- /7rV(D0)nf(9) :/WV(De)nfl...nGl...H”
=Cf1.n, C’/]R

e Normalisation: C' =1

Petite Bizarrerie: Formule du changement de variable:

0=A0, AcGL(V*)

/ﬁ (D07 (6) = /W § (Dé) (det A)~Lf (A-é)

Alors que cette expression devrait avoir un det A a la puissance +1 en géométrie classique.

Sy DO™...DO" f(8) correspond mathématiquement & ey (...(e12(e100))...) = (e1 A ... Aen) .

Motivation (supersymétrie): Superparticule dans une variété Riemannienne N:

R — 7N
Soit  : R — A un boson et 1 : v un fermion

— (2,¢):R—>TTN ={(a,v),a € N,v e TT,N}

ou TTN est un fibré sur N.
On note que C®(TTN) = QO(N)...
T = Tz—nY

avec ) € C®°(TR) générateur (7% = 0).
s O %

Supersymétrie: @, :

Exemple:

Atew) = [ at (1 + (0, 950)
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Action invariante (modulo un terme exact) par la symétrie Q.

Formulation en supertemps: RY/1 (le premier 1 correspond a t, le deuxieme a 6), tel que
C®(RY1) = C®(R) @ C>(R)

R 5 N
P10 o o(L0) =)+ ()

B o 9\, 9¢
Az, ) = //Rl/1 dtD0<<6 _9815> ¢’8t>

0 0

Qn3¢*—>¢+7l<89+98t>¢

6.3 Application a Maxwell (vers le Gauge-fixing)

On cherche & définir: [, o1y iS4 avee S(A) = Sy d*z (3F, F* — j#A,). Le terme avec
les F},, est quadratique et peut donc étre ramené a une gaussienne. On observe la symétrie de
jauge: S(A + dp) = S(A) lorsque ¢ est a décroissance rapide. Cela implique que 'opérateur
Q intervenant dans S n’est pas inversible. S est constante sur chaque A + dQ%(M) I'orbite du
groupe de jauge; il n’y a donc pas d’oscillations sur cette orbite, et donc pas de probleme de
définition de [ e**h. De plus, orbite ~ dQ°(M) est un espace de dimension infinie, mais A
et A 4+ dy représentent le méme état physique. Idée: fixer la jauge.

Exemple: On impose J,A* =0 ( — d(x4) = O) qu’on appel la jauge de Lorentz. Des lors,
A — A+dy implique 9, A" — 0, A" + . L’unicité de A dans une orbite de Jauge est garantie

si on impose des conditions aux bords.

Caricature en dimension finie:

e QM) — M variété de dimension N.
e QM) — g algebre de Lie de dimension k.

e {orbites} = QY(M)/dQ%(M) — M variété de dimension n = N — k. (Notons qu’ici
Q0 — QY(M) via la différentielle).

o L'intégrande DAer” (DO(A) (ot O est une observable, c’est & dire une fonction invariante
de Jauge) est une N-forme w € QN (M).

Idée:

/ w o~ /p*w x Jacobien
M b

avec:
e w une n-forme sur le quotient M

e p: M — M projection
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e 3 une hypersurface de dimension n transverse aux orbites (sections du fibré M — M)
P

procédons par analyse-syntheése
Analyse:

Supposons qu'’il existe une telle forme w € 2"(M). On suppose qu’il existe une application
de fixation de jauge F': M — G (ou G est la fibre de M — M) telle que:

~

Ve e M, F‘ -G A rg(dF, p) =N

p~'{z}
(Analogue pour Maxwell: F(A) = §,A4", car F : Q' (M) — Q°(M) )
Soit § € (@) tel que [, 0 =1.

Le = Lo Ll re)s

Y1... Y, tangents

Soient des champs de vecteurs aux fibres sur M, tels que <Y1 (2), Yk(z)>

1-.. X, horizontaux
base de T,p~'{x} et (Y1,...Ys, X1,...X,,) base de T, M.

/ w= / / *0(Y1,..Y5)dy A A dyk> prw(X1, .. Xy)dzt AL Ada”
1{26}

dyt Ao AdyRE(Y, L YE) =1

Or, comme p,Y, =0, on a Y, p*w = 0 et donc:
Azt A Ada® (X, X)) = 1 Pt b

avec x = p(z) et {

/w:/ (F*0 A p*w) (Y, ..Ye, X1, .. X )dPy A d'
M M

_ /M (Y1 V) o(F*0 A p*w)] (X1, .. X)) dFy A da

:/ F*OAp*w
M
Synthese:
On part de [ w70 A p*w ot w est invariante par l'action du groupe de jauge. g algebre de
) ) ) gxM — TM
Lie, et représentation p :
(gv Z) = g x4

Soit (e1,...ex) une base de g et (e',...e¥) sa duale, on définit Y, (2) = e, - 2 pour a € [1, k].
Hypothese de symétrie: .
On prend une fixation de jauge F : M — g; 6 € QF(g), 0 = pe! A ... A ek pour ¢ € C(g).

Remarque d’Antoine: pas clair en général si F' est a valeur dans G ou g... on peut alors définir:

/Mw - /M F O A (Y )

ou Y _w = p*w pour faire le lien avec 'analyse, avec évidement ¥ = Y7 A ... A Y.

Lemme:

B

Si g est unimodulaire (i.e. o =0, Le. I'action adjointe g — g est sans trace) alors:

d(Y_w) =0
Lyow =20 ] . .
Y _w invariante par l'action de g
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Note: Si g est unimodulaire, on peut définir la forme w, comme ca:

/Mw - /M FON (Y w) = /M(F*G)(Y)w

En écrivant 0 = ge! A ... AeF, on a :

O(F% o p)

(F*0)(Y) = (po F)det [355

} =: (po F)det[A%] % =e%odF;op(ep)

g —— M- g

\_/

A
k
N r [
M? +—
|
lP
Mn—\_/

7

ou M"™ est “espace quotient” avec une forme volume w.

Conclusion: posant w = P*w on a

/ L, gaueefix w (1)
M M

_ /M(F*G)/\(Y_nw) (2)

_ /M(gp o F)det(d(F o p). )w (3)

_ / 0(F) (FP)w (4)
M

Dans I'équation (2) 0 € Q%(g); = p el Ao Aef et Y = Y1 A ... A Y} avec Y, = pleq).
Le terme "det (d(F o p) Z)” dans (3) est le déterminant de Faddeev Popov, noté FP. Enfin, le

passage de (3) a (4) utilise le fait que A peut étre vue via le diagramme commutatif suivant:

A

et pour finir, on remplace ¢ € C° par dp sur g. Pour rappel, on peut voir §p comme limite (au

sens des distrib’) mais sinon, aussi via Fourrier formel:

1 4y _L(\F
50(F)=(27rh)k/g*d)\eh< )

ou A € g* est un multiplicateur de Lagrange. De méme FP = det A ou A = d(F) o p.

Remarque: On a un petit probleme avec FP qui n’est pas local en I'espace-temps (i.e. si on
change M par Q'(M), par exemple, det(A) zeq1 (v De se calcul pas a partir de la forme locale
de 2)...
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6.4 Un peu de super-calcul
Soit;:
e I/ un espace vectoriel de dimension k;
o T(V*@® V) le foncteur de super-parité;
o C®(M(V*@®V)) =A(V* @ V)* ot A° est I'algebre extérieure;

e (e1,...,ex) une base de V, (e!,...,e¥) sa base duale (et on les combinera pour les bases des

produits tensoriels);

e AcEnd(V)~V ®V* que 'on décompose en A = Aijej R e;

Propriété:
.\ Kk
I ::/ D Déy,... D Dy eh(eAe) — <Z) det A
T(V*aV) h
Preuve:
ia 1 /i P
_ _ o [e's) * L{c,Ac) __ =
(¢, Ac) :caAﬁcﬁ ceCx(TV®) en (@A) —p:ZOp' <h<c,Ac>>
"1/ P
A= A%eﬁ ® eq cec(mv) = — <<E, Ac>>
= pl \ h

ol les termes de degrés > k disparaissent car dans ’algebre extérieure.

0 ()

N
1
= <;> klaakaa . 881 88 (¢, Ac)* car integrale de Berezin
Lock ¢, Oct 0y
@ Ac)k = (6 AL + ... + g AF)F A% = A%P
= > Z Coy A%, ¢M)... (0, A% ) (c, Ac) = e, A”
ag,...ap B,..
= Z AO‘Bll...Aaﬁ’“k X (G €M) (Coy, F) les (¢4¢”) commutent entre eux
a;,Bi

= k1Y Al AR x (@) (e
Bi
= kldet(A) x (é1c))...(6,c") O

Conclusion:

i\ F N\, F)+(e,d(Foyp)c
M M Jg* h T(g®g*)

Et ce qui nous intéresse est:

wi=eiSE® )O(x)dVz € eC®(M)
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ol O est invariante par la jauge g, i.e. c’est une observable physique.

i « 1 7 k‘ i _
/ eiS0dN g = oG (GIE (h) / / / dNzd*A(DeDe)FenSrrA e O(z)
M @rh)* i) JmdgJw(grag)

ou:

Ssp(@, A, ¢,8) = S(x) + (A, F(x)) + (& d(F 0 p).c) |

Remarque:
Ici, on a supposé que (A, F((z)) “passe une seule fois dans l'orbite”. On peut généraliser a

un passage a n < oo simplement en normalisant par %

Interprétation: Hessienne de Sgp vs celle de S.

S(x)= Q) + Si(z)
quadratic  interactions
i dzenSint n’a généralement pas de sens, mais [ dzei® (par exemple si @ > 0 mais en fait, en
général il suffit qu'il soit non-dégénéré). Si @ est inversible, on appel Q! son “propagateur”.
Le probleme est qu’en théorie de jauge, () n’est pas inversible & cause de non énorme noyau. En

coordonnées locales sur M x g x T(g* @ g):

S;S; =0 (symetrie de jauge)

i.e. xo point critique de laction (i.e. solution d’E.L.) notons g ~ (x¢, Ao, co, Co) pour aller plus

vite.
Oy 0, O Oc 0z
025 -
Oy dy'tdyI 0 !
OF
985 p. (o) 0, 0 0 927
F.p.(Zo) = : S
O\ ? (f)z.f 0
Zc 0 —tdFop
¢ dF o p 0

Ou: 0 = 9%S,,, O est inversible, et (J aussi .

Remarque générale sur la notion de super-matrice: paire et impaire.

Moy
My

Moo et My sont a coefficients paires (Bosons) et My; et Mjo impaires (Fermions).

Sdet : = “super determiant”
o det (MOO - MOlMlIlMlg)
o det My,
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et M inversible ssi Sdet M # 0.
L’idée derriere la construction de ®det est que det(AB) = det(A) x det(B) d’ou:

M,
Sdet 00 0 _ det Moo

Lemme: (proof as exo)

Moo Mo\ 3x (Moo — Mot My Myg 0 y 1 0 ou 1 X
My Mn 0 My X 1 0 1

(825 (20,0, ¢, E))fl est “’énorme” propagateur dont on utilise des blocs.

6.5 Application a Yang-Mills
SYM:;l/tr(F/\*F) A A+ edyga+ o(e)
M

daa=da+[A,a] aF
F: aeC®M,g - Q' (M, g) —  d(xdaa) € C*(M, g)

Lorentz

Sep(A, A e,2) = Sym(A) + /M A\ (2)d(+A) + /M () d(xd g0)e()

Avec (kop) la métrique de su(p) et

F:dA+%[A/\A] =dA+ANA
on a:
Sym = / kap(0uAS, — 0, A%) (9" APV — 9" APH) (Maxwell)
+A-A-0A+A-A-A (Perturbations)
+ Ad(*xA4) + Ed(i*éic) + ed(xAc) (Fantomes)

On peut alors avoir: — 9%25(p,c) — (0%25)71(p, c)

!t de ¢

€ et TP

(02°8)7! = ﬁ "
— —
BE
% 0

ol la premiere matrice par bloc est le propagateur.
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Notons également que cela se traduit par un changement de regles de Feynman:

e = (A3 A0() = (f DAI;;AE?A%) — [ o e
P L ) - [
; (14,47 14, 4)) (@)
< [A, AldA
- k - ’
< ed(xAc)
b

7 Gestion des Symétries: BRST, BV

7.1 Cohomologie fantome
Il reste a vérifier que:
e la théorie est bien invariante de jauge (v par construction)

e les fantomes c et anti-fantomes ¢ sont in-observables. (Méthode calculatoire: t’Hofft &

Veltman.) Nous allons le montrer par la méthode BRST (Becchi, Rouet, Stora & Tyutin).

Observation:
Notons que (A, F((z)) 4+ (¢,d(F o p)c) = A F* + ¢o(dF o p)%cﬁ
Notons les constante de structures sur g par fg7 pour éviter les conflits de notations avec les

fantomes.

0

._17 aﬁi_ai i i
Q'_ c p(ea)al'l +)\Ocaéa

2 ap ¢ ocY

agit sur C*° (/i/l X g X 7T((g*§9 g))

Lemme:

Soit 1) = ¢F(x):

L Qv = Ca(cPp'(ep) Yor + AaF* = (A, F) + o(dF 0 p)5.
Bref, Spp est une dérivée totale par cet opérateur compliqué.

2. Q(S) = —c"‘pi(ea)g; = 0 ssi Sy invariante de jauge.
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3.2=0
Conclusion:

e et donc... Spp := Sy + @Q, mais ¢a c’est une conséquence triviale des prop ci-dessus.

e QSrp =Q(So+ Q6. F)) = QS0+ Q*, F) =0

e Les “Observables” sont donc les quantités annulées par Q quotientées par 'invariance de
jauge c’est a dire son image. i.e. ker @/Im @ i.e. une classe de cohomologie. C’est en fait

la cohomologie des représentations d’algebres de Lie.

Remarque:
Pour prouver Q% = 0 le prof & fait un énorme super-calcul ultralong, ca utilisait du jaccobi et
tout et tout... J’ai eu trop la flemme de noter.

Si pour l'instant on a vu () comme un opérateur, on peut également remarquer que c’est un
champ de (super)-vecteurs: Q = v*(z,0) 821' + v%(z, 0)% avec z = (z,\) et 0 = (c,¢). Des lors,

on peut calculer sa divergence vis & vis de dz et D (on utilise la notation |v| pour désigner le

degrés de parité de v):

8112' ov®
K
- (=1 504

_ 9 1cab 0 az_i
B 86“( “b”> oz 7'6) ~ g, e

:;1( e b o a>+9agp;;

div Q :=

apl,
ozt

=—fa+0"

<= g unimodulaire (i.e. action adjointe

divQ=0 < {a;"zo

pare preserve les volumes)

Remarque: du coup, cette propriété ne s’applique pas dans le cas conforme.

Justification de la définition: (de la super-divergence)

//dzDQ((diVQ)—i—Qf) =0 si f ou v* €C°°</\/l x g x W(g*@g)>

Corollaire: divQ=0 = [..Qf=0

(v Q) +Qf = (55 - M) v B 2L
o) 0 f)
- Ozt (=1) 00

en fait, —() définit une différentielle de Chevalley-Eilenberg.

Définition: dcg: A®g" — A®g*

1. linéaire
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2. anti-dérivation: Ya € APg*,V3 € Alg* dcg(a A B) = (degpa) A B+ (=D)Pla A degB
3. action: Va € g* = Alg* doga € A%2g* et VE,neg (dega)(€,n) = —a([zi,n)])

Motivation:

Soit G un groupe de Lie, g son algebre de Lie.

g — X(G) aeQ(G)®g Mauer — Cartan
§ = [z a(z-§)=¢

da(z &2 -¢) = —a(fr- & a - (]) + (2 adatT () — (2 Odfe(TE))

Autre Motivation:

dcg est le dual de [, -] (un co-produit quoi). Le prof est méme assez convaincu que ¢a forme

une bigebre (voire méme une algebre de Hopf) mais bon... Faut vérifier.

7.2 Lien avec la théorie des représentations

Lemme:
VX1,X0,X35€g VYVacg*

dCE<dCEOé)(X1,X2,X3) = a([[Xl,XQ],X3] + HXQ,Xg],Xl] + [[Xg,Xl],XQ])

Bref:

Jacobi <= ddh =0

Représentation de G (ou g) vectorielle

Soit V' un espace vectoriel (muni d’une base ¢;), R : G — GL(V') morphisme de groupes.

g — End(V)

; issuede B t.q.  plea,es] = [pa, o
€q Pa = (pja)ij

p

Chevaley-Eilenberg: (cas de la théorie des rep’) dep: A®g* @V — A%g* @V

1. linéaire
2. Leibneitz

3. Vaeg'®@VVECeg

[ (depe)(€,Q) = p(E)(@, Q) = p(Q)(e () —a(&,¢))| €V

et si V = R, on récupere le cas vu précédemment. On comprend que (dans le cas physique)

pa(x) = péaazj% dans:

1,0
—dee = Sfaccsg

= @

_aai g
Pl

ozt

ot @ agit sur C*™ (7T(g & V))
Exo: Vérifier que @ :x—dCE
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Prop:

dcha(X,Y,Z) =

0Z,pX] - plZ, X])a(Y)

(. Y1, 2] + [IY, 2, X] + 112, X], Y])
=“Jacobiateur”
Jacobi (g — alg d(? Lie) Done Q2 = 0
p : representation
Généralisation:
Remplacer GL(V') par Diff(M) o M est un variété et p : End(V) — X(M) ou g — X(M)
d
ozt

_lcab8
Q = S foneeh - — i (1)

Soit ¢ € C®°(M x Tg) et K¢ := f¢ cc":
d d
Q*(p) = <KC 5 C“pa> <K d@ - c%) @

dcc? 9 5 dyp 9
=K'5e +%§¢—ch¢@+ch1’&®4 (paKC)a - — 'K yﬁswrc pappp

(Sym|AntSym) =1hcact|pq,pp)e
¢ o9 a 890 1 a c c a 890
f b < fgfa d) - 50 Cb( abPe — [paapr paf b Dce
b 0P

1
_5( ;bféic — Pe éib)c c’c’ Ped T *C c ([Peaapeb] —P[eaaeb]><ﬁ

Or dcacbcc =0 <= Jacobi et le second terme est équivalent au fait que p soit un
morphlsme d’alg de Lie. Ainsi, si p. fc‘fb = 0 (le prof dit que “normalement ce terme est null car

f&, est constant” mais j'avoue que j’ai pas compris pourquoi...)
Q*=0 <= Lie Alg & Representation

Extension: & @ € X(M x Tg) soit au cas ou f¢, € C®(M) i.e. non-constant. Alors Q* = 0

n’équivaut plus a Jacobi et rep, mais
< ol — pcfc‘fb> =0 A rep
c’est a dire: Algebroide de Lie et représentation.
7.3 Algébroides & Groupoides de Lie
Définition: Algébroide de Lie
e Une variété (“base”) M

e Un fibré vectoriel £ — M
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e Un crochet sur I'(M, E) noté [, -]
e Une encre p : I'(M, E) — X(M) telle que
. (F(M, E), [, ]) est une algebre de Lie
o Vp € C(M),VX,Y €T(M,E) [X,pY] =¢[X,Y]+ (p(X)-¢)Y

Remarque:

Xoo¥] = e Y]+ (p(X)0)Y = @lX,Y]+p(X)udpY = @IX,Y]+dp(pX)Y
€ER €cE eTM €

Propriété: p induit un morphisme d’algebres de Lie:
'M,E) — XM)=T(M,TM)

p(1X.Y1E) = [p(X).000)]

TM =[]
Preuve:
On considere p € C*(M) et X,Y,Z € I'(M, E); on applique Jacobi sur (X,Y,pZ) puis on

conclu avec un calcul peu palpitant que j’ai eu la flemme de noter.

Exemples:
1. M ={x}; g=T(x,9); p=0 bref... Les algebres de Lie sont des algébroides de Lie...
2. M variété, E = T M, [-,] crochet des champs de vecteurs, p : T M — T'M identité.

3. Soit (M, ) variété de Poisson. (voir le travail de Jean Pradines)
T € T(M, A>T M) quon écrit en coordonnées: 7 = 17%9; A 9; i.e. 77 + mji =0

L Of 89
o] R

0= [r,7] € (M, AT M) crochet de Schrouten — Nijenhies

On peut définir une algébroide de Lie sur T* M, prenons a, 3 € T'(M,T*M) = QY (M)
[, B] = Lrafl — Lyga — d(ﬂ(a,ﬁ)) e QY(M)

ot ma := 7 q;0; car on peut en effet voir m: T*M — TM.
Soit k& une section de E qui forme une base de E, pour tout z € M. Soit (ey,...e;) un

repere sur E, on obtient une algébroide avec:

[ea, eb] = fap(@)ec
plea) = p(2)d; p:E—TM
Et on prend pour [, ]g le crochet de Lie, i.e. (fgbf + pl, %];bf) 6960° = 0
ot 0% := % = (e,)* et 020° := e N eb...

p induit un morphisme I'(M, F') — X(M) ce qui est équivalent a dire que:

% ap{) 8pa

— fopl=0
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Idée:
C’est un peu comme pour une paire (A, p) d’une alg de Lie et sa représentation, si ce n’est
que contrairement au cas de p : A — V on ne peut pas “décrocher” A de sa représentation car

les coefficients sont non-constants et dépendent de la variété.

Sip = @, et Y = 1hbey € T(M, E)
[507 7/)]E = [Spaem ¢beb]
= ¢%[eq, ep] — A" (pwbeb))ea
= " (WWleas o] + AV (ea)en ) — v (en)e

= 0" V’leq, ep] + ¢ A (pa)er, — V0™ (py)ea

= (fébwawb + 9%}, gzi —’p} gﬁ)ec
Cas Poisson:
p(dzt) = 79,
[dz?, d2’] = dn¥ = Zjdmk

= o, Blr=m = [aydat, Bjdad e pm

= akwijoziﬁj + 7t (0051 — Bi0jax) da*

Lien avec les groupoides de Lie:

Définition: Groupoide de Lie
On demande & ce que G et G(O) =: M soient des variétés. On demande également un plonge-
ment C*°, tel que G soit une sous-variété de GO, u : M < G, et évidement on demande que

les opérations de compositions soient lisses.

Lien avec alg de Lie:

TG = {(’y,v) € TG;db,(v) = 0 Tb(v)/\/l} c TG

w* TG = T°G|pm = {(m,v);xEM;veTfG}

Bref, les “plans tangents” aux unités forment une algebroide de Lie.

Remarque sur le probléme inverse:

Aller d’algeboide vers groupoide n’est pas du tout aussi simple. En fait, c’est presque un
probleme ouvert. Il y a un théoréeme qui permet d’intégrer une algebroide de Lie en un groupoide
(3¢ théoreme de Lie, par Cartan et Edo) mais la structure de Lie est assez bouleversée donc on
sait pas trop ce que c’est. La question de la structure de ces groupes a été posée par Alan Win-

ster, (c’est une sorte de variété ultra singuliere) et la réponse est en partie venue de la Physique.
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Exemple de Groupoide de Lie:

G un groupoide, g son algebre; le groupoide associé est:
T"G=6 g =60
Et on a une application “moment”: TG — g* qui permet bien de voir le plongement.

7.4 Méthode BV

Quantification BRST:

/ dx d)\ Dc De e% (S(I)—’_()"F(m)>+<5,(dFop)c>)
M

Xgx T (g*Dg)

ou F': M — g fixe la jauge, et (A, F(z)) + (¢, (dF o p)c) = Q(¢, F(x))

Q*=0 A QSzOz—cagoiaii QO =0

Une autre méthode: BV (Batalin Vilkovisky)

Ni=MxgxT(g"dg) 2=(z,\¢0)
- TN = {(z,zT), ceN, e 7TT;‘N}
CX(TTTIN) = AAT.N) o= (], x8, ol e

Remarque Historique:

J. Zinn-Justin (des francais) ont introduit le méme objet, pas pour résoudre les probléemes

de Jauge, mais pour la renormalisation, c.f. Weinberg, tomme II chapitre 1 & 2.

Sur TT*N, w=dz Ad2"
=dz{ Ada’ + AP AN, + def Ade? + def AdE,

0 = 2hdz" et Q € X(M). En voyant @ comme un champ de vecteur Q6 € C>®(TT*M) ce qui

n’est pas sans rappeler Noether symplectique.

1 )
Q) =5 fapec'cl 0 = pidg’
— c“pi@)xj {6(X),H} =0
+ e Variables “exotiques”
Spv(z,2") = Spz) + Q6
=:51

Notons que, en soit, BV n’a pas de gauge-fixing, mais on peut toujours le rajouter comme dans
BRST.
So(z) — So+ Q (¢ F)

SymGauge Fix
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Comment retrouver la symétrie?

— =
Spv0 0SBv

= 0
822’ 82”

Qui est une sorte de crochet de Poisson (c’est un crochet de BV) = %{SBV, Spv }

— =
_y9 0y (1+\¢\>(1+|¢|)W ‘9%0

— =
SBV8 Z?SBV _(_a i 85() _ aago t 1
9z, 0z =(=c"¢u) (81” o) g x (ca)

1 .
5 S (fheel = phal) + 47 x 0

- 050 1 8pb t
— _Capz i +<2 cbcacbpc Cacbpza fdbcacbccCT
Sym Jauge repr Jacobi
Spv =S50 + 51

Sy =21 Q2" = cf 1Qc" + xIQxi + Qe
770ch 2 el 4 g
{Ssv, Sev} ={S0,50} + 2{S0, S1} + {S1, 51}
o {Sp, So} toujours nul car variété classique donc crochet de Poisson classique.
e {50, 51} symétrie de Jauge.
e {51,851} ~ Q*=0

Quand a la gestion de la fixation de Jauge, on l'obtient par la restriction a une Lagrangi-
enne (une surface Lagrangienne, i.e. une surface de dimension moitié sur laquelle s’annule la
forme symplectique, et évidement, il y a tout un travail pour montrer qu'une telle physique est

indépendante de ce choix, pour ne pas casser l'invariance de Jauge).
Jauge: L C TT'N

Remarque: On appelle I’équation {5, S} = 0 I’équation maitresse classique.

Le probleme, c’est qu'il existe des cas ou Q2 # 0 et donc {S1,S1} # 0. On suppose que

{S1, 51} s’annule sur les points critiques c’est a dire dSp = 0. On parle de symétrie “On Shell”.
(E.L.)

D’oti on a bien Q? = 0 mais seulement 14 ot dS = 0. (Notons que cette affirmation nécessite
également quelques hypotheses de régularité et de d’autres choses, qu’on va mettre sous le tapis).
Cela a également pour conséquence que pour tout &, € g 'action de p sur les champs n’est plus

compatible avec le crochet de Lie i.e. [p€, pC] # p[€, (] sauf bien stir, sur les points ou dSp = 0.

Lemme: (modulo les mémes hypotheses)

y 9s 0
3B = %Elﬂ(g,c)amaj ta [p€p¢l = pl&, () + BV (O 555
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Cet écart a une symétrie complete n’est pas traitable avec BRST, mais ¢a se joue “a pas

grand chose” (F) et BV permet de gérer ¢a. Et 'idée est assez simple: on rajoute des termes:

a

1 .
w8 =8y + 51 +Ss So = iixjx}E” pee

{S, S} est alors sans termes de degrés 1 i.e. homogene de degrés 2 en les antichamps.

7.5 Retour sur la Fixation de Jauge dans le cas BV

Avec BRST: Sy + Q¢ ou ¢ := ¢, F?(x) fixe la jauge.

Avec BV:

i i .
/ e 9BY ~ / e BV [ sous — varr Lagrangienne
N LCTT*N

Sy = Sy + 51(—|—52 + )

=50+ QQ
9y
— n t _ Y% *
L_{(Z’Z”_az”) ZEN} C TN
Q = zldz" c QYTT*N)

Sous-varr Lagrangienne: (Mécanique)

e Soit (Y,w) une varr symplectique; n := dimY'.

Une sous-variété Lagrangienne L est une sous-varr de dim "/ et telle que w|;, =0
e Localement: Y +T*X, et w = dp; A d¢*
; 08 .
L= (m,@) rzeX pour un certain S : X — R

(modulo les singularités, évidement, cf la lagrangienne pour une courbe de la forme -C
dans le cours d’analyse micro-locale I...)
o . . oF

a .
on 2" =Ch—Qx" + F*Qc,

S =21Q2" S| = e

Remarque:

Il existe un théoréme (via un calcul diff extérieur, en dim infinie, et une sorte de thm de
Stockes) qui donne une contrainte sur BV pour s’assurer de I'indépendance de | I e'/,Spy par
des déformations homologiques de L; permettant ainsi de récupérer I'invariance de jauge (qu’on

aurait pu pensé perdue dans la fixation de jauge).

Autre remarque:

On peut construire une mesure “Berezinienne” sur dz" sur L C TT*N.
o)

Bere ~ 577 A ...a%p_nforme
pair impair o
2" — zh dzf ~ — ~ d2" (tres vaguement)
az;[b

C’est le tour de magie qui assure que l'on a une bonne mesure sur L indépendante des

coordonnées, via de la dualité bien trouvée. cf le livre de Pavel-Nev pour la construction.
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7.6 Toute petite aparté sur la quantification

Exemple: Kontsevitch (1997) formule de quantification par déformation d’une variété de Poisson.

Le probleme: F' € C(T*M) ~ F opérateur sur H ~ L*(X)
Approche par déformation:

(c=(x), {-}) AL )

A une algebre d’opérateurs auto-adjoints. Notons que si ¢a marche pour les variétés, c’est
vite assez limité. On généralise donc un chouille en cherchant a créer un x-produit (fg) — f*g

(qui sera donc #, le produit de Moyal dans le cas pseudo-diff) tel que:

fxg = f-g + hK{f.g} +o(h?)

puis on se pose le méme probleme, mais sur une variété de Poisson:
(M,{»-}) fg = fxg=f-g+n{fg}+..
=m

1999 Fattaneo & Felder formulent une interprétation de la formule de Konsevitch.

8 Modéle Poisson-X.

8.1 Contexte

On se donne (M, {-,-}) = (M, ) une variété de Poisson.

n_ | M
> / 7
AN 'X
> X 7 (2)
X €C® (%, M) ne (D) ox X*T*M

enz€X, 1 €I7Z®Tx M

Notons que si ¥ est un tube, on obtient les théories des cordes.

On se munit de coordonnés x* sur M; n = n;da® == n; @ dz’ ot n; € QY(D).

A
S(X,n) = / i AN X"+ ot (2)n; A
22
Remarque: cette action est topologique.

r /,leM

DX Dner S f(x

S

)9(X(a))

(Xm) *g)(z)

L
[

p q
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X(r) = x, mais aussi p,q,r € 90X et f,g € C>°(M). Calculons E.L.
dX® + 7 (x)n; =0
dn; + 50m7* () Ay =

Remarque: Les variations sont toutes a support compact, d’ou 'absence de termes de bord.

8.2 Symétrie de Jauge

Pour b € C®(X, X*T* M) ou X*T*M est le fibré de base ¥ dont la fibre en z est T)*((Z)./\/l7

i.e. b= b;dz’ avec b; € C>°(X). Notons que c’est une symétrie modulo un terme de bord.

Rappel:
(M, ) est une algébroide de Lie. Or, le dual d’une alg de Lie est une varr de Poisson. D’ou
le dual d’une varr de Poisson est aussi une algebroide de Lie. (enfin, la, “avec les mains”). Donc

T* M algébroide de Lie. (X,n) est alors une 1-forme a coefficients dans une algébroide de Lie.

L’algebroide de Lie:

T*M Crochet sur T'(T* M)
1
M Ancre p: T"M — TM
X, fY] = fX, Y]+ (p(X)dF)Y  X,Y € T(T*M)
[dzf,dz/] = da¥ = prda® p(dz’) = 799 dX = p(n)
1 , 1
dn; + i[dac], deflni Amey = 0 //Mauer — Cartan : dA® + EfgcAbAc =0

Interprétation: la connexion a ne courbure nulle dans I’espace des phases.
X = px(b) Sn = dVb

dV, la “différentielle covariante” construite via les 8;77% qui jouent le roles des constantes de

structure en théorie de Lie.

Dans une illustration dimension-finie:

1. 0 i 0
M = — =0 (2)ojo; — + T oy —
QTM 2k ()z]aak Z8$3
(2, aj) coordonnées sur T*M de sorte que a = a;dz’. On voit alors T*M est vue comme

algebroide de Lie, et on a recréé un “Chevaley-Eilenberg” pour T*M: Q7«2 = 0.

Cas dimension infinie: (toujours Poisson-X)
On a une représentation de C® (X, T*M) sur n € QYY) ®x X*T*M avec X : ¥ — M et
B el ex X'T*M=T(Z, X*T*M).

1 g o y o . b
e g — — j B j . . gk .
Qurrs = =50k (X & (X0Bi - + (@i + o (X myB) 5
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et:  Qxrem>#0 (d’ou I’échec d’une approche BRST)

0
on;

= <—;3¢5ﬂjk(X)ﬁjﬁk(Xm + Wlmnm)>

Mais on remarque dans ’expression de Q x=7+ 4> le terme d X! +7!™n,, qui n’est autre qu'une

des deux équations d’E.L. donc on a quand méme Q x+7+x¢> = 0 on shell.

On rappelle les conditions de bord sur (X, 7) a savoir: (n,dX) ‘az = 0, puis on pose:
Spy =5 + 51 + 5
Rappel super important : [, w9k =2 (Trliamjk + 7 gk 4 wlkamij)

. Lo ik T ij i k
Sy .:/2—26T<8i7r9 (X)/Bj/Bk> +Xj7TJ(X)Bi+77T<dBi+ai7T] (X)mﬁk)
So ::/247”7]?3@'3]'7?“@@

1 y .
(S1.50} =% [ Gl 717 Bun A, +A(X'a8)

=0
=+ / d(Xds)
>
=0
{81,581} =2
Spmi = db; + 9% (X )by, b: Y — X*T*M

Remarque: Il est également nécessaire que ’égalité suivante soit vérifiée, mais malheureusement,
le prof ne sais plus d’ou ¢a sort...

Xidp;, = 0
[)))

Xi (db,- n amj’“(X)njbk) —0

ox
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1. .
(5182} = [ = 5ni0am* )56 (AX + 7™,
) E.L.

+BE Ok (3, 7™ B 51 Bm) )

+X;(—i[7ﬂ ]Ik B1.531)

+3750i ([, 7¥™) 0B )

- = - =
Se0 0SSy Sp0 0S5

{52,850} =

(Y in s ki 950
—/E<277Tazaﬂf ﬁkﬁl)@XJ

= 0 par la structure Poisson [r, 7] = 0

Ou 'on remarque que, comme on est en dimension infinie, g)“’;‘} est un opérateur d’E.L.
On conclu:
{51,51} + 2{50, Sz} = 0
On montre également que:
1 g
{51,821 = Znéﬁ?q’alam ([W,W]”kﬁiﬁjﬁk> = 0

Et que (mais flemme) {S2, S2} = 0 ce qui permet de conclure que :

’{SBV7SBV} = 0‘

Des lors:  dcg ~ Q ~ {SBv,}

“Jaccobi”: {p, {v,x}} = {{w, ¥}, x} + (—1)(1+M)(1+M){¢7 {e, x}}
Conséquence: Adgg, = {Spv, '} = AdSBV2 =0

Bref, on est revenu a de la théorie connue. Notant {¢,¥x} = ={¢, ¥} x £ {p, x}. Petite re-

marque, tout comme en théorie des opérades, on a en fait, deux degrés qui cohabitent. Le degres

de forme Q°*(X) (0,1 et 2) et un degres plus algébrique (-2,-1, 0 et 1) que 'on récapitule dans le

tableau ci-dessous, notamment en précisant les quels sont commutatifs et anti-commutatifs:

0 1 2
-2 5}(’
1 X
0] X"
1| Bi

Bref, notre espace des phases est:

Y x CHE,M)ST(E, X*TM) x CH(Z, X*T* M)

évidement, de dimension infinie.
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Fixation de Jauge:
Choix de

UN — 44R0|177

z=(z,c¢,G,\) =TTR

L
L= {(z, %), z € N} C TTT*N  varr Lagrangienne
z

TT*N
AI Y
|V/

> N

Le probleme est que rg 9?Spy ~ dimA/, (approximativement bien siir, car une Lagrangienne
peut avoir des points singuliers, mais en gros, c’est ¢a). Bref, 92Spy|y, est inversible, ce qui est

cool, car alors 9G et on peut faire du Feynman.

Invariance par choix de Jauge: (i.e. par choix de L)

Dans le cas dimension finie:

TT*N
L,

. / o= / o si L1 ~ L9 quand on restreint sur da = 0
N Ly Ly

. P et . A I:]
En dimension infinie, on remplace la différentielle d ~~ Ay = (—1)'3"‘%8%, cf. A.
2,

Schwarz pour les détails. Considérons le cas simple suivant:

N =R" 't
& TTT*R"™ xI ~ p;
1. , 0 0
o *Nn I 11 4.--2%
C(TTT*R") > X k;!X 8xi1A"'/\axik
0 . 0 0 d :
X —dii X 22 x) =2 (arix
83;;[ dz'L — O (ax;r ) O (dx L )
| | . d(XiaiJ(da;)")
dr' X =X' = AX=—=divX =
ox? (dx)™

A:QF —Qrh
D’ott A : truc de dim inf (V) — truc de codim finie (donc c’est a peu pres apréhendable).
A?*=0 (Schwarz — BV)

Remarque de Tomas: en vrai c’est pas trop une différentielle, mais cet objet existe en théorie de

Hodge, c’est (en gros) d(xd(-)) donc rien de follichon.
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Si « est une fonction, dz est alors une forme de degrés moitié. Si Aa = 0 et L1 ~ Ly on

/adz:/ adz
Ly Lo

NG

obtient bien:

maintenant, on veut regarder si:

Pour finir la construction de notre calcul diff, il ne reste plus qu’a pouvoir gérer la mesure:

Théoreme:
,L' .

A(eFSev) = <AS + %{S, S}) oS

Donc:

AeiS)=0 <= |AS+ %{S, S}=0

equation maitresse quantique
Dans beaucoup de modeles, AS = {S,S5} = 0, du coup, c’est facile. Et c’est le cas, pour
Poisson-X..
A(e%SBVF) = A(e%SBV)F + cste{S, F}e%SBV
=0

ou le crochet s’annule par invariance de jauge de F i.e. indep des anti-champs.
Rappel de régle de caleul: A(pih) = Apy 4+ (=1)?H{p, 9} 4+ (=1)lpAy

Lemme:

e {5,857} =nS" 1S, S}

o AS™ = pSPIAS 4 M gn-20g gy
Preuve: récurrence simultanée

Ceci permet de conclure qu’on peut faire Feynman sur Poisson-3J; tout en conservant I'invariance

de Jauge, et toutes les bonnes propriétés physiques.

Fixation de Jauge Alternative: (chez Cattaneo & Felder)

On fait un calcul perturbatif, X = o + £ avec x € X; £ € R™ et n “petit’. On rajoute a
I’action:

+Sen = / 0 (d€® + xdx?) + Bid * dv'
5

B; fantome, 4* fantomes, et \' multiplicateurs de Lagrange.

Remarque du prof: un bon choix de Jauge, serait alors d(xn) =0

Avec cela, Cataneo et Felder re-dérivent la formule de Kontsevitch (fort lie avec les alge-
broides de Lie). C’est également comme cela qu’ils construisent un groupoide (presque de Lie,
mais singulier) qui integre tout algebroide de Lie (inspiré de la structure de Poisson de Poisson-
Y).

PT*M =C([0,1], T*M)

chemins=

={(X,n), X :[0,1] = M,n € QY([0,1)) ®x X*T*M}
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0pX" = —m(X)B; Spmi = dB; + 0™ (X) By
dim{orbites dans PT* M sousl’action de C*°(T* M)} = 2n = 2dimM = grp — oid de Lie
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