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Vecka 44

5.1 19
Hitta ett uttryck pa sluten form for

Losning: Vi vill anvinda foljande sats:

Sats 1 (5.1 (d) i Adams).

omr # 1.
Vi far da att

k=1
n—1
= —-3n+x —1
5.4 21
Vi vet att
a ) 3
der = — 3
/Oac T 3 (3)
Berékna

/01(m2+ 1—a2)dx. (4)

Losning: Den forsta termen i (4) ser vi fran (3) dr 4. Den andra termen kan vi identifiera med arean

av en kvarts och den blir 7.

5.4 36

Berédkna

3
/ |2 — z|dx.
0



L&sning:

L, !
= 5
5.5 16
Berakna
1
/ 27 dx .
-1
L&sning:
1
/ 2% dx = [log2~2m]£1
-1
1
=log2(2 - =
0g2(2 - 5)
= ;logQ.
5.5 25

Hitta arean som begriansas av kurvorna
y=a>—3z+3,
y = 1.

Loésning: Eftersom kurvorna mots i x = 1 och x = 2 &r arean (beloppet av)

2 1
/(az273x+371)d$:77.
1 6

5.5 44

Berédkna

d cos 6 1
< — _da.
de/sme =2

cos 6 cos 6 0
1 1 1
sin 0 l-x 0 -z sin@l_'r

cos 0 sin 6
1 1
= d — 7d .
/0 1227 /0 1227

L&sning:

Enligt kedjeregeln &r

d /“’59 Loy d /Cos@ Ly dcosf
- xTr = X
dé J, 1— a2 dcost \ J, 1— a2 dé

= — ——— 4] 9
1fcoszé’sm

—sind.



och

dsinf

i /sin 0 1 B d /sin 0 1
dé J 1—-22 "~ dsind o 1—a2
1
= ————-cosf
1 —sin“ 6
= cos#f.
Vecka 45
5.6 6
Evaluera
/ sin v/ dz .
NI

Losning: Kedjeregeln ger att

sin y/z
2y

Vi har darfor att

dz = —2cosvz + C.

5.6 9
Evaluera
[y,
4 + sin“ x
Losning: I Adams star det att
1 1
/7(137: farctang + C.
a? 4 x2 a a

o)

dé

Vi borjar med att gora variabelsubstitutionen u = sin z. Eftersom du = cosx dx har vi att

Ccos X
4 +sin’x

1
/ /74+u2du

1 Uu
—arctan — + C
2arcan2+

1 ¢ sin
— arctan
2 2

5.7 10

Hitta arean som begrénsas av kurvorna
_ .2
T=y,

=2y —y—2.

Yo



Losning: Kurvorna mots i y = —1 och y = 2. Alltsd ar den inneslutna arean

2

2
/ v -2 —y-2)dy= | —y*+y+2dy
1

-1

NI

6.1 2

Berédkna
/(x +3)e*” dx .

L&sning:

Sats 2 (partialintegrering). Om w och v dr tvd deriverbara funktioner av x sd gdller

d d
/uédx:uv—/évdx.
Lat u =2+ 3 och 2 = e (v = %e?*). D4 har vi att
1 1
z43)e* de = (z+3)=e** — [ —e*dx
2 2
1 1

6.17

Berédkna

/ arctanz dz .

Losning: Vi vill anvinda att

1

d
—arctanr = ——.
dz 1+ 22

Sa lat u = arctan x och % =1 (v = x). Partiell integrering ger da att
1
arctanxdr = rzarctanz — | x—— dx
1+ 22

1
= xarctanx — 5 log (14 2?%) + C.

6.1 21

Berékna

log1
/og ogmdx
x



Loésning: Lat u = logz. Da dr du = %dx och

/bglﬂdw: /logudu
x

:ulogu—/ldu

=ulogu —u+ C.

6.27

Berékna

1
[t

Losning: Vi anvinder oss av partialintegrering:

1 1
222 (a—x)(a+x)
A B

a—x a+x

a

for nagra konstanter A och B. Vi kan bestdmma dom genom att vi vet att
Ala+z)+ B(a—z) =1,
st A=B= QL Nu ar det latt att integrera:

1 A B
/7@:/ + B 4
a? —z2 a—z a4tz

= —Alog(a—z)+ Blog(a+z)+C

:%(log(a+x)—log(a—x))+0.

6.2 22

Berédkna

2 +1
—dz.
/x3+8 .

Losning: Vi har att

?4+1 P N 1
w3+8 2348 (z+2)(x2—22+4)

Eftersom 22 + 8 = (z + 2)(22 — 22 + 4) kan vi dela upp
1 2 T —2 1

G2 —20+4) 1207 —2044) 122 —2044) 12 +2)




Vi vet hur man integrerar varje term:

z? — 1
P B Ee——
/:c3+8 ! /3(u+8) !

1
:glog|u+8\+C

1
:§10g|x3+8{+0,

T —2 u=x’>—2x 1
R R, P & - 4
/x2—2m—|—4 . /2(u—|—4) .

1
:510g|u+4\+C

:%10g’x2—2m+4’+0,

2 u+l=x 2
Y PP == . S
/x2—23§—|—4 . /u2—|—3 .

2
= — arctanl +C

V3 V3

) _
= — arctan r—2 + C,

V3 V3

1

Vi kombinerar dessa fyra identiteter for att erhalla

2?2 +1 x? 1
de = d
/x3—|—8 . /z3+8+(x+2)(1:2—2:5+4) o

1 1 2 -1 1
:310g|x3+8’+12<arctanx—210g x2—2x+4’+log|x+2>+0.

V3 V3

6.5 8

Berédkna

L |
Rt
0 zV1—=x
eller bevisa att den divergerar.

Losning: Integranden kommer bete sig som 1/z runt @ = 0, s& vi gissar att integralen kommer
divergera eftersom

P1 P1
/ —dx = lim —dz
0

€T e—0 /. T
= 1 p
lim|log ]2
= limlogp — loge
e—=0
= 00.

for alla p > 0. Sa vi vill visa att integralen divergerar.



Integranden ar alltid positiv, sa

1o 3]
——dz > —d
/0 zV/1l—2 ng_/0 /1 —x .
1
R
[
0 x 1/2

vilket vi har visat divergerar mot odndligheten.

6.5 19

Beridkna

eller bevisa att den divergerar.

Losning: Detta ar en udda funktion integrerad 6ver ett symmetriskt intervall, s& integralen &r 0 om
den existerar. Dock ar

Tz . 1 21 M
o1 2
—Mhinooilog(l—&-M)
=00

s& integralen existerar inte.

6.5 34

Divergerar eller konvergerar
/ dz 5
0 VvV + a2
Losning: Konvergerar pga
/°° dz _/1 da +/°° dw
o Vr+x2 o Jo Vr+a2 ) Vo +a?

/1 dz © dz
0 2\/5 1 2.’1}

< oQ.

IN

6.5 35

Divergerar eller konvergerar




Lo6sning: Divergerar pga

6.5 42a
Givet att
e 2 1
/ e ™ dr = =/7,
0 2
berékna
o)
/ 2™ dx
0
v . C e e .. . .2 2
Losning Vi kér lite partialintegrering med u = z, 42 = ze™® (v = —%e™®")
i T 2 o 2
/ e do =[-Ze " ]8°+/ —e ¥ dx
0 0
1
= Z\/E.

Vecka 46
7.1 11

Hitta volymen av figuren som uppstar av att man roterar triangeln (0,—1), (1,0), (0,1) kring = = 2.

Losning: Definera arean A(y) enligt figur 1. D4 &r

7.2 3

Hitta volymen av en figur som har héjd 1 och vars tvarsnitt vid hojden z &r en ellips som har en radie

z och en radie /1 — 22.



Figur 1:

Losning: Vi gor ungeféir som i férra uppgiften. En ellips med radierna a och b har arean abm, sa

Il
|
Wl
[ —
—
—_
|
N
[V
N—
[NI[
| I

727

Hitta volymen av en figur som har hdjd h och vars tvarsnitt vid héjden z ar en cirkelsektor med radien
a och vinkel 27(1 — z/h).

Lésning: Med A(z) = ma?(1 — z/h) har vi att

V= /OhA(z)dz
= /Ohﬂ-az(l— %)dz



7.9 4

Los den separabla differentialekvationen

dy 5 9
de *
Losning:
dy _ 5,
dx
dy 1 _ o
dey?
d 1
- — x2
dz ( y)
1 1
_— = gﬂ?g + C
B 1
Y x?} + C’
7.9 12
Los
dy 'y 1
dz + r a2
Lo6sning:
dy vy _ 1
de  z 22
dy 1
d 1
@(wy) 3
zy = logx +C
logx + C
-——
7.9 19
Lé&s begynnelseviardesproblemet
22y 4y = a2el/?,
y(1) = 3e
Losning:
1
,1/zy/ —|—671/172y -1
x
d _y
all z 1
o )

y(1) = 3e medfor att C' = 2.

10



Review 7 12

Hitta en familj av kurvor som skér alla ellipser pa formen
322+ 4y =C

vinkelratt.

Losning: I det 6vre halvplanet kan vi beskriva dessa ellipser som funktioner. Det géller da att dessa
funktioner uppfyller

d
6m+8y£ =0
dy 3z
de 4y’

Men en kurva som &r vinkelrdt mot denna maste uppfylla (se exempel 6 i avsnitt 7.9 i Adams)

dy _ 4y
dz ~ 3z’

Vi kan 16sa denna diffekvation genom variabelseparation, men det gar ocksa att se direkt att y = Ca*/3
ar en familj 16sningar.

Vecka 47
3.76

Hitta alla I6sningar till
y' =2y +y=0.

Lésning: Vi har fall IT (s. 207 i Adams), sd den generella 16sningen &r pa formen
y = Ae" + Bte™

dar r ar den dubbla roten till polynomet
2?2 =22 +2=0.

Vi har att r = 1.

3.7 15

Los begynnelsevirdesproblemet

y" +4y+5y =0, (5)
y(0) =2, (6)
y'(0) = 2. (7)

11



Lésning: Vi har nu fall IIT (b — 4ac < 0). Dérfor #ir den mest generella komplexa 16sningen till (5)
y = AektJriwt _’_Bektfiwt

dar k = —b/(2a) = —4/2 = —2 och w = Vdac — b?/(2a) = V4 -5 — 4%2/2 = 1. Begynnelsevillkoren (6)

och (7) =

A+B=2,
A(=2+i)+B(-2—i) =2.

Vi far att

B=2- A,
A(=2+410) + (2 — A)(—2 — i) =
%A —4—2 =2
_—

A=1-3i

Alltsa ar 16sningen

y=(1—3i)e 2" 4 (14 3i)e 2%
= 2Re {e_%“t} +2Im {36_2t+it}

= 2¢ % cost + 6e Hsint

Eftersom all koefficienter i diffekvationen och alla begynnelsevillkoren var rella dr det betryggande att
se att dven l6sningen &r rell.

3.7 17

Visa att om a, b, ¢ > 0 i diffekvationen
ay’ +by +¢c=0
sé géller limy_, o y(t) = 0 for alla 16sningar.
Losning: Vi har da att alla rotter till den karaktéaristiska ekvationen
ar’ +br4+c¢=0
ar negativa. I fall I beskrivs den mest generella l6sningen av
y = Ae™! + Be™! 2% 0.
I fall IT beskrivs den mest generella 16sningen av
y = Ae" + Be™ 2% 0.
I fall TIT beskrivs den mest generella 16sningen av
y = AeFt coswt + BeF sin wt,

som ocksa gar mot noll nér ¢ — oo eftersom k = —b/(2a) < 0.

12



18.6 2

Hitta den mest generella l6sningen till
y' 4y -2y =2
Losning: Homogenlésningen ges av fall I:

y = Ae™! + Be™!

dir r1 och ry dr rotterna till 72 +r — 2 = 0.
En partikularlosning ar

Lo+
=——z+-.
Y=73" 7"

18.6 8

Hitta den mest generella 16sningen till
y// +4y/ +4y _ e—2t.
Losning: Homogenlésningen ges av fall II:

Ae" + Bte™

déir r dr roten till r2 + 47 4+ 4 = 0.
En partikularlésning &r

y = ~tle .

9.1 21

Berdkna gransvirdet av

nar n — oo.

L&sning:

Sats 3 (sats 6 i avsnitt 3.4 1 Adams).

Vi har att

si gransvirdet dr e 3.

13



9.2 7
Hitta grénsvirdet eller visa att serien divergerar:
OO 9k+3

k—3"
€
k=0

L6sning:
[eS) [eS)
2k+3

— ZelogQ(kJrB)f(ka)
k-3
k=0

S
_1\k
— e3(10g2+1) § (elog2 1)
k=0

k=0

= (2¢)*> " (2/e)"

k=0
1

1-2/e

= (2¢)°

8e?
e—2

9.2 21

En studsboll tappar 3/4 av sin héjd varje studs. Om den slédpps fran hojden a och lats studsa i all
oandlighet, vad ar gréansvirdet av strackan som bollen fardas genom luften?

L&sning:

9.2 31

Visa att pastaendet &r sant eller ge ett motexempel:

an > 0 for alla n och > a, konvergent = > (a,)? konvergent.

Losning: Lat a = max, a,.
Lemma 4. a dr vdldefinerat.

Bevis. lim,_, a, = 0 enligt sats 4 fran avsnitt 9.2, sa fér nadgot N ar a, < ag for alla n > N. Alltsa
har méngden { ao, ...} ett max omm delméngden { ag,...,ay } har ett max, men detta &r en &ndlig
méngd sa den har uppenbarligen ett max. O

14



Vi har da att

som vi vet konvergerar :).

15
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