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0 绪论

绝对误差 e = x∗ − x

绝对误差限 |e| ≤ ϵ

相对误差 er =
x∗−x

x∗

相对误差限 |er| ≤ ϵr

产生误差的主要原因 原始误差，截断误差，舍入误差

有效位数 当 x 的误差限为某一位的半个单位，则这一位到第一个非零位
的位数称为 x 的有效位数。

向量范数（Lp） ∥X∥p = (∑n
i=1 |xi|p)1/p , 1 ≤ p ≤ ∞.

p = 1 ∥X∥1 = ∑n
i=1 |xi|

p = 2 ∥X∥2 =
√

∑n
i=1 |xi|2

p = ∞ ∥X∥∞ = max
1≤i≤n

{|xi|}

矩阵范数 ∥A∥ = sup
x∈Rn

x ̸=0

∥AX∥
∥X∥ 或 ∥A∥ = sup

x∈Rn
∥x∥=1

∥AX∥

p = 1 ∥A∥1 = max
1≤j≤n

∑n
i=1 |ai j|

p = ∞ ∥A∥∞ = max
1≤i≤n

∑n
j=1 |ai j|
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p = 2 ∥A∥2 = (ρ(AT A))1/2

谱半径 ρ(A) = max
i

{|λi|}

Euclid/Schur ∥A∥E = (∑n
i=1 ∑n

j=1 |aij|2)1/2

特征值与范数 |λ| ≤ ∥A∥, ρ(A) ≤ ∥A∥.

1 插值

1.1 Lagrange 插值

基函数

li(x) = ∏
0≤j≤n

j ̸=i

x − xj

xi − xj

插值多项式

Ln(x) =
n

∑
i=0

li(x) f (xi)

误差

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!

n

∏
i=0

(x − xi), ξ ∈ [a, b]

1.2 Newton 插值

差商

一阶差商 f [x0, x1] =
f (x1)− f (x0)

x1−x0

k 阶差商 f [x0, x1, · · · , xn] =
f [x1,x2,··· ,xk]− f [x0,x1,··· ,xk−1]

xk−x0
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差商的性质

(1)

f [x0, x1, · · · , xn] =
k

∑
i=0

f (xi)

∏
0≤j≤n

j ̸=i

(xi − xj)

(2) 差商与节点的顺序无关。

插值多项式

N(x) = f (x0)+ (x− x0) f [x0, x1]+ · · ·+(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn−1) f [x0, x1, · · · , xn]

N(x) = f (x0) +
n

∑
k=1

f [x0, · · · , xk](x − x0) · · · (x − xk−1)

误差

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!

n

∏
i=0

(x − xi) = f [x, x0, · · · , xn]
n

∏
i=0

(x − xi)

和 Lagrange 插值多项式的误差完全相等。

1.3 Hermite 插值

构造基函数

利用差商构造

1.4 分段插值

插值函数

pi(x) =
x − xi+1

xi − xi+1
f (xi) +

x − xi

xi+1 − xi
f (xi+1), xi ≤ x ≤ xi+1
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1.5 三次样条函数

2 数值微分和数值积分

2.1 数值微分

2.1.1 差商和数值微分

差商

向前差商

f ′(x0) ≈
f (x0 + h)− f (x0)

h

R(x) = −h
2

f ′′(ξ) = O(h)

向后差商

f ′(x0) ≈
f (x0)− f (x0 − h)

h

R(x) =
h
2

f ′′(ξ) = O(h)

中心差商

f ′(x0) ≈
f (x0 + h)− f (x0 − h)

2h

R(x) = −h2

6
f ′′′(ξ) = O(h2)

2.1.2 插值型数值微分

f (x) ≈ Ln(x) =
n

∑
i=0

li(x) f (xi)

f ′(x) ≈ L′
n(x) =

n

∑
i=0

l′i(x) f (xi)
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误差项

R(x) =
d

dx

(
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!

n

∏
i=0

(x − xi)

)

x = xj

f ′(xj) =
n

∑
i=0

l′i(xj) f (xi)

R(xj) =
n

∏
i=0
i ̸=j

(xj − xi)
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!

2.2 数值积分

代数精度
En(xk) = I(xk)− In(xk) = 0, k = 0, 1, · · · , m

而
En(xm+1) ̸= 0,

则称 In( f ) 具有 m 阶代数精度。具有 m 阶代数精度时，对于任意不高于 m
次的多项式 f (x) 都有 I( f ) = In( f ).

2.2.1 插值型数值微分

∫ b

a
f (x)dx ≈

∫ b

a
Ln(x)dx =

n

∑
i=0

[∫ b

a
li(x)dx

]
f (xi)

误差

En( f ) =
∫ b

a
f [x0, x1, · · · , xn, x]

n

∏
i=0

(x − xi)dx

2.2.2 Newton-Cotes 积分

取等距节点，亦即对区间做等距剖分。

n 为偶数时具有 n + 1 阶代数精度，n 为奇数时具有 n 阶代数精度。
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梯形积分

T( f ) =
b − a

2
[ f (a) + f (b)]

E1(x) = − f ′′(η)
12

(b − a)3

具有 1 阶代数精度。

Simpson 积分

S( f ) =
b − a

6
[ f (a) + 4 f (

a + b
2

) + f (b)]

E2( f ) = − f (4)(η)
2880

(b − a)5

具有 3 阶代数精度。

2.3 复化数值积分

2.3.1 复化梯形积分

T(h) = Tn( f ) = h

[
1
2

f (a) +
n−1

∑
i=0

f (a + ih) +
1
2

f (b)

]

截断误差

En( f ) = − (b − a)3

12n2 f ′′(ξ) ∼ O(h2)

2.3.2 复化 Simpson 积分

Sn( f ) =
h
3

[
f (a) + 4

m−1

∑
i=0

f (x2i+1) + 2
m−1

∑
i=1

f (x2i) + f (b)

]

截断误差

En( f ) = − (b − a)5

180n4 f (4)(ξ) ∼ O(h4)
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2.3.3 Romberg 算法

Rk,j = Rk,j−1 +
Rk,j−1 − Rk−1,j−1

4j−1 − 1

2.4 重积分计算

2.4.1 复化梯形积分

∫ b

a

∫ d

c
f (x, y)dxdy ≈ hk ∑

i
∑

j
cij f (xi, yj), cij =

{ 1
4 , 角点
1
2 , 边点
1, 内点

2.5 Gauss 型积分

2n − 1 阶代数精度, n 个节点的最高代数精度。

Gn( f ) =
(b − a)

2

n

∑
i=1

α
(n)
i f

(
(a + b) + (b − a)x(n)i

2

)

3 曲线拟合的最小二乘法

3.1 线性拟合与二次拟合

3.1.1 线性拟合

(
m ∑ xi

∑ xi ∑ x2
i

)(
a
b

)
=

(
∑ yi

∑ xiyi

)

3.1.2 二次拟合

 m ∑ xi ∑ x2
i

∑ xi ∑ x2
i ∑ x3

i
∑ x2

i ∑ x3
i ∑ x4

i

 a0
a1
a2

 =

 ∑ yi
∑ xiyi
∑ x2

i yi
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更高次如法炮制即可。

非多项式可以做代换，但代换后不一定满足平方误差极小。

3.2 解矛盾方程组

求 ∥Aα − Y∥2 的极小问题等价于解方程组

ATAα = ATY.

4 非线性方程求根

4.1 二分法

算法简单，但是有局限：只能算出其中一个、必须要求 f (a) f (b) < 0
、只能计算实根。

4.2 迭代法

基本步骤

(1) 构造等价形式 f (x) = 0 ⇔ x = ϕ(x)

(2) 取合适初值 x0 构造迭代序列 xk+1 = ϕ(xk)

(3) 若极限不存在，可以考虑更换初值或者迭代格式。

压缩映射定理 ϕ(x) ∈ C1[a, b] 满足

a ≤ ϕ(x) ≤ b, x ∈ [a, b]

及
∃ 0 < L < 1, ∀x ∈ [a, b], |ϕ′(x)| ≤ L,

则 ϕ(x) 不动点唯一，且对于 x0 ∈ [a, b] 的迭代序列有误差估计

|x∗ − xk| ≤
Lk

1 − L
|x1 − x0|.
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4.3 Newton 法

xk+1 = xk −
f (xk)

f ′(xk)

对于单重根一定收敛，为二阶方法。

对于 p 重根，为一阶迭代方法，但可取以下格式，则仍为二阶方法

xk+1 = xk − p
f (xk)

f ′(xk)

4.4 弦截法

用差商代替导数

xk+1 = xk − f (xk)
xk − xk−1

f (xk)− f (xk−1)

为 1.618 阶迭代方法。

4.5 方程组的 Newton 法

Xk+1 = Xk − J−1(Xk)F(Xk)

若
∥J(X)∥∞ ≤ L < 1,

则迭代收敛。

5 线性方程组–直接法

5.1 消元法

5.1.1 Gauss 消元法

系数矩阵化为上三角，然后回代求解。

运算量为 O(n3)
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可行的充要条件是 A 的各阶顺序主子式不为零。

对角元很小会导致舍入误差的扩散。

5.1.2 列主元消元法

将第 k 列第 k 到 n 个元素绝对值最大的元素放在对角位置，然后进行消
元。

相较于 Gauss 消元法只增加了选列主元和交换两行元素的过程。

5.1.3 Gauss-Jordan 消元法

将系数矩阵进一步化为对角矩阵。

但是化为对角阵的工作量略大于回代求解。

5.2 直接分解法

5.2.1 Dolittle 分解

L 为单位下三角阵（对角元为 1 ）， U 为上三角阵。

计算步骤 U 第一行，L 第一列，U 第二行，L 第二列……

5.2.2 Courant 分解

L 为下三角阵， U 为单位上三角阵。

计算步骤 L 第一列， U 第一行，L 第二列， U 第二行……
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5.2.3 追赶法

6 线性方程组–迭代法

6.1 Jacobi 迭代

6.2 Gauss-Seidel 迭代

6.3 松弛迭代

6.4 逆矩阵计算

7 矩阵的特征值与特征向量

7.1 幂法

求解按模最大特征值。

7.1.1 幂法的计算

选取初值 X(0), 构造向量序列

X(k) = AX(k−1)

若相邻两个向量各个分量比趋于一个常数，则

λ1 ≈ x(k+1)
i /x(k)i , v1 ≈ X(k)

若奇偶序列各个分量比分别趋向于常数，则

λ1 ≈
√

x(k+1)
i /x(k−1)

i , v1,2 ≈ X(k+1) ± λ1X(k)

7.1.2 幂法的规范运算

避免计算溢出、归零。

Y(k) = X(k)/∥X(k)∥∞, X(k+1) = AY(k) (k = 0, 1, · · · )

14



7.2 反幂法

求解按模最小特征值。

7.3 实对称矩阵的 Jacobi 法

7.4 QR 方法

8 常微分方程数值解

基本步骤

(1) 对区间做分割

(2) 建立求格点函数的差分方程（递推关系式）：微分、积分、 Taylor
展开

(3) 解差分方程，求出格点函数

8.1 Euler 公式

8.1.1 基于数值差商

向前差商
yn+1 = yn + h f (xn, yn)

是一步显式格式。

向后差商
yn+1 = yn + h f (xn+1, yn+1)

是一步隐式格式，需要用迭代求解。

Picard 迭代格式

y(0)n+1 = yn + h f (xn, yn), y(k+1)
n+1 = yn + h f (xn+1, y(k)n+1)
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中心差商
yn+1 = yn−1 + 2h f (xn, yn)

是二步二阶格式，因为该格式不稳定，故不采用。

8.1.2 基于数值积分

y(xn+1) = y(xn) +
∫ xn+1

xn
f (x, y)dx

矩形近似 可得到向前/向后差分公式。

梯形近似

y(xn+1) = y(xn) +
h
2
( f (xn, yn) + f (xn+1, yn+1))

此为隐式格式。

一般先用其他较为粗糙的显式公式预估初始值，再用隐式公式迭代一次
进行修正，称为预估-校正过程。

改进后的 Eular 公式

y(xn+1) = y(xn) +
h
2
( f (xn, yn) + f (xn+1, yn + h f (xn, yn)))

8.2 Runge-Kutta 法

8.3 线性多步法

8.4 常微分方程组的数值解法
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