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Objectif du cours : produire des scénarios de risque

o Les scénarios climatiques alimentent 1’évaluation des risques en actuariat,

assurance, finance, économie et politique publique.
e Le cours apprend a produire des scénarios cohérents avec les IAM et DICE.

e Chaine : hypotheéses et politiques — émissions et température —
mesures de risque.

o Usages : expositions, pertes, tarification, capital requis et tests de résistance.

o Ce sont des trajectoires conditionnelles, pas des prévisions probabilistes.
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Feuille de route et évaluation

e 2 septembre, 8 h 30—12 h 45 : fondements économiques ; émissions,

concentrations et température.

e 9 septembre, 8 h 30—12 h 45 : scénarios et DICE ; incertitude

paramétrique.

e 16 septembre, 8 h 30—10 h 30 : politique optimale et cotit social du

carbone.

o Chaque séance associe concepts, notebook Python et interprétation des

simulations.

o Evaluation : examen écrit sans documents ; modalités communiquées par la

formation.
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Matériaux et environnement informatique

o Utilisation Python 3.12 et ’environnement reproductible documenté dans le
cours README . md.

o Travail a travers les cinq Jupyter des cahiers dans les dossiers de session; des

cahiers corrigés sont fournis pour révision.
o Core packages: numpy, pandas, matplotlib, scipy, tqdm et numba.

e Les src/ dossier contient le DICE implementation; data/ contient les données

du scénario.

S somsu 4/43



Horaire de la journée

Objectifs

e Comprendre les fondements d’un modéle macroéconomique avec épargne et
consommation.

¢ Simulation de modeles macroéconomiques .

Matériaux:

o OptimalGrowth__Notebook.ipynb introduction au modéle et a ses options.
o OptimalGrowth.ipynb module Python de résolution du modéle de croissance

optimale.
Quelques démonstrations :

o Les conférences d’Olivier Loisel sur les modeles de croissance [Lecture I

[Lecture II]
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https://olivierloisel.com/macroeconomics/Chapter%201.pdf
https://olivierloisel.com/macroeconomics/Chapter%202.pdf

Présentation



Introduction : qu’est-ce qu’un modele d’évaluation intégrée ?

o Définition : un IAM combine économie, climat et systémes énergétiques.

e But : évaluer simplement les interactions de long terme entre économie et
climat.

o Utilisation institutionnelle:

o Le GIEC utilise les IAM pour définir des trajectoires d’émissions, notamment
les SSP.

e Banques centrales, NGFS, OCDE, AIE et Banque mondiale : tests de
résistance, politiques publiques et projections énergétiques.

o Les IAM sont des outils quantitatifs de scénarisation, d’évaluation des

politiques et d’aide aux négociations climatiques.
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Présentation : IAM schématique : retour d’information économie-climat

Economie réelle
Y, = f (At K Lt)
Consommation / investissement
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Présentation : IAM schématique : retour d’information économie-climat

Economie réelle
Y, = f (At K Lt)
Consommation / investissement

Emissions
E =g (Mt) Yt)
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Présentation : IAM schématique : retour d’information économie-climat

Economie réelle Eraissi GES Carbone et climat
Y; = f(A; K Ly) L = imssmn; Cycle du carbone — M;
Consommation / investissement =9 ¥i) Forcage radiatif — T}

dommages : perte de production / utilité
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Présentation : IAM schématique : retour d’information économie-climat

Economie réelle Eraissi GES Carbone et climat
Y; = f(A; K Ly) { = imSSlon; Cycle du carbone — M;
Consommation / investissement =9 ¥i) Forcage radiatif — T}

A

réduit 'intensité

cqit de réductio

Politique et commandes
Réduction p;, prix du carbone 3

dommages : perte de production / utilité
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Introduction : exemples de résultats d’TAM

€02 emissions for SSP baselines Global mean temperature Global population Global GDP
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Notes: Illustrative SSP trajectoires initiales modeles.
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Présentation : que contient un IAM ?

¢ Deux blocs, étudiés séparément aujourd’hui :

o Bloc économique (2 h)

But : le planificateur choisit I’épargne, puis la réduction des émissions.
Hypothéses : production Cobb-Douglas, préférences CRRA, prix concurrentiels
et dynamique simple du capital.

Atouts : clarté, stabilité et, souvent, unicité de I’équilibre.
o Bloc climatique (2 h)
But : relier émissions, concentrations, forgage et température.

Structure : quelques EDO ou équations aux différences, calibrées sur la science
du climat.
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Présentation : de la croissance optimale aux IAM modernes

e Tradition de la croissance optimale :
o Ramsey (1928) : combien épargner ou consommer au fil du temps ?
o Cass (1965) - Koopmans (1965): rigorous croissance optimale avec
accumulation de capital, stabilité et unicité de 1’équilibre.
Ce cadre fournit le modéle de référence du bien-étre intertemporel d'un

planificateur social.

o Nordhaus (1992): intégré ce cadre avec sciences climatiques.
o La croissance optimale inclut émissions, cycle du carbone et température.
o Les dommages et la réduction des émissions deviennent des choix économiques.
o Il crée DICE, prototype de modele d’évaluation intégrée.

o Idée clé : les IAM prolongent la croissance optimale avec la dynamique

climatique.
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Eléments de base



Blocs

de construction: principaux ingrédients

S UniversiTe

Cadre en temps discret

o Périodes de durée fixe (par exemple un an).
o Plus facile a comparer avec les données économiques et climatiques.

Notation : X; indique la valeur de la variable X a la période t.

Economie centralisée (planificateur social)

o Un seul agent (le planificateur) choisit des allocations pour la société —
probleme de contrdle optimal déterministe.

Représentation agrégée
o La production, le capital, la consommation, le travail sont tous modélisés en
variables agrégées.

o Résumés de I'hétérogénéité pour se concentrer sur la dynamique a long terme.
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Blocs de construction: fonction de production 1

o Gross Domestic Product (GDP): valeur totale des biens et services

produit en une seule période. — C’est un flux, pas un stock.

o GDP est calculé a partir d’une fonction de production F'(-) que nous

définissons comme “Cobb-Douglas™:
Y; = F(K;, AiLy) = AJKPL—°

o Y; > 0: production en période t (GDP),

o A; > 0: productivity (technology),

o K; > 0: capital,

o L; > 0: labor,

o «a€[0,1] : part du capital (~ 0,3 empiriquement).
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Blocs de construction: fonction de production II

Dénotation par k; = -2t le stock de capital par unité de travail efficace, nous
p ym pital p

obtenons v, 1
t _ — =
AL~ AL (K, AiLy) = Fky 1) = f(ke)

ou f possede les propriétés suivantes:

f:RT = RT k— f(k), avec f(0) =0,
f est strictement croissante : Vk € Rt f/(k) > 0,
f est strictement concave : Vk € RT, f"(k) <0,
f satisfait les conditions d’Inada : limy_,o f/(k) = 400 et
limy o /() = 0
o limg_o f/(k) = 400 garantit qu’il reste utile d’accumuler un minimum de capital
: pas de “piege a pauvreté” en k = 0.
o limg_, 4o f/(k) = 0 empéche une croissance infinie fondée uniquement sur le

capital.
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Blocs de construction: fonction de production III

f (k) (k)

ky
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Pourquoi Cobb—Douglas ?

o Homogénéité du degré 1 (retour constant a 1’échelle) :
Y(AK,AL) =AY (K, L)
— doubler le capital et le travail double la production.

e Implications:
o Les parts des facteurs sont constantes au fil du temps.
o Chaque facteur diminue la productivité marginale.

o Garantir la stabilité et I'unicité de ’équilibre dans les modeles de croissance
optimaux.

o Largement utilisé dans la macroéconomie pour la simplicité et la tractabilité.
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Blocs de construction : affectation du PIB

o Rappel : le PIB Y; mesure la valeur des biens et services produits pendant

une période. — C’est un flux, pas un stock.
e Du coté de la demande, le PIB est réparti entre :
Yi=Ci+ 1}

o C}: consommation (ménages et administrations publiques),
o I; : investissement (machines, batiments, infrastructures).

o Exemple :

e Un ménage qui acheéte de la nourriture — consommation.
o Une entreprise qui construit une nouvelle usine — investissement.
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Blocs de construction: accumulation de capital

¢ Dynamique du capital :

Kii1=(1—0)K, + I,

N

ou:

o K : stock de capital (machines, usines, infrastructures),
o 0 : taux de dépréciation (environ 5% par an),

e I; : nouvel investissement.

e Interprétation :

« A chaque période, une fraction § du capital se déprécie.

o Les investissements se renouvellent et augmentent le stock de capital.

o L’épargne présente finance la capacité productive future.

o Cette loi d’évolution est I'’équation d’état du modele.

S UniversiTe
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Blocs de construction : Préférences (configuration)

o Dans les modeles de croissance, nous évaluons la consommation par

habitant :
_G

=1,
ou C} est la consommation globale, L; est la population.

Ct

o Utilité au niveau individuel: capture la satisfaction de consommation de

biens a la date t.

o Hypothese standard: CRRA utility (risque relatif constant) aversion):

1—y
¢ ' —1

Uler) = BECE

v>0
o ~: parameétre de courbure = aversion du risque = 1/(intertemporal élasticité de
substitution).
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Blocs de construction : Préférences I1

o U:R" = R (U peut prendre des valeurs négatives, ce qui compte est la

différence relative)
o U augmente strictement: Ve € RT, v/ (¢) >0
o U est strictement concave: Ve € RT, u” (¢) < 0

o U satisfait les conditions d’Inada : lim._,o v’ (¢) = +00 et lim, 1~ v (¢) =0

o Assurer un intérieur optimal dans les problemes d’optimisation dynamique (pas
de solutions de coin).

o Interprétation :
lim._,¢ v’ (¢) officialise I'idée que mourir de faim est infiniment douloureux (ainsi
les agents évitent),
lim., 1o u (¢) signifie qu'une consommation supplémentaire finit par procurer
une utilité négligeable.
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Blocs de construction : Préférences I11
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Blocs de construction : Bien-étre intertemporel

o Le planificateur valorise les flux d’utilité dans le temps :

W:ZﬁtLtU(Ct)

t=0

e Actualisation :

1
=—— p>0
B 11,

e p: taux pur de préférence pour le présent.
o p faible : les générations futures sont davantage valorisées (Stern).
o p élevé : plus de poids accordé au présent (Nordhaus).

o Les préférences combinent deux dimensions :
1. Entre biens : la concavité () régit la courbure de U(c).
2. Dans le temps : Pactualisation ([, p) régit le poids accordé a 'avenir.
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Blocs de construction : Présentation du taux d’épargne

« Rappel de l'identité comptable du PIB, avec ¢; = C;/Ly :
Vi=Ci+ L=l +1;
Une définition comptable, et non une hypotheése comportementale.

o Définir le taux d’épargne s; :

I = 5Y;, Cy= (1 - St)Y;f

o Interprétation :
o s; mesure la part des ressources consacrée a la capacité future (investissement)
plutdt qu’a V'usage courant (consommation).
o Cette simple variable de choix relie la production d’aujourd’hui au capital de

demain.
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Blocs de construction : récapitulatif du modele

o Un ensemble de variables exogénes (indépendantes des controles)
zy = {As, Lt}
e Un ensemble de variables endogeénes

Yt = {Ct, }/h Kt}

e Un ensemble de variables de controle

2t = {St}
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Probleme de croissance optimal




Probléme de croissance optimal :

configuration

o Fonction objectif :

max

0<{s¢ 122, <1

e Contraintes :
Y; = AJKOLT®
Yy = Licy + I
Kiyi=01-0)K+ 1

¢ Commande :

St € [0, 1]

e e}
Wi = B Liys Ulcirs),
5=0

(production)
(allocation des ressources)

(accumulation du capital)

(taux d’épargne)

détermine la répartition : [y = s;Y;, Cy = (1 — s4)Y;.

S UniversiTe
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Probléme de croissance optimale : facons de résoudre le probleme de crois-
sance optimale

Programmation dynamique (Bellman) Fonction de valeur V(K3),
solution récursive. Garantit existence/unicité mais souvent cotiteuse

numériquement.

Approche de Ramsey (Euler) Etablir les conditions du premier ordre
(équations d’Euler), résoudre par des méthodes de Newton. Fournit une

intuition analytique des arbitrages intertemporels.

Optimisation directe / force brute Paramétrer {s;} sur I’horizon, utiliser

un solveur non linéaire. Facile a mettre en ceuvre, mais moins efficace.

En classe : nous utiliserons I'approche par force brute en Python car elle est tres

flexible, mais nous ferons le lien avec les conditions de Ramsey pour en expliquer le
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Pourquoi la concavité est importante

o La concavité de I'utilité U(c) et de la production Y (K, L) garantit :
o L’objectif du planificateur W = > LU (¢;) est strictement concave dans la
séquence de contréle {s;}.
o Les contraintes (accumulation du capital, contrainte de ressources) sont

linéaires/convexes.

o Conséquences :
o Le probleme d’optimisation est un programme convexe.
o L’existence d’'une solution optimale est garantie.
o Concavité stricte = unicité de la trajectoire optimale (c¢, Ky).

e Pour la programmation dynamique : la concavité de I'opérateur de
Bellman = la fonction de valeur est concave = la politique optimale est

bien définie et stable.
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Probléme de croissance optimal : Papproche Ramsey I

Nous utilisons 'approche de Ramsey : la théorie du controéle optimal, en constru-
isant le lagrangien avec deux contraintes (loi du capital et allocation des ressources
via s;) :
o
L=3 " B LeviUlersi)
o _
+ Zi:(] B* Miti [Kt+1+i —(1=0)Kpi — 3t+iAt+iK?+iLt1+£]]
00 . _
+ Zi:ﬂ B Aot 4i {(1 — Supi) Arpi K LS — Lt-&-iCt-&-i} .

Nous appelons Ay > 0 et Aoy > 0 les variables adjointes, tandis que s; > 0 est une
commande et K;1 > 0 une variable d’état
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Probléme de croissance optimal : ’approche Ramsey II

Conditions du premier ordre (solution intérieure) :

Ct LtU,(Ct) — )\QtLt =0

St — A+ =0

Kip1: A= BAg [(1 —0) + asi41 ;?:1] — BAati1 {(1 — St41) ;?:1] .
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Probléme de croissance optimal : I’état optimal

Remarques

e Deux multiplicateurs imposent deux contraintes ; a 'optimum, ils se
confondent en A\ = U'(¢y).
o La concavité stricte de U et la production Cobb-Douglas garantissent

I'existence et I'unicité de la trajectoire optimale.

Reégle de Ramsey :

¢ =Beh [(1-0)+a g,

t+1

Interprétation :

e Cty1, Yip1 sont des variables tournées vers ’avenir.
o Le systeme relie les décisions d’aujourd’hui aux états futurs et passés : un
mélange de dynamiques tournées vers le passé et vers I’avenir.
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Probléme de croissance optimal : résumé

Hypothéses (pour simplifier) :
Ay = A (productivité constante), L; = L (population constante).
Systéme dynamique :

(Ramsey) " = feis[(1 - 0) +a K],
(loi du capital) K11 =(1—-0)K; + K{* — .
Propriétés :

o Pour Ky > 0, le systéme engendre une trajectoire {c;, Ky} qui converge vers

un unique état stationnaire :
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Probléeme de croissance optimal : Schéma

Capital dynamics: AK vs K (convergence to K*)

02 / AK>0 (K rises) AK<0 (K falls) —— AK(K)

@ Steady state K*

e
e

o
1=}

LMK =K1 — Kt
| | |
o o 4
w N i

|
o
S

|
I
5

> > > > > >>>>>>> €€<<CCC € ¢ ¢ €& & -

2 4 6 8 10 12 14 16
Capital K

a=0.3,8=1/(1+0.015), § = 0.10.
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Probléme de croissance optimal : Interprétation du diagramme

Interprétation :

e Cas Kog < K
o Le capital est trop faible par rapport & son état stationnaire.
o Cela nécessite un investissement plus élevé (une part plus importante de la
production consacrée a I;) et donc une consommation plus faible & court terme ;
le capital s’accumule, AK > 0
« Au fil du temps, le capital converge vers K.
o Cas Ky > K
e Mécanisme inverse : surabondance de capital — davantage de consommation.
o La dépréciation domine, AK < 0
o Cas Kg=K
o Le stock de capital est stationnaire, AK = 0. Consommation et investissement
sont stables.

@....dour la preuve de convergence avec le chemin de selle, voir : [Lecture II] 38/43
S somai:


https://olivierloisel.com/macroeconomics/Chapter%202.pdf

Probléme de controle : esquisse de la solution numérique I

o Parce que le bien-étre social est tourné vers ’avenir, le systéme est a la fois
prospectif et rétrospectif, comme suit :
o0
sy = arg min — Z(l +p) "Ly u(ci)
st}izo i=0
« Une fois trouvée une séquence {s;}:2,, on peut calculer :

Tt = g(xt—l)a g: RNE — RNza

Y = f(yt—h Tt, Zt), f: RM x RMe x R? — RNy,

o z; € RN : variables exogénes (A;, Ly).
o y; € RV : états/flux endogeénes (¢, Y;, Ky).
o 2z =[s¢]' € R: variable de décision (épargne).
Q sarwans 39/43



Probléme de controle : esquisse de la solution numérique I1

o Idée. Approcher I'objectif & horizon infini par un objectif & horizon fini.
Soit B = (1 + p)~!. Comme lim; .o, B¢ = 0, la queue de la somme contribue
peu.

e Choisir I’horizon [I* tel que le poids de la queue soit inférieur a une
tolérance ¢ :

pl" <e
Arbitrage : un I'* plus petit = résolution plus rapide mais erreur de
troncature plus grande.

e Probleme a horizon fini qui consiste a résoudre

Z B Lt-i—z (ctti)

{St+7,7,uft+7,}Z 0 =0

s.c. (ressources, capital) et bornes.
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Je vous remercie !

gauthier.vermandel@polytechnique.edu
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