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Objectifs

o Formuler le probléme de contréle optimal du planificateur social

(Ramsey).

o Comprendre comment le cotit social du carbone (CSC) apparait comme

un prix fictif et se relie & une taxe carbone optimale (USD/tCO2).

Supports :

o DICE_Notebook2_optimization.ipynb exercices d’optimisation de scénarios.
o DICE_Notebook2-2_discounting__tipping.ipynb bonus sur l'incertitude.
e Handout_DICE.pdf : présentation synthétique du modele DICE.
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Présentation



Présentation: De ce qui pourrait arriver a ce qui devrait arriver

o Dans la séance précédente, nous avons construit des scénarios de transition

(SSP, trajectoires de forgage), qui décrivent des avenirs possibles.
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o Il s’agit de trouver la séquence de décisions qui maximise le bien-étre social.
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Présentation: De ce qui pourrait arriver a ce qui devrait arriver

o Dans la séance précédente, nous avons construit des scénarios de transition

(SSP, trajectoires de forgage), qui décrivent des avenirs possibles.

e Nous pouvons aussi demander : & quoi devrait ressembler la transition 7

o Ce choix devient un probléme de contréle optimal :

o0
{max} g B'U(c;) sous contraintes climatiques et économiques
Mt seee

t=0

o Il s’agit de trouver la séquence de décisions qui maximise le bien-étre social.
o Avantages :

e Réduit I'ensemble infini des trajectoires a une trajectoire « optimale ».

e Fournit une référence normative pour ’action publique.
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Présentation: De la réduction optimale au prix optimal du carbone

o La mesure politique clé n’est pas le taux de réduction lui-méme, mais le prix
optimal du carbone, aussi appelé coiit social du carbone (CSC).
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Présentation: De la réduction optimale au prix optimal du carbone

e La mesure politique clé n’est pas le taux de réduction lui-méme, mais le prix
optimal du carbone, aussi appelé coiit social du carbone (CSC).

o Définition : le CSC est la valeur monétaire (USD par tonne de CO3)

des dommages marginaux causés par ’émission d’une tonne supplémentaire de

COa.

e Pourquoi c’est important :

o Concept abstrait (fondé sur des modeles), mais qui indique quel devrait étre
le prix du carbone aujourd’hui.

« Forme la base de la conception réelle de la taxe sur le carbone.

« Exemple : aux Etats-Unis, 'administration Biden s’est appuyée sur des
estimations du CSC issues de modeéles d’évaluation intégrée pour orienter la
politique fédérale.
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Le CSC fédéral américain dépend des choix méthodologiques

Administration / millésime méthodologique CSC d’une tonne Dollars de Actualisation

émise en 2020 I’année de référence
Obama, méthode initiale (2010) 26,3 $/tCO2 2007 3%
Obama, mise & jour (2013-2016) 42 $/tCO2 2007 3%
Trump I (2017-2020) ~ 7 $/tCO2 2016 3%
Trump I, variante OMB ~ 1 $/tCO2 2016 7%
Biden, IWG provisoire (2021) 51 $/tCO2 2020 3%
Biden, nouvelle méthode EPA (2023) 193 $/tCO2 (=~ 190) 2020 2% (Ramsey)
Trump II (depuis janvier 2025) Pas d’estimation fédérale uniforme (IWG dissous)
Lecture : les montants ne sont pas directement comparables sans harmoniser le millésime des dollars, le périmetre des

dommages et ’actualisation. Sources : IWG (2010, 2016, 2021), GAO (2020), EPA (2023), OMB M—25-27 (2025).

Q somus 21/71



Présentation: Exemple

500 1 | e Bascline
= = = Baseline (68%)
e DICE2016

400 Golosov et al. (2014)
Cai and Lontzek (2019)
300 1
)
4
200 1
100 ~
0 ; ; ;
2020 2040 2060 2080 2100

Note : CSC en ordonnée. Référence de Jondeau et al. (2022) : trait vert ; intervalle de 2 000 simulations de Metropolis—
Hastings : traits gris. Comparaisons : DICE2016 (bleu), Golosov et al. (2014) (orange pointillé¢) et Cai and Lontzek, 2019,
avec croissance de la productivité de 1,5% (rouge tireté).
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Le probleme de controéle optimal



Probléme de contréle : la fonction objectif

o Préférences individuelles. Utilité de consommation u(c) avec u'(c) > 0 et u”’(c) < 0
(utilité marginale décroissante). Nous utilisons une fonction CRRA :

1—v
c -1
1
u(c) = -7 v > 0.

loge, =1
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o Agrégation et unités. Soit Cy la consommation globale (en millions de dollars des
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= 1,000 x —*.
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Probléme de contréle : la fonction objectif

o Préférences individuelles. Utilité de consommation u(c) avec u'(c) > 0 et u”’(c) < 0
(utilité marginale décroissante). Nous utilisons une fonction CRRA :
1—v
c -1
S AL
u(c) = -7 v > 0.
loge, =1

o Agrégation et unités. Soit Cy la consommation globale (en millions de dollars des
Etats-Unis) et L; la population (en millions). Consommation par habitant en milliers de
dollars : c

= 1,000 x —*.
Ct Lt
Le bien-étre social instantané est L: u(ct).

e Bien-étre intertemporel. Avec une préférence pure pour le présent p > 0,

Liti u(cei)
Wi = E Ay
' —~ (1+p)*
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Probléme de contrdle: la boite a outils de solution

Probléeme du planificateur. Le gouvernement choisit I’épargne s; et la réduction
1y afin de maximiser

(o]
Liiu(ciy;
max Z M s.c. ressources, capital, climat.

{stuetizo 55 (1+p)A

Comment résoudre le probleme 7

Solveur numérique : chercher les séquences {s, ,ut}tTZO qui maximisent
I'objectif.

Solution de Ramsey : résoudre N, équations avec N, + N, variables de
commande.

Programmation dynamique : utiliser I’équation de Bellman et itérer sur la

fonction valeur, éventuellement par approximation.
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Probléme de contréle : résumé du modéle (une récapitulation)

o Variables exogénes : chacune suit un processus exogene (trajectoire de

croissance/décroissance).

EX land
Tt = {Ata T¢, 91,t7 Ft ) Etan ) Lt}
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Probléme de contréle : résumé du modéle (une récapitulation)

o Variables exogénes : chacune suit un processus exogene (trajectoire de

croissance/décroissance).
EX pland
Ty = {At, T, 91,7&7 Ft s Etan N Lt}
e Variables endogénes d’état et de flux

yr = {MPY, MPP, MEC, TAY TEO, v, Ky, Gy}
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Probléme de contréle : résumé du modéle (une récapitulation)

o Variables exogénes : chacune suit un processus exogene (trajectoire de
croissance/décroissance).

Tt = {At, Ot, 91,7&, FtEX, Eianda Lt}
e Variables endogénes d’état et de flux
Y = {MtAU, MtUP, MtLO, TtAU, TtLO’ Y;‘,a Kt; Ct}
o Variables de décision (controles)

2t = {Mt, St}
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Probléme de contréle : résumé du modéle (une récapitulation)

o Variables exogénes : chacune suit un processus exogene (trajectoire de

croissance/décroissance).
Tt = {At, Ot, 91,7&, FtEX, Eianda Lt}
e Variables endogénes d’état et de flux
ye = {MAV, MVP, MLO, TAU, TEO v, K, C})}
o Variables de décision (controles)
2 = {pe, st}

o Horizon et pas de temps : ¢ € {2015,2020,2025,...,7}, A =5 ans.
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Probléme de contréle: un croquis de la solution numérique

o Parce que le bien-étre social prend en compte 'avenir, le probleme relie les

décisions présentes aux conséquences futures :

o
zt =arg min — Z(l + ) A Ly ulcys)
{stamtizo 5

Qs 33/71
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Probléme de contréle: un croquis de la solution numérique

o Parce que le bien-étre social prend en compte 'avenir, le probleme relie les

décisions présentes aux conséquences futures :

[ee]
zt =arg min — Z(l + ) A Ly ulcys)
{stamtizo 5

« Une fois une séquence {z4;};2 choisie, on peut calculer :

€Tt = g(fEt—l)7 g: RNZ — RNI)

ye = f(yi-1, T, 1), f: RNV x RN= x RZ 5 RNy,
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Probléme de contréle: un croquis de la solution numérique

o Parce que le bien-étre social prend en compte 'avenir, le probleme relie les

décisions présentes aux conséquences futures :

[ee]
zt =arg min — Z(l + ) A Ly ulcys)
{stamtizo 5

« Une fois une séquence {z4;};2 choisie, on peut calculer :
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Probléme de contréle: un croquis de la solution numérique

o Parce que le bien-étre social prend en compte 'avenir, le probleme relie les

décisions présentes aux conséquences futures :

o
zt =arg min — Z(l + ) A Ly ulcys)
{stamtizo 5

« Une fois une séquence {z4;};2 choisie, on peut calculer :

xr = g(z-1), g: RN 5 RN,
ye = f(yi-1, T, 1), f: RNV x RN= x RZ 5 RNy,
o z; € RNz : variables exogénes (4;, oy, ..., L).

o y; € RV : états et flux endogeénes (MAT, MUT, ... )Y, Ky).

o 2 = [, 8] € R? : variables de décision (réduction, épargne).
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Probléme de contréle: un croquis de la solution numérique

o Idée. Approcher I'objectif & horizon infini par un horizon fini. Posons
Ba = (14 p)~2. Comme lim; o0 ﬁiA =0, la queue contribue peu.
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o Idée. Approcher I'objectif & horizon infini par un horizon fini. Posons
Ba = (14 p)~2. Comme lim; o0 ﬁiA =0, la queue contribue peu.
e Choisir I’horizon [* pour que le poids de la queue soit inférieur a la
tolérance ¢ :
A <e
Arbitrage : un I* plus petit accélére la résolution, mais accroit I'erreur de

troncature.
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Probléme de contréle: un croquis de la solution numérique

o Idée. Approcher I'objectif & horizon infini par un horizon fini. Posons
Ba = (14 p)~2. Comme lim; o0 ﬁiA =0, la queue contribue peu.
e Choisir I’horizon [* pour que le poids de la queue soit inférieur a la

tolérance ¢ :
I*
Ba <€
Arbitrage : un I* plus petit accélére la résolution, mais accroit I'erreur de
troncature.

e Probléme a horizon fini, avec T =t + [*A : résoudre

ZﬂA Lisiu <1000 x (th”)

{3t+zaﬂt+z}z 0 i=0 i

(ressources, capital, émissions, climat) et limites.
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Probléeme de controéle : deux politiques

e La politique d’atténuation:

Ciyi
ZZ OﬁALm (1000>< L“,)

{St+1yﬂt+1 e 0 t+1i

s.c. dynamiques des ressources, du capital, des émissions et du climat ; bornes.
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Probléeme de controéle : deux politiques

e La politique d’atténuation:

Ciyi
ZZ OﬁALm (1000>< L“,)

{St+1yﬂt+1 = 0 t+1

s.c. dynamiques des ressources, du capital, des émissions et du climat ; bornes.

o Le scénario de laisser-faire (BAU, business as usual):

max Z BA Liviu (1000x€t+">

{seri Y12, t+i

s.c. dynamiques du modele et bornes.

s.c. py = 0.03
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Production Y Consommation par habitant cc Taux de réduction pr Taux d'épargne s

700 4 250 4 0.265
2251
600 0.260
200
500 4
175 4 0.255 4
400 150
0250
125 4
300
1009 0.245 4
200 4
754
100 e St sl e 71
2020 2040 2060 2080 2100 2020 2040 2060 2080 2100 2020 2040 2060 2080 2100 2020 2040 2060 2080 2100
Emissions (GtCO,) E¢ Facteur de dommages Q; Température atmosphérique T/T Carbone atmosphérique (GtC) M{™
1.000
" —— Politique d'atténuation
-~ —~ Laisserfaire
0.995
300 7 1600 -
0.990 4
250
0.985 1400 4
2004 0.980 -
1200 4
0.975 4
150 o
0.970 4 1000 o
100 4 0.965
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
2020 2040 2060 2080 2100 2020 2040 2060 2080 2100 2020 2040 2060 2080 2100 2020 2040 2060 2080 2100

Figure. Simulations selon deux scénarios stratégiques
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Le CSC dans le probléeme de

Ramsey




Coltit social du carbone

e Pourquoi DICE conduit-il & une trajectoire ou le réchauffement reste élevé 7
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Coltit social du carbone

e Pourquoi DICE conduit-il & une trajectoire ot le réchauffement reste élevé 7

e Une taxe carbone optimale traduit le montant que la société est disposée a
payer pour réduire les émissions (USD par tonne de CO3).
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e Pourquoi DICE conduit-il & une trajectoire ot le réchauffement reste élevé 7

e Une taxe carbone optimale traduit le montant que la société est disposée a
payer pour réduire les émissions (USD par tonne de CO3).

o Ce montant est le cotit social du carbone (CSC).

e Il met en regard les dommages climatiques évités et le cott de 'atténuation,

en unités monétaires.
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Coltit social du carbone

e Pourquoi DICE conduit-il & une trajectoire ot le réchauffement reste élevé 7

e Une taxe carbone optimale traduit le montant que la société est disposée a

payer pour réduire les émissions (USD par tonne de CO3).
o Ce montant est le cotit social du carbone (CSC).

e Il met en regard les dommages climatiques évités et le cott de 'atténuation,

en unités monétaires.

e Comment le CSC découle-t-il du modele ? Utilisons le probleme de Ramsey.
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Le probleme de Ramsey (1927) :

[e.e]
max BA Lt u(crvi
{Ct:YthyTt:Mtyﬂtvst}; A ’ ( Z)

+ BAM 144 Xl _'3t+i)}§+i(lr—'91¢+iﬂgii)S)(j}+ifl)‘_<Lt+ﬂ3+i/17000}
4—ﬁiAzH4[53+i—(1-—5K)BQ+r4-—SH4YA4(1——9Lm4uﬁ4)§2Cﬂ+p4)}
+ BANS 44 Yt+z - At+iK,7+i_1Lt1;?]

+ BAMri [Tiri — ®rTiyio1 — EpFrys (M)
4‘51A&H4:Aﬂ+4—'@A%NG+F4-—EAf(UH4(1—'Mrm)Y%H-+fﬂTf)}

Résumé : probleme de controle optimal avec 7 variables de commande et 5 con-

traintes, soit 12 conditions d’optimalité a résoudre.

(Le bloc climatique est vectoriel : il ajoute des équations et des multiplicateurs de

Lagrange.)
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o Rappelons la forme compacte du bloc climatique :

]‘% _ []}AU,]}LO]T et Mt _ [MijMtUPthLO]T
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o Rappelons la forme compacte du bloc climatique :
]‘% _ []}AU,]}LO]T et Mt _ [MijMtUPthLO]T
e Les multiplicateurs de Lagrange correspondants sont :

>‘4t_[)‘4tv>‘ " et)‘5t_[)‘5t’)‘5tv>‘ "
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o Rappelons la forme compacte du bloc climatique :
T, = [TtAU7TtLO]T et M, = [M{4U7MtUP7MtLO]T
e Les multiplicateurs de Lagrange correspondants sont :
Mg =g NPT et dse = MY AED AT

o Les fonctions de dommages et de forcage s’écrivent en fonction des vecteurs T}
et Mt :

QL) =1/ (1 +as (Tg“T)2>

Fy (My) = log (M{T [Myzs0) / 0g(2) + FF™

53/71




Rappelons la forme compacte du bloc climatique :
T, = [TtAU7TtLO]T et M, = [M{4U7MtUP7MtLO]T
Les multiplicateurs de Lagrange correspondants sont :
Mg =g NPT et dse = MY AED AT

Les fonctions de dommages et de forcage s’écrivent en fonction des vecteurs T}
et Mt :

2
Q) =1/ (1 +az (T7'7) )
Fy (M) = log (MAT Mz ) /log(2) + FF™
Les gradients correspondants sont :
T
VrQ(T,) = [ —Q(T})? 2as (TtAT) 0 }

.
VuF (M) = | 9/(MfTIn2) 0 0]
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Lire le multiplicateur de température

Condition du premier ordre en température :

T 6
At = Ba T Ve + A2 4415041 Y41 (1 - 91,t+1,util) VrQTy)
N~
valeurtd%rcn(i?c}h%uatlon dommage marginal : Ty —Q;
puis production, capital et consommation
Continuation Dommage marginal

o Une hausse de T} persiste via la o VrQ(T:) mesure Ueffet immédiat sur

matrice thermique ®. la productivité.
o A4y valorise toutes ses conséquences o X241 le convertit en perte de

futures. bien-étre via ’accumulation du

capital.

T, — dommages présents + températures futures — perte marginale totale

Qs 55/71

UNIVERSITE



Lire le multiplicateur du carbone

Condition du premier ordre en carbone :

T =T
A5t = Ba D5 i1 + (:T)\4,t+1) Vo F (M)
——
valeur de continuation forgage marginal : M;—F}
du stock de carbone puis température, dommagest et btien—étre
Continuation Forcage marginal
o Une tonne supplémentaire se répartit o Vi F(My) transforme le carbone
et persiste via ®,;. atmosphérique en forgage.
o A5 .41 agrege la valeur future des trois o E;M,H-l valorise la réponse
réservoirs. thermique induite.

(Mo B+ Ter o { Qe o Yors, G |+{We]

Les deux multiplicateurs sont imbriqués : A5+ hérite de A4 41 par le systéme climatique.
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Du multiplicateur du carbone au CSC

o MV mesure la variation marginale du bien-étre associée a une hausse du
I
carbone atmosphérique ; son signe porte la perte sociale.

o A = 0W;/OCy est I'utilité marginale de la consommation : elle fournit le

numéraire monétaire.

AgY oW,/ OMAY
CSC; = —1000 x —2% ~ —1000 x — L7t
! i X oW, /8,

Interprétation
Le CSC est la perte de consommation équivalente causée par une tonne de COo

supplémentaire : il capitalise toute la chalne future carbone—climat—économie.
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Coit social du carbone (USD/t) Variation de consommation (% vs laisser-faire) Réchauffement évité (*C vs laisser-faire)

00
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10 05
2020 2030 2040 2050 2060 2070 2080 2090 2100 2020 2030 2040 2050 2060 2070 2080 2090 2100 2020 2040 2060 2080 2100

o Le CSC résume l'arbitrage du planificateur, en termes de bien-étre, entre la
baisse de M; et la perte de consommation C; qui 'accompagne ;
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Coit social du carbone (USD/t) Variation de consommation (% vs laisser-faire) Réchauffement évité (*C vs laisser-faire)
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o Le CSC résume l'arbitrage du planificateur, en termes de bien-étre, entre la
baisse de M; et la perte de consommation C; qui 'accompagne ;

o Dans cette simulation, la politique optimale réduit la consommation de 0,2%
afin d’éviter 0,55°C' de réchauffement en 2100 ;

€ sonsome 59/71



Coit social du carbone (USD/t) Variation de consommation (% vs laisser-faire) Réchauffement évité (*C vs laisser-faire)

2020 2030 2040 2050 2060 2070 2080 2090 2100 2020 2030 2040 2050 2060 2070 2080 2090 2100 2020 2040 2060 2080 2100

o Le CSC résume l'arbitrage du planificateur, en termes de bien-étre, entre la
baisse de M; et la perte de consommation C; qui 'accompagne ;

o Dans cette simulation, la politique optimale réduit la consommation de 0,2%
afin d’éviter 0,55°C' de réchauffement en 2100 ;

o La consommation courante est similaire entre les scénarios vers 2090 ; cela
n’implique pas une équivalence en termes de bien-étre intertemporel.
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Coltit social du carbone

e Comment récupérer le CSC si nous n’avons pas de multiplicateur lagrangien ?
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Coltit social du carbone

e Comment récupérer le CSC si nous n’avons pas de multiplicateur lagrangien ?

e On peut utiliser le probleme statique de ’entreprise, conditionnellement au
niveau de production Y; :

. %
min Orepg” Yy  + 1 (1 — ) Yy
ue€[0,1] S—

cott d’atténuation Emissions résiduelles taxées
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Coltit social du carbone

e Comment récupérer le CSC si nous n’avons pas de multiplicateur lagrangien ?

e On peut utiliser le probleme statique de ’entreprise, conditionnellement au
niveau de production Y; :
min 91,t,uf2YZ + 7 or(1— ) Yz
—_——

/»Lte[ovl]
cott d’atténuation Emissions résiduelles taxées

o Condition du premier ordre en i :

0201+ 9,1
e

fo—1
ol pp” Yy = oYy = |1 = >
t
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Coltit social du carbone

e Comment récupérer le CSC si nous n’avons pas de multiplicateur lagrangien ?

e On peut utiliser le probleme statique de ’entreprise, conditionnellement au
niveau de production Y; :

. %
min Orepg” Yy  + 1 (1 — ) Yy
ue€[0,1] S—
cott d’atténuation Emissions résiduelles taxées

o Condition du premier ordre en i :

0201+ 9,1
e

fo—1
ol pp” Yy = oYy = |1 = >
t

o Cette taxe est exprimée en milliers de milliards de dollars par gigatonne de
carbone. En dollars par tonne de COg :

012

109

car 1 C+C = 102 tonnes de carbone et 1 millier de milliards de dollars vaiit

T, = x 1 = 1,000 X 74

64/71




Résumé




Lignes directrices pour I’examen

e Equations : vous n’avez pas besoin de mémoriser chaque équation par coeur.
Vous devez toutefois pouvoir expliquer leur role, leurs variables et leur

interprétation.

En bref, concentrez-vous sur la compréhension, 'interprétation et le raisonnement.
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Lignes directrices pour I’examen

« Equations : vous n’avez pas besoin de mémoriser chaque équation par coeur.
Vous devez toutefois pouvoir expliquer leur role, leurs variables et leur
interprétation.

e Questions de cours : vous devez maitriser les concepts, définitions et

mécanismes abordés au fil des séances.

En bref, concentrez-vous sur la compréhension, 'interprétation et le raisonnement.
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Lignes directrices pour I’examen

e Equations : vous n’avez pas besoin de mémoriser chaque équation par coeur.
Vous devez toutefois pouvoir expliquer leur role, leurs variables et leur

interprétation.

e Questions de cours : vous devez maitriser les concepts, définitions et
mécanismes abordés au fil des séances.

« Notebooks et simulations : il n’est pas nécessaire de connaitre le code par
coeur. En revanche, vous devez comprendre et interpréter les sorties vues en

cours : graphiques, tableaux et résultats numériques.

En bref, concentrez-vous sur la compréhension, 'interprétation et le raisonnement.
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Je vous remercie !

gauthier@vermandel.fr
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