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1 Introducere

In lucrarea de fati imi propun si analizez argumentele lui W. V. Quine si Hilary Putnam in legituri
cu teza nedetermindrii referintei. Md voi concentra cu precddere asupra argumentelor formale prin
care cei doi autori incearca sa isi justifice pozitia. Mai precis, Imi propun sd ofer constructia logica
de care Quine are nevoie pentru a-si formula asa-numitul argument prin functii proxy; si, similar,
sd introduc teoremele folosite de Putnam in cadrul argumentului sdu de teoria modelelor. Desi
cele doud argumente sunt similare din punctul de vedere al concluziei pentru care militeaza, voi
incerca sd ardt cd argumentul lui Quine este mai parcimonios 1n legdturd cu premisele de care are
nevoie, motiv pentru care voi considerd ci este mai imun la critici. Imi voi propune, totodati,
sd indic punctele slabe ale argumentului de teoria modelelor al lui Hilary Putnam, identificand in
sfera de aplicare a metodei lui formale o posibild sursd de eroare.

Din punct de vedere tehnic, destinatia la care vor ajunge definitiile si demonstratiile pe care
le voi oferi este teorema Lowenheim-Skolem. In termenii cei mai generali cu putinti, am putea
spune cd ea priveste relatia dintre limbaje formale si referinta lor. Descrisa astfel, ea ar parea sa
adreseze de la bun inceput o problemi eminamente filosofici: problema referirii. Insi limbajul si
lumea de care se leaga teorema Lowenheim-Skolem sunt constructii formale ale logicii matematice
si nu e obligatoriu ca ele sa coincida, fard o discutie suplimentard, cu conceptele numite identic
pe care le intrebuinteaza un filosof. Orice astfel de discutie ar trebui si clarifice mai intai sensul
tehnic matematic al teoremei, inainte de a arita cum fi poate fi realizati puntea citre filosofie. in
primele doud sectiuni Tmi propun sa pun bazele acestei discutii tehnice, urmand apoi sa ardt cum
se impleteste ea cu probleme din filosofia matematicii si filosofia limbajului. Cu exceptia cazului
in care voi mentiona altceva, notiunile de teoria modelelor sunt adaptate din Kirby 2019.

2 Limbajul

., On mastering a finite vocabulary and a finitely stated set of rules, we are
prepared to produce and to understand any of a potential infinitude of

sentences.”
— Davidson 1967

Sa Incepem prin a introduce limbajul logicii de ordinul I, Induntrul caruia atat Quine cat si
Putnam vor presupune cd poate fi formalizata Tntreaga stiintd. Vom introduce, pe rand, vocabularul
unui limbaj formal (la care ne vom referi drept semndtura lui), apoi termenii care pot fi definiti pe

baza acestui vocabular si, in fine, formulele de ordinul I.

Definitia 2.1 (Semnituri). O semndturd L e un tuplu (R, F, C, V, ar), unde:



i

il

il

v

V.

. R este o multime de simboluri pentru relatii;
. F este o multime de simboluri pentru functii;
. C este o multime de simboluri pentru constante;
.V este o multime de simboluri pentru variabile;

. ar este o functie care atribuie fiecarui simbol un numar natural pozitiv numit aritate.

Definitia 2.2 (Termeni). Multimea termenilor lui L se defineste recursiv astfel:

L.

il.

iii.

1v.

orice simbol de variabild e un termen;
orice simbol de constantd e un termen;

dacd f e un simbol de functie cu aritate n si 7y,...,t, sunt termeni, atunci f(ty,...,f,) € un

termen;

doar ceva construit prin clauzele i. — iii. in numadr finit de pasi e un termen.

Definitia 2.3 (Formule). Multimea formulelor lui L se defineste recursive astfel:

i

il.

iil.

1v.

V1.

a.

. daca 1 si tp sunt termeni, atunci (t; =t,) e o formula;

dacdty,...,t, sunt termeni si R e un simbol de relatie de aritate n, atunci R(t, ...,t,) ¢ o formula

Formulele construite doar prin clauzele i. — ii. se numesc formule atomare, pentru ca ele

servesc drept unitdti de baza care pot fi compuse prin conectori logici:
dacd ¢ e o formula, atunci ¢ e o formula;

dacd ¢ si ¥ sunt formule, atunci @ A ¥ e o formula;

Formulele construite doar plin clauzele i. - iv. se numesc formule necuantificate.

dacd ¢ e o formula si x e o variabild, atunci 3x @ e o formula;

O variabild care nu e legatd de un cuantificator se numeste variabild liberd. O formuld lipsita

de variabile libere se numeste enunt.
doar ceva construit prin clauzele i. - v. in numar finit de pasi e o formula.
In plus, vom stipula urméatoarele echivalente intre formule:

@ V Y e o prescurtare pentru =(—=¢ A ~Y)



b. Vx ¢ e o prescurtare pentru —(3x—¢)

Iatd un fapt care se va dovedi crucial in demonstratia teoremei Lowenheim-Skolem: regulile
de constructie a formulelor oferite mai sus produc o multime infinit numdrabild de formule, si nu

mai mult de atat. Demonstratia acestui fapt se poate gasi in anexa la sectiunea 9.2.

Am oferit pana acum o serie de reguli prin care se pot construi formule logice cu un anumit vo-
cabular. Avansul pe care 1-am facut nu este nicidecum neinsemnat. Am putea, deja, suplini regulile
de constructie ale formulelor cu o multime de reguli de deductie, adica reguli de rescriere, si am
putea astfel demonstra enunturi noi. In punctul in care ne aflim, insi, termenii logici si formulele
care sunt compuse din ei nu poseda inca o semnificatie; nu sunt Tncd nimic mai mult decat simple
inldntuiri de simboluri. Dacd nu am avea de a face cu cuantificatori Tn limbaj, am putea asocia o
semnificatie formulelor intr-o maniera foarte simpla: pur si simplu am asocia valori de adevar for-
mulelor atomare si am face demonstratii semantice pe baza tabelelor de adevar. Dar cuantificarea
complicd acest calcul. Cuantificarea, in interpretarea ei clasicd, necesitd mai mult decat valori de
adevdr — necesita lucruri peste care sd se cuantifice. Pentru un logician, asta inseamna cd e nevoie
de un domeniu pentru a da sens formulelor cuantificate. Iar pentru un filosof aplecat spre logica
formald, acel domeniu reprezintd o ontologie. Vom vedea in continuare cum se pot introduce precis
aceste notiuni, sub denumirea tehnica de ,,structuri”’, pe care o vom tot folosi de-a lungul acestei

lucrari.

3 Interpretarea limbajului

Definitia 3.1 (Structuri). O L-structura &7 constd intr-o multime A numita domeniu si o multime

de interpretdri:
1. pentru orice simbol relational R de aritate n, o submultime R alui A"
ii. pentru orice simbol de functie f, o functie /' : A" — A;

iii. pentru orice simbol de constantd c, un element c? din A.

Definitia 3.2 (Interpretarea termenilor). Interpretarea unui termen ¢(X), unde X este o listd xy, ..., x,

de variabile libere prezente in termenul 7, este o functie t7 . AM A, definita astfel:
i. dacii t e constanta c, atunci 7 este functia constantd care ia valoarea c?:
ii. daciis e ai-a variabil din X, x;, atunci ¥ (@) = a;;

iii. daci te functia f(t,...,t,), atunci t (@) = f< (t{ (a),...,t7 (@)).
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Definitia 3.3 (Interpretarea formulelor). Fie ¢(X) o L-formuld cu variabile libere, <7 o L-structura
si a o listd oarecare de elemente ale lui A. Atunci, spunem cd &7 satisface @(X) cu parametrii @,
definind recursiv relatia &7 = @(a):

i. o |=11(a) = t2(@) daci si numai daci 17 (@) = t57 (a)
ii. o =R(t(@),...,ta(@)) dacd si numai daci (7 (a),...,t5” (@)) € R¥
iii. o/ = —¢(a) daca si numai dacd o7 [= ¢(a)
iv. & |= (@ Ay)(a) dacid si numai dacd &7 = @(a) si & = y(a)
v. & |=3¢(x,a) dacd si numai daci existd un b € A asa incat o7 = ¢(b,q)

Dacd ¢ e un enunt si </ |= ¢, spunem cd </ este model pentru ¢. Dacid I' e o multime de
enunturi si &7 = @ pentru orice ¢ din I, vom scrie <7 |=I" si vom spune ca <7 este model pentru
I.

Acum, daca cel care citeste va avea o aplecare filosofica, ar putea protesta: cum ar putea
definitia 3.3 sd reprezinte o atribuire de sens pentru formulele din limbajul L, din moment ce
acele propozitii la care se reduce adevarul formulelor lui L raman neinterpretate? Cu alte cuvinte,
la ce bun sd instituim o relatie de felul ,,dacd si numai daca” intre doud propozitii, daca sensul
propozitiei din dreapta acestei relatii este la fel de obscur ca al celei din stinga? Cum ne-ar putea
clarifica intelegerea, de pildd, sa afirmdm cd interpretarea unui simbol f din L este o functie, din
moment ce nu am explicitat in prealabil cum interpretam cuvantul ,,functie”? Aceastd observatie
ar surprinde diferenta dintre ceea ce a fost numit, gratie lui Tarski, limbaj obiect si metalimbaj.
In cazul nostru, L reprezinti limbajul obiect, iar limbajul (natural) in care am definit relatia de
satisfacere a formulelor lui L este metalimbajul. Intelegerea metalimbajului este presupusd atunci
cand el este folosit pentru a defini interpretarea limbajului obiect. Mai departe, metalimbajul poate
fi si el supus interpretdrii unui metametalimbaj, ocupand astfel locul unui limbaj obiect; Tnsa regre-
sia la infinit e prevenita prin faptul cd, intr-un punct anume din ierarhia metalimbajelor, adevarul
unei propozitii in limbajul aflat pe acea pozitie a ierarhiei nu va mai fi controversabil. In general,
acel limbaj necontroversabil va fi considerat a fi chiar limbajul natural — parafrazandu-1 pe Quine,

trebuie sa ne multumim sa ludm de bun limbajul natural. Vom reveni la aceastd remarca.

4 Un exemplu de structura. Teorema lui Tarski.

Avem acum la dispozitie aparatul formal necesar pentru a construi modele pentru multimi de
propozitii formale. Ce Tnseamnd asta, in concret, pentru cineva preocupat de probleme filosofice?

Iatd un raspuns care merge 1n aceeasi directia in care va trata Hilary Putnam relatia dintre filosofie
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si teoria modelelor. Fiecare disciplind stiintificd are propriul ei vocabular si se sprijind pe propriul
ei nucleu de adevaruri incontestabile. Am putea, atunci, asocia vocabularului stiintei o semnatura
(sd 11 spunem L), si am putea incerca sa formuldm nucleul dur al disciplinei ca o multime de L-
formule de ordinul I (sa le spunem axiome). Sigur, disciplinele formale precum matematica sunt
cele care se preteazi cel mai bine la un asemenea procedeu de inregimentare logici. Insi, a priori,
nu este evident niciun motiv pentru care stiintele empirice nu ar fi si ele formalizabile in logica
de ordinul I. Sd luam, asadar, exemplul teoriei multimilor. In mod minimal, vocabularul ei consti
intr-un singur simbol relational, €. Avem, deci, L = (€) — dar va fi in general mult mai comod
sa folosim si simboluri precum ,,2”, ,,J”, ,,X”, ca prescurtdri pentru formule mult mai lungi care
contin doar €. Axiomatizarea cea mai comund consta in noud formule, axiomele ZFC. Accentul
filosofic al acestei lucrdri nu ne va permite sd intrdm in prea multe detalii in legdturd cu axiomele
teoriei multimilor, desi ne vom folosi de ele pentru a oferi demonstratiile metateoretice de care vom
avea nevoie; ele sunt enumerate in anexa la sectiunea 9.1. Aceste axiome, luate Tmpreund, permit
definirea conceptelor matematice comune, precum perechi ordonate, relatii, functii, bijectivitate,
cardinali. Avem, asadar, o semniturd si o multime de formule' construite in limbajul respectiv.
Mai avem nevoie de un lucru — sa facem acele formule sa fie adevdrate. Pentru asta, avem nevoie
de o semantica, deci de un domeniu si de o functie de interpretare.

Ne vom intreba, deci: Tn ce domeniu, si sub ce interpretare a simbolului €, sunt adevdrate
axiomele teoriei multimilor? ,,in domeniul tuturor multimilor, fireste! Si ce alti interpretare, alta
decat interpretarea lui uzuald ca apartenentd?” Acest raspuns e perfect corect; mai tarziu, ne
vom referi la acest model drept modelul standard al teoriei multimilor. Am putea cu usurintd nota
domeniul tuturor multimilor cu litera V si i-am putea specifica extensiunea drept ,,multimea tuturor
multimilor identice cu ele insele”; adicd, intr-o notatie oarecum mai formala, V = {x | x = x}.
Insi trebuie si fim atenti in ce fel de teorie ne plasim noi, in metalimbaj, atunci cind oferim un
astfel de rispuns. in general, multimea V definiti astfel s-ar putea nici micar si nu fie un obiect
despre care putem trata. Acesta ar fi cazul, de exemplu, dacd metateoria noastra ar fi tot teoria
multimilor, pentru ci ,,clasa tuturor multimilor” nu e o multime conform axiomelor ZFC.? Iar daci
metaaxiomele cu care lucram sunt doar axiomele teoriei multimilor, in mod cert nu vom putea sa
definim interpretarea modelului (V, €), ca urmare a unui rezultat limitativ demonstrat de Tarski, pe
care 1l vom detalia mai jos.

Ce incepem sd intuim este cd atunci cand definim un model pentru teoria multimilor, trebuie sa

ne aflim deja intr-un limbaj mai expresiv decat cel al teoriei multimilor. Acest fapt nu vizeaza doar

Ipe parcursul acestei lucrdri, voi folosi interschimbabil termenii ,,multime de formule” si ,teorie”

ZPentru a vedea de ce, s presupunem ci V ar fi o multime si s3 definim multimea R = {x € V | x ¢ x}. Datoriti
axiomei specificatiei, R ar trebui si desemneze o multime, deci un obiect al ZFC. Insi, desigur, aceasti multime ar
cauza paradoxul lui Russell, deci V nu e o multime conform ZFC. In general, o teorie nu isi poate vedea clasa tuturor
obiectelor ei tot ca un obiect al teoriei.



modelul (V, €) pe care l-am oferit ca prima sugestie de structurd. El se inscrie intr-un principiu mai
general: nicio interpretare a limbajului teoriei multimilor nu poate fi oferita tot in limbajul teoriei
multimilor. E nevoie de un limbaj mai expresiv pentru a putea defini predicatul |= pe care 1-am
introdus 1n 3.3, si, in general, e nevoie de un limbaj mai expresiv pentru a defini orice predicat care
exprimd adevdrul formulelor dintr-un limbaj. Acest lucru este cunoscut drept teorema lui Tarski,
pe care o voi enunta si demonstra pe scurt in cele ce urmeaza.

Sd desemndm predicatul de adevar prin simbolul ,,T” si sd 1l considerdm ca relatie unard pe
formule. Ca ,,exprimd adevarul formulelor din limbaj” inseamna cd, pentru orice formuld ¢, ar fi
adevirat ¢ <= T(¢). Insi o astfel de notatie nu ar fi tocmai exacti. T nu poate fi propriu-zis
o relatie unard pe formule, si deci nu putem lua ¢ ca parametru al lui T, pentru cd o formuld nu
e o multime, iar noi incercim si definim T ca predicat al teoriei multimilor. Insi am vizut in
9.2 cd existd o asociere unu la unu a formulelor cu numerele naturale — or numerele naturale
sunt reductibile la multimi. Godel defineste Tn mod explicit o astfel de functie; fara a intra in
detaliile constructiei ei, sd o notam cu g(¢). T ar putea fi, atunci, o relatie pe numere naturale, iar

echivalenta s-ar putea rescrie ca ¢ <= T(g(9)).
Teorema 4.1 (Tarski). Predicatul T nu poate fi definit in teoria multimilor. [Jech 2006]

Demonstratie. Vom folosi un argument diagonal. Folosind functia lui Godel, putem sa ordo-
nidm formulele din limbaj dupa numarul natural care le este asociat. Fie formula y(x) definita
ca T (g(@«(x))), unde @, indicd formula cireia ii este asociat numéarul x. Formulei y ii cores-
punde propriul numar natural, sd ii zicem k. Atunci, y(k) <= —T(g(@(k))) (din definitie) <~
—T(g(y(k))) (din alegerea lui k) . Dar, din presupunerea cd T e predicat de adevar, y(k) <=
T(g(w(k))). Am obtinut o contradictie. O

Pentru a ajunge la acest rezultat, ne-am folosit Tn mod esential de capacitatea autoreferentiala a
teoriei multimilor, aplicidndu-i lui y(x) propria ei godelizare ca parametru. Nu avem, insd, niciun
motiv sd presupunem cd orice limbaj ar avea capacitate autoreferentiald. Asadar, desi in teoria
multimilor putem demonstra ca nu exista un predicat de adevdr, in limbaje mai putin expresive acest
stil de demonstratie nu ne este disponibil Tn mod necesar. Cu toate acestea, concluzia demonstratiei
este mult mai larg aplicabili decét doar in legituri cu teoria multimilor. Intr-adevir, niciun limbaj
nu isi poate defini propriul predicat T. Semantica unui limbaj formal nu poate fi oferitd decat de pe
pozitiile unei teorii de fundal mai puternice; pentru cd, asa cum ilustreazd definitia 3.3, semantica

constd in traducerea limbajului obiect in metalimba;.



S5 Nedeterminarea referintei si argumentul prin functii proxy

Acum ca am introdus mijloacele de baza prin care se construieste un limbaj formal si prin care
1 se atribuie o semanticd, putem formula intrebarea centrald aflatd la intersectia dintre filosofie si
teoria modelelor. Si anume: care este relatia dintre o teorie si modelele sale posibile? Ce fel
de constrangeri impun enunturile unei teorii asupra domeniului care trebuie sd le satisfaca? Spre
exemplu, sunt oare domeniile unic determinate pentru fiecare teorie? Ori, daca nu orice teorie 1si
determind Tn mod unic modelul, am putem spera mdcar ca o teorie cu suficiente constrangeri sa isi
caracterizeze 1n Intregime obiectele despre care trateaza?

Ca asemenea intrebari atrag interes filosofic nu e greu de explicat. Nu e absurd sd spunem
cd atunci cand vorbim despre /ume, in limbajul comun sau in limbajul tehnic al unei stiinte, ne-o
inchipuim ca fiind o multime de obiecte si de relatii Tn care intrd acele obiecte. Iar acele relatii
obiective sunt cele in virtutea cdrora parerile noastre sunt adevdrate sau false. Privitd astfel, lumea
ia aparenta unui model, iar intersectia ontologiei cu teoria modelelor inceteazd sa mai para o ala-
turare arbitrard de domenii. Iatd atunci 1n ce constad pentru un filosof Tnsemnétatea intrebarilor din
paragraful anterior. Stim c4d teoriile noastre curente au succes. Dar despre ce lume trateaza aceste
teorii? Succesul lor ne garanteazd totodatd accesul imediat la realitate, asa cum e ea in sine? Sau
este posibil ca teoriile noastre sa fie tot atat de bine satisfacute de o multime de ontologii diferite,
dintre care si ne fie imposibil si alegem una singurd corecti, reald? In mod dezamigitor pentru
cel care pastreaza aspiratia accesului imediat la realitate, vom vedea ca mijloacele formale pentru
a varia modelele oricarei teorii existd. Teorema Lowenheim-Skolem, 1n diferitele ei forme, este o
astfel de afirmatie existentiald. Insi riméne deschis dezbaterii filosofice dac# aceste mijloace for-
male sunt aplicabile in contextul general al tuturor stiintelor; si dacd, chiar aplicabile fiind, existi
criterii de a distinge realitatea de celelalte ontologii posibile.

Situatia in care o teorie admite mai multe modele poate fi exemplificata fard a face uz de apara-
turd formald suplimentard. Numerele naturale, de pilda, pot fi identificate cu multimi fie in maniera
propusa de Frege (numarul n este clasa tuturor multimilor cu n elemente), fie in cea a lui Zermelo (n
este reuniunea tuturor numerelor mai mici decat n), fie in cea a lui von Neumann (n este multimea
care are ca unic element pe n — 1). Oricare din aceste variante este suficientd pentru a satisface
axiomele lui Peano. Care dintre ele, atunci, surprinde esenta reald a numerelor naturale? In What
Numbers Could Not Be, Paul Benacerraf argumenteaza in favoarea unei conceptii structurale a nu-
merelor naturale. Un numadr natural oarecare, potrivit lui Benacerraf, nu este identic cu niciuna
din multimile propuse de Frege, Zermelo sau von Neumann; pentru ca un numar natural nu e un
obiect, ci este 0 pozitie in progresia tuturor numerelor naturale. Mai general, ce identifica un numar
natural sunt relatiile Tn care el intrd fata de toate celelalte numere. Chestiunea ontologiei numerelor

naturale este astfel retrogradatd ca neesentiald: orice obiect poate sta drept un numdr natural, dacd
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intrd in relatiile corespunzitoare cu celelalte obiecte.® Cu alte cuvinte, pozitia lui Benacerraf este
ca orice model al aritmeticii este acceptabil; fara ca numerele naturale sa fie identice cu elementele
vreunui model 1n particular, ci cu pozitii din structura aritmeticd pe care toate modelele trebuie si
o redea.

Dar a privi ontologia drept neesentiala nu inseamnd a o dizolva ca problemd. Ar fi evident
absurd sd sustinem ca ne putem descotorosi de obiecte 1n favoarea relatiilor, pentru ca relatiile sunt
aplicabile doar intre obiecte. Pozitia lui Benacerraf are, Tn schimb, consecinta de a relativiza ce
obiecte pot sta drept numere naturale. Catd vreme conserva structura relationala de care are nevoie
aritmetica, orice domeniu de obiecte poate sta drept referinta termenilor aritmetici. Am inceput,
deci, prin a ne intreba daca teoriile noastre in ansamblu 1si pot determina Tn mod unic obiectele
care le satisfac si vedem acum, in cazul particular al aritmeticii, ca raspunsul este negativ. Vedem,
cu alte cuvinte, cd aritmetica imprima relatiile Tn care obiectele ei trebuie s intre, insd nu identifica
si obiectele in sine. Obiectele sunt ldsate la latitudinea interpretdrii pe care o acordam limbajului
aritmetic: interpretarea lui Frege, ori a lui Zermelo, ori a lui von Neumann. Este important si
remarcim ci interpretarea e un procedeu lingvistic. In sectiunea 3.3, am vizut ci ea consti intr-o
multime de propozitii construite conform schemei ,,( e adevaratd dacd si numai dacd ®”, unde
¢ e o formula din limbajul obiect si ® e o expresie din metalimbaj. Din punct de vedere filoso-
fic, urméandu-1 pe Davidson, putem echivala o astfel de schemd cu una de tipul @ inseamnd P,
identificand conditiile de adevar ale unei propozitii cu intelesul ei. Asadar, rolul pe care il joacd o
interpretare este cel al unui manual de traducere: specificd in metalimbaj intelesul formulelor dintr-
un limbaj obiect. Iar specificindu-le intelesul, le specifici si referinta. IntorcAndu-te la Benacerraf,
ne putem declara convinsi ca suntem liberi sd variem manualul de traducere a limbajului aritmetic,
catd vreme nu i afectdm structura relationald. Pozitia structuralistd a lui Benacerraf poate fi, deci,
sintetizatd astfel: obiectele aritmetice sunt relative la felul in care limbajul aritmeticii e tradus in
limbajul teoriei multimilor. lar a nu afecta structura relationald ce presupune, in fond? Doar ca
enunturile care ne asteptdm sa fie adevarate (ie.: cele care pot fi demonstrate plecand de la axiome)
sa fie traduse in expresii care sunt adevarate In metalimbaj. Asadar, orice traducere care face teoria
aritmetica sa fie adevarata e acceptabild ca determinant al referintei ei. Parem sa fi descoperit o te-
orie a referintei (in miniaturd) pentru limbajul aritmetic. Rezultatele ar fi Tnsa catastrofale dacd am
aplica-o asupra limbajului in ansamblul lui — din motive care tin de o dezbatere initiatd de Hilary
Putnam, despre care urmeaza sa vorbim.

Dar de ce ne-am gandi sd o aplicdim asupra ntregului limbaj? La mijloc s-ar putea afla te-

merea cd referinta futuror termenilor, nu doar a celor aritmetici, poate fi specificatd Tn moduri

3Benacerraf 1965, in special pp. 69-73. Spre exemplu, ce il identifici pe 3 este ci 1 si 2 sunt mai mici decét el,
iar el este mai mic decat oricare alt numar diferit de 3 insusi. Orice obiect poate ocupa locul lui 3, daca domeniul per
ansamblu satisface conditia lui de identificare sub o interpretare anume a relatiei ,,mai mic decat”.
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multiple. Cand Quine vorbeste despre ,,0 teorie relationalid a ceea ce sunt obiectele teoriilor”,*
argumentele lui merg in aceasta directie. Teza lui este ca traducerea dispozitiilor lingvistice ale
oricdrei alte persoane in limbajul persoanei proprii se poate face in moduri distincte, dar imposibil
de diferentiat empiric. Sub umbrela acestei teze intra o clasd enormad de traduceri, caci ea vizeaza
in egald masurd traducerea unei limbi extraterestre, interpretarea cuvintelor vecinului tdu (care
vorbeste aceeasi limba ca tine, insd care ar putea sd inteleagd altceva prin aceleasi cuvinte) sau
reducerea unei teorii stiintifice la o alta (in sensul in care fenomenele chimice, de pilda, sunt re-
ductibile la fenomene fizice). La baza acestei convingeri std respingerea semnificatiilor ca entitdti
si a numelor ca etichete puse pe respectivele entititi.” Conceptia quineani a semnificatiei este,
in schimb, 1n Intregime empiristd si behavioristd: semnificatiile sunt corelatii Intre stimuli empi-
rici si dispozitii lingvistice. Semnificatia unui enunt precum ,,Pisica std pe masd” constd in acei
stimuli empirici care m-ar determina sa aprob ca pisica std pe masda. O astfel de naturalizare a
semnificatiilor produce ecouri puternice in filosofia limbajului. Spre exemplu: nu toate enunturile
vor avea o semnificatie in mod direct, in sensul cd nu vor fi in general conditionate de niciun stimul
empiric. Acesta e cazul enunturilor teoretice. Ele sunt semnificative doar prin faptul cd adevarul lor
conditioneaza adevarul unor alte enunturi, abia acestea din urma fiind corelate direct cu stimuli.
O consecintd si mai importantd din perspectiva discutiei actuale este cea pe care am formulat-o
mai devreme: traducerile intre aproape orice pereche de limbaje nu sunt unic determinate. Pen-
tru cd o traducere este o functie intre limbaje care conservd semnificatia rostirilor; drept urmare
o traducere trebuie sd transpund enunturi pe care vorbitorul unei limbi ar fi dispus sd le aprobe
sub o multime de stimuli, in enunturi pe care vorbitorul celeilalte limbi ar fi dispus sd le aprobe
sub aceeasi multime de stimuli. Cu alte cuvinte, o traducere trebuie sa trimitd adevaruri Tn adeva-
ruri. Dar existd numeroase functii de traducere intre doud limbaje oarecare care trimit adevdruri
in adevdruri. In consecinti, fiecare din aceste traduceri va atribui o referintd diferitd termenilor
din limbajul-sursa. Asadar, referinta termenilor din limbajul-sursa este relativd la interpretarea in
limbajul nostru pe care le-o oferim. Dacd tot acest mdnunchi de teze filosofice e adevdrat, atunci
consecintele lor se revarsa puternic asupra ceea ce presupune intelegerea unei limbi. Cici actul
de traducere nu ar fi doar o preocupare stramtd a lexicografului: orice interactiune lingvistica cu
altcineva ar presupune o traducere. Pentru a-i intelege pe ceilalti, conform lui Quine, suntem n-
totdeauna obligati sa interpretam discursul lor Tn discursul nostru propriu. Asta in timp ce avem la
dispozitie o multime de interpretdri distincte, Tn mod egal de bune!

Vom vedea in scurt timp cum se poate justifica existenta mai multor manuale de traducere. Insi

inainte de asta trebuie ficute cateva precizdri, 1n lipsa cdrora am risca sd cddem pradad unor conclu-

4Quine 1968, p. 201: ,,[...] a relational theory of what the objects of theories are”.
3Quine descrie metaforic pozitia pe care o critici drept ,,Jimba ca un muzeu”: exponatele sunt semnificatii, numele
sunt placutele indicative din dreptul fiecarui exponat.
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zii absurde. Calificam mai devreme drept ,,enormd” clasa traducerilor vizate de Quine — cam cét
de mare e ,,enorm”, totusi? Ori, pentru a pune problema altfel — ce fel de traduceri sunt excluse din
aceastd clasd? Suntem liberi sd interpretdm vorbirea unui extraterestru si pe a vecinului nostru —
dar suntem liberi sa ne reinterpretam si propriii termeni? Sa vedem, oare ce ar presupune asta? Ar
trebui sd ne angajdm la un manual de traducere care ar avea reguli de tipul ,,«X» se referd la Y”,
in conditiile in care si X, si Y sunt cuvinte din propriul vocabular. De pilda: ,,«Ilepure» se referd la
complemente cosmice ale iepurilor”. Dar asta ar fi contradictoriu! Pentru cd formularea insdsi a
manualului de traducere nu se poate face decat tnduntrul unui vocabular, presupunand deja cunos-
cut Tntelesul cuvintelor folosite 1n regulile de traducere. Atunci cind mentiondm termenul Y intr-o
regula de traducere, 1i folosim semnificatia; dar dacd ne indoim de semnificatia propriilor noastre
cuvinte, trebuie sa admitem ca nici semnificatia lui Y nu e fixatd, deci cd manualul de traducere nu
specificd pana la capat referinta lui X. ,,Daca Intrebam: «Se refera oare ’iepure’ la iepuri?» cineva
poate contra cu urmdtoarea intrebare: «Sa se refere la iepuri in ce sens al lui ’iepuri’ 7», avantandu-
se astfel intr-un regres; avem nevoie de un limbaj de fundal in care si regresim”.® Limbajul de
fundal 1n care vor fi formulate toate manualele de traducere va fi limbajul propriu, pe care, in cu-
vintele lui Quine, trebuie sd acceptim sd il ludim de bun. ,in practici oprim regresul la limbi de
fundal acceptand limba proprie si luAndu-i cuvintele asa cum sunt.”’ Deci referinta cuvintelor unui
strdin este relativa de doua ori: Inti este relativa la un manual de traducere, apoi este relativa la
limbajul de fundal in care respectivul manual de traducere a fost formulat. Acel limbaj este limba
maternd a celui care concepe traducerea; iar de sensul propriei lui vorbiri nu se mai poate indoi.
Asadar, pentru noi insine intotdeauna va fi cazul cd ,iepure” se referd la iepuri. Dar acest
lucru nu ar trebui sd ne consoleze prea mult: limba nu poate fi niciodata privatd, ci e o activitate
sociald. Sd revenim, deci, la teza centrald pe care ne-am propus sd o demonstrdm: cd intotdeauna
vor exista interpretari distincte pentru unul si acelasi limbaj. Argumentul cel mai direct pe care
Quine 1l aduce in favoarea acestei idei este unul de natura formald. Pentru a accepta relativitatea
referentiald a discursului aritmetic, am avut nevoie sa gasim modele diferite pentru aritmetica;
pentru a accepta relativitatea referintei in general, am avea nevoie de o procedurd prin care sa
obtinem un model nou pleciand de la orice model al unei teorii oarecare. Quine demonstreazd
ca cerinta pentru o astfel de procedura poate fi indeplinitd cu usurintd. Dacad am putea specifica o
functie care si asocieze fiecirui obiect dintr-un univers M céte un reprezentant dintr-un univers M,
in asa fel Incat toate relatiile care tineau pentru obiecte din M sa fie reinterpretate ca tinand pentru

reprezentantii lor din M’, am fi capabili si oferim modele distincte pentru orice teorie. Astfel de

6 When we ask, "Does ’rabbit’ really refer to rabbits?" someone can counter with the question: "Refer to rabbits in
what sense of ’rabbits’?" thus launching into a regress; and we need the background language to regress into.” Quine
1968, p. 200.

7,[]n practice we end the regress of background languages, in discussions of reference, by acquiescing in our
mother tongue and taking its words at face value.” ibid., p. 201.

13



functii, Quine le numeste functii proxy; ele ne vor servi ca manual de traducere, ori functii de
reinterpretare. Functii proxy pentru diferite clase de teorii nu sunt greu de gasit. Am mentionat
deja cateva exemple, de altfel. Pe una am folosit-o in demonstratia teoremei 4.1: functia lui Godel.
Cu ajutorul ei am reinterpretat obiectele sintaxei, formulele, ca numere naturale; pe care, la randul
lor, le-am tratat implicit ca fiind multimi. In felul acesta am inglobat discursul despre formule in
discursul despre multimi. Putem da exemple de functii proxy si pentru teorii mai putin abstracte
decét sintaxa. Ne intrebam mai devreme daca am putea reinterpreta ,,iepure” ca referindu-se la
complemente cosmice ale iepurilor. Catd vreme ,,iepure” e rostit de altcineva, am putea. Caci
orice teorie fizicalistd, adica orice teorie ale cdrei obiecte sunt regiuni din spatiu, admite functia de
complement cosmic ca functie proxy;® adici functia care trimite o regiune x din spatiu in intregul
spatiu, mai putin x. Nu e greu de vazut cum poate fi folosita aceasta functie la constructia unui nou
model. Fiecare regiune din spatiu din universul teoriei o Tnlocuim cu complementul ei cosmic; tot
asa, toate relatiile care tineau n vechiul univers Intre regiuni din spatiu vor tine in noul univers Intre
complementele cosmice ale acelor regiuni din spatiu. Daca reinterpretdm apoi enunturile teoriei
ca fiind adevdrate nu despre obiectele si relatiile lor uzuale, ci despre cele cu care le-am inlocuit in
noul univers, vom vedea ca niciun enunt nu-si va schimba valoarea de adevar. Teoria tine la fel de
bine in universul clasic, pe ct tine in universul complementat.” Cu alte cuvinte, teoriei fizicaliste 1i
este indiferenta referinta precisa a termenilor sdi: orice termen X se poate referi si la complementul
cosmic al referintei uzuale a lui X, fara ca adevarul teoriei per ansamblu sa fie afectat.

Acestea sunt, Tnsd, doar cateva exemple particulare. Am putea spera, oare, sa gdsim o functie
proxy pentru orice model al unei teorii? Existd un truc formal care ne confirma ca raspunsul e
pozitiv. Si anume: orice permutare a obiectelor dintr-un domeniu, reflectatd Tn mod corespunza-
tor asupra relatiilor si asupra interpretarii termenilor, conserva adevarul tuturor enunturilor. Vom
vedea 1n continuare cd aceastd afirmatie reprezintd un adevar metalogic demonstrabil cu usurintd
odata ce conceptele necesare sunt introduse. Sa le introducem, asadar.

In afara contextului filosofic, functiile proxy ale lui Quine sunt cunoscute ca scufunddri ele-
mentare: functii care trimit domeniul unui model in domeniul altuia, conservand adevarul tuturor
formulelor. Definitia care urmeaza nu este nimic altceva decat formalizarea a ceea ce am prezentat

deja in limbaj natural.

Definitia 5.1 (Scufundiri). O scufundare a unei L-structuri .7 Intr-o L-structurd 2 este o functie

8Quine [1994] 2008, pp. 457-8.

Inspirandu-ne dintr-un exemplu al lui Putnam, si luim ,,pisici” si ,,pres” ca fiind termenii folositi in sensul nostru
uzual, si ,,pisica*” si ,,pres*” ca fiind termenii (omofoni) folositi de un locuitor al universului complementelor cosmice.
Prin felul In care am construit acest univers — mai precis, datoritd conditiei ca toate relatiile noastre uzuale intre obiecte
sd poarte si asupra reprezentantilor obiectelor din noul model — ,,Pisica* sta pe pres*” e adevarat dacd si numai daca
pisica std pe pres. Asadar, atdt universul nostru cét si universul remodelat sunt Tn acord asupra valorii de adevir a
acestui enunt (si asupra tuturor celorlalte). insi termenii au altd referinti in cele doud universuri. Vezi Putnam 1981,
cap. 2. Vom reveni asupra comentariului lui Putnam.
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7: A — B care satisface urmatoarele conditii:
i. 7 este injectiva (7w (ay) e diferit de w(ay), pentru orice aj, a; € A)
ii : : 5 : B _ o
. pentru orice simbol de constantd ¢ din L, ¢” = 7(c?)

iii. pentru orice simbol relational R din L si orice ay,...,a, € A, (ay,...,a,) € R¥ daci si numai
daci (n(ay),...,m(a,)) € R”

iv. pentru orice simbol functional F din L si orice ay,...,a,+1 € A, F%(al, ceeyAp) = ap41 dacd si
numai daci FZ (n(ay), ..., w(a,)) = t(ans1).

In particular, orice permutare a unui domeniu este o scufundare; adica exact la ce ne-am astepta

dupa ce am parcurs argumentele lui Quine. Sa definim mai precis ce intelegem prin ,,permutare’:

Remarcd. Dacd w este chiar bijectivd, adica pentru orice b € B existd un unic a € A cu n(a) = b,

spunem cd 7 este un izomorfism.

Remarcd. Permutarile sunt cazuri particulare de izomorfisme. Mai precis, o permutare este o

scufundare bijectiva a lui ./ in o7, care nu e functia identitate 7w(x) = x.

Daca exista o scufundare a lui &/ in &4, inseamni asta ca cele doud structuri se acorda in
adevarul tuturor formulelor? Nu neaparat. Scufunddrile asigura ca valoarea de adevar a formulelor
necuantificate ramane neschimbatd. Acest fapt se poate demonstra prin inductie pe formule, insd
demonstratia in sine este oarecum mecanicd si mai putin interesantd pentru o lucrare al cérei scop
principal este unul filosofic; ea poate fi consultatii in anex, in sectiunea 9.4. Insa, desi scufundirile
nu afecteaza satisfacerea formulelor necuantificate, nu acelasi lucru se intampld Tn mod obligatoriu
in legdturd cu valoarea de adevdr a oricdrei formule, inclusiv din cele cu cuantificatori.'”

Putem, atunci, rafina notiunea de scufundare in asa fel Tncat sd ne asiguram ca indeplineste

cerinta de acord absolut al adevarurilor. Am avea, atunci:

Definitia 5.2 (Scufundari elementare). O scufundare 7 a unei L-structuri <7 intr-o L-structurda %
se numeste elementard dacd, pentru orice L-formuld ¢(x) (unde ¥ = xy,...,x, este o listd de L-
variabile care include toate variabilele libere ale lui ¢) si orice lista de parametri ay,...,a, € A, €

adevarat ca:

A = e(ay,...,a,) ddaca B = o(n(ay),...,n(ay))

In particular, se poate demonstra ca:

10Spre exemplu, numerele intregi cu relatia de ordine < formeazi o structuri (7,0, 1, <) care poate fi scufundati
in structura (R,0, 1, <) prin functia identitate 7z(x) = x. Insi (Z,0,1,<) = Vx (x <0)V (x = 1) V—(x < 1), adici in
structura numerelor intregi nu existd niciun numadr aflat intre 0 si 1. Evident, structura numerelor reale nu satisface
aceeasi formula.
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Teorema 5.1. Orice izomorfism € o scufundare elementara.

Demonstratie. Odatd stabilitd teorema 9.4, e suficient sd ardtdm cd pentru orice ¢(X,y) si orice

ai,...,a, € A:

o =3y @(a,y) ddacd Z = Jy ¢(n(a),y)
Conform semanticii tarskiene, avem:

o/ |=Jy ¢(a,y) ddacd existd und € A asaincit o = ¢(a,d)
ddaci exista m(d) € B asaincit Z = ¢(n(a),n(d))
ddacd # = 3y @(n(a),y)

O]
Corolar. Orice permutare e o scufundare elementard; pentru ca orice permutare e un izomorfism.

Aceasta ultima teorema si corolarul ei reies, asadar, aproape imediat din definitii. Iatd, in cu-
vinte simple, ce ne spune teorema: dacd o teorie de ordinul I e adevaratd intr-un model, atunci
e adevdratd 1n orice permutare a elementelor din respectivul model. Reformulat intr-o notd mai
filosoficd, nicio teorie nu este suficient de puternicad incat sa isi determine in mod unic interpre-
tarea termenilor; pentru ca Intotdeauna vor mai exista si alte interpretdri izomorfe (in particular,
permutdri) sub care exact aceleasi propozitii vor fi adevérate.

Or, argumentul lui Quine se prezinta astfel. Presupunand cd am putea formaliza orice teorie din
limbaj natural in limbajul logicii de ordinul I, teorema 5.1 si corolarul ei ar trebui sa fie aplicabile
asupra oricarei teorii. Cu ajutorul ei putem transpune o parte a stiintei in diverse alte parti, putem
transpune cuvintele cuiva care vorbeste aceeasi limba cu noi in diverse interpretiri neomofone, si
putem transpune in diverse moduri o limbd extraterestrd in limba noastra. Iar acest lucru, sustine
Quine, ar trebui sd ne convinga sd abandondm ideea ca existd o referintd absolutd a termenilor
si o ontologie a lucrurilor In sine de care acele referinte apartin; ci doar referintd relativizata la
interpretare si la limbajul de fundal. Pentru ca singurul mod in care referinta poate fi specificatd
este prin traducerea respectivilor termeni in limba noastra comund, ale cdrei cuvinte trebuie sa
le acceptim de bun sensul. Izomorfismele demonstreazd multiplicitatea acestor traduceri — deci
multiplicitatea referintei. Ce este cel mai important, in mod absolut ne putem pronunta doar despre
structura relationald pe care o teorie o imprima asupra obiectelor sale, si pe care orice izomorfism
o conserva prin definitie. Concluzia aceasta este sintetizatd de Quine Intr-o singurd propozitie:

,Structura e ceea ce conteazi la o teorie, nu felul in care i sunt alese obiectele.”!! Aici gasim

I Structure is what matters to a theory, and not the choice of its objects.” Quine 1981, p. 20.
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esenta argumentului quinean pentru nedeterminarea referintei.

Remarcabil este cd rationamentul lui Quine are nevoie de foarte putine presupozitii ca sa
functioneze. Existenta izomorfismelor e un adevar logic; mai departe, trebuie doar sd acceptam
1. ca ontologia este o functie a limbajului, si nu viceversa (,,a fi Tnseamna a fi valoarea unei va-
riabile”), si in consecintd 2. cd semnificatiile nu sunt entitdti in sine, mai presus de felul n care
e folosit limbajul. E adevdrat, cineva care preferd in filosofia matematicii sda adopte o pozitie pla-
tonista ar refuza pozitia 1., sustinand ca limbajul aritmetic e construit cu infentia de a se referi la
ceva independent de el. Acel ceva poate fi luat In varii moduri: ar putea fi entititi bona fide din
universul platonic, sau ar putea fi continuturi ale intuitiei. Aceasta e o problema care va deveni
relevantd odatd ce vom trece la discutia teoremei Lowenheim-Skolem. Deocamdatd, nsd, dintr-un
punct de vedere pur empirist, € complet plauzibil sd acceptam premisele de care are nevoie Quine
si, deci, sa 1i acceptdm concluzia. Dar trebuie totusi sd tratdm cu delicatete concluzia lui Quine
si sd nu ne avantam in presupuneri care depasesc ce a fost demonstrat. Céaci concluzia nu e una
scepticd, nici antirealista: existd o lume exterioard, iar cuvintele proprii ale oricdrei persoane se
referd la obiecte externe din realitate in mod complet determinat. Doar in ochii altuia obiectele
din realitate devin locuri intr-o structurd. Chiar fard a fi scepticd, aceasta e o afirmatie absolut
remarcabild: Benacerraf inlocuia ontologia aritmeticii cu o structurd relationald; Quine Tnlocuieste
ontologia oricdrei teorii cu o structura relationald.

Urmatorul pas din miscarea de dizolvare a ontologiei e al lui Hilary Putnam. Pozitia lui este de
departe cea mai radicald dintre toate. Putnam incearca sd ne convingd cd, ducand premisele pana
la consecintele lor ultime, referinta nu e fixata nici mdcar pentru vorbitor. Ca urmare, aproape
orice teorie poate fi adevarata, In sensul de a corespunde unor stdri de fapt din lume, cici suntem
liberi sa stabilim orice corespondentd a termenilor ei cu lumea dorim. Putnam recunoaste absur-
ditatea acestei concluzii si identificd problema in premisele asumate. Anume, in premisa cd existi
o realitate exterioard, independentd de mintea umana si de capacititile noastre de a o cunoaste.
Dacd argumentul lui are sa fie unul de succes, Putnam ar vrea sd inlocuim realismul semantic —
teza conform careia adevarul unui enunt depinde de referinta termenilor lui din realitatea obiec-
tiva — cu o pozitie antirealistd. Adicd ar vrea sd 1l urmdm in a crede cd adevarul unui enunt e
determinat de existenta unei proceduri de investigatie prin care am putea ajunge noi sa aprobam
respectivul enunt, fard a tine cont de vreo presupusa corespondentd a lui cu realitatea. Putnam
incearca, asadar, sd facd pasul de a ceda in intregime locul referintei 1n filosofia limbajului in fa-
voarea normelor de comportament social. Nu e deloc evident, la o prima vedere, cum ar putea fi
dus acest tel 1a buna indeplinire. Modul 1n care incearcd Putnam sd 1si construiascd argumentul este
tot unul cvasiformal, asa cum este si argumentul lui Quine prin functii proxy. Putnam invoca teo-
rema Lowenheim-Skolem, folosindu-se astfel de o formd mai puternica de echivalenta lingvistica

decat pot oferi izomorfismele. Cici teorema Lowenheim-Skolem garanteazd ca anumite teorii pot
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fi satisfacute de modele de cardinalitdti diferite, pe catd vreme izomorfismele nu pot fi instituite
decat intre modele de aceeasi cardinalitate. Teorema Lowenheim-Skolem este ea Tnsdsi Tncarcatd
filosofic; nu pentru cd demonstratia ei ar avea nevoie de vreo presupunere filosoficd, ci pentru cd
incd de cand a apdrut a provocat dezbateri in legdturd cu interpretarea corecta a axiomelor teoriilor
formale. Este orice model care satisface axiomele teoriei multimilor, de pildd, o referinta accepta-
bild pentru termenii teoriei multimilor? Are sens sd vorbim despre vreo intentie referentiald care sa
fi fost atribuitd limbajului teoriei multimilor atunci cind teoria multimilor a fost axiomatizatd? Sau
suntem liberi sd alegem orice referinta dorim, cu conditia ca ea sa faca teoria adevdratd? Acesta
este tipul de intrebari filosofice care Tnconjoard teorema Lowenheim-Skolem. Vom vedea ca si au-
tori care altminteri s-ar pronunta pentru o forma de structuralism vor sustine cd unele modele sunt
pur si simplu inacceptabile. Din discutia aceasta care tine de filosofia matematicii se va inspira
Putnam pentru a-si apdra antirealismul generalizat, luand partea celor care sustin ca nu exista nicio
intentie de a te referi la un anumit model 1n formalizarea teoriilor. Sd facem, asadar, un ocol pand
in anii *20 ai secolului trecut, cand Thoralf Skolem propune o demonstratie noud pentru o teorema
a lui Leopold Lowenheim, si remarcd un aparent paradox pe care aceastd teoremd ar parea ca il

genereazd in teoria axiomatizata a multimilor.

6 Teorema Lowenheim-Skolem si paradoxul lui Skolem

Sd incepem prin a defini notiunile cu care teorema Lowenheim-Skolem va lucra. Primul lucru
remarcabil pe care ea 1l demonstreaza este ca doud structuri pot fi puse in acord in legiturd cu
adevarul tuturor propozitiilor, farad a fi Tnsd izomorfe. Numele tehnic pentru o astfel de structurd

este acela de substructurd elementard. Sa vedem, pentru inceput, ce anume este o substructura:

Definitia 6.1 (Substructuri). O structurd <7 se numeste substructura a lui % daca A C B si functia

identitate 7: A — B m(x) = x este o scufundare a lui 7 in 4.
Urmatoarea teoremd e o consecintd imediata a incluziunii lui A in B:

Teorema 6.1. Fie <7 o L-substructurd a lui %4. Fie ¢(&,y) o L-formuld necuantificatd si a € A.

Atunci:

Dacd # =Yy ¢(a,y), atunci &7 =Yy ¢(a,y).

Dacid <7 =3y ¢(a,y), atunci B = 3y ¢(a,y).

Demonstratie. Demonstratia poate fi oferitd cel mai precis prin explicitarea conditiilor de adevar

pentru cele doud formule, insa esenta demonstratiei poate fi surprinsd in céteva cuvinte astfel.
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Intrucat A C B si functia de scufundare a lui A in B este identitatea, este evident cd dacd toate
elementele lui B satisfac o anumita proprietate, atunci si elementele Iui A o vor satisface; si daca

existd un element Tn A care satisface o anumita proprietate, atunci acel element va fi si in B. [

Acum, la fel ca in cazul scufundarilor oarecare, putem defini o versiune mai tare de substruc-

turd; si anume, una care conserva valoarea de adevar a futuror formulelor structurii mai mari.

Definitia 6.2 (Substructuri elementare). O L-substructurd .o/ a lui 2 este substructura elementard,
o/ < A, daci scufundarea lui A in B, 7: A — B m(x) = x, este o scufundare elementara.

Cu alte cuvinte, &/ < Z daci, pentru orice L-formuld ¢(X) (unde X este o listd de L-variabile
care include toate variabilele libere ale lui ¢) si orice listd de parametri ay,...,a, € A, e adevarat

v

ca:

A = elay,...,a,) ddacd B = ¢(ay,...,ay)

Intuitiv vorbind, ce are in plus o substructurad elementara fata de una oarecare este ca mentine si
adevarul formulelor cuantificate existential. Cu alte cuvinte, daca existd o instantd a unei formule
existentiale in domeniul structurii mai mari, acea instanta trebuie sd aibd un corespondent care si
satisfacd aceeasi formuld existentiald si in domeniul substructurii (e posibil ca instanta insdsi sd
isi fie propriul corespondent). Aceasta este intuitia care std la baza testului Tarski-Vaught pentru

verificarea elementaritdtii unei substructuri.

Teorema 6.2 (Testul Tarski-Vaught). Fie .o/ o L-substructurd a lui 4. Fie, de asemenea, o L-
formuld ¢(x,y) si parametrii @ € A, b € B cu proprietatea cd # = ¢(a,b). </ e o substructura

elementard a lui 9 daci si numai daci existd un d € A asa incit Z = ¢(a,d).

Demonstratie. Prin teoremele 9.4 si 6.1, stim deja ca ./ conserva toate formulele lui %, cu
exceptia celor existentiale. Trebuie, asadar, doar sa ardtim cd .o/ conserva adevirul formulelor
existentiale daca si numai dacd proprietatea din enuntul teoremei e indeplinitd. Sa demonstram
atunci ambele laturi ale acestei echivalente.

Fie ¢(%,y),a€ A, b € B, cu # = ¢(a,b). Asadar,  |= 3y ¢(a,y). Fie &7 o substructura a lui
B.

Presupunem ci existd d € A asa incit & = ¢(a,d). Cum <7 e o substructurd a lui # si a, d se
regiisesc in A, e adevirat cd o |= ¢(a,d). Deci o/ =3y ¢(a,y), de unde o < A.

Sé presupunem acum cd &/ < A. Conform definitiei 6.2, dacd # = Jy ¢(a,y), atunci &/ =
Jy ¢(a,y). Sa reformuldm acest conditional in lumina conditiilor de adevér ale formulelor cuan-
tificate existential introduse in definitia 3.3: daci existd un b € B asa incat & = ¢(a,b), atunci

existd un d € A asa incat &7 |= ¢(a,d). Antecedentul e satisfacut prin ipoteza, deci consecventul e
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adevdrat. Iar cum A C B, stim cd acel d € B, deci d este o instanta pentru formula existentiala ¢ si

in structura #. Formal, existd un d € A asa incat #Z = ¢(a,d). O

E momentul acum si demonstrim prima varianti a teoremei Lowenheim-Skolem. In forma
ei modernd, teorema ne garanteaza cd de la orice submultime a domeniului unei structuri putem
obtine domeniul unei substructuri elementare, daca addugdm cel mult o infinitate numarabild de
elemente noi la respectiva submultime. Cum poate un fapt atit de tehnic sd aibd orice fel de
importanti filosofici vom arita dupi ce vom oferi demonstratia. Inainte de asta, insi, ce este mai
suprinzator e cd enuntul teoremei pe care a demonstrat-o Skolem pare sd aiba foarte putin de-a face

cu enuntul pe care tocmai l-am formulat. Iatd formularea lui Skolem din 1920 pentru teorema:

Teorema (Skolem 1920). Orice propozitie in forma normala fie este o contradictie, fie este satisfi-

abild intr-un domeniu finit sau infinit numérabil.'?

Ce vom demonstra in continuare e un caz mai general decat cazul tratat de Skolem. Acest lucru
va deveni evident odatd ce vom apropia formularea din 1920 de formularea moderna, facand cateva
observatii. Prima dintre ele, i) despre contradictii. Sensul in care Skolem foloseste acest termen
nu e sintactic, ci semantic. Asadar ce are in vedere cand vorbeste despre ,,0 propozitie care nu e
contradictorie” este o propozitie satisfiabild, deci o propozitie care are un model oarecare. O a doua
mentiune care trebuie facuta este cd Skolem aratd in acelasi articol cd teorema se poate generaliza
pentru conjunctii infinite de propozitii in forma normald. Conform conventiilor noastre de limbaj
(2.3), o formuld nu poate avea decét lungime finitd; Tnsa putem trata o conjunctie infinita de formule
drept o multime infinitd de formule finite, adica drept o feorie infinitd. Apoi, ii) despre forme
normale. Skolem, in acelasi articol, aratd ca orice formuld e echivalentd semantic cu o formuld ai
cdrei cuantificatori se afld toti la inceput; aceasta fiind forma ei normala. Desi formele normale
Skolem Tncd mai sunt folosite (spre exemplu, pentru demonstrarea automata a formulelor), noi nu
vom avea nevoie de o astfel de rescriere, fara a pierde in felul acesta din gradul de generalitate al
demonstratiei. Nu in ultimul rand, iii) despre maniera in care Skolem construieste demonstratia.
Esenta demonstratiei constd in construirea unui domeniu nou, in care se adauga rand pe rand cate
un singur element din domeniul in care propozitia era deja satisfiabild, pentru fiecare cuantificator
existential al propozitiei. Domeniul care rezultd trebuie, deci, sd fie inclus in domeniul original.
Devine atunci evident cd teorema vorbeste despre structuri si substructuri care satisfac o anumitd

teorie:

Teorema. Orice teorie satisfiabild intr-o structurd oarecare este satisfiabild si Intr-o substructura

cu domeniu finit sau infinit numarabil.

12Skolem [1920] 1981a, p. 256.
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Aceasta din urmad variantd a teoremei va reiesi drept corolar al teoremei moderne. Varianta
modernd mai garanteaza doua lucruri in plus. Primul este ca substructura va fi elementard — adica
nu doar enunturile, ci si propozitiile deschise cu parametri din substructurd vor fi satisfacute in
ambele structuri. A doua este mai importantd pentru cititorul cu aplecare filosofica: ca oricare
elemente ale structurii originale pot fi prezente in substructura, dacd cel care aplica teorema isi
doreste dinadins sa retind acele elemente. Atunci, evident, daca multimea elementelor care trebuie
pastrate cu orice pret este infinit nenumdrabild, substructura nu va mai avea cum sd aibd domeniu
finit sau infinit numérabil. Insd un lucru va fi in continuare garantat: cel mult o multime finiti sau
infinit numarabild de elemente va mai trebui addugata pe ldngd elementele pe care substructura e
fortatd sa le pastreze. Intuitia este cd vom ,,inveli” orice submultime a unei structuri cu elemente
noi din structurd pand cand vom obtine o substructurd elementard. Nu intdmplator procedeul e
cunoscut ca invelitoarea Skolem. Pe faptul cd putem inveli orice submultime a unei structuri se
reazemd Putnam in asa-numitul argument al constructivizarii.

Putem acum sa formuldm si sa demonstrdm cea mai generald formd a teoremei Lowenheim-
Skolem:

Teorema 6.3 (Teorema Lowenheim-Skolem (in jos)). Pentru orice L-structura 44 si orice multime
S C B, existd o L-structurd o7, cu S C A C B, in asa fel incat o7 < Z si |A| < max(|S|, Xo).

Demonstratie. Conform testului Tarski-Vaught (6.2), dacd A C B, si orice formuld existentiala
satisfacutd de # cu parametri din A (ie. & = 3y @(a,y), cua € A) poate fi instantiatd de un
element din A (ie. # |= ¢(a,d), cuasid € A), atunci <7 < B.

Fie S C B. Vom construi multimea A asa incat S C A si conditia ceruta de testul Tarski-Vaught
sa fie respectatd. Pentru a face asta, vom avea nevoie sa construim un sir de multimi intermediare
So, S1, 82, ..., cu S; C S;11. A va fi reuniunea tuturor acestor multimi.

Incepem cu Sy = S. Vrem ca S;;| si contini toate elementele de care e nevoie pentru ca
formulele existentiale satisfacute de % cu parametri din S; sd aibd o instantd in S; ;. Pentru fiecare

L-formuld ¢ cu n variabile libere, atunci, sd definim urmatoarea functie g : B" — B:

B un d € B pentru care # = ¢(a,d) daca Z =3y e(a,y)
8o(a) = ey
oriced € B altfel

Functia g¢(a) alege o singurd instantd din B care garanteazd adevarul formulei Jy¢(a,y), dacd ea
e adevaratd deja in structura Z. Aceastd functie e cunoscuta drept functia Skolem. Avem nevoie
de axioma alegerii in metateorie ca sd ne asigurdm cd gy € bine definitd (vezi 9.1); in practica
modernd e Tnsd complet neproblematic sd acceptim axioma alegerii cand facem metalogicd fard

justificari suplimentare.

21



Echipati cu o familie de functii Skolem (céte o functie pentru fiecare formuld), putem acum sa

definim S;1:

Siv1="5i U {ge(a) | ¢ € Form(L) sia € S} 2)

In fine, A va fi reuniunea tuturor multimilor intermediare:

A=JSi 3)
ieN

Evident S C A. Similar, cd A C B este evident din faptul cd S C B si codomeniul functiilor
Skolem este B. Sa aratdm acum cd .o/ satisface conditia ceruta de testul Tarski-Vaught. Sa presu-
punem cd A = Jy ¢(a,y), pentru a € A. Dacd a € A, inseamna ci existd o multime intermediara
S; in care toate elementele ap,as,...,a, au apdarut laolaltd pentru prima oard in sirul de multimi
intermediare (adica cel putin unul dintre ay,...,a, ¢ S;_1, dar toate ay,...,a, € S;). Atunci, prin
definitia functiei g¢ si prin constructia sirului (S;);cn, existd o instantd d = g¢(a) in Si1. Cum

Si+1 C A, Inseamna cd d € A. Atunci, conform Tarski-Vaught, o/ < 2.
Mai avem un singur pas: sa stabilim mdrimea lui A. Vom face un mic abuz de limbaj si vom
vorbi despre ,.aritatea” unei formule deschise (functia ar: Form(L) — N), intelegind prin asta

numarul ei de variabile libere. Atunci, conform ecuatiei 2:

Sl <ISi+1 U s, (4)
ocForm(L)

pentru ci S;1; adaugd la S; cel mult un element pentru fiecare formuld ¢ si fiecare lista de ar(¢@)
parametri. Or Form(L) este numarabila (vezi 9.2 in anexa). Atunci, daca S; este finitd sau numara-
bild, atunci Ugperom(z) S?r((p) este numdrabild (conform 9.2 din anexd), deci |S;;1| < X. Iar dacd
S; este infinit nenumdrabild, reuniunea dupd Form(L) va avea cardinalitatea lui S;, deci |S;11| = |S;|.
Ambele cazuri pot fi exprimate in mod comprimat prin inegalitatea |S; ;| < max(|S;|, Xo). Deci

A| < max(|S], o) O

|Si| < max(|S|, Xg). Conform ecuatiei 3, atunci,

Corolar. Dacd # este o structurd cu domeniu de cardinalitate infinit nenumarabila si alegem S =
&, existd o substructurd .o a lui A cu |A| < K. Daci stim, in plus, cd teoria lui % nu poate fi

modelatd intr-un domeniu finit, atunci |A| = Xy.

Intr-un articol din 1922, dupad ce aratd cd teorema se poate demonstra si fard a face apel la
axioma alegerii, Skolem discutd implicatiile pe care ea le are asupra metodei axiomatice Tn mate-

maticd. Sd mergem pe urmele argumentului lui, remarcand pentru inceput cad axiomele ZFC sunt
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o teorie de tipul celei mentionate in corolar, adicd una care nu poate fi modelatd intr-un dome-
niu finit."* Cu acest lucru in minte, Skolem sustine ci modelul lor uzual (V,€) poate fi trecut
prin teorema Lowenheim-Skolem, rezultatul fiind o structurd numarabild pentru teoria multimilor.
Trebuie, totusi, sa fim ceva mai atenti decat Skolem la presupunerile metalingvistice cu care lu-
cram. Pana acum demonstratiile din sectiunea aceasta nu au necesitat 0 metateorie mai expresiva
decét teoria multimilor. Dar daca am lua tot teoria multimilor ca metateorie si am aplica teorema
Lowenheim-Skolem asupra universului V, ne-am afla in plind contradictie cu teorema lui Tarski
(4.1) — ciaci obtinand o structurd obtinem un predicat de adevdr. Asta nu putea fi ceva care sa-
1 preocupe pe Skolem in 1922, fiind nevoie de incd un deceniu pand cand Tarski sd isi publice
rezultatele. Existd o cale de rezolvare — desi e indoielnic cd Skolem ar fi acceptat-o — si anume
sd acceptdm 1n metateorie existenta unui numar cardinal foarte mare K numit cardinal inaccesi-
bil. Sub aceastd presupunere se poate arita cd (V, €) este un model pentru axiomele ZFC, si
putem aplica fara grija teorema Lowenheim-Skolem asupra domeniului V. Sigur, pentru Skolem,
existenta oricarei cardinalitdti infinite era problematicd. Dar dacd vom vrea sa ducem argumentul
prin substructuri numarabile pand la concluziile pe care Skolem i le intentioneazd, nu avem de ales
decat sa respingem acele premise care Tmpiedicd formularea lui coerenta.

Obtinem, deci, o substructurd elementara numdrabild a modelului uzual pentru axiomele ZFC.
Care sunt acele concluzii pe care Skolem le intentioneaza? Sa numim domeniul acestei substructuri
B. Iatd atunci un aparent paradox remarcat de Skolem: ,,Cu ajutorul axiomelor putem sd demon-
stram existenta cardinalitdtilor superioare, a claselor de numere transfinite, si asa mai departe.
Cum se poate, atunci, ca Intregul domeniu B sd fie deja enumerabil prin intermediul numerelor
naturale?”'# Reformuland: din axiomele teoriei multimilor se deduce ca teoremi ci unele multimi
nu pot fi puse in corespondentd unu la unu cu numerele naturale, adicd nu sunt numarabile: aceasta
este teorema lui Cantor. Un exemplu de astfel de multime ar fi multimea numerelor reale R. Noi
dispunem acum de o structurd cu domeniu B pentru axiomele teoriei multimilor; ceea ce Tnseamna
cd structura noastra trebuie sd satisfacd propozitia conform careia R nu e o multime numarabila.
Insi B este e o multime numérabild ea insisi, pentru ci am obtinut-o prin teorema Lowenheim-
Skolem. Deci un domeniu numdrabil spune despre unul din elementele sale cd este nenumdrabil!

Dar este ceva cu adevirat surprinzdtor aici? Nimic nu Tmpiedicd o multime numarabild, sau
chiar finitd, sa aibd ca element o multime nenumadrabila. Fie, asadar, o multime M din B, despre

care structura lui B spune ca este nenumadrabild. M poate sa contind o multime nenumarabild de

3Din axioma infinitului si axioma specificatiei putem demonstra existenta multimii vide @. Axioma perechii
garanteazi cd dacd existd o multime x, atunci existd o multime {x}, diferitd de x. Putem deduce din axiome, deci,
existenta unui numdr infinit de multimi: @, {@},{{@}},{{{2}}}....

14 By virtue of the axioms we can prove the existence of higher cardinalities, of higher number classes, and so forth.
How can it be, then, that the entire domain B can already be enumerated by means of the finite positive integers?”
Skolem [1922] 1981b, p. 295.
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elemente, fard ca fiecare element al lui M sa fie si element al lui B. Deci M poate apartine de B si
poate fi nenumarabild, in timp ce B insasi e numadrabild. Tocmai de aceea, Paul Benacerraf conclu-
zioneazi ci Skolem mai adiuga in mod tacit o constrangere legati de natura lui B.'> Mai precis,
Skolem ar fi presupus cd dacd M e in B, atunci orice x care e In M trebuie sa fie si in B. Termenul
tehnic pentru o multime B care are proprietatea presupusa de Skolem este acela de multime tranzi-
tivd. Dar simpla aplicare a teoremei Lowenheim-Skolem nu ne garanteaza existenta unui model
cu domeniu tranzitiv. Din fericire, exista o lema datorata lui Mostowski care aratd ca orice mo-
del al teoriei multimilor este izomorf cu un model cu domeniu tranzitiv (vezi 9.1 in anexa pentru
enuntul formal si demonstratie). Deci putem sa aplicim lema lui Mostowski asupra substructurii
numarabile cu domeniu B obtinute prin teorema Lowenheim-Skolem, obtinand o structurd noud
cu domeniu B’ numdrabil si tranzitiv, izomorfi cu structura initiald. Prin izomorfism, teorema lui
Cantor e satisfacutd si in noul domeniu B’. Iar acum ne apropiem mai mult de ceva care are aerul
unei contradictii: B’ spune despre unul din elementele sale M’ ci este nenumdrabil, in timp ce B’
e tranzitivd. Or, dacd M’ este nenumdrabild, atunci prin tranzitivitate B’ ar trebui si fie si ea nenu-
mirabild. Dar stim cd B' e numdrabild! mai precis Versiunea aceasta tranzitivi pare un mod mai
precis mod de a caracteriza ceea ce a ramas cunoscut drept paradoxul al lui Skolem; in mod cert,
pare si coincidi cu ce a intentionat Skolem si evidentieze in 1922.'° Acum, daci paradoxul lui
Skolem reprezintd cu adevarat un paradox, atunci in orice caz nu e un paradox matematic. Pentru
cd, matematic, aparenta contradictie se disipd imediat ce ne dim seama ca felul in care vorbim
despre numdrabilitate in modelul uzual (V, €), sau chiar In metateorie, diferd de felul in care B’
interpreteazd numadrabilitatea. Ca o multime e numarabild e o propozitie care exprimad existenta
unei anumite functii; o functie bijectiva intre respectiva multime si multimea numerelor naturale.
Deci a spune despre o multime cd nu e numdrabild Tnseamna a spune cd nu existd o bijectie cu
proprietatea cerutd. Pani in punctul acesta, V si B ar trebui si fie de acord. Insi ele nu mai sunt
de acord asupra interpretdrii cuantificatorului existential. Cuantificatorul interpretat la B’ are acces
doar la domeniul B’, deci a spune in B’ cd M’ e nenumirabild inseamni a spune cd nu existd in
B’ respectiva bijectie. Pe cind, atunci cand vorbim despre existenta in V, avem acces la intregul
univers al multimilor: privind M’ dinafara submodelului, avem la dispozitie o ontologie suficient

de largd incat si oferim bijectia necesard. Insad dinduntru, bijectia poate pur si simplu sd nu ne fie

SBenacerraf 1985, p. 102.

16Trebuie mentionat totusi ci modelul obtinut prin aplicarea lemei lui Mostowski nu va mai fi obligatoriu un
submodel al lui Vi, desi B’ C Vi, pentru ci functia de scufundare a lui B’ in Vi poate si nu fie identitatea. Dar ce
e garantat e ca scufundarea esfe o scufundare elementara. Button 2011 demonstreaza existenta unui submodel tranzi-
tiv numadrabil al lui Vi — dar in cazul acela scufundarea nu va mai fi elementara, tocmai pentru cd va oferi alta valoare
de adevidr formulelor care atestd nenumadrabilitatea unor multimi. Pentru cd nicio demonstratie nu poate asigura si
numadrabilitatea domeniului, si tranzitivitatea lui, si elementaritatea scufunddrii; si pentru cd argumentul lui Button are
nevoie de mai multd teorie decat ar fi adecvat scopului acestei lucrdri; ne vom multumi cu ce am demonstrat pand
acum.
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accesibild — ceea ce transformd M’, din perspectiva internd a lui B’, Intr-o multime nenumirabild.

Nu e nimic controversabil din punct de vedere formal la aceasta rezolvare, pe care o ofera chiar
Skolem. Teorema Léwenheim-Skolem nu scoate in evidentd vreo contradictie ascunsd a teoriei
multimilor, asa cum au facut-o paradoxuri autentice precum cel al lui Russell. Dar Tncepand cu
acest moment, in care contrastim interpretarea internd a unui model cu interpretarea externd a
metateoriei, Tncepe sd se contureze o dilema reald in filosofia matematicii. Cum ar trebui sd ne
raportdm la perspectiva internd a lui B'? Suntem la fel de indreptititi sd 1i oferim lui B statutul
de univers care interpreteazd teoria multimilor, pe cat suntem sa 1i oferim si universului clasic
von Neumann acelasi statut? Sa ne amintim despre teoria relationald a obiectelor, pe care o apard
Quine. E suficient ca un domeniu sd asigure structura relationald de care are nevoie o teorie,
pentru a ne convinge ci el reprezinti o ontologie posibili pentru respectiva teorie?'” Consideratiile
din sectiunile anterioare ne-ar putea tenta sa raspundem pozitiv la aceastd intrebare. Dar iatd ce
consecinti ar avea rispunsul pozitiv. In cuvintele lui Skolem, ,,axiomatizarea teoriei multimilor
duce la o relativitate a notiunilor ei, iar aceasta relativitate este legatd Tn mod inseparabil de orice
axiomatizare completi”.'® Ce dovedeste paradoxul lui Skolem este ci axiomele nu sunt suficient de
puternice incat sd prevind notiuni precum numadrabilitatea sd fie relative la model. Iar relativitatea
acestor notiuni face ca una si aceeasi multime sa fie privitd diferit, in functie de modelul de care
ea apartine — M’ e numdrabild in V, dar nenumdrabild in B’. Asta In vreme ce modelele sunt
echivalente elementar!

Implicatiile acestui fapt sunt Tn mare parte dependente de pozitiile filosofice pe care te plasezi
de la bun Tnceput. Asa cum comenteaza si Benacerraf, ,,ce pentru unul e modus tollens, pentru
altul ¢ modus ponens”.'” Daci tinem la premisa ci axiomele sunt singurele in misura de a im-
pune constrangeri asupra modelelor, atunci vom lua relativitatea despre care vorbeste Skolem ca o
consecinta inevitabila a felului 1n care functioneazd matematica si stiintele. Vom fi atunci Inclinati
sd spunem cd nicio multime nu e nenumadrabild decat intr-un sens relativ — cdci oricand o me-
tateorie mai largd ar putea sd enumere chiar si elementele multimilor pe care noi le consideram
nenumdrabile. Singura cardinalitate infinita absolutd intre toate modelele unei teorii ar fi cea nu-
madrabild; pentru cd dacd bijectia Intre o multime si N existd Intr-un model, atunci ea exista 1n toate

supermodelele lui. Iar atunci am putea sd ne multumim prin a reduce orice ontologie la o ontolo-

17Quine personal nu acorda teoremei Lowenheim-Skolem prea multi semnificatie ontologici, pentru ci nu admitea
decit ca transferul unei ontologii in alta sa fie realizat printr-o functie proxy, iar functiile proxy sa fie definibile explicit.
Or functiile Skolem de care e nevoie In demonstratia teoremei L-S nu specifica explicit care element al structurii mari
e transpus 1n care element al substructurii; demonstratia ne spune doar ca se poate face o asemenea transpunere. Vezi
Quine 1964. Dar putem, cel putin de dragul argumentului, 1dsa deoparte aceste scrupule formale si putem admite
cd teorema chiar transpune un domeniu mai mare Intr-un domeniu mai mic; pentru a vedea, atunci, ce consecinte
filosofice ar avea acest lucru.

18Skolem [1922] 1981b, p. 296.

19 One person’s modus tollens is another’s modus ponens." Benacerraf 1965.
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gie numadrabila, din moment ce despre nicio cardinalitate nenumarabild nu putem sti ceva Tn mod
absolut. Concluziile la care ajungem astfel sunt Tn general vazute drept concluzii sceptice; pentru
cd ne condamna la un punct de vedere relativ, desi stim ca Tntotdeauna vor exista puncte de vedere
mai largi (eventual inaccesibile) in care unele din credintele noastre (imposibil de specificat care)
vor fi contestate. Deci a duce pozitia structuralistd pand la concluziile ei ultime pare sa anunte vesti
proaste pentru insdsi capacitatea noastrd de a dobandi credinte adevarate despre lume.

Dar consecintele acestea sunt greu de acceptat. Cu atat mai mult cu cat paradoxul lui Skolem,
despartit de premisa lui structuralistd radicald, pare sa sugereze cu totul altceva decat un scepti-
cism generalizat. Dimpotriva, ar putea si fie luat ca demonstratia faptului ca nu doar axiomele
determind structura ontologicd a unei teorii, tocmai pentru cd unele concepte raman relative in
orice axiomatizare. Deci paradoxul ar dovedi cd mai este incd ceva, pe 1anga axiome, cu ajutorul
caruia putem deosebi interpretarea intentionatd a formulelor de toate celelalte posibile. Chiar si
pentru Benacerraf, care am vadzut deja ca sustine cd numerele naturale sunt doar pozitii in structura
aritmeticd, acea structurd e determinatd de mai mult decat doar de axiome. Numai prin intuitie,
sugereaza Benacerraf, putem sa ne dim seama care a fost infentia cu care a fost formulat un anumit
sistem axiomatic. ,,Multimea teoriilor axiomatizata isi are raddcinile in matematica informald, si
pentru a-si pdstra sensul in urma axiomatizarii si formalizarii e obligatd sa pastreze aceste puncte
de legituri [cu disciplina informald]”.*" Privit astfel, Skolem arati doar ci existd modele care
nu corespund intuitiei, modele neintentionate. Pe de-o parte, deci, teorema Lowenheim-Skolem
dovedeste cd din matematica axiomatizatd decurge o anumitd relativitate; pe de altd parte, insdsi
acea relativitate functioneaza ca un reductio Tmpotriva identificarii teoriilor matematice cu axio-
mele lor.

Mai existd o versiune a teoremei Lowenheim-Skolem, care aratd ca daca o teorie are un model
infinit o7, atunci are un model de orice cardinalitate infinitd mai mare decat a lui /. Asadar, nu
suntem obligati doar sd restrangem domeniul unui model ,,in jos” dupd dimensiunea lui; putem
si si il extindem pani la orice cardinalitate infiniti. In mod nesurprinzitor, si versiunea aceasta
poate fi interpretatd Tn moduri radical diferite Tn functie de preferintele filosofice ale celui care o
comenteazd. Interpretarea scepticd am prefigurat-o deja; ei vad in versiunea ,,in sus” a teoremei
dovada faptului cd o structurd cu domeniu mai larg ar putea sda enumere si elementele multimilor
pe care noi le vedem a fi nenumarabile. Latura cealaltd se foloseste de noua teorema pentru a-i
dovedi scepticului cd a pune pe un piedestal infinitatea numdrabild este nejustificat— tot atat de
bine si-ar putea fixa atentia si pe X 7 drept unic cardinal absolut, si ar putea sustine ca oricare alta
cardinalitate e relativa.

Sd demonstram, deci, aceastd variantd a teoremei Lowenheim-Skolem. Vom avea nevoie, pen-

20 Axiomatized set theory took its roots in informal mathematics and in order to retain its sense through axiomati-
zation and formalization it must retain these points of contact.” Benacerraf 1985, p. 109.
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tru Tnceput, sd introducem cateva notiuni formale noi. Primele se vor referi la teorema de compa-
citate, care reprezintd unul din cele mai importante rezultate din teoria modelelor si pe care doar o

vom enunta.

Definitia 6.3 (Satisfiabilitate finitd). Spunem despre o teorie 7 cd este finit satisfiabild daca orice

submultime finitd a lui 7 e satisfiabila.

Teorema 6.4 (Teorema de compacitate). O teorie este satisfiabild dacd si numai dacd este finit

satisfiabila.

Va fi util sd discutam despre doud moduri 1n care putem modifica limbajul unei structuri (sem-
naturd ei), fard a-i afecta in vreun fel domeniul sau interpretdrile limbajului raimas nemodificat.
Mai precis, putem fie elimina, fie adduga simboluri Tn semnditurd; prima variantd se numeste o

restringere a semnaturii, cealalta o extindere:

Definitia 6.4 (Restrangeri si extinderi). Fie L si L' doui semnituri, L fiind obtinut3 prin eliminarea

unor simboluri din L'. Fie o/ o L' —structurs.

a. Restrangerealui o7 la L, o7 |L, este L-structura cu domeniu A care atribuie aceleasi interpretiri

simbolurilor din L ca L'-structura <7 .

b. Daci % este restrangerea lui .27 la L, </ se numeste o extindere alui A la L.

O proprietate utilad a extinderilor, si motivul pentru care avem nevoie de ele ca sa demonstram
teorema Lowenheim-Skolem, este cd dacd addugam cate un simbol nou pentru fiecare obiect din
domeniul unei structuri, pe care il interpretim ca obiectul insusi, atunci multimea enunturilor
adevarate in structura cu limbajul extins coincide intr-un anumit sens cu multimea formulelor ade-

varate din structura initiald. Acest lucru il vom arata in urmatoarea definitie si teorema.

Definitia 6.5 (Diagonala elementari). Fie <7 o L-structurd, L' o semndturd care contine toate sim-
bolurile lui L si cite o noud constanti ¢, pentru fiecare a € A. Fie &/’ extinderea lui ./ la L', cu
%/

c

~7 = a pentru orice a € A.

Diagonala elementard a lui <7 este multimea eldig(</) ={¢ | ¢ e un L'-enunt si &’ = ¢}).

Remarcd. O L'-formuld ¢(c,) este in eldiag(</) dacd si numai dacd existd o L-formuld ¢(x) in
asa fel incat o7 |= @(a).

Teorema 6.5. Dacd <7 e o L—structurd, % e o L' —structurd (L C L') si B |= eldiag(<), atunci
exista o scufundare elementard a lui .o/ in Z|L.

Demonstragie. Daci 2 = ¢(¢,), pentru ¢(¢,) € L', atunci B|L |= ¢(cZ) pentru ¢ (%) € L. Con-
form remarcii de la definitia anterioars, <7 |= ¢(a). Asadar, functia 7: A — B (a) = ¢ este o

scufundare elementara a lui ./ in #|L. O
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Acum avem la dispozitie mijloacele de a demonstra varianta promisa a teoremei Lowenheim-
Skolem.

Teorema 6.6 (Teorema Lowenheim-Skolem (in sus)). Pentru orice L-structuri infinitd o7 de car-

dinalitate x si pentru orice A > k, existd o L-structurd & cu |B| = A si & < A.

Demonstratie. Fie </ o L-structurd, cu |A| = K si A un numdr cardinal mai mare decit x. Vom
construi un model de cardinalitate A pentru eldiag(.</).

Vom defini un nou limbaj L’ care, pe 1anga toate simbolurile lui L, va include doui noi multimi
de constante C; si C; (|C1| = k, |C2| = A), in asa fel incit fiecirui element a € A s i corespundi

o constantd ¢, € Cy. Si considerdm acum urmitoarea multime de L'-formule:
I' = eldiag(«/) U{ci # c2|c1, ca €Casicy # cr}

Vom arita ca I” este finit satisfiabila.

Fie, deci, A o submultime finitd a lui I. Cum A e finitd, inseamna cd doar un numdr finit de
formule de tipul {c| # ¢z | ¢1, ¢2 € Cy sicy # ¢y} sunt prezente in A, deci doar un numér de n
constante din C, sunt folosite. Respectivele constante pot fi enumerate ca cy,...,c,. Fie ay,...,a,
o enumerare oarecare de n elemente distincte din A. Ludm &7’ ca L'—extinderea lui %/ in care
% 3
C reiese cd &/’ |= eldiag(</). Apoi, cum aj,...,a, sunt toate distincte, &/’ |= ¢; # c; pentru
1 <i# j<n. Decio E=A.

Prin teorema de compacitate, atunci, I" are un model. Si il numim %’. Mai stim ceva despre

= a, pentru ¢, € Cy; si ¢ = a;, pentru 1 de la 1 la n. Din interpretarea simbolurilor din

2 in afari de faptul cd e model pentru I'? Da: stim ci |B’| > A, pentru cd B’ |= ¢ # c¢; oricare ar
fi c1, ¢y distincte din Cy, si ’C2| =A.
Acum, conform 6.5, existd o scufundare elementard 7 a lui </ in %'|L. Insi o7 nu e o sub-

structurd a lui #'|L, si B nu are cardinalitatea exact A. Putem remedia insd cu usurintd ambele

probleme. S gdsim inti o substructurd a lui < care este izomorfad cu %’'|L. Putem si transpunem
toate elementele din B’ care sunt Tn imaginea lui 7 in corespondentele lor din domeniul lui 7; iar
toate celelalte elemente din B’ pot fi transpuse In cate un element dintr-o multime oarecare dis-
junctd de A. E usor de vazut cd o astfel de functie de transpunere e un izomorfism de structuri, si
ca A este inclusd 1n imaginea ei. Fie # structura care rezultd prin aplicarea izomorfismului asupra
lui %', urmatd de Lowenheim-Skolem in jos pentru a o aduce la cardinalitate A. Atunci, &/ < %
si|B|=A. O

Iatd acum ce arata impreuna cele doud versiuni ale teoremei Lowenheim-Skolem: dacd o te-

orie este satisfiabila intr-un model infinit, atunci e satisfiabild intr-un model de orice cardinalitate
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infinitd. Observatia aceasta std la baza argumentului lui Putnam impotriva realismului. Acum e

timpul sd vedem 1n ce consta el.

7 Argumentul de teoria modelelor

,,INu sustin ca paradoxul lui Skolem e o antinomie in logica formald. Dar voi argumenta cd este o
antinomie, sau ceva asemanator, in filosofia limbajului”,m spune Putnam in deschiderea articolului
sau din 1980, Models and Reality. De ce paradoxul lui Skolem nu e o antinomie in logica formala
am vazut deja: aparenta de paradox dispare odatd ce ne dim seama ca modele diferite interpre-
teazd bijectivitatea diferit. Ce ramane 1nsa este dezbaterea despre modele intentionate: din toate
modelele posibile pentru teoria multimilor, avem vreun motiv sd le preferam pe cele cu domeniu
nenumdrabil in locul celor cu domeniu numgrabil? In termenii filosofiei limbajului, Intrebarea
aceasta se poate reformula astfel: dispunem de mijloace de a fixa referinta vocabularului teoriei
multimilor? A raspunde ,,da” la aceastd intrebare te-ar plasa intr-o pozitie realistd in legatura cu
teoria multimilor. Dar exista diferite feluri in care poti raspunde ,,da”, si diferite nuante ale rea-
lismului. Cici ai putea fi exponentul unui realism dur, platonic: putem fixa referinta termenilor
pentru cd avem acces imediat la o realitate abstractd a multimilor 1n sine, care nu se intersecteazd
cu realitatea sensibild. Asta e ce Putnam ar numi o ,,teorie magicd a referintei”. Dar poti oferi un
raspuns pozitiv si fara sa te angajezi la o teorie magica a referintei, explicand felul in care referinta
e posibila 1n termeni compatibili cu stiinta empirica. Benacerraf are, probabil, o astfel de variantd
in minte cand recurge la intuitie pentru a argumenta care e cardinalitatea intentionatd a modelelor
teoriei multimilor; cdci intuitia poate fi un obiect de studiu al psihologiei, si psihologia ar putea
explica ce fel de intuitii sunt la mijloc atunci cand facem rationamente matematice. Acesta ar fi
un exemplu de realism moderat, care se angajeaza la existenta independentd a referintei termenilor
sai fard a depasi limitele unei orientdri filosofice naturaliste; adica fara a postula capacitdti mintale
supranaturale de a intra In legdtura cu realitatea platonicd. Ce isi propune Putnam sid demonstreze,
insa, este cd ,,din pdcate, pozitia realistd moderatd e cea pusd in primejdie de teorema Lowenheim-
Skolem”.%” Tar cum realismul dur iese din discutie de la bun inceput, Putnam va alege si ocoleasci
in Intregime intrebarea despre fixarea referintei si sd recurga la o forma de antirealism: enunturile
noastre nu sunt adevarate in virtutea corespondentei lor cu o realitate anume, ci sunt adevarate
pentru cd spunem cd sunt adevdrate. Solutia nu ar trebui sd ne pard artificiald; tot ce incearca
Putnam sa faca este sa echivaleze intre adevdrul epistemic — cel 1n virtutea cdruia ajungem noi si

spunem cd propozitiile sunt adevdrate, in urma aplicdrii unei proceduri empirice de investigare a

21 It is not my claim that the Lowenheim-Skolem paradox is an antinomy in formal logic. But I shall argue that it
is an antinomy, or something close to it, in philosophy of language.” Putnam 1980, p. 464.

22 1 shall argue that it is, unfortunately, the moderate realist position which is put into deep trouble by the
Lowenheim-Skolem Theorem.” ibid., p. 464.
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naturii — si adevdarul simpliciter, absolut. Daca Putnam are succes cu argumentul lui, ar trebui sd ne
convinga cd nu exista nicio instantd mai presus de propria ratiune care sa determine ce e adevarat si
ce e fals. Referinta nu mai e doar nedeterminatd, ea pur si simplu Tnceteaza sa mai fie o problema.
Observati cd nu mai vorbim acum doar despre teoria multimilor sau aritmetica — vorbim despre
intreaga teorie asupra lumii, in ansamblul ei.

Cum poate Putnam sa justifice asa o tezd? Cum are de gand sa respingd realismul moderat nu
doar in ceea ce priveste teoria multimilor, ci in ceea ce priveste absolut tot? Strategia lui este sd
reproducd un argument similar cu al lui Skolem, pentru a reduce la absurd pozitia realistd moderata.
Acest argument depinde, printre altele, de urméatoarea premisa: realismul, in orice forma a lui,
sustine cd adevdrul e neepistemic. Cu alte cuvinte, cd pand si cea mai bund teorie la care putem
spera sa ajungem folosindu-ne de capacitatile noastre rationale — teoria ideald, care respecta orice
constrangeri teoretice si operationale am vrea sd 1i impunem — poate fi falsa in realitate. ,,Falsd”,
in sensul ca nu corespunde starii de fapt din realitate. Dar, protesteazd Putnam folosindu-se de
teorema Lowenheim-Skolem, un realist e obligat sd accepte ca orice teorie ideald poate fi pusd in
corespondentd cu realitatea. Deci orice teorie ideald e adevarata de fapt, nu doar epistemic — iar

realismul devine autocontradictoriu. Iatd argumentul asa cum l-a formulat Putnam:

Fie 77 o teorie ideald, din punctul nostru de vedere. Ridicand restrictiile asupra puteri-
lor noastre finite, ne putem imagina ca 77 are toate proprietdtile pe care ni le dorim, cu
exceptia adevdrului obiectiv — care ramane nestabilit. De exemplu, 77 poate fi imagi-
nata ca fiind completd, consistentd, ca prezicand corect toate propozitiile de observatie
[...], caindeplinind orice ,,constrangeri operationale” existd, ca fiind ,,frumoasd”, ,,sim-
pla”, ,,plauzibild” etc.. Presupunerea [realismului] este ca T; poate fi toate acestea, dar

tot poate fi (in realitate) falsd.”

Putnam va exploata consistenta teoriei T;. Teorema de completitudine a logicii de ordinul I
garanteaza ca orice teorie consistentd, adica necontradictorie, are un model. Cum 7; este o teo-
rie ideald, ea trebuie si fie si necontradictorie, deci sd aibd un model. Mai departe, dacd 7; are
un model infinit, atunci din cele doud teoreme Lowenheim-Skolem reiese ca 7; are modele de
orice cardinalitate infinitd. Aceastd proprietate a lui 77 este inima argumentului lui Putnam. Caci

continua:

Presupun cd LUMEA are (sau poate fi descompusa intr-o) o infinitate de elemente.
Mai presupun si ca 77 atestd existenta unei infinitdti de obiecte [...]. Acum, 77 e con-
sistentd (prin ipotezd) si are modele infinite. Prin [teorema Lowenheim-Skolem], 77
are un model de orice cardinalitate infinitd. Alege un model M de aceeasi cardinali-

tate cu a LUMII. Asociaza fiecdrui element al lui M céte un singur element al LUMII,

ZPutnam 1977, p. 485.
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si foloseste functia rezultatd pentru a defini relatiile lui M direct in LUME. Rezultatul
este o relatie de satisfactie SAT — o ,,corespondentd” intre termenii teoriei si elementele
LUMII —1n virtutea cdreia teoria Ty devine adevdratd, cu conditia sd interpretam ,,ade-
varat” ca adevdrat-conform-SAT. Deci ce ramane din presupunerea cd pana si teoria
ideald T; ar putea de fapt fi falsi?>*

Dupa consistenta lui 77, urmitoarea cea mai importantd parte a argumentului lui Putnam se
regdseste in aceste cuvinte: ,,cu conditia sd interpretdm «adevdrat» ca adevdrat-conform-SAT”. De
ce am face asa ceva? Poate cd natura tehnica a expunerii face mai putin evident cat de bizard e
aceastd conditie. Voi prelua un exemplu al lui Catherine Elgin ca s arit ce ne invitd Putnam, de
fapt, sd facem. S& luam, de pilda, teoria filosoficd a lui Thales: ,,Totul e apé”.25 Evident, teoria
aceasta e consistentd, pentru ca ea consta intr-o singura formula; si, evident, e satisfiabila in modele
infinite. Deci putem interpreta termenul ,,apd” in asa fel incat toate elementele lumii sd facd parte
din extensiunea lui. Interpretarea aceasta ar stabili o corespondentd a teoriei lui Thales cu lumea,
st ar fi totodata o relatie de satisfactie, caci teoria lui Thales ar fi adevarata asa intelegand cuvantul
,»apd”. Deci teoria lui Thales e adevdratd — cu conditia sd interpretam ,,adeviarat” ca adevéarat-sub-
SAT! Repet acum intrebarea: de ce am face asa ceva? Nu ar trebui sa fie deloc surprinzétor cd dacd
suntem liberi sa atribuim orice referintd dorim cuvintelor, atunci putem transforma orice teorie intr-
o teorie adevirata. Dar nu e deloc clar de ce ne-am asuma libertatea aceasta — nici noi, nici Thales
nu folosim termenul ,,apa” pentru a ne referi la tot, ci 1l folosim cu intentia de a ne referi exact la
apd. Putnam ar vrea sd forteze asupra noastrd o pozitie precum cea a scepticului skolemit: dacd
dispunem de mai multe interpretdri pentru aceeasi teorie si toate reusesc sa o satisfacd, suntem
indreptatiti Tn egald mdsurd sd o alegem pe oricare dintre ele. Dar atunci cdnd dam la schimb
dezbaterea despre modele neintentionate ale teoriei multimilor cu o discutie despre interpretari
nonstandard ale fermenilor comuni, argumentele relativiste devin mult mai greu de acceptat. Dacd
Putnam are dreptate, atunci ar trebui sd acceptdm ca referinta este absolut nedeterminatd, nu doar
in interpretarea celorlalti, ci si in interpretarea propriei noastre vorbiri. Cum ar putea Putnam sa
aiba dreptate?

Aici 1si face intrarea cea mai controversata parte a argumentului sdu. Daca crezi ca referinta e
determinatd in vreun fel anume, ar spune Putnam, atunci doar accepti mai multd teorie (,,just more
theory”). Deci daca te-ai Tmpotrivi argumentului de mai devreme sustinand cd ,,apd” se refera la
apd, sau poate adoptand o teorie mai cuprinzatoare a referintei precum teoria cauzald, tot ce ai
reusi sa faci ar fi sd adaugi enunturi noi la teoria ideald 7;. E imposibil sa specifici la ce te referi
altfel decat prin cuvinte, pana la urmé; iar cuvintele pot fi formalizate si tratate ca teorie de ordinul

I. Orice incercare de a fixa referinta ar determina, atunci, o noud teorie, sd ii spunem 7. lar daca

24pytnam 1977, p. 485.
Z3Elgin 1995, p. 290.
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Tk nu determind nicio contradictie cu 77, atunci 77 U T e consistentd, deci are modele de orice
cardinalitate infinitd, deci poate fi satisfacutd printr-o corespondenta directd cu lumea! Pe scurt,
Putnam repetd argumentul de teoria modelelor impotriva realistului care sustine ca termenii au o
referintd determinatd, Tn Tncercarea de a-1 face sd accepte ca termenii pe care el Tnsusi ii foloseste
pentu a explica mecanismul de fixare a referintei nu au o referintd determinata. Daca realistul ar
sustine, de pilda, cd numele se referd la lucruri datoritd unui act initial de botez, propagat apoi
de la vorbitor la vorbitor printr-un lant cauzal, Putnam I-ar intimpina astfel: ce intelegi prin ,,se
referd”?, ce Intelegi prin ,,botez”?, ce intelegi prin ,,cauzd”?... Ar fi inutil ca realistul sd incerce
sad 11 raspunda: prin ,,cauzd” ma refer la X. Pentru cd Putnam ar aplica din nou argumentul de
teoria modelelor si ar reveni cu intrebarea: ce ntelegi prin ,,X”? Deci Putnam are, intr-un fel,
dreptate. Rationamentul siu nu poate fi falsificat de niciun rispuns posibil. Insi pentru un filosof
care se pretinde naturalist, tocmai acest lucru ar trebui sd producd nu incredere sporitd in propriul
argument, ci Tngrijorare. Cici stim, gratie lui Popper, cd o ipoteza care nu poate fi falsificatd 1n
niciun mod imaginabil tine de dogmd, nu de stiintd. O secunda — Popper era realist? Atunci poate
ar trebui chestionat ce intelege prin ,,dogma”, pentru cd existd un model de aceeasi cardinalitate cu

lumea...

7.1 De ce argumentul esueaza

In continuare, propun si aruncim o privire asupra rispunsurilor cu care a fost intimpinat argu-
mentul lui Putnam in literaturd. Pentru cd, 1n ciuda a ceea ce ar spera el, argumentul sdu este
departe de a fi imun la critica. intr—adevér, este imun la critica frontald, adica cea care incearca
si 1i raspundi lui Putnam acceptandu-i toate premisele si acceptdndu-i maniera de rationare. Insd
premisele insesi, si procedura deductiva pe care se reazema argumentul prin teoria modelelor sunt
discutabile. Trebuie sa fie clar de la inceput: cred ca argumentul lui Putnam nu reuseste, in ultimd
instantd, sa reprezinte un atac serios la adresa realismului. Asta nu Tnseamna cd teza in sine a
lui Putnam — faptul cd ar trebui sd adoptdm un antirealism generalizat — nu poate fi sustinutd in
niciun fel. Dar Tnseamnd, cred, ca o astfel de teza nu se poate justifica prin argumente de felul
celor oferite de Putnam, adica nu cu ajutorul teoriei modelelor. Dacd vom vrea sd folosim tehnici
din metalogicd pentru a apara vreo tezd filosoficd in legatura cu natura referintei, cred cd nu putem
depasi teza relativistd a lui Quine. Cred, adicd, ca nu e cu putintd sd punem la indioala prin aceste
mijloace capacitatea referentiald pana si a propriei vorbiri.

Sa Tncepem prin a considera forma argumentului oferit de Putnam. Nu e deloc clar in ce fel
se presupune cd ar conduce el la concluzia cd trebuie sa identificim adevérul cu satisfiabilitatea.
Pentru cd el nu are o formd deductiva, 1n care sa se aplice un numdr finit de rationamente asupra

premiselor pand cand se ajunge la concluzie. Nu — Putnam se bazeaza pe faptul ca poate skolemiza
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raspunsul adversarului sdu realist la nesfarsit. Problema nu ar fi neaparat cd ,.explicatia trebuie
si se opreasci undeva”,’® asa cum i reproseazi Devitt. Problema este, in schimb, ci tot la fel de
bine poate si realistul sa 1si repete raspunsul la infinit, ori de cate ori Putnam 1i cere sd explice
la ce se referd prin cuvintele sale. Privind dintr-o pozitie neutrd, niciuna din cele doud parti ale
dezbaterii nu are vreun avantaj. Deci, cu exceptia cazului in care realistul se plictiseste sa mai
incerce sd interactioneze cu Putnam (ceea ce e foarte posibil, dar, in orice caz, nu obligatoriu),
argumentul nu demonstreaza niciuneia dintre parti nimic din ce n-ar fi fost dispusd sd accepte de
la bun inceput. Privindu-i doar forma, deci, rationamentul lui Putnam are aparenta clasicd a unui
petitio principii — ceea ce e, fard discutie, bizar pentru un argument produs de un autor serios ca
Putnam. Ar fi posibil, deci, sd punem la indoiald corectitudinea Intelegerii noastre a demonstratiei
pe care incearcd Putnam sd facd. Vom explora si varianta aceasta un pic mai tarziu. Dar, asa cum
se prezintd acum, argumentul are o evidenta hiba logica. Si chiar dacd nu ar suferi de circularitate,
toti comentatorii ar fi inca Indreptatiti daca ar face observatia (si au facut-o) cad o constrdangere
asupra interpretdrilor acceptabile ale unei teorii pur si simplu nu este ,,doar mai multd teorie”.
Pentru cd a impune restrictii asupra functiilor de interpretare pe care le putem alege nu e totuna cu
a interpreta restrictiile! Cu alte cuvinte, atunci cand Putnam ii ofera realistului o interpretare SAT
a Ty UTg si 11 arata cd astfel 7; U Tg e adevarata-conform-SAT, realistul ar contra cd teoria sa Tg
nu e adevdratd daca e satisfacuta aldturi de 77, ci e adevarata daca Tnsasi relatia de satisfacere SAT
a lui 77 se conformeaza restrictiilor impuse de 7g. Acest argument nu e foarte diferit de a spune
cd o constrangere nu e o propozitie cu acelasi fel de continut semantic ca cel al unei propozitii
descriptive. Or, cu o remarcabild consistentd, Putnam pare sa echivaleze intre cele doua.

Mai exista vreo sperantd pentru argumentul lui Putnam? Existd vreun mod in care i-am putea
reconstrui demonstratia, in asa fel incat sd fie feritd de majoritatea criticilor care i-au fost aduse?
Igor Douven crede ci da, si oferi o reconstructie a argumentului lui Putnam in maniera formald.”’
In cele ce urmeazi voi sintetiza in limbaj natural reconstructia lui Douven. Amintesc ci Putnam
isi intentioneaza rationamentul ca un reductio la adresa realismului moderat, Incercand sa demon-
streze ca o implicatie particulara a realismului duce la rezultate contradictorii. Acea implicatie
a realismului este teza ca pand si o teorie ideald din punct de vedere epistemic poate fi falsa in
realitate. Douven o numeste teza failibilismului metodologic. Acum, argumentul de teoria mode-
lelor al lui Putnam, daca 1l despartim de subargumentul ,,just more theory”, aratd ca pentru orice
teorie consistentd existd o corespondentd SAT a termenilor ei cu lumea 1n asa fel incat teorie este
adevarata-conform-SAT. Mai departe, Putnam ar vrea sa convinga realistul ca adevarul-conform-
SAT e identic cu adevarul pur si simplu. Douven aratd cd poate obtine acest rezultat fdard sd recurgd

la ,,just more theory”, adicd la partea cea mai subreda a demonstratiei sale. Céci chiar dacd realistul

26Devitt 1983, p. 299.
Z’Douven 1999, in special pp. 488-9.
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sustine ca dispune de o teorie a referintei care 11 permite sd distinga intre o corespondentd oarecare
cu realitatea si corespondenta intentionatd a termenilor (sa presupunem chiar cd e cea mai bund
teorie a referintei cu putintd, din punct de vedere epistemic); catd vreme se angajeazd si la teza
failibilismului metodologic, realistul e fortat sa admitd ca acea teorie a referintei poate fi falsd. Or,
in posibilitatea in care ea e falsd, nu ar avea cum sd mai distingd intre interpretarea intentionata
a termenilor si interpretdrile nonstandard; deci ar fi obligat sd admitd, odatd cu Putnam, cd orice
corespondentd a unei teorii cu realitatea e acceptabild dacd satisface teoria. Dar argumentul de
teoria modelelor arati ci orice teorie consistentd admite o relatie de satisfactie asupra realititii. In
particular, teoria ideald a referintei la care tine realistul e consistentd (chiar dacd, sub posibilitatea
luatd n considerare, ea e falsd). Deci teoria ideald a referintei admite o corespondentd SAT cu reali-
tatea. Cum nu poate face distinctia intre corespondente intentionate si corespondente nonstandard,
realistul trebuie sd accepte ca SAT garanteaza adevarul simpliciter al teoriei referintei. Dar tocmai
imbrdtisase presupunerea ca ea e falsd! Asadar, In lumea posibild in care teoria ideald a referintei
e falsd ajungem la o contradictie. Pe care presupunere cade responsabilitatea acestei contradictii?
Pe teza failibilismului metodologic — cdci de pe urma ei a fost dispus realistul sd accepte ca teoria
ideald a referintei poate fi falsd in realitate. Dar dacd am redus la absurd failibilismul metodologic,
atunci am ardtat absurditatea realismului Tn ansamblul lui, pentru ca failibilismul metodologic este
o consecintd directd a realismului.

Reconstructia lui Douven pare si fie cea mai promitdtoare variantd de a resuscita argumentul
de teoria modelelor. Problema lui cea mai acutd, faptul cd subargumentul ,,just more theory” se
rezuma la un cerc vicios, dispare — pentru cd ,,just more theory” nu mai este invocat deloc in noua
demonstratie. Ceea ce raimane in noua demonstratie este in mod evident corect, presupunand corec-
titudinea argumentului prin care Putnam determind o corespondenta a oricarei teorii cu realitatea.
Dar ce sustin eu este cd exact in acel argument se afld eroarea. lar, de data aceasta, ea nu mai poate
fi corectatd printr-o reconstructie a intregii demonstratii, pentru ca ea este inerentda formalismului
cu care Putnam alege sa isi sustind antirealismul. Mai precis, Putnam scapd din vedere teorema lui
Tarski (4.1).

Un contraargument similar celui pe care 1l voi oferi in continuare e formulat de Timothy Bays
impotriva unei demonstratii mai restranse pe care incearca Putnam sd o facd, si anume Tmpotriva
argumentului constructivizdrii.”® Firi a mai zibovi asupra detaliilor, in esenti ce isi propunea
Putnam prin respectivul argument era sd arate cd adevarul unui anumit enunt dovedit independent
de axiomele ZFC (V = L) este compatibil cu orice domeniu de referintd am vrea sd atribuim
modelului Tn care axiomele sunt satisfacute. Dar ce evidentiaza Bays este cd Putnam aplicd gresit
teorema Lowenheim-Skolem. Ca, asemenea lui Skolem 1n 1922, omite faptul ca unele clase de

obiecte sunt prea mari ca sa poata fi tratate ca multimi — Tn cazul lui Skolem, era vorba de universul

Z8Bays 2001, in special sectiunea 2.
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von Neumann V, in cazul lui Putnam e vorba de universul constructibil al lui Gédel L — si nu 1si
poate corecta greseala decdt dacd adopti in metateorie existenta unui cardinal inaccesibil. In lipsa
acestei axiome aditionale, si Skolem si Putnam ar fi pusi 1n situatia absurda de a defini un predicat
de adevar pentru insdsi teoria in care se afld. Dar pentru Putnam, adoptarea de axiome noi e
fatald: cidci se presupune cd teoria pe care o modeleazd e deja teoria ideald, care contine toate
constrangerile pe care am putea dori sd i le impunem. Acesta este, pe scurt, contraargumentul lui
Bays.

Acum, aceste observatii cred cd ar trebui sa ne facad mai atenti la detaliile formale prin care
Putnam Tncearca sa 1si justifice si argumentul principal, cel in legiturd cu relatia oricdrei teorii
ideale cu lumea. Céci, in primul rand, este discutabil dacd un realist ar accepta sa trateze ,,Jlumea”
ca obiect al discutiei sale, asa cum o face Putnam — si nu doar elementele lumii. Iata la ce ma refer.
Cand Putnam ne invita sa alegem un model ,,de aceeasi cardinalitate cu a lumii”, ne putem intreba
ce inteles are in minte pentru termenul de ,,cardinalitate”. Daca se referd la ea 1n sensul clasic din
teoria multimilor, atunci ar trebui sa se gandeascd la ceva de felul celui mai mic numdr cardinal
care poate fi pus intr-o bijectie cu lumea. Dar acea bijectie ar trebui sa existe ea insdsi in lume, iar
domeniul si codomeniul ei ar trebui sd fie obiecte ale lumii. Dar asta ar face lumea un obiect al ei
insesi. Nu e nimic contrar pozitiei realiste sa sustii cd poti vorbi despre elementele lumii, dar nu
poti vorbi despre lumea Tnsasi; in acelasi fel in care Tnduntrul teoriei multimilor poti vorbi despre
multimi, dar nu poti vorbi despre clasa tuturor multimilor. Or, doar acest fapt ar fi suficient pentru
a respinge argumentul lui Putnam de pe o pozitie realistd. Dar sd presupunem cd suntem realisti
si acceptam cd lumea 1si este siesi element. Argumentul lui Putnam este in continuare profund
eronat. Pentru ca teoria ideald ar trebui sa fie cea mai cuprinzitoare teorie cu putintd; ea ar trebui
sd fie si metateoria in care orice argument formal ar fi exprimat. Dar ce ar face Putnam ar fi sa
ofere un model pentru teoria ideald, deci, practic, sa defineasca un predicat de adevdr. Dar asta in
timp ce s-ar afla exact in cadrul aceleiasi teorii al carei model 1l determina! Or asta e imposibil,
pentru cd ar contrazice teorema lui Tarski, exact ca in situatia evidentiatd de Bays in legdturd cu
argumentul constructivizdrii. Mai mult, un realist nu s-ar face neapdrat vinovat de a incilca teorema
lui Tarski. Pentru cd, asa cum aratd Lewis, teoria cauzald a referintei nu vizeaza felul in care orice
termen al vocabularului nostru isi dobandeste referinta.”’ Dimpotrivi, doar referinta unei clase
foarte restranse de termeni poate fi explicata astfel (doar termenii singulari si unele clase naturale)
— si, in consecinta doar adevarul unei clase foarte restranse de enunturi decurge din aceasta teorie
a referintei. Deci un realist moderat nu defineste un predicat de adevar pentru intreaga teorie 1n
care se afld, pe catd vreme Putnam, dacd i-am accepta argumentul, ar face exact acest lucru. lar
din acest motiv, pana si argumentul de teoria modelelor lipsit de subargumentul ,,just more theory”

cred ca trebuie respins. Asadar, nici reconstructia lui Douven, in ciuda atractivititii ei, nu poate sta

PLewis 1984, p. 235.
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in picioare, pentru cd presupune corectitudinea procedeului formal urmat de Putnam.

8 Concluzii

Cum ar trebui sd intelegem argumentul lui Putnam? Ce ar trebui sd extragem din el, odata ce am
hotarat ca trebuie respins? Din ce motiv este el mai greu de acceptat decat argumentul similar
oferit de Quine?

Motivul trebuie cdutat, cred, in urmatoarea directie. Putnam probabil considera argumentele
lui Quine si ale lui Benacerraf ca un fel de precedent 1n legaturd cu ce e justificata teoria modelelor
si demonstreze din punct de vedere ontologic. Insi nici Benacerraf si nici Quine nu isi propun si
dinamiteze sensul limbajului in care propriile lor argumentele formale sunt exprimate. Pentru ca, in
masura in care Benacerraf poate fi luat ca promotorul unui fel de relativism referential, argumentele
lui vizeaza totusi doar limbajul aritmetic. Mai departe, Quine face un salt care este fara Tndoiald
remarcabil: referinta atribuitd vorbirii oricdrei alte persoane este nedeterminatd, pentru ca poate
fi transpusd 1n feluri diferite in propriii nostri termeni. Si cum limba e o artd sociald, ontologia
devine pentru Quine o problema secundara adevarului si teoretizarii stiintifice. Dar Putnam ar vrea
sa obtind mult. Putnam ar vrea sd foloseascd un fel foarte similar de argumentare formala ca al lui
Quine pentru a reduce la absurd intreaga notiune de lume exterioard — nu doar pentru cad vorbirea
celorlalti poate fi pusd in corespondente diferite cu lumea, dar si pentru ca propriul limbaj admite
orice corespondentd cu exteriorul am prefera sd i atribuim. Dar astfel, Putnam plonjeaza direct in
absurditate, caci impinge o metoda logica de argumentare mai departe decat mai poate fi ea folositd
cu sens. In momentul in care pani si propria vorbire poate fi dezinterpretatd si apoi reinterpretatd,
ar putea pdarea ca suntem liberi pe cale formalad sd definim adevarul exact asa cum dorim. Dar
Sformalismul insusi nu mai poate functiona atunci, pentru cd el are sens numai relativ la teoria in
care 1l exprimdm. Numai relativ, cu alte cuvinte, la o intelegere a propriei limbi in care acceptam
ca sensurile cuvintelor trebuie ,luate de bune”, dupa cum sugereaza Quine. Niciun rezultat util
din punct de vedere filosofic nu poate fi produs daca incercam sa ne ridicim deasupra propriului
limbaj.

Sd recapitulam, asadar, cum am ajuns la aceste concluzii. Dupd ce am definit notiunile de
baza legate de sintaxa logicii de ordinul I si constructia modelelor pentru multimi de formule, am
demonstrat un rezultat limitativ fundamental din metalogica: teorema lui Tarski. Am aruncat apoi
o privire asupra conexiunii dintre teoria modelelor si argumentele lui Paul Benacerraf si W. V.
Quine in legdtura cu natura structurald a obiectelor la care se angajeaza diferite teorii. Am inceput
apoi sd discutdm teza relativistd mult mai durd a lui Hilary Putnam. Pentru a face asta, a fost nevoie
sd demonstrdm doua versiuni ale teoremei Lowenheim-Skolem si sd discutaim implicatiile ei din

filosofia matematicii. Am vazut, apoi, ca Incercarea lui Putnam de a extinde dezbaterea lansata de
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Skolem asupra referintei in general nu poate fi sustinuta. Cdicl ea fie se sprijind pe un argument

circular, fie intrd in contradictie cu teorema lui Tarski. Per ansamblu, acest periplu filosofic a fost

util pentru a ne ardta tipul de dezbateri prin care ne poate purta metoda analizei logice a limbajului,

dar si limitarile ei.

9 Anexa

9.1 Axiomele ZFC

1.

Axioma extensionalititii: Vu(u € X <= ucY) —= X =Y
Care asigurd un principiu al identitatii indiscernabililor pentru multimi: dacad doud multimi au

aceleasi elemente (sunt indiscernabile dupd relatia €), ele sunt identice.

. Schema axiomatica a specificatiei: VpVX Y Vu(u €Y <= uec X A ¢(u,p))

Care garanteazi ca pentru orice multime X, existd ¥ = {y|y € X A ¢(y,u)}, adicd putem forma
o submultime a lui X specificandu doar elementele care satisfac o anumita formula ¢. Cum ¢
poate fi oricare dintr-o multime infinita de formule (dupa cum vom ardta in 9.2), axioma aceasta

este de fapt o schemd axiomatica.

. Axioma perechilor: VaVb3XVu(ue X <= u=avVu=>0)

Care asigura ca se pot forma multimi care contin exact doua elemente: pentru orice a si b, exista
X = {a,b}. Printre altele, acest lucru e util pentru cd ne permite sa definim perechi ordonate

(a,b) = {a,{a,b}}, care se pot extinde la n-tupluri (vi,...,v,).

. Axioma reuniunii: VX Y Vu(u €Y < Ix(x e X Au € z))

Care garanteazd cd existd o multime Y = [JX = {x € A|A € X}, care contine toate elementele

elementelor lui X.

. Axioma multimii partilor: VX 3YVu(u €Y < Wveu = veX))

Care garanteaza ci existd o multime ¥ = Z?(X) = {x|x e o submultime a lui X}, prin care

putem introduce produse carteziene, grafice si functii.

. Schema axiomatica a inlocuirii: VpVX Y Vu(u €Y < Ix(x e X Au= f(x,p)))

Introdusd independent de Fraenkel si Skolem, garanteaza ca imaginea oricarei functii e o multime.

. Axioma infinitului: 3S(Fyy € S AVx(x € § = xU{x} €9))

Care garanteaza ca existd o multime infinitd, luatd ca multime inductivd.

. Axioma alegerii: VX 3f : X > UX (VA(A€X = f(A) €A))

Am avea nevoie de mult mai mult decat un scurt paragraf pentru a prezenta cum se cuvinte
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axioma alegerii. Ne vom limita sd o descriem, insd, foarte succint: pentru orice familie de
multimi (posibil infinitd), existd o functie care alege exact un element din fiecare multime. In
demonstratia teoremei Lowenheim-Skolem, am folosit-o pentru a alege cate o instantd a fiecarei

propozitii existentiale adevarate.

9. Axioma regularitatii: VX3u(u € X N\unX = @)

Orice multime X are un element minimal relativ la relatia de apartenentd €. (Un element u e
e-minimal in X dacd nu existd niciun v in X asa Incat u € v. Sau, echivalent: uNX = &, ceea

ce duce la formularea din axioma.)

Pe aceasta ultimd axiomd ne vom concentra ceva mai mult. Iatd importanta ei, Tn termeni mai
potriviti unei lucrari de filosofie: Tnlaturd posibilitatea regresiei la infinit atunci cand enumeram
toate elementele unei multimi, si toate elementele acelor elemente, si asa mai departe. Lantul
apartenentelor frebuie si aibi o lungime finitd, indiferent de multimea de la care plecim. In parti-
cular, o multime 7 care isi inldntuie propriile elemente — dacd u € T, atunci toate elementele lui u
sunt si ele in 7', deci u C T — se numeste o multime tranzitiva.

O relatie E pe o clasd C care are proprietatea cerutd de axioma regularitatii — anume, orice
subclasi a lui C are un element E-minimal — se numeste o relatie bine fondatd. In mod uzual cand
interpretdm axioma regularitdtii, relatia la care considerdm cd face referire este relatia uzuald de
apartenenta €, iar clasa pe care o ludim ca domeniu al relatiei este clasa uzuald a tuturor multimilor
V. Dar axioma regularitdtii impune constrangerea de bund fondare asupra oricdrui model al ei, nu
doar asupra perechii (V, €): orice pereche (C,E), daci prin intermediul ei se interpreteazi relatia
de apartenenta din teoria multimilor, desemneaza o relatie bine fondata. Deci axioma regularitatii
garanteaza cd orice model al teoriei multimilor este bine fondat — orice Tnlantuire de elemente ale
lui C care intrd in relatia E trebuie sa fie finitd (c¢; E ¢ E c3 E...E ¢y).

Iatd acum motivul pentru care axioma regularitdtii ne intereseazd in mod special. Consecinta

faptului ca orice model al axiomelor ZFC este bine fondat este lema lui Mostowski:

Teorema 9.1 (Lema lui Mostowski). Pentru orice model &7 = (A, E) al axiomelor ZFC, existd un
alt model .7 = (T, €) izomorf cu o7, al cdrui domeniu T este tranzitiv si care atribuie relatiei de

apartenentd interpretarea ei uzuald. [Jech 2006]

Demonstratie (schitd). E suficient sd gdsim un izomorfism intre <7 si 7. Fie urmatoarea functie

pe A:

n(a) ={x(v) |vE a}
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7 e o functie recursiva; insd buna fondare a relatiei (A, E) garanteaza cd recursia are un caz de
baza care Tmpiedica regresul la infinit, pentru ca nicio multime @ nu determind un lant infinit de
elemente ... Evy; Evi E a.

Remarcam, in primul rand, cd 7w(a) = 7(b) dacd si numai dacd a si b intrd in relatia E cu exact
aceleasi obiecte din domeniu. Cum </ e un model al ZFC, o7 satisface axioma extensionalitatii:
doud obiecte indiscernabile dupa relatia E sunt de fapt unul si acelasi obiect. Deci w(a) = 7w (b)
dacd si numai daca a = b. Asadar 7 e o bijectie intre A si Im(7).

Mai apoi:
Dacé u E v, atunci 7w(u) € m(v),

adica relatia E pe domeniul A e transpusd in apartenenta uzuald € pe domeniul format de Im(7).
Aceste doui proprietiti luate impreund arati ca 7 e un izomorfism intre (A, E) si (Im(7), €).

Acum, cel mai important, imaginea lui 7 e tranzitiva:

Daca u € Im(7) siv € u, atunci v € Im(f).

Fie atunci T = Im(x). </ e izomorf cu .7 si T e tranzitiv. O

Teorema 9.2. Orice reuniune numadrabild de multimi finite sau numarabile este numarabild.

9.2 Rezultate ajutatoare pentru Lowenheim-Skolem

Teorema 9.3 (Cardinalitatea lui Form(L)). Fie L= (R, F, C, V, ar) o semniturd. Atunci, |Form(L)|=
Xo.

Demonstratie. Fie X =RUF UC UV U {3,V, = ,A,V} multimea tuturor simbolurilor care
pot apdrea intr-o formula a lui L. Cum orice formuld este o concatenare finitd de simboluri din X,

avem Form(L) C |J X", iar potrivit 9.2, |J X" e numdrabild. Asadar, |[Form(L)| < Xy.
neN neN
Fie R o relatie de aritate ar(R) si v o variabild. Luam f: N — Form(L), f(n) = 3v AR(V), unde
n

v reprezintd o listd v,...,v in care variabile v este repetatd de ar(R) ori. Cum pentru orice numér
natural n existd o unica formula f(n), f este injectivd, deci |Form(L)| > Xo.
Asadar, |[Form(L)| = Xo.

Teorema 9.4. Orice scufundare conserva adevarul formulelor fara cuantificatori.
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Demonstratie. Fie o scufundare 7 de la o L-structura .o la o L-structurd 2. Pentru orice L-formula

necuantificatd ¢ (x) si orice listd de parametri a@ € A, vrem sd ardtam ca:

o |= ¢(a) ddaci B = ¢(r(a))

Vom proceda prin inductie pe formule. O formuld necuantificatd e formata dintr-una sau mai
multe formule atomare, legate prin conectori logici. La randul ei, o formula atomara poate avea
una din doud forme: #; = 1, sau R(ty,...,t,), pentru #; termeni. S& incepem, deci, prin a vedea ce
efect are scufundarea 7 asupra interpretdrii termenilor.

Fie #(xy,...,x,) un termen din L, xj,...,x, fiind o listd de variabile ale lui L incluzind toate
variabilele care apar in ¢. Fie + functia de interpretare a lui # in <7, si aj,...,a, € A parametrii

pentru care se evalueazd variabilele lui . Atunci:

n(c?) dacid t e constanta c,
n(t? (a1, ....an)) =} 7(a;) daci t e a i-a variabili,
\ n(F¥(ay,...,a,)) dacite functia F cu n variabile libere
( c? daca t e constanta c,
=< m(a;) dacd t e a i-a variabila,
F?(n(ay),...,m(a,)) daci te functia F cu n variabile libere

\

Folosindu-ne de acest lucru, vom arata ca orice scufundare conserva adevarul formulelor atomare.

A =t(ar,....an) = 02(ai,...,a,) ddaci 17 (ay,...,a,) =57 (ay, ...,an)
ddaCé f(tiQ{(a17"'7an)) = f(t;{(ala ---:an))
ddaci 1% (w(ay), ..., w(an)) = 5 (n(ay, ..., an)

ddaci B = 11(n(ar), ..., m(an)) = to(n(ay),...,w(ay))

ddaci % = R(t;(7(a)),...,tm(7(a)))
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Asadar, 7 conserva adevarul tuturor formulelor atomare.
O formuld necuantificatd e formatd din formule atomare legate prin conectori logici. Cum
conectorii logici sunt interpretati la fel in orice structurd, 7 conserva adevérul si al oricdrei formule

necuantificate. ]
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