
线性代数复习提纲 
 

第一章 行列式 
本章重点是行列式的计算，对于 n阶行列式的定

义只需了解其大概的意思。要注重学会利用行列式的

各条性质及按行（列）展开等基本方法来简化行列式

的计算，对于计算行列式的技巧毋需作过多的探索。 

 

1、行列式的性质 

（1）行列式与它的转置行列式相等，即  T
D D 。 

（2）互换行列式的两行（列），行列式变号。 

（3）行列式中如有两行（列）相同或成比例，则此

行列式为零。 

（4）行列式的某一行（列）中所有元素都乘以同一

数k ，等于用数k 乘此行列式；换句话说，若行列式

的某一行（列）的各元素有公因子k ，则k 可提到行

列式记号之外。 

（5）把行列式某一行（列）的各元素乘以同一数k，

然后加到另一行（列）上，行列式的值不变。 

（6）若行列式的某一行（列）的各元素均为两项之

和，则此行列式等于两个行列式之和。 
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2、行列式的按行（按列）展开 

（1）代数余子式：把 n阶行列式中 ,i j 元
ij

a 所在的

第 i行和第 j列划掉后所剩的 1n 阶行列式称为 ,i j

元
ij

a 的余子式，记作
ij

M ；记  1


 
i j

ij ij
A M ，则称

ij
A 为 ,i j 元

ij
a 的代数余子式。 

（2）按行（列）展开定理： 

n阶行列式等于它的任意一行（列）的各元素与

对应于它们的代数余子式的乘积之和，即可按第 i行

展开： 1 1 2 2 ... , ( 1,2,..., )    
i i i i in in

D a A a A a A i n  

也可按第 j列展开： 

1 1 2 2 ... , ( 1,2,..., )    j j j j nj njD a A a A a A j n  

（3）行列式中任意一行（列）的各元素与另一行的

对应元素的代数余子式乘积之和等于零，即

1 1 2 2 ... 0, ( )    
i j i j in jn

a A a A a A i j ； 

或 1 1 2 2 ... , ( )   
i j i j ni nj

a A a A a A i j 。 

3、克拉默法则： , ( 1,2,..., ) i
i

D
x i n

D
，其中

i
D 是

把D中第 i列元素用方程右端项替代后所得到的行列

式。 

4、常用的行列式 

上（下）三角形行列式等于其主对角线上的元素
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的乘积；特别，（主）对角行列式等于其对角线上各

元素的乘积。学会利用行列式各性质将行列式化为三

角形，以方便计算。 

 

第二章 矩阵及其运算 
了解矩阵的加法、数乘、矩阵与矩阵相乘、矩阵

的转置和方阵的行列式等概念。本章重点是要熟练掌

握矩阵的线性运算（加法与数乘）、矩阵与矩阵的乘

法、矩阵的转置、方阵的行列式及其运算规律；掌握

可逆矩阵的概念以及矩阵可逆的充要条件；理解伴随

矩阵的概念，会用伴随矩阵求矩阵的逆阵。 

 

1、矩阵的运算 

（1）矩阵加法满足 , , 
mn

A B C M  

（a)   A B B A 

（b) ( ) ( )    A B C A B C  

（2）数乘矩阵满足 , , ,  
mn

R A B M  

（a)      A A 

（b)       A A A 

（c)      A B A B 

（3）矩阵与矩阵相乘满足（前面矩阵的列数=后面矩

阵的行数） 
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（a)    AB C A BC  

（b)    A B C AB AC  

（c)         A B A B AB  

注意： 

（a) 一般情况下， AB BA；若 AB BA，则称 ,A B

是可交换的。 

（b) 即便 0AB ， ,A B可以都不是零矩阵。 

（4）矩阵的转置满足 

（a)   
T

T
A A 

（b)    
T T T

A B A B  

（c)   
T T

A A  

（d)   
T T T

AB B A  

（e) 0 0 0    T T
A A AA A  

（5）方阵的幂
k

A （ k 为正整数， 
n

A M ） 

（a)  ; 
l

k l k l k kl
A A A A A （ ,k l均为正整数）。 

（b) 若 方 阵 ,A B 是 不 可 交 换 的 ， 则

   
2 2 22 ;    

k k k
A B A AB B AB A B 。 

（6）方阵的行列式（ ,A B均为方阵）满足 

（a) T
A A 。 
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（b)   n
A A  

（c) AB A B  

2、逆矩阵 

（ 1）定义：设 
n

A M ，若有 
n

B M ，使得

 AB BA E（单位阵），则称矩阵A是可逆的，B是

A的逆阵，记作
1B A 。 

（2）方阵A可逆 0 A 有B，使 AB E有

B，使 BA E。 

（3）逆阵的性质 

（a) 若A可逆，则
1

A 也可逆，且 
1

1


 A A 

（b) 若A可逆，则
T

A 也可逆，且   
1

1



T

T
A A  

（c) 若 A 可 逆 ， 0k ， 则 kA 也 可 逆 ， 且

 
1 11 kA A

k
 

（d) 若 ,A B 均 可 逆 ， 则 ,A B 也 可 逆 ， 且

 
1 1 1  AB B A  

（4）伴随矩阵：设 
n

A M ， A的伴随阵
*

A 定义为

 * 
T

ijA A ，（其中
ij

A 是 A 中 ,i j 元的代数余子式。 

伴随阵的性质： 

（a) * * AA A A A E  
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（b) 若 0A ，则 1 * * 11
,  A A A A A

A
 

（c) 若 0A ，则   
* 1

1 * 1
  A A A

A
 

（d) 
1* 


n

A A  

（e)    
*

*
T

T
A A  

3、克拉默法则的矩阵表示 

若 0A ， 则 方 程 组 Ax b 有 唯 一 解

1 *1 x A b A b
A

。 

 

第三章 矩阵的初等变换与线性方程组 
本章重点是要熟练掌握用初等行变换把矩阵化

成行阶梯形和行最简形的方法，并熟练掌握用矩阵初

等行变换求解线性方程组的方法。理解矩阵的秩的概

念，并掌握用矩阵初等变换求矩阵的秩的方法。 

理解非齐次线性方程组无解、有唯一解或无穷多解

的充要条件和齐次线性方程组有非零解的充要条件。 

 

1、定义 

初等行变换： ; ;  
i j i i j

r r r k r kr ； 
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初等列变换： ; ;  
i j i i j

c c c k c kc ； 

初等变换：A B，即A与B等价，秩相等。 

2、矩阵的秩 

（1）矩阵A的最高阶非零子式的阶数r，称为矩阵A

的秩，记作   R A r。 

（2）    R A r A的最简形含 r 个非零行 A的

标准形
0

0 0


 
  
 

r

m n

E
F 。 

（3）矩阵的秩的性质： 

（a)    0 min , 
m n

R A m n 。 

（b)    T
R A R A 。 

（c)     A B R A R B 。 

（d) 若 ,P Q可逆，则    R PAQ R A 。 

 

3、线性方程组理论 

（1）n元非齐次线性方程组 Ax b有解的充要条件

是    ,R A R A b ，当    , R A R A b n时有唯

一解；当    , R A R A b n时有无穷多解；无解的

充要条件是    ,R A R A b 。 

（2）n元齐次线性方程组 0Ax 有非零解的充要条

件是   R A n；只有零解的充要条件是   R A n。 
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（ 3 ） 矩 阵 方 程 AX B 有 解 的 充 要 条 件 是

   ,R A R A B 。 

 

第四章  向量组的线性相关性 
在本章学习中，，要特别注意方程语言、矩阵语言、

几何语言三者之间的转换，，突出的典型问题是对

   1 2 1 2, ,..., , ,..., , ( ) 
l m m l

b b b a a a K B AK 所作的

解释： 

矩阵语言：B是A与K 的乘积矩阵； 

方程语言：K 是矩阵方程 AX B的一个解； 

几何语言：向量组B能由向量组A线性表示，K 是

这一表示的系数矩阵。 

 

理解向量组线性组合以及一个向量（或向量组）

能由一个向量组线性表示的概念，特别地，要熟悉这

些概念和线性方程组的联系。理解向量组线性相关和

线性无关的概念，并熟悉它们与齐次线性方程组的联

系。理解向量组的最大无关组和向量组的秩的概念，

会用矩阵的初等变换求向量组的最大无关组和秩。 

本章的另一个重点是理解齐次线性方程组的基

础解系的概念，并能熟练地求出基础解系，理解齐次

与非齐次线性方程组通解的构造。 
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1、n维向量、向量组 

n个有次序的数 1 2, , , na a a 构成的有序数组称为

n维向量，记作 

 

1

2

1 2, , ,...,

 
 
  
 
 
 

T

n

n

a

a
a a a a a

a

 

a与
T

a 分别称为列向量和行向量，也就是列矩阵和行

矩阵。 

若干个同维数的列（行）向量所组成的集合叫做向

量组。含有有限个向量的向量组可以构成一个矩阵。 

 

2、线性组合与线性表示 

（1）向量b能由向量组 1 2: , ,...,
m

A a a a 线性表示 

方程组  1 1 2 2 ...    
m m

x a x a x a b Ax b 有解 

    1 2 1 2, ,..., , ,..., ,
m m

R a a a R a a a b  （定理 1） 

（2）向量组 1 2: , ,...,
l

B b b b 能由向量组 1 2: , ,...,
m

A a a a

线性表示矩阵方程 

     1 2 1 2, ,..., , ,..., 
m l

a a a X b b b AX B 有解 

    , R A R A B   （定理 2） 

（3）向量组 A与向量组 B 等价（能相互线性表示）
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     ,  R A R B R A B  

（4）若向量组 B 能由向量组 A 线性表示，则

   R B R A 。 （定理 3） 

 

3、线性相关与线性无关 

向量组 1 2: , ,...,
m

A a a a 线性相关 

齐次线性方程组 

 1 1 2 2 ... 0 0    
m m

x a x a x a Ax 有非零解 

  1 2, ,..., 
m

R a a a m  （定理 4） 

向量组  1 2, ,..., 2
m

a a a m 线性相关的充要条件是存

在某个向量  1 
j

a j m ，它能由其它 1m 个向量

线性表示。 

4、向量组线性相关性的重要结论 

（ 1）向量组 1 2, ,...,
s

a a a 线性相关，则向量组

1 2 1, ,..., , ,...,s s m
a a a a a 也线性相关。（定理 5-1） 

（2）m个 n维向量组成的向量组，当m n ，即个数大

于维数时一定线性相关。（定理 5-2） 

（3）设向量组 1 2: , ,...,
m

A a a a 线性无关，而向量组

1 2, ,..., ,
m

a a a b线性相关，，则向量b必能由向量组A线

性表示，且表示式是唯一的。（定理 5-3） 

 

5、向量组的最大无关组与向量组的秩 
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（1）定义：如果在向量组中能选出 r 个向量

1 2, ,...,
r

a a a ，满足 

（a) 向量组 0 1 2: , ,...,
r

A a a a 线性无关； 

（b) 向量组 A中任意 1r 个向量都线性相关，那么

称向量组 0A 是向量组A的一个最大无关组；最大无

关组所含向量个数r称为向量组A的秩，记作
A

R 。

只含零向量的向量组没有最大无关组，规定它的秩

为 0。 

（c) 上述条件（b）可改为：向量组 A中任一向量都

能由向量组 0A 线性表示。 

（2）只含有限个向量的向量组 1 2: , ,...,
m

A a a a 构成矩

阵  1 2, ,...,
m

A a a a ，矩阵 A的秩等于向量组 A的秩，

即    1 2, ,..., 
m A

R A R a a a R 。 （定理 6） 

 

6、齐次线性方程组 0Ax 的基础解系与通解 

    设n元齐次线性方程组 0 
m n

A x 的解集为S，则

 
S

R n r；解集S 的一个最大无关组称为齐次线性

方程组的基础解系，其中含  
S

R n r个解向量。设

1 2, ,...,   n r
为齐次线性方程组的基础解系，则其通

解为  1 1 2 2 1 2... , ,...       
n r n r n r

x c c c c c c R  

7、非齐次线性方程组 Ax b的通解 

设非齐次线性方程组 Ax b的一个解为
* ，对
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应 的 齐 次 线 性 方 程 组 0Ax 的 基 础 解 系 为

1 2, ,...,   n r
， 则 非 齐 次 方 程 组 的 通 解 为

*

1 1 2 2 ...       
n r n r

x c c c 。 

 

8、向量空间 

（1）设V 是n维向量的集合，如果V 非空，且对向量的

线性运算封闭，那么V 就称为向量空间。 

向量空间V 的最大无关组称为V 的基，向量空间V 的

秩
VR 称为V 的维，若 V

R r ，则称V 为 r维向量空间。 

设 r 维向量空间的一个基为 1 2, ,..., rj j j ，则任一向量

v V ， 总 有 唯 一 的 一 组 有 序 数 1 2, ,...,
r

   ， 使

1 1 2 2 ...
r r

v j j j      ，有序数组 1 2, ,...,
r

   就称为向量 v 在基

1 2, ,..., rj j j 下的坐标。 

（2）给定n维向量组 1 2: , ,...,
m

A a a a ，集合 

   1 2 1 1 2 2 1 2, ,..., ... , ,...,m m m mL a a a x k a k a k a k k k R       

是一个向量空间，称为由向量组 A所生成的向量空间。 

向量组 A与向量组 B 等价，则由它们所生成的向量

空间相等。 
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第五章  相似矩阵及二次型 

本章的重点特征值与特征向量的计算与矩阵的对

角化，特别是对称矩阵的对角化。而求得正交矩阵 P ，

使  1

1 2
, , ...,

T

n
P AP P AP diag        ，既是相似，又是合同。

学好本章的关键是掌握对称矩阵正交相似对角化的

原理和步骤，其它概念如向量的内积、正交、施密特

正交化方法、正交矩阵、特征值和特征向量等都围绕

正交相似对角化这一中心议题。要熟练地掌握特征值

和特征向量的求法以及它们和正交矩阵的关系。 

 

1、 向量的内积、长度及正交性 

（1）设有 n 维向量  

1 1

2 2
,

: :

n n

x y

x y
x y

x y

   
   
    
   
   
   

 

则  1 1 2 2, ... T

n n
x y x y x y x y x y      被称为向量 x与 y的内积。 

（2）非负实数   2 2 2

1 2, ... nx x x x x x      被称为向量 x的

长度（或范数）。当 1x  时，称 x为单位向量。 0 0x x   。 

（3）当 , 0T
x y x y  时，称向量 x与 y正交。零向量与任

何向量都正交。 

 

2、正交向量组： 

一组两两正交的非零向量称为正交向量组。正交
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向量组一定线性无关。 

    给定一个线性无关的向量组 A，寻求一个与 A等价

的正交向量组，称为把向量组 A正交化。 

施密特正交化过程：设向量组 A： 1 2, ,...,
r

a a a 线性无关，

令 

1 1b a ； 

 
 

1 2

2 2 1

1 1

,

,

b a
b a b

b b
  ； 

…… 

 
 

 
 

 
 

1 2 1

1 2 1

1 1 2 2 1 1

, , ,
...

, , ,

r r r r

r r r

r r

b a b a b a
b a b b b

b b b b b b





 

      

则向量组 1 2, ,..., rb b b 两两正交，且与 A组等价。 

设 n 维向量 1 2, ,..., re e e 是向量空间V （ n
V R ）的一个

基，如果 1 2, ,..., re e e 两两正交，且都是单位向量，则称

1 2, ,..., re e e 为V 的一个规范正交基。 

 

3、正交矩阵 

如果 n 阶矩阵 A满足 T
A A E ，则称 A为正交矩阵，简

称正交阵。 

（1） T T
A A E AA E   ； 

（2） A可逆，且 1 T
A A

  ； 

（3）A的行（列）向量组两两正交，且都是单位向量。 
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4、特征值与特征向量 

（1）设 A是n阶矩阵, 若有数和 n 维非零向量 x使关

系式 xxA  ，则称 为方阵 A的特征值, 非零向量 x称

为 A的对应于特征值的特征向量。 

（2）的 n次多项式  

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a
f A E

a a a




 






  



称为n阶矩阵 A的特征多项式， 0A E  称为矩阵 A的特

征方程，特征方程的根就是 A的特征值。在复数范围

内恒有解，n阶矩阵 A有n个特征值（重根按重数计算）。 

设方阵 A的特征值为 1 2, ,...,
n

   ，则有 

      1） 1 2 11 22... ...
n nn

a a a         ； 

2） 1 2... n
A     

3）若是方阵 A的特征值，则 k 是 k
A 的特征值；

   是 矩 阵 多 项 式  A 的 特 征 值 （ 其 中

  0 1 ... m

m
a a a       ；   0 1 ... m

m
A a a A a A     ）。 

（3）设是方阵 A的一个特征值，则齐次方程 0A E 

的全部非零解就是方阵 A对应于特征值 的全部特征

向量，而该齐次方程的基础解系就是对应于特征值 

的全体特征向量的最大无关组。 

（4）设 1 2, ,...,
r

   是方阵 A的 r个特征值，对应的特征向

量依次为 1 2, ,..., rp p p ，如果 1 2, ,...,
r

   各不相等，则 1 2, ,..., rp p p 线
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性无关。 

 

5、相似矩阵 

（1） 对于 n阶矩阵 A 和 B , 若有可逆矩阵 P ，使得

BAPP 1 ,则称 A与B相似,把 A化成B的运算，称为对 A

进行相似变换，可逆矩阵 P 称为把 A变成B的相似变换

矩阵。 

若矩阵 A与B相似，则 A与B的特征多项式相同，

从而有相同的特征值。 

（2） 若矩阵 A与对角阵相似（此时，称矩阵 A能相似

对角化），即若有可逆矩阵 P ，使得  1

1 2, ,...,
n

P AP diag       ,

则 

1） 1 2, ,...,
n

   是 A的n个特征值； 

2） P 的第 i个列向量 ip 是 A的对应于 i 的特征向量； 

3）矩阵 A能相似对角化的充分必要条件是 A有 n个线

性无关的特征向量。 

 

6、对称矩阵的对角化 

（1）对称矩阵的性质 

1) 对称矩阵的特征值都是实数； 

2) 对应不同特征值的特征向量正交； 

3) 给 定 对 称 阵 A ， 存 在 正 交 阵 P ， 使
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 1

1 2, ,...,T

n
P AP P AP diag        。 

（2）对称阵 A对角化的步骤 

1) 求出 A的全部互不相等的特征值 1,..., s
  ，它们的重数

依次为  1 1,..., ...
s s

k k k k n   。 

2) 对每个
ik 重特征值

i ，求方程   0
i

A E x  的基础解系，

得
ik 个线性无关的特征向量。再把它们规范正交化，

得
ik 个两两正交的单位特征向量。因 1 ...

s
k k n   ，故

总共得到n个两两正交的单位特征向量。 

3) 把这n个两两正交的单位特征向量构成正交阵 P ，便

有 1 T
P AP P AP

   。 

 

7、二次型化标准形 

 

（1）二次齐次函数 

        
2 2 2

1 2 11 1 22 2 12 1 2 13 1 3 1, 1( , , , ) ... 2 2 2
n nn n n n n n

f x x x a x a x a x a x x a x x a x x          

                        

称为二次型。 

令
ji ij

a a ,    1 2, , ,...,ij nA a x x x x  ，把二次型记作 T
f x Ax ，

对称矩阵 A称为二次型 f 的矩阵, 并规定二次型 f 的

秩为矩阵 A的秩。 

（2）二次型研究的主要问题是：寻求可逆变换 yCx  ,    
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使        2 2 2

1 1 2 2( ) T T

n n
f Cy y C ACy k y k y k y      

这种只含平方项的二次型，称为二次型的标准形（法

式）。 

当  1, 1,0 , 1,2,...,
i

k i n   时，则称上式为二次型的规范形。 

（3）对于n阶矩阵 A和B , 若有可逆矩阵C 使得 BCAC T ,

则称矩阵 A与B合同。把 A化为B的变换称为合同变换。 

    对二次型 T
f x Ax 作可逆变换 yCx  ，相当于对对称

矩阵 A作合同变换，把二次型化成标准形相当于把对

称矩阵 A用合同变换化为对角阵（称为把对称矩阵 A合

同对角化），即寻求可逆矩阵C ，使  T

1 2, ,...,
n

C AC diag k k k 。 

（4）给定二次型 T
f x Ax ，存在正交变换 x Py ，使 

  2 2 2

1 1 2 2 2...T T T

n
f Py y P APy y y y y y          

其中 1 2, ,.., n   为对称矩阵 A的n个特征值。 

（5）配方法是化二次型为标准形（规范形）的一种

较为方便的方法。 

 

8、惯性定理、正定二次型 

（ 1 ） 惯 性 定 理 ： 设 二 次 型 的 标 准 形 为

2 2 2

1 1 2 2 , ( 0)
r r i

f k y k y k y k      

则系数 ik 中正数的个数是确定的，而且上式里项数（等

于 f 的秩）也是确定的。 

在二次型 f 的标准形中，正项个数称为 f 的正惯性
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指数；负项个数称为 f 的负惯性指数。若二次型 f 的秩

为 r，正惯性指数为 p，则 f 的规范形为 
2 2 2 2 2

1 2 1 ...
p p r

f y y y y y        

（2）如果    0, 0 or 0x f x    , 则称二次型 f 为正（负）

定的, 并称 f 的矩阵 A是正（负）定的，记作  0 or <0A  。 

T
f x Ax 正定 f 的正惯性指数 p n  

 A的n个特征值全为正 

 A的各阶主子式全为正 

 f 的规范形为 2 2 2

1 2 ...T

n
f y y y y y      

 A合同于单位阵 E 

 T
A U U ，U 可逆。 

更多学习资源欢迎关注微信公众号：大学资源库；知乎：大学资源；QQ空间:835159973




