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5.1  线性反馈控制系统的基本结构及其特性

5.1.1状态反馈

状态反馈是将系统的每一个状态变量乘以相应的反馈系数，然后反馈

到输入端与参考输入相加形成控制律，作为受控系统的控制输入。

下（图一）是一个多输入一多输出系统状态反馈的基本结构。



图中受控系统的状态空间表达式为：

式中

简记为

式中，v 为 维参考输人；K为 维状态反馈系数阵或状态反馈增益阵。

对单输入系统，K为 维行矢量。

（1）

若D =0，则受控系统：

（2）

状态线性反馈控制律 为：

（3）



把式(3)代人式(1)整理可得状态反馈闭环系统的状态空间表达式：

简记为 。

闭环系统的传递函数矩阵：

比较开环系统 与闭环系统 可见，状态反

馈阵K的引入，并不增加系统的维数，但可通过K的选择自由地

改变闭环系统的特征值，从而使系统获得所要求的性能。

（4）

若D =O，则

（5）

（6）



5.1.2     输出反馈

输出反馈是采用输出矢量y构成线性反馈律。在经典控制理论中主

要讨论这种反馈形式。（图二）示出多输入一多输出系统输出反馈的基

本结构。



受控系统

（7）

或

（8）

输出线性反馈控制律为：

（9）

其中日为 维输出反馈增益阵。对单输出系统，H为 维列

矢量。



闭环系统状态空间表达式可由式(7)代入式(9)得：

（10）

整理得：
（11）

再把式(1 1)代入式(7)求得：

（12）

若D =0，则

（13）



简记 。由式(13)可见，通过选择输出反馈增益阵

日也可以改变闭环系统的特征值，从而改变系统的控制特性。

输出反馈系统的传递函数矩阵为：

若受控系统的传递函数矩阵为：

存在下列关系：

（14）

（15）

（16）

或

（17）



从系统输出到状态矢量导数 的线性反馈形式在状态观测器获得应用。

（图三）表示这种反馈结构：

比较上述两种基本形式的反馈可以看出，输出反馈中的HC 与状态反馈中的

K 相当。但由于 ，所以H 可供选择的自由度远比K 小，因而输出反馈

只能相当于一种部分状态反馈一只有当 时， ，才能等同于全

状态反馈。因此，在不增加补偿器的条件下，输出反馈的效果撮然不如状态

反馈系统好。但输出反馈在技术实现上的方便性则足其突出优点。

5.1.3  从输出到状态矢量导数反馈



设受控系统 ：

加入从输出y到状态矢量导数 的反馈增益阵 ，可得闭环系统：

将式(19)中的y 代入 整理得：

（18）

（19）

（20）



记作 。

若D =0，则

（21）

闭环系统的传递函数矩阵：

（22）

5.1.4     动态补偿器

上述三种反馈基本结构的共同点是，不增加新的状态变量，系统开环与

闭环同维。其次，反馈增益阵都是常矩阵，反馈为线性反馈。在更复杂的情

况下，常常要通过引入一个动态子系统来改善系统性能，这种动态子系统，

称为动态补偿器。



它与受控系统的连接方式如图5．4所示，其中图a为串联连接，

图b为反馈连接。

5.1.5  闭环系统的能控性与能观性

定理5.1.1   状态反馈不改变受控系统 的能控性。



但不保证系统的能观性不变。

证明 只证能控性不变。这只要证明它们的能控判别矩阵同秩即可。

受控系统∑0和状态反馈系统∑0的能控判别阵为：

（23）

（24）

实际上，受控系统 的传递函数为：

（25）

将∑0的能控标准I型代入上式，得：



（26）

引入状态反馈后闭环系统的传递函数为：

（27）



定理5.1.2  输出反馈不改变受控系统的能控性和能观性。

证明 关于能控性不变。因为

（28）

若把(HC )看成等效的状态反馈阵K，那么状态反馈便保持受控系统的

能控性不变。

关于能观性不变。由能观判别矩阵

（29）

和

（30）



定理5.2.1       采用状态反馈对系统 任意配置极点的充

要条件是∑0完全能控。

5.2  极点配置问题

5.2.1采用状态反馈

证明 只证充分性。若∑0完全能控，通过状态反馈必成立

式中， 为期望特征多项式。

（31）

（32）



式中， 为期望的闭环极点(实数极点或共轭复数极点)。

1)若∑0完全能控，必存在非奇异变换：

能将∑0化成能控标准I型： （33）

式中



受控系统∑0的传递函数为：

（34）

2)加入状态反馈增益阵：

（35）

可求得对 的闭环状态空间表达式：

（36）



闭环特征多项式为：

式中

（37）

闭环传递函数为：



3)使闭环极点与给定的期望极点相符，必须满足：

（38）

由等式两边 同次幂系数对应相等．可解出反馈阵各系数：

于是得：

（39）



4)最后，把对应于 的 ，通过如下变换，得到对应于状态 的 ：

这是由于 的缘故。

5.2.2      采用输出反馈

定理5.2.2    对完全能控的单输入一单输出系统 ，不能采用输

出线性反馈来实现闭环系统极点的任意配置。

证明 对单输入一单输出反馈系统 ，闭

闭环传递函数为：

（40）

在根轨迹上



定理5.2.3  对完全能控的单输入—单输出系统 通过带

动态补偿器的输出反馈实现极点任意配置的充要条件是：

1)        完全能观。

2)动态补偿器的阶数为n—l。

5.2.3     采用从输出到状态导数的反馈

定理5.2.4   对系统 采用从输出到 的线性反馈实现闭环极点

任意配置的充要条件是∑0完全能观。

证明 根据对偶原理，如果 能观．则 必能控，

因而可以任意配置 的特征值，，而 的特征值和

的特征值相同，又因为



因此，对 任意配置极点就等价于对A+Gc任意配置极点。于是设计

输出反馈阵G 的问题便转化成对其对偶系统 设计状态反馈阵K的问题。具体

步骤如下：

将系统 化成能观标准Ⅱ型：

式中， 为能将系统化成能观标准Ⅱ型的变换矩阵。

(1)取线性变换：

（41）

（42）



(2)引入反馈阵 后，得闭环系统矩阵：

式中



（43）

和闭环特征多项式：

(3)由期望极点得期望特征多项式：

（44）



(4)比较 各对应项系数，可解出：

即

（45）

（46）

(5)将在 求得的G 变换到 状态下便得：

和求状态反馈阵K 的情况类似，当系统的维数较低时，只要系统能观，

也可以不化成能观标准Ⅱ型，通过直接比较特征多项式系数来确定G 矩阵。



5.3    系统镇定问题

定理5.3.1对系统 ，采用状态反馈能镇定的充要条件是其不能

控子系统为渐近稳定。

证明 (1)设系统 不完全能控，因此通过线性变换可将

其按能控性分解为：

（1）

式中， 为能控子系统； 为不能

控子系统。

(2)由于线性变换不改变系统的特征值，所以有：



(3)由于 在能控性和稳定性上等价。

考虑对 引人状态反馈阵：

（2）

（3）

于是得闭环系统的状态矩阵：

（4）



和闭环特征多项式：

（5）

定理5.3.2     系统 通过输出反馈能镇定的充要条件是 ∑0

结构分解中的能控且能观子系统是输出反馈能镇定的，其余子系统是渐近稳定

的。

证明 (1)                 对进行能控性能观性结构分解，有：

比较式(5)与式(2)可见，引入状态反馈阵 ，只能通过选择 使

的特征值均具有负实部，从而使 ，这个子系统为渐近稳定。

但 的选择并不能影响 的特征值分布。因此，仅当 的特征值均具有

负实部，即不能控子系统 为渐近稳的此时整个系统 才是状态能镇定的。



（6）

(2)因为 能控性和能观性和能镇定性 上完全

等价，所以对 引入输出反馈阵H ，可得闭环系统的状态矩阵：



（7）

和闭环系统特征多项式：

（8）

式(8)表明，当且仅当 的特征值均具负

实部时，闭环系统才为渐近稳定。定理得证。



定理5.3.3           对系统 采用从输出到 反馈

实现镇定的充要条件是∑0的不能观子系统为渐近稳定。

证明 (1)将系统 进行能观性分解，得：

式中， 为能观子系统； 为不能观子系统。

（9）

开环系统特征多项式为：

（10）



(2)由于 在能控性和稳定性上等价，考虑对

引入从输出到 的反馈阵 ，于是有：

（11）

和

（12）

式(12)表明，引入反馈阵 ，只影响 的特征值。



5.4     系统解耦问题

解耦问题是多输入一多输出系统综合理论中的重要组成部分?其没汁目的

是寻求适当的控制规律，使输入输出相互关联的多变量系统实现每一个输出

仅受相应的一个输入所控制，每一个输入也仅能控制相应应的一个输出，这

样的问题称为解耦问题。

设 一个 维输入、 维输出的受控系统，即

（1）

若其传递函数矩阵：

（2）



实现系统解耦，目前主要有两种方法：
(1)前馈补偿器解耦

(2)状态反馈解耦

5.4.1    前馈补偿器解耦

前馈补偿器解耦的框图如下图所示。



根据串联组合系统可写出整个系统的传递函数矩阵：

（3）

式中， 为串接补偿器后系统的传递函数矩阵。

（4）

显然，只要 存在，则串联补偿器的传递函数矩阵为：

（5）



5.4.2     状态反馈解耦

1.状态反馈解耦中的几个特征量

状态反馈解耦系统的结构如下图所示：

为了便于讨论状态反馈解耦的条件，首先定义几个特征量。



1)定义 ，是满足不等式：

且介于0到 之间的一个最小整数l。

(6)

式中， 为系统输出矩阵c中的第i 行向量 ，因此， 的下

标i 表示行数。
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2. 能解耦性判据

定理5.4.1   受控系统 采用状态反馈能解耦的充要条件是

维矩阵E 为非奇异。即×

（7）



3. 积分型解耦系统

定理5.4.2  若系统 是状态反馈能解耦的，则闭环系统

是一个积分型解耦系统。其中状态反馈矩阵为：

（8）

（9）

输入变换矩阵为：

（10）



闭环系统的传递函数为：

（11）

式(11)表明，用式(9)和式(10)实现(K，F)解耦的系统，其每个子系统

都是相当于一个 阶积分器的独立子系统。

4．能解耦标准形

定理5.4.3      状态反馈 使系统 解耦并任意配置

极点的充要条件是，它们具有以下形式：



式中，

（12）

5. 状态反馈解耦的设计步骤

综上所述，用状态反馈实现系统解耦的设计步骤可归纳如下：

1)检验系统是否满足式(7)所述充要条件。

2)按照式(9)和式(10)计算状态反馈矩阵K和输入变换阵F，将系统化

成积分型解耦形式。

3)按照式(12)对各独立子系统采用附加状态反馈，将其极点配置为

期望值。

(对角块)



3)    的输出 应以足够快的速度渐近于 ，即 应有足够宽的频

带。但从抑制干扰角度看，又希望频带不要太宽。因此，要根据具体情况予

以兼顾。

5.5     状态观测器

5.5.1    状态观测器定义

设线性定常系统∑0=(A，B，C)的状态矢量X不能直接检测。如果动态

系统 以∑0的输入 和输出 作为其输入量，能产生一组输出 渐近

于 则称 的一个状态观测器。

根据上述定义，可得构造观测器的原则是：

1)观测器 应以∑0的输入 和输出 为其输入量。

2)为满足 必须完全能观，或其不能观子系统是渐近

稳定的。



4)     在结构上应尽量简单。即具有尽可能低的维数，以便于物理实现：

5.5.2   状态观测器的存在性

定理5.5.1      对线性定常系统∑0=(A，B，C)，状态观测器存在的充要

条件是∑0，的不能观子系统为渐近稳定。

证明 (1)设∑0=(A，B，C)不完全能观，可进行能观性结构分解。这

里，不妨设∑0=(A，B，C)已具有能观性分解形式。即

（13）

(2)构造状态观测器 为状态 的估值， 为调节

渐近于 的速度的反馈增益矩阵。于是得观测器方程：



或

（14）

定义 为状态误差矢量，可导出状态误差方程：

（15）



由式(16)可知，通过适当选择G1，可使 的特征值均具负实

部，因而有：

(3)确定使 渐近于 的条件。

由上式，得：

（16）

（17）

（18）

同理，由式（17)可得其解为：

（19）



成立时，才对任意 ，有：

由于 ，因此仅当

（20）

而 特征值均具有负实部等价。只有当∑0=(A，B，

C)的不能观子系统渐近稳定时，才能使 。

定理得证。

（21）

5.5.3   状态观测器的实现

定理5.5.2     若线性定常系统 ∑0=(A，B，c)   完全能观，则其状态

矢量 可由输出 和输入 进行重构。



证明 将输出方程t 逐次求导，代以状态方程并整理可得：

（22）

将各式等号左边用矢量z 表示，则有：

（23）



若系统完全能观，rankN=n，则有：

（24）

根据下图可得状态观测器方程：

（25）即



5.5.4    反馈矩阵G 的设计

为了讨论状态估值主趋近于状态真值工的渐近速度，引入状态误差矢量：

（26）

可得状态误差方程：

（27）

即 （28）

式(28)是一个关于 的齐次微分方程，其解为：

（29）



5.5.5   降维观测器（介绍）

以上介绍的观测器是建立在对原系统模拟基础上的，其维数和受控系统

维数相同，称全维观测器。实际上，系统的输出矢量y 总是能够测量的。因

此，可以利用系统的输出矢量y 来直接产生部分状态变量，从而降低观

测器的维数。

降维观测器设计分两步进行。第一，通过线性变换把状态按能检测性

分解成 ，其中 维 需要重构，而m 维 可由y直接获得。

第二，对 构造 维观测器。

可以证明，若系统能观，输出矩阵c的秩是m，则它的m个状态分量

可由y直接获得，那么，其余的 个状态分量便只需用

维的降维观测器进行重构即可。降维观测器的设计方法很多，下面介绍其一

般设计方法。



5.6    利用状态观测器实现状态反馈的系统

5.6.1    系统的结构与状态空间表达式

下图是一个带有全维状态观测器的状态反馈系统。

设能控能观的受控系统∑0=(A，B，C)为：



（1）

将式(3)代入式(1)和式(2)整理或直接由结构图得整个闭环系统的状态

空间表达式为：

状态观测器∑G为：

（2）

反馈控制律为：

（3）

（4）



写成矩阵形式为

（5）

这是一个 维的闭环控制系统。

5.6.2  闭环系统的基本特性

1.闭环极点设计的分离性

闭环系统的极点包括∑0直接状态反馈系统∑K=(A+BK，B，C)的极点

和观测器∑G 的极点两部分。但二者独立，相互分离。

设状态估计误差为

（6）



令变换矩阵为：

（7）

经线性变换后的系统 为：

（8）



或者展开成：

由于线性变换不改变系统的极点，因此，有：

2.传递函数矩阵的不变性

这个不变性表示用观测器构成的状态反馈系统和状态直接反馈系统具有

相同的传递函数矩阵。

（9）

（10）



3.观测器反馈与直接状态反馈的等效性

5.6.3   带观测器状态反馈系统与带补偿器输出反馈系统的等价性

在工程实际中，往往更关心系统输入和输出之间的控制特性，即传递

特性。可以证明，仅就传递特性而言，带观测器的状态反馈系统完全等效

于同时带有串联补偿器和反馈补偿器的输出反馈系统。或者说用补偿器可

以构成完全等效于观测器反馈的系统。

本章完


