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Preliminares

Las presentes notas contienen el material correspondiente al curso del Algebra Moderna
II en la Facultad de Ciencias de UNAM, impartido en el semestre 2021-II por lo autores.
Estés han sido escritas por Eduardo Le6n Rodriguez.

Aunque estas notas no estan basadas en ningtn texto en especial, los textos basicos en los
que se apoyan se encuentran en la bibliografia. De manera general la referencia [3] es la
version mas bésica en la que aparece todo el material del temario oficial. En nuestro caso
incluimos a esta el famoso libro de Atiyah y MacDonald [2] para desarrollar distintos temas
de los capitulos 1 y 2. Para la parte de teoria de campos y Galois se usan los textos [1]] y
[S], de estos ultimos la primera referencia escrita por Artin tiene un valor histérico en el
desarrollo de la teoria mds alld del gran texto que es en si. Para concluir, algunas ideas del
libro [4] se usan a lo largo de todas las notas. A esto hay que agregar que a lo largo de
algunas secciones se recomiendan algunos otros textos para complementar el material que
se esté tratando.

Como comentarias matematicos generales:
= El conjunto de los naturales N incluye al 0. La notacién N indica al conjunto de
naturales positivos.
» El grado de un polinomio f € R[x] se denota por d(f)






Capitulo 1

Conceptos basicos de Teoria de Anillos

1. Basico de anillos

DEFINICION 1. Sea R un grupo abeliano con operacion + y una segunda operacion
- R X R — R que escribiremos xy := -(x,y), si estas operaciones cumplen:
1. (xy)z=x(yz) Vx,y,z€R
2. de € Rtal que ¥x € R, xe =x =xe a ’¢” lo llamamos una unidad de R
3. (x+y)z=xz+yz,x(y+2) =xy+xz Vx,y,z € R diremos que R es un anillo aso-
ciativo con 1. Si ademds se cumple que xy = yx Vx,y € R, diremos que es un anillo

conmutativo.

EJEMPLO 1. 1. Los enteros Z
2. Los reales R
. Los racionales (Q
. Los complejos C
. Paran €N, los enteros médulo n.

. Para K un campo, el anillo de polinomios en una indeterminada K[X].

<N N B W

. Las funciones continuas Cy([a,b]) en el intervalo [a,b]. Todos los anteriores son
ejemplos de anillos conmutativos.

8. Los naturales N no son un anillo porque no forman ni un grupo abeliano.

9. Para K un campo y n € N, el conjunto de matrices de n por n, M,(K) es un anillo.

Si n > 2 entonces M, (K) no es conmutativo.

PROPOSICION 1. (Tarea) Sea K un campo y n € N. Entonces M,(K) es un anillo conmuta-

tivo siy solo sin > 2.
PROPOSICION 2. Sea R un anillo. Entonces la unidad es iinica.
DEMOSTRACION. Sean e,¢’ € R unidades, entonces

e —ee —=¢e

7
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Notacién. Como la unidad es tnica, la denotaremos por 1.

PROPOSICION 3. (Tarea) Sea R un anillo y x € R, entonces x0 = 0 = Ox

Todos los anillos que consideremos en el curso serdn conmutativos.

DEFINICION 2. Sea R un anillo y u € R. Decimos que u es una unidad si existe r € R tal

que ur = 1. El conjunto de unidades de R lo denotamos por U (R).

PROPOSICION 4. Sea R un anillo. Entonces U(R) es un grupo(abeliano).

DEMOSTRACION. 1. La asociatividad se hereda de la asociatividad de R
2. Elneutro de U(R) es 1
3. Parau € U(R) existe v € U(R) tal que uv = 1
O

Notemos que para u € U(R) el inverso es tnico, porque los inversos son unicos en los

grupos. Por lo que replicaremos la notacién y denotaremos a los inversos por u .

DEFINICION 3. Sea R un anillo. Denotaremos por R* a R — {0}.

Decimos que R es un campo si R* #0y R* =U(R)

EJEMPLO 2. 1. Los racionales son un campo
2. Los reales son un campo
3. Los complejos son un campo

4. Sea p primo, Z,, es un campo

DEFINICION 4. Sea R un anillo. Decimos que R es un dominio entero si xy = 0 implica que

x=00y=0. Equivalentemente si x # 0y y # 0 entonces xy # 0.

PROPOSICION 5. Todo campo es un dominio entero

DEMOSTRACION. Sean x,y € R tales que xy = 0. Si x = 0 ya terminamos.

Si x # 0 entonces existe x ! € Rtalque y =x"'xy=x"10=0 O
PROPOSICION 6 (Tarea). Sea n € Z. Entonces Z, es dominio entero siy solo si n es primo.

DEFINICION 5. Sea R un anillo y x € R. Decimos que x € R es nilpotente si existe n € N tal
que X" =0



2. SUBESTRUCTURAS 9
PROPOSICION 7. Sea R un anillo y x € R nilpotente, entonces 1 —x € U(R).

DEMOSTRACION. Sean € N tal que x” = 0, entonces

n—1
(1-x) Y ¥=1-x"=1-0=1
k=0
0

PROPOSICION 8. (Tarea) Sea R un anillo. Si u € U(R) y x es nilpotente, entonces u+x €

U(R).
2. Subestructuras

En esta seccién se introducirdn y estudiardn dos tipos especiales de subestructuras asociadas
a un anillo, a saber, los subanillos e ideales. Las definiciones presentadas se dardn en el
contexto no necesariamente conmutativo como una muestra de la complejidad de dichas
definiciones, sin embargo, mds alld de esta seccion se tratard la teoria en el contexto
conmutativo como se menciond en la seccion anterior. Por lo tanto, en esta parte de las
notas R es un anillo no necesariamente conmutativo.

2.1. Subanillos.

DEFINICION 6. Sea S C R. Decimos que S es un subanillo de R si se satisfacen las siguientes
propiedades:

1. (S,+) es un subgrupo de (R,+)

2. Para cualesquiera x,y € S, xy € S

3.1€8

Observacion: Una defincidn alterna de subanillo (la que muestra que es efectivamente
esta es una subestructura para un anillo) dice que S C R es subanillo si (S, +sxs, ‘sxs) €S
un anillo. Es decir, un subanillo es un subconjunto de R que es anillo con las operaciones
inducidas por R. En particular esto dice que todo subanillo es por derecho propio un anillo.

EJEMPLO 3. Todo anillo es subanillo de si mismo. En particular, Z es el iinico subanillo de

7y para cualquier n € N, el tinico subanillo de 7., es Z,

EJEMPLO 4. Los enteros Gaussianos Z[i] := {a+bi | a,b € Z} son un subanillo de C
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EJEMPLO 5. Existe una cadena de subanillos:

{a+bV5:a,b€Z} C{qi+qV5:q1,0€ QY CRCC

R R a b
EJEMPLO 6. ={ | a,b,c € R} es subanillo de M(R). De hecho esto
0

0 R c
sigue siendo valido al reemplazar a R por cualquier anillo conmutativo.

De la observacidn realizada anteriormente se puede intuir que el concepto de subanillo es el
claro andlogo al de subgrupo de la teorfa de grupos. Por tal razén varias de las construcciones
realizadas para subgrupos son validas para subanillos. Por ejemplo, se tiene el siguiente
resultado:

PROPOSICION 9. Sea {Sq }ueca una familia no vacia de subanillos de R. Entonces (\gep Sa

es un subanillo de R

DEMOSTRACION. Es claro (I

Entre otras cosas, al recordar la proposicién andloga a la anterior en el contexto de la teorfa
de grupos, dicho resultado permitia probar la existencia del subgrupo generado por un
conjunto. Para el caso de subanillos se tiene la propiedad andloga, para la cual la definicién
correspondiente es:

DEFINICION 7. Sea X C R. El subanillo generado por el conjunto X es el C —minimo
subanillo de R que contiene a X. Es decir, si este se denota por Sg(X), este cumple las
siguientes propiedades:

1. X CSg(X) y Sr(X) es subanillo de R

2. Si existe S subanillo de R tal que X C S entonces Sg(X) C S.

En la definicién anterior se ha usado el 4drticulo “el” y se ha puesto una notacién para
el subanillo generado por un conjunto. Insistiremos en que esto se hace cuando dicha
construccién tiene unicidad, independientemente de si esta exista o no para cualquier
subconjunto. El siguiente resultado justifica dicha convencién y ademas dice que este
siempre existe.

PROPOSICION 10. Si X C R, entonces existe un vinico subanillo generado por X.

DEMOSTRACION. Defina Sg(X) :={SCR : Ses subanillo de Ry X C S}. Esta
construccion da la existencia de dicho subanillo y la unicidad se deduce desde la definicién

de subanillo generado sin usar la definicién dada en esta prueba. (]
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EJEMPLO 7. Sea x € R. En este caso se tiene que
Sr({x}) ={aol +a1x+...4+ax" :n €N, ap,ay,...,a, € Z}

Observe que en este caso el conjunto de la derecha se puede identificar con Z[x].EI Esta
ultima observacion justifica la notacion usada para los enteros Gaussianos y muestra que

dicho anillo es el subanillo generado pori € C.

Observacion: El ejemplo anterior da lugar a una notacion estandar que se usa en teoria de
ndmeros y teoria de anillos, a saber, que para cualquier g € Z libre de cuadrados, se escriba

Z[\/q) :={a+b\/q : a,bcL}.

Ademds, el ejercicio[I3] generaliza la idea tratada en el ejemplo anterior.

EJERCICIO 1. Sea X C R con R abeliano. Demuestra que Sg(X) = {f(x1,...x,) : f €
Zly1,...ya,n € NT}

Para concluir esta subseccion se van a hacer un par de comentarios. El primero de ellos
tiene que ver con el hecho de que la suma de subanillos (como subgrupos abelianos) no
es subanillo. Para ser mas especificos, si S1,52 C R son subanillos, observe que el grupo
abeliano S1 + 52 C R no tiene por que ser un subanillo. El ejemplo mas simple se da al
considerar R = Z[x,y|, S| = Z[x] y S2 = Z[y]. Observe que x,y € S| + Sz, pero xy ¢ S| + S».

La segunda observacion tiene que ver con cocientes. Recuerde que en teorfa de grupos y
algebra lineal es importante introducir la idea de estructura cociente por muchas razones,
como por ejemplo, los teoremas de isomorfismo. Luego, respecto a esta discusion se va
a realizar la siguiente discusién: Considere S C R un subanillo. Asociado a este se puede
considerar el grupo abeliano R/S cuya operacion esta definida por

(x+8)+(+S) = (x+y)+S.

La pregunta es entonces si R/S tiene una estructura de anillo que se herede por la estructura
de R, es decir, que si al definir la asignacién - : R/S x R/S — R/S mediante la regla de
correspondencia (x4 S) - (y+ S) := xy+ S, esta da una estructura de anilllo en R/S.

No es dificil ver que esta definicién de producto satisface todos los axiomas necesarios para
que R/S sea un anillo. Sin embargo, hay un problema fundamental: esta asignacién no es
una funcién, es decir, depende de representantes.

Un ejemplo concreto se obtiene al considerar R = C y S = Z[i]. Observe que (3/2) + S =
(1/2+1i)+S. Sin embargo, por un lado ((3/2)+S)(1/2+S) = (3/4) + S, mientras que
((1/2+i)+8)(1/2485) = (1/4+i/2)+ S. Observe que (1/4+i/2)+S #3/4+S

Ipara que esto se haga de manera formal se tiene que introducir el concepto de morfismo de anillos. Ademds
es importante observar que en este momento para m € Z 'y x € R, mx es simplemente una notacion que proviene de

la teorfa de grupos abelianos.
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Esta observacion realizada hace que la estructura de subanillo pase a segundo plano pues
como se ha visto esta no es buena para definir cocientes. Luego, la siguiente seccion estd
dedicada al estudio de aquellos subgrupos aditivos de un anillo que permiten darle estructura
de anillo al grupo cociente respectivo.

2.2. Ideales.

DEFINICION 8. Sea I C R un subgrupo aditivo. Decimos que I es un ideal izquierdo si
para cualquier r € Ry x € I, se tiene que rx € 1. Dualmente, I es un ideal derecho si para
cualquier r € Ry x € I, se tiene que xr € I.

Finalmente I es un ideal bilateral si es ideal izquierdo y derecho simultdneamente.

Notacion: Si I C R es un ideal izquierdo, esto se denotard por g/ < R. Cuando I sea un
ideal derecho se escribird Ig < R. En el caso que [ sea bilateral escribiremos glp < R.

Observaciones:

1. Si R es un anillo conmutativo, son equivalentes para / C R un subgrupo aditivo:
a) RI<R
b) Ix <R
¢) RIr <R

Por tal razdn, en este caso se suele decir que / es un ideal de R (a secas) y esto
se denota simplemente por I < R
2. Asociado a cualquier anillo R, se puede considerar al anillo apuesto, el que se
denota por R°?, y se define como sigue: Como grupo abeliano (R°?,+) = (R, +),
mientras que si - : R X R — R denota el producto del anillo R, el producto en el
anillo opuesto -, : R’ x R°P — R°P estd definido por
Xoopy =Yy X.

Observe que en efecto (R, +,p,-op) €s un anillo con los mismos elementos
distinguidos que R. Mas atin, R es conmutativo si y sélo si R = R°?. Ademas nétese
que para un subgrupo aditivo I C R son equivalentes:

a) pI <R
b) I < R°P.

Por lo tanto, todo resultado que se pruebe para ideales izquierdos es automati-
camente valido para ideales derechos y vicevera. Note que esto implica que dicho
resultados también serdn validos para ideales biaterales.

EJEMPLO 8. Para cualquier anillo R son ideales bilaterales 0y R. Dado que ROg <Ry 0
no es un subanillo, esto proporciona un ejemplo de un ideal que no es un subanillo. A los

ideales de este ejemplo se les conoce como ideales triviales.



2. SUBESTRUCTURAS 13

El ejemplo anterior muestra una direccién de comparacién entre los conceptos de ideal
y subanillo. Para la comparacidn restante se puede usar el siguiente resultado de caricter
general.

PROPOSICION 11. Para un anillo R son equivalentes para rpI < R:
1. I=R
2. 1€l
3. URNIAD

DEMOSTRACION. a) = b) Es claro.
b) = ¢) Es obvio pues 1 € U(R)
¢) = a) Seau € U(R)NI. Observe que como I C R, para probar la contencién faltante sea

a€R Comorl <R, a=al = (au_l)u € I, lo que prueba la afirmacion. O

COROLARIO 1. Sea S C R un subanillo. Son equivalentes:
1. RS<R
2. SR <R
3. RSk <R
4. S=R

En resumen, la discusién anterior muestra que salvo un caso trivial, los conceptos de
subanillo e ideales no coinciden en general.

Continuando con los ejemplos se tiene lo siguiente:

EJEMPLO 9. Para cualquier n € Z.,nZ < 7. De hecho, todo ideal de 7 (el cual es bilateral

pues 7 es conmutativo) es de esta forma.

EJEMPLO 10. Sea R = M,(R). Entonces,

0 R
R <R
0 R
R R
<R
0 0

R
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Esto nos proporciona un ejemplo de un ideal izquierdo que no es derecho y que no es

bilateral.

De hecho, resulta que en los anillos de matrices se pueden caracterizar los ideales bilaterales:

EJERCICIO 2. Para A conmutativo. Sea J < M,,(A) un ideal bilateral. Demuestre que existe

I <A tal que J = My(I)

Queda claro de los ejemplos y discusiones anteriores que no todo subconjunto de un anillo es
un ideal. Nuevamente se tiene una construccién que asocia a cada uno de estos subconjuntos
un ideal.

DEFINICION 9. Sea X C R. El ideal izquierdo (derecho o bilateral) generado por X es el
C —minimo ideal izquierdo (derecho o bilateral) que contiene a X. Este se denota por g(X)

((X)r 0 r(X)g segiin sea el caso).

Como siempre la unicidad de dicha construccién puede demostrarse de la definicién di-
rectamente tomando como hipétesis la existencia. Esto justifica las cuestiones de notacién
introducidas en la definicién. La existencia se deduce del siguiente resultado.

LEMA 1. La interseccion de cualquier familia no vacia de ideales izquierdos (derechos o

bilaterales) es un ideal izquierdo (derecho o bilateral).

DEMOSTRACION. Es directo de la definicion O

PROPOSICION 12. El ideal izquierdo, derecho y bilateral generado por cualquier conjunto

existen.
DEMOSTRACION. Para un anillo R y X C R definimos:

RX)=N{RI<R:XCI}
X)r=Ir<R:XCI}
rRX)r={rlg <R : X CI}

Dichos conjuntos dan la construccién mencionada en cada caso (]
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Sean z.# el conjunto de ideales izquierdos de R, % el conjunto de ideales derechos de R,
asf como g.#z el conjunto de ideales bilaterales de R. Observe que estos son diferentes del
vacio pues O,R € .7, I, RIR.

De la tltima proposicién se deduce que existen funciones:

rR(L): P(R) = rSI
<_>R : QZ(R) — ]R
R<_>R : @(R) — RJR

Las cuales son monétonas y por lo tanto morfismos de 6érdenes parciales al considerar en el
dominio y el codominio el orden definido por la contencién. Esta y otras propiedades se
encuentran en el ejercicio[3]

EJERCICIO 3. Sean X,Y C R. Demuestre que:
1. (0) =(0)r = r(0)r =0
2. SiX CY, entonces p(X) C g(Y)
3. r(r(X)) = r(X)
4. X C R es un ideal izquierdo siy sélo si X =g (X).

EJEMPLO 11. Para x € R, observe que g(x) := g{{x}) = {rx : r € R} := Rx. De forma

andloga se puede probar que (x)g := ({x})r =: xR y que r{x)g := r{{x})r =: RxR.EI

Observe que cuando R =7, todo ideal de R es de la forma I = nZ = (n). Este tipo de

dominios son importantes y se discutirdn en una seccion posterior.

Antes de continuar con nuestra discusién, vale la pena mencionar un resultado. Para esto se
requiere una definicién.

DEFINICION 10. Un anillo de division, R, es un anillo en el que todo elemento no cero

tiene un inverso.

Observe que de la definicién se tiene que un campo es un anillo con divisién conmutativo.
De hecho, la diferencia entre anillos de division y campos es simplemente la propiedad de
conmutatividad. Por tal razén en muchos textos se les conoce a los anillos de divisién como
semicampos.

PROPOSICION 13. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un anillo R:

ZEsto justifica el porque en muchos libros de texto se denota al ideal izquierdo generado por x € R por Rx,

asi como las notaciones restantes para los ideales en cuestion.
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1. R es anillo con division
2. g% ={0,R}
3. Sg={0,R}

DEMOSTRACION. Se va a probar 1 < 2 pues esta prueba se puede adaptar para el otro

caso.
1=2)Seal €g.? conl+#0.Entonces INU(R)#0Dyasil=R.

2=-1) Seax € R con x # 0. Observe que g(x) < R es no cero y asi g(x) = R. Luego existe
a € R tal que ax = 1. Por otro lado g{a) = R, 1o que implica existe b € R tal que ba = 1.
Esto implica b = xy asi x € U(R) O

De la observacién previa al resultado se deduce que un anillo conmutativo es un campo si y
s6lo si sus Unicos ideales son los triviales.

Regresando a nuestra discusion principal, para lo cual es importante mencionar que hay
una generalizacion del ejemplo la cual se muestra en el siguiente resultado, el cual
basicamente dice que el ideal generado por un conjunto se puede ver como el conjunto de
combinaciones R — lineales de elementos en dicho conjunto.

PROPOSICION 14. Sea X C R. Entonces,

n

R(X):{Zaix,- :neNay,...,ap €Rx1,...,xn €X}
i=1
n

(X)R:{Zx,-ai :neNay,...,ap ERx1,...,x, €X}
i=1

n
rX)r= {Zaixib,- :neNay,by,...,a,,by ERx1,....,x, €EX}
i=1

DEMOSTRACION. Solamente se va a probar las primera de las igualdades pues las
restantes se demuestran de la misma forma. Ademads observe que si X = (0 la demostracién
es obvia, por lo que supéngase que X # 0.

Seaa =YY" ,aix;conai,...,ay €RY x1,..,x, € X. Observe que como X C g(X), enton-
ces X1,...,%;, € p(X) y asf ajxy,...,anx, € g(X). Luego, o € g(X), lo que demuestra la

contencién de derecha a izquierda.

Para la contencién de izquierda a derecha observe que X C {} ,ax; :n € N,ay,...,a, €
R x1,...,x, € X}. Por otro lado observe que el conjunto de combinaciones R-lineales

considerado es un ideal izquierdo pues 0 es una combinacién R — lineal y ademas la
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diferencia de dos combinaciones R — lineales en X es R — lineal. Esto prueba que dicho
conjunto es un subgrupo. Para ver que es un ideal izquierdo observe que dado a € Ry

Y' | a;x; una combinacién R — lineal de elementos en X, se tiene por distributividad que

n n
a(z aix;) = Z aa;x;,
i=1 i=1
lo que es una combinacién R — lineal de elementos en X. Asi como dicho conjunto de

combinaciones R — lineales es un ideal que contiene a X, por minimalidad de g(X), se

concluye la igualdad (I

Para concluir esta seccién se va a ver que el concepto de ideal es el que permite hacer
cocientes. Esto se muestra en la siguiente afirmacién.

PROPOSICION 15. Sea rlg < R. Entonces el grupo abeliano R/I tiene estructura de anillo

con el producto (x+1)(y+1) =xy+1. En dicha estructura el neutro es 1 + 1.

DEMOSTRACION. La prueba se reduce a demostrar que la asignacién mencionada
es una funcién pues al demostrar esto el resto de las propiedades son obvias. En efecto,
supdngase que,

x+I=x+1
y+I=y+1
Esto dice que x —x',y —y' € I. Como I es en particular un ideal derecho, (x —x')y € I y al

ser este en particular ideal izquierdo x'(y —y') € I. Luego esto implica que
(x—xy+xX(y—y) el
Observe que
=Xy +x(y =) =xy =¥y,
lo que nos dice que
xy+I1=xy +1
y prueba la afirmacién. O
Es importante hacer notar que en la prueba se usa de forma fuerte el hecho de que el ideal

sea bilateral, por tal razén los ideales bilaterales son los que permiten dar estructura de
anillo a R/I. De hecho observe que:

PROPOSICION 16. Sea I C R un subgrupo aditivo. R/I tiene estructura de anillo con el

producto (x+1)(y+1) =xy+1 siysolosi gl <R
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DEMOSTRACION. <) Proposicién anterior.

=)Seanx€lyac R Entonces ax+1=(a+1)(x+1)=(a+1)(0+1)=0+Iasiaxely
prueba que gI < R. De forma andloga se tiene que xa+1 = (x+1)(a+1) = (0+1)(a+1) =

041, asi xa € I y esto prueba que Ig < R, concluyendo la prueba. g

Otra observacion es que para I,J < R ideales izquierdos, el subgrupo 7/ +J < R es un ideal
izquierdo como consecuencia de la propiedad distributiva. Esto muestra que nuevamente el
concepto de ideal cumple otra propiedad que no es valida para subanillos en general.

Mas atin, puede verse que las familias 3., g y g son reticulas completas pues estas
familias son cerradas bajo intersecciones. Ademds, en lo que respecta al supremo de una
familia de ideales, puede considerarse el generado de la unién de estos, lo que notacional-
mente se suele llamar la suma de ideales pues coincide con esta en el caso finito. Para ser
especificos, si {Iy }oeca €s una familia de ideales izquierdos de R, entonces

A= e

acA aEA

\/1a=R<U1a>::ZIa

aEA acA aeA

Observe que en el caso del supremo los elementos se pueden describir como combinaciones
R-lineales finitas de elementos en los ideales de la familia en cuestion, de ahi el nombre de
esta operacion.

Para concluir, es importante mencionar que estas reticulas no son distributivas, pero si
modulares. Estas propiedades se tratardn en los ejercicios.

3. Morfismos
DEFINICION 11. Sean R,S anillos y f : R — S una funcion. Decimos que f es un morfismo
de anillos si f cumple:

1. f(x+ry) = f(x)+s f(y) para todo x,y € R
2. f(xy) = f(x)f(y) para todo x,y € R
3. f(lg) =1g

EJEMPLO 12. Sea f : C — C definida como f(z) =7 Vz € C es un morfismo de anillos.

DEFINICION 12. Si f: R — S es un morfismo de anillos. Decimos que f es un isomorfismo

si es f biyectiva.
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PROPOSICION 17. Sea R un anillo e I < R. Entonces 7t : R — R /I definido como 7(x) =x+1.

Es un morfismo de anillos.

DEMOSTRACION. Sean x,y € R, entonces
n(x+y) =(x+y)+1
=x+1+y+I
=n(x) +7(y)
Ademas
w(xy) =xy+1
=x+DH(y+1)
=r(x)7(y)
por ultimo se tiene que
r()=141= lg/1
O

PROPOSICION 18. (Tarea) Sea R un anillo y S C R un subanillo. Entonces la incluision

i:S — R es un morfismo de anillos.

PROPOSICION 19. Sea f : R — S un morfismo de anillos. Entonces Nuc(f) < R es un ideal

de R e im(f) C S es un subanillo de S.

DEMOSTRACION. Sean x,y € Nuc(f) y a € R. Entonces
flax+y) =af(x)+ f(y) =a0+0=0

por lo tanto ax+y € Nuc(f) asi Nuc(f) <R

Sean x,y € R, entonces

J)+ ) =f(x+y) € Im(f)
F)f () =f(xy) € Im(f)
1=£(1) € Im(f)

Por lo que Im(f) es subanillo de S. O

PROPOSICION 20. Sea R un anillo. Entonces existe un tinico morfismo de anillos Ng : 7 —

R.
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DEMOSTRACION. Definimos ng(n) =n-1

Observemos que,

Nr(n+m)=(n+m)-1=n-14m-1=ng(n)+ng(m)
Nr(nm) =nm-1=n-1-m-1=ngr(n)Ng(m)

ne(1)=1-1=1

si g : Z — R es un morfismo de anillos entonces g(n) = ng(1) =n-1 = ng(n) por lo tanto

el morfismo es unico. O

DEFINICION 13. Sea R un anillo. Como Nuc(Ng) < Z entonces Nuc(Ng) = nZ para alguna

n € N. Definimos la caracteristica de R como n. Y la denotamos por car(R) =n

PROPOSICION 21. (Tarea) Sea R un anillo. Entonces car(R) = n si'y sélo si n = min{k €
N:kx=0,Vx € R}

PROPOSICION 22. Sea R un dominio entero. Entonces car(R) = p con p primo o car(R) =0

DEMOSTRACION. Sicar(R)=n=mkconn>m>1yn>k> 1, entonces
(m-1)(k-1)=mk-1=n-1=0

notemos que m-1#0yk-1+#0,
Sim-1 =0 entonces mx =m- 1x = 0. Lo cual contradice la minimalidad de n. Andlogamente
para k.

Por lo que R no seria dominio entero. (]
COROLARIO 2. Sea K un campo. Entonces car(K) =0 0 car(K) = p con p primo.

LEMA 2. (Técnico) Sea f : R — S un morfismo de anillos e I < R con I C Nuc(f). Entonces
f:R/I— S dada por f(x+1) = f(x) para x+1 € R/I esta bien definida y es un morfismo

de anillos. Mas aun, f es inyectiva si 'y sélo si I = Nuc(f)

DEMOSTRACION. Que esta bien definida se sigue de la teoria de grupos, también que

sea morfismo de grupos.
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Seanx,y €1,

O

PROPOSICION 23. (Primer Teorema de Isomorfismo) Sea f : R — S un morfismo de anillos.

Entonces f : R/Nuc(f) — Im(f) es un isomorfismo.

PROPOSICION 24. (Tarea) Sea f : R — S un isomorfismo. Entonces f~' es un morfismo de

anillos.

DEFINICION 14. Sea f : R — S un morfismo de anillos.

1. Decimos que f es un monomorfismo, si para g,h : T — R morfismo de anillo, tales
que fog = fohimplica g =h.
2. Decimos que f es un epimorfismo de anilos, si para g,h : S — T morfismos de
anillos tales que go f = ho f implicag=h
Observemos que si f es un morfismo de anillos inyectivo entonces f es un monomorfismo.
Si f es suprayectivo entonces f es un epimorfismo.

Los monomorfismos son funciones inyectivas, pero se vera mas adelante. Pero los epimor-
fismos no son funciones suprayectivas.

Si f:R— S es un morfismo de anillos e I < R entonces f(I) no tiene por que ser un
ideal de S.
Por ejemplo i : Z — Q con I = Z. Sabemos que Z no puede ser un ideal de Q.

DEFINICION 15. Sea f : R — S un morfismo e I < R. Definimos I := (f(I)) como el ideal

generado por f(I) en S. A I lo llamamos la extension de I.

PROPOSICION 25. (Tarea) Sea f : R — S un morfismo de anillos e I < R entonces

F={Y sif(xi):si€S.xi €I}
i=1

PROPOSICION 26. (Tarea) Si f : R — S es un morfismo de anillos e I < S, entonces

') <R

Notemos que Nuc(f) = f~1(0)
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DEFINICION 16. Sea f: R — S un morfismo de anillos e I < S.

Definimos Iy := f~1(I). A I lo llamamos la contraccién de I.

PROPOSICION 27. (Tarea) Sea f : R — S un morfismo de anillos, | <Ry J < S. Entonces:

r o

LI<H,J[CJ
g

2 =T 1 =1

PROPOSICION 28. (Tarea) Sea f : R — S un morfismo de anillos. I,J <Ry K,L < S.

Entonces:

—_

Aowow

DEFINICION 17. Sea A un anillo. Ponemos como £ (A) como la reticula completa de
ideales de A. Si I es un ideal de A definimos Zj(A) como la reticula de ideales de A que

contienen a I.

PROPOSICION 29 (Teorema de la correspondencia biyectiva). Sea A un anillo e I un ideal

de A. Entonces hay un isomosrfismo de reticulas entre £ (A/I) y £1(A).
DEMOSTRACION. Tarea O
4. Dominios

En esta seccidn se van a estudiar algunos ejemplos de dominios enteros con propiedades
especiales. Esta teoria es relevante pues como se verd, se generalizan varias propiedades
basicas de la teorfa de nimeros para el contexto de anillos. Entre otras cosas, esto permitird
explicar de forma general algunas propiedades comunes de los anillos Z y k[x].

A lo largo de esta seccién R denotard a un dominio entero. Recuerde que R* = R\ {0}.

DEFINICION 18.

1. Sean x,y € R. Decimos que x divide a y, lo que se denotard por x|y, si existe 7 € R
tal que y = xz.

2. x € R*\U(R) es irreducible si siempre que x = yz con y,z € R, entoncesy € U(R)
6z€U(R).

3. x € R*\U(R) es primo si siempre que x|yz se tiene que x|y o x|z.
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Observaciones:

1. Dados x,y € R, Si x|y y x # 0, el testigo de divisibilidad es tinico.
2. Todo elemento primo es irreducible. Se sabe que en Z y k[x] dichas nociones
coinciden, pero esto no sucede en general (Ejercicio f).

EJERCICIO 4. Dar un ejemplo de un dominio entero en el que exista un elemento irreducible

que no sea primo.

La primera nocidn especial de dominio que se va a introducir en esta seccién axiomatiza a
aquellos dominios que tienen un algoritmo de la division.

DEFINICION 19. Un dominio entero R es un Dominio Euclidiano (DE) si existe una funcion
0:R"—>N
tal que:
1. Six|y con x,y € R*, entonces
8(x) < ()
2. Para cualesquiera x,y € R con'y # 0, existen q,r € R tales que
X=qy+r

conr=0068(r) <8(y).

A dicha funcion 6 se le conoce como funcion euclidiana. Ademds, es comiin representar a

los DE como parejas (R, 0).

EJEMPLO 13. Todo campo es un DE con funcién euclidiana § = 0.

EJEMPLO 14. Z es un DE con funcion euclidiana 8 = |_|, el valor absoluto. Observe que

esto muestra un ejemplo de un DE que no es un campo.

EJEMPLO 15. Sik es un campo, k|x] es un DE con funcion euclidiana el grado. En general
R[X] no es un DE incluso cuando R lo sea. Un ejemplo de esta iltima afirmacion se da

cuando R =7 (Ejemplo|[I7).
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EJEMPLO 16. Los enteros Gaussianos Z[i] con la funcion
0:Z[i" >N
definida como
8(a+bi) = a*>+ b,

es un DE.

El siguiente tipo especial de dominio que se va a introducir tiene que ver con aquellos
anillos en los que sus ideales son lo mas simples posibles, es decir, son generados por un
elemento.

DEFINICION 20. Un dominio entero R es un Dominio de Ideales Principales (DIP) si todo

ideal es principal, es decir, es generado por un elemento.

El siguiente resultado da la relacién entre las dos definiciones dadas.

PROPOSICION 30. Todo DE es un DIP.

DEMOSTRACION. Suponga que R es un DE y sea I < R. Si I = 0, entonces no hay

nada que demostrar pues I = (0). Asf, supéngase que I # 0. Luego, considere el conjunto
M={8(x) : xelconx#0} CN.

Dado que M # 0, por el Principio del Buen Orden, existe m € M minimo. Sea xo € I tal que

m = 8(xp). Lo que se afirma es que I = (x).

En efecto, primero observe que obviamente (xp) C /. En lo respecta a la contencién faltante,
considere x € I. Por ser R un DE existe ¢, r € R tales que x = gx,+rconr=006 8(r) < d(xp).
Observe que no puede suceder que 6(r) < 6(xp) ya que como r = x— gxg € I, esto contradice
la minimalidad de xo. Luego, r =0y asi x = gxp € (xo). Esto demuestra la contencién

faltante y prueba la afirmacion. O

EJEMPLO 17. Elideal (2,x) < Z[x] no es principal. Por lo tanto, Z[x] no es un DIP. Al

usar la contrapositiva del resultado anterior se deduce que Z[x] no es un DE.

3En muchos libros de teorfa de nimeros a la funcién 8 se le llama norma gaussiana o simplemente norma.
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El siguiente ejemplo muestra que aunque se tiene una implicacion, los conceptos definidos
no son equivalentes.

EJEMPLO 18. (Tarea) El anillo

1 19i
{a+b%\/7l :

a,bel}

es un DIP que no es DE.

Vale la pena comentar que la prueba de la proposicién anterior es una generalizacion de la
prueba que se hace para demostrar que todo ideal de Z es de la forma nZ. De hecho observe
que el hecho de que Z y k[x] tengan dnicamente ideales principales es consecuencia de
que estos son DE. Ademads recuerde que en estos anillos el concepto de elemento primo e
irreducible coinciden. Esto es nuevamente un hecho que se deduce de un resultado general.

PROPOSICION 31. Si R es un DIP, entonces todo elemento irreducible es primo.

DEMOSTRACION. (Tarea) (I

Nota: Observe que en un dominio entero se puede definir la idea de minimo comtin mdltiplo
y mdximo comun divisor de la forma obvia, los cuales son tinicos salvo una unidad. En un

DIP un minimo comin multiplo de dos elementos x y y se puede obtener como un generador
del ideal

X)),
mientras que el maximo comun divisor de dichos elementos como un generador del ideal
{0 + )

. La intuicién de estas ideas se encuentra inspirada en lo que sucede en la teoria de Z, ya
que es bien sabido que:
nZNmZ = [n,m|Z

nZ+mZ = (n,m)Z.
Retomando la discusién de la nota previa a la dltima proposicion y la nota, vale la pena dar
un resultado que caracteriza cudndo los anillos de polinomios en una variable son DIP, ya

que observe que esto no sucede cuando se tiene mds de una variable pues el ideal generado
por las variables no es principal (Ver ejemplo [20).

PROPOSICION 32. Para R un dominio entero son equivalentes:
1. R es un campo
2. R[x] es un DE
3. R|x| es un DIP
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DEMOSTRACION. Es bien conocida la implicacién 1 = 2. Por otro lado en esta seccién
se demostré que 2 = 3. Lo tnico que falta demostrar es 3 = 1, para lo que se va a demostrar
es que los tnicos ideales de R son los triviales. Para esto observe que considerar el ideal
(x) < Rx], el primer teorema de isomorfismo aplicado el morfismo evaluacién en cero,
evo : R[x] — R, implica que existe un isomorfismo entre R[x|/(x) = R. El teorema de la
correspondencia biyectiva dice que todo I < R, corresponde a un ideal I < R[x] tal que
(x) C 1. Dado que R[x] es un DIP, entonces existe f € R[x] tal que I = (f). De esto se
deduce que existe g € R[x] tal que x = gf, por lo que al aplicar la funcién grado se tiene

que 1 =d(x) = d(g) +d(f). Esta igualdad da lugar a dos casos:

Caso 1: d(g) =0y d(f) = 1. Dado que f = ap + a1x, entonces la igualdad x = g f implica
que gap =0y ga; = 1. Observe que dado que la segunda igualdad dice que g € U(R), enton-
ces de la primera igualdad se deduce que ap = 0. Como ademads la segunda igualdad también
dice que a; € U(R), entonces I = (f) = {a;x) = {x). Del teorema de la correspondencia

biyectiva se deduce que I 2 1/(x) = 0.

Caso 2: d(g) = 1y d(f) = 0. En este caso al ser g = ap + a1x, la igualdad x = gf implica
que apf =0y a;f = 1. En particular la segunda igualdad implica que f € U(R[x]), luego
I = R[x]. Por lo tanto, del teorema de la correspondencia biyectiva se deduce que I &

R[x]/(x) &2 R. O

La udltima nocién que se va a introducir axiomatiza a aquellos dominios en los que existe un
teorema fundamental de la aritmética.

DEFINICION 21. Un dominio entero R es un Dominio de Factorizacién Unica (DFU) si todo
elemento no cero y no unidad se puede expresar como el producto de elementos irreducibles.
Ademds, dicha descomposicion es iinica en el siguiente sentido: Si x € R*\U(R) tiene
dos factorizaciones como producto de elementos irreducibles x =p1-...-pn =q1 - ... qm,
entonces n =my existe 6 € S, tal que para cada i € {1,....n}, p; = Uiqq (i) para alguna

u; € U(R) (la cual es necesariamente inica).

La relacién con los conceptos definidos se da con la proposicion siguiente.

PROPOSICION 33. Todo DIP es un DFU.
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DEMOSTRACION. Procediendo por contradiccion, sea R un DIP y sup6ngase que

existe x € R*\U (R) tal que x no se puede expresar como producto de irreducibles. Defina
S ={{a) <R :a#0,a¢ U(R), y ano se puede expresar como producto de irreducibles}.

Por hipétesis . # 0 y ademds (., C) es un conjunto parcialmente ordenado. Se quiere
aplicar el Lema de Zorn en dicho conjunto. Para esto considere una cadena no vacia en .%,
{{ay) : A € A}.Nétese que J; cp{ay) < Ry estaes cota superior de la cadena considerada
en Z(R). Ademds, como R es un DIP, existe b € R tal que

U (an) = (o).

AeA
Observe que trivialmente b # 0. Ademds, b ¢ U (R) pues en caso contrario algdn a;, lo serfa.
Veamos que b no se puede expresar como un producto de irreducibles, para lo cual nétese
que existe Ao € Ay r € R tal que b = ray,. Dado que b = rsb y al ser R un dominio, rs = I,
lo que implica que r € U(R) y asi, como b = ray,, b no puede ser producto de irreducibles
pues ay, satisface dicha propiedad.
Esto implica que la cadena tomada es acotada superiormente en .¥ y asi, por el Lema de
Zorn existe (y) € . maximo. Dado que y no es irreducible, existen u,v € R no unidades
tales que y = uv. Esto implica que (y) C (u) y (y) € (v), luego u y v se puede expresar
como producto de irreducibles , lo cual es una contradiccién. De esto se deduce que . =0

y prueba la existencia de la factorizacion.

En lo que respecta a la unicidad supéngase que x € R*\U (R) se escribe como

X=Pploe Dn=q1 - qm

con p;,q; irreducibles. Sin pérdida de generalidad sup6nga que n < m. Dado que pilq; -
...+ qms al ser py primo, existe o (1) € {1,...,m} tal que pi|gq(1), por lo que existe v; € R
tal que g5 (1) = vipi1. Observe que como g4 (1) y p1 son irreducibles, entonces v; € U(R).
Ademads como
m
X=p -...~pn:q1~...-qm=6]o(1)< H %’)7
i=1,i#o(1)

esto implica que

P2'-~-'Pn=V1< H Qi>~
(1)

i=1,i#0
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Observe que el proceso anterior puede repetirse (n — 1) veces mds, encontrando vy, .., v, €

U(R) tales que g5(;) = vipi con i € {2,..,n} y ademds se tiene la igualdad

m
1:(v1-...-vn)< H q,-).
i=li¢{o(1),..0(n)}
Esto ultimo implica que m = n ya que cada uno de los g/s son irreducibles. Por tal razén
observe que los indices 6(1),..,0(n) definen un elemento en ¢ € S,. Ademds, de esto se

deduce que p; = uiqq(;) parai € {1,..,n} con u; = vl O

EJEMPLO 19. Como consecuencia del resultado anterior se deduce que 7[i] es un DFU. Este
anillo fue introducido por Gauss para estudiar sus teoremas de reciprocidad cuadrdtica y
de hecho Gauss demostro que dicho anillo es un DFU por métodos distintos a los mostrados

en esta seccion.

Para ver que nuevamente las implicacion anterior no da una equivalencia entre los conceptos
invulucrados, se requiere del ejercicio[3}

EJERCICIO 5. Suponga que A es un DFU. Demuestre que A[X| es un DFU.

EJEMPLO 20. Considere el anillo de polinomios en dos variables Q[x1,xz]. Observe
que como Q|x1,x2] = (Q[x1])[x2], del ejercicio[5]se deduce que Q[x,x,] es un DFU. Sin

embargo, observe que Q[x1,x2] no es un DIP pues el ideal (x1,x2) no es principal.

A manera de resumen, en esta seccioon se ha visto que los conceptos de dominios definidos
presentan implicaciones entre si, pero en general no coinciden. Esquematicamente las
implicaciones son

Campos = DE = DIP = DFU = Dominio entero

Salvo la ultima implicacién se han dado ejemplos de que las implicaciones reciprocas
no son necesariamente ciertas. Para completar la teorfa se va a desarrollar un ejemplo, el
cual muestra como demostrar ciertas propiedades aritméticas de una familia de anillos
muy importante en teoria de nimeros. Los métodos que se usardn son elementales y en el
siguiente capitulo se verdn técnicas generales para demostrar de una forma menos elemental
algunas afirmaciones de la siguiente discusion.

Considere el anillo R = Z[\/TS] C C, el cual es un dominio entero. Sin embargo, este no
es un DFU ya que 6 =2-3 = (1 4++/—5)(1 —+/—5). Para completar la prueba, lo que se
quiere ver es que los elementos 2,3,1++/—5,1 —+/—5 € R son irreducibles y que no se
pueden obtener por pares mediante una unidad.
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Primero observe que se puede definir una funcién N : Z[v/—5] — N mediante la regla
de correspondencia N(a + by/—5) = a*> + 5b*. Es sencillo demostrar que esta funcién es
multiplicativa, es decir, para cualesquiera z,w € Z[v/—5], se tiene que:

N(zw) =N(z)N(w).

De esta afirmacién se deduce que U (Z[v—5]) ={z € Z[v/—5] : N(z) =1} ={1,—1}. Asi,
en el conjunto {2,3,1++/—5,1 —+/—5} ningdn elemento se obtiene al hacer producto de
otro de dicho conjunto con una unidad.

Ahora veamos que 2 € R es irreducible. Para esto suponga que 2 = zw con z,w € R. Al
aplicar la funcién N, se deduce que 4 = N(2) = N(zw) = N(z)N(w). Dado que esta igualdad
se da en los enteros, se tienen que N(z) € {1,2,4}. Observe que si N(z) = 1, se ha concluido
la prueba pues z € U(R). Si N(z) = 4, entonces N(w) = 1 y asi w € U(R). Para concluir,
N(z) # 2 pues no existen enteros a,b € Z tales que a*> + 5b*> =2

De forma andloga se demuestra los casos restantes. Para ver esto, solamente se va a tratar el
caso de 14 +/—5. Para esto supéngase que 1++/—5 = zw con z,w € R. Al aplicar la funcién
N,6=N(z)N(w),luego N(z) € {1,2,3,6}. Si N(z) = 1 y N(z) = 6, la conclusi6n requerida
se tiene. No puede suceder que N(z) = 2,3 pues no se pueden resolver las ecuaciones
a®+5b*=2ya*+5p* =3enZ.

5. Productos de anillos y teorema chino del residuo

DEFINICION 22. Sea {R;}ic; una familia de anillos. El producto de estos es el producto
cartesiano de los anillos como conjuntos, es [|;c;R; y se le brinda estructura de anillo de
la siguiente forma.

Para @,y € [ic/ R,

(p+w)(i) = (i) +w(i) Vi€

(ew)(i) = @(D)w(i) Viel

1(i)=1Viel

0(i)=0Viel

PROPOSICION 34. (Tarea) Sea {R;}ic; una familia de anillos. Entonces [1ic; R; es un anillo

con las operaciones descritas anteriormente.

DEFINICION 23. Sea {R,}ic; una familia de anillos. Para j € 1, definimos p; : [1;c;Ri — R

dado por pj(¢) = ¢(j), V¢ € [Lic/ Ri

PROPOSICION 35. Sea {R;}ic; una familia de anillos. Entonces p; : [1;c;Ri — R es un

morfismo de anillos para toda j € I.
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DEMOSTRACION. Sean @,y € [[;c; R;, entonces

pile+y)=(e+y)(J) =00()+v(j) =pi(¢)+pi(y)
pi(ow) = (ew)(j) = e(Nw()) = pj(@)pj(W)
pi(1)=1(j) =1

PROPOSICION 36. Sea {R;}icr una familia de anillos y S un anillo.
Si {fi:S — R;} es una familia de morfismos de anillos, entonces existe un tinico morfismo
de anillos f : S — 1/ Ri tal que pjo f = f; para toda j € I, esto es, el siguiente diagrama

conmuta.:
[lici Ri SN R;
3! fT
I
S

fi

DEMOSTRACION. Definimos f : S — [[;; Ri como f(s)(i) = fi(s) para toda i € I,
primero hay que ver que f es un morfismo de anillos,

Sean s, € S

fls+0)(0) = fils+1) = fils) + fit) = f(s) () + (1) (i)
f(st) (i) = fist) = fi(s) fi(t) = £ () (D). (1) (D)
FE) =fi1)=1

Para toda i € I, por lo que

fls+1)=f(s)+ 1)
flst) = f(s)f(2)
f)=1

Por lo tanto f es un morfismo de anillos. Por otro lado p; o f(s) = f(s)(i) = fi(s) se sigue

que p;o f = fi.
Por ultimo veamos que f es unico.

Si g: S — [lie; Ri es un morfismo de anillos tal que p;og = f;. Seani € I y s € S, entonces

8(s) () = pi(g(s)) = fi(s) = £ (s) (i)

entonces
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y por lo tanto f = g. O
PROPOSICION 37. Sea R un anillo y {I;}ic; una familia de ideales de R. Consideramos

el morfismo f : R — [lic;R/I; inducido por las proyecciones candnicas mj : R — R/I;.

Notamos que nuc(f) = e L.

DEMOSTRACION. Sea x € nuc(f). Entonces f(x) = 0. Pero esto significa que 0 =
F(x) (i) = mi(x) =x+1I; y esto pasa siy solo six € I;, Vi € I, es decir x € ;¢ L;.
Si x € N 1> entonces x + I; = 0 para toda i € I, entonces 7;(x) = 0 para toda i € I,
entonces f(x) = 0 es decir x € nuc(f). O
COROLARIO 3. f es inyectivo si'y solo si (;e; i = 0.

DEFINICION 24. Sea R un anillo e 1,J < R. Decimos que I y J son coprimos, si [ +J =R

PROPOSICION 38. Sea R un anillo e I,...,I, < R. Si I; +1; = RVi # j entonces

n
L=

i=1 i

s

I;
1

DEMOSTRACION. Por induccién sobre n.
Para n =2, sea x € I NI y por hipétesis existen x; € I} y xp € I, tales que x; +x = 1
entonces x = 1 -x = (x] +x2) - x = x1x + xpx notemos que x;x € I} I, y xpx € LI} por lo que
x e .
Suponemos valido para n y ponemos J = [, I; = (. I; por hipétesis de induccion.
Por hipétesis tenemos que I; 41,1 = R entonces existe x, € I; y y; € I, tales que x;+y; = 1
parai=1,..,nporloque l —y;=x; € ;jparai=1,...,n.

De aqui

n n
[Tx=T]0-»)
i=1 i=1
Notemos que
n

[T =9+ Lot = 1+ Loy

i=1
por lo que
Hxi+1n+1 =141
i=1

de donde [T/, x; — 1 € I,41, de aqui existe —y € Ly1, [To xi— 1 = —yasi [, xi+y=1.

Regresamos an =2 (]
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PROPOSICION 39. Sea R un anillo e {Io}},_, una familia de ideales de R. Entonces

f:R—T[1g= R/1q es suprayectivo si'y sélo si I, +1Ig = R Vo # B.

DEMOSTRACION. =
Como f es supra existe x € R tal que f(x) = ;. Porloque x+1) = 1+1;,yx+ 5L =b.
De aqui 1 = (1 —x) +x € I} + I, sin perdida de generalidad, esto aplica para cualquier
a,fp=1,..,ncona#p.
=
Como I; +I; = R entonces existen x; € I, y; € I; con j=2,..,n tales que x; +y; = 1.
Ponemos X =[]\, tenemos x = [T7, (1 —x;).
Porloquex+Iy =1+1 yxj+1; =1I; para j =2,...,n. Por lo tanto f(x) = &;;. De aqui
podemos encontrar a todas las deltas de Kronecker. Notando el hecho de que f(rx) =réy; y

usando que f es un morfismo de anillos, concluimos que f es suprayecitvo. (]
6. Ejercicios del capitulo

En esta tarea R denotard un anillo, A, B anillos conmutativos y k un campo. Recuerde que
los anillos considerados siempre son unitarios.

EJERCICIO 1. Demuestre que para cualquier x € R, x0 = 0 = Ox.

EJERCICIO 2. Demuestre que el anillo de matrices M, (k) es no conmutativo si'y sélo si

n>2.

EJERCICIO 3. Demuestre que si G es un subgrupo finito de k*, entonces G es un grupo

ciclico.

EJERCICIO 4. Sea n € NT. Demuestre que son equivalentes:
1. Z, es un dominio entero
2. Zy es un campo

3. nes primo
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EJERCICIO 5. Encontrar todos los n € NT tales que en Z,, todo divisor de cero sea

nilpotente.

EJERCICIO 6. Demuestre que ningiin polinomio ménico f € Alx], puede ser divisor de

cero.

EJERCICIO 7. Demuestre que si u € U(A) y x € A es nilpotente, entonces u+x € U(A).

EJERCICIO 8.

1. Sean A un dominio enteroy k C A un campo tales que A es un espacio vectorial
sobre k de dimension finita. Demuestra que A es un campo.

2. Usar el inciso anterior para demostrar que todo dominio entero finito es un campo.

EJERCICIO 9. Dar una caracterizacion de todos los subanillos de Q.

EJERCICIO 10.
1. ;Qué relacion tienen los subanillos Z.[\/2] + Z[\/3],Z[v/2 ++/3] C Q?
2. ;Qué relacion tienen los subanillos Q[v/2] + Q[v/3],Q[v2 + /3] C R?

EJERCICIO 11. Considere Q(\/E) ={q Jrqz\@ | g1,92 € Q}y@(ﬁ) ={q Jrqzﬁ lg1,92 €

Q}. Demuestre lo siguiente:

1. Q(v2),Q(v/3) C C son campos con las operaciones inducidas por C.

2. Q(v2) y Q(\/3) son isomorfos como Q-espacios vectoriales, pero no lo son como

camposﬁ

EJERCICIO 12. Suponga que S C A es un subanillo. Demuestre lo siguiente:

4La definicién de isomorfismo de campos es exactamente la misma que la de como anillos, es decir, dos
campos son isomorfos si 1o son como anillos. Observe que esta definicién es parecida a lo que sucede con el caso

de grupos y grupos abelianos.
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1. Lainclusion 1 : S — A es un morfismo de anillos.

2. S[x] es subanillo de A|x]

EJERCICIO 13. Sea X C R con R conmutativo. Demuestre que Sg(X) = {f(x1,...x,) : f €
21,y € NY}

DEFINICION 25. Un elemento e € R es idempotente si ¢* = e.

EJERCICIO 14. Sea e € R un idempotente no trivial. Demuestre que los conjuntos Re,eR,eRe
son anillos con las operaciones heredadas de las de R, sin embargo no son subanillos de

este.

EJERCICIO 15. Demuestre las siguientes afirmaciones:

1. En un dominio entero los tinicos elementos idempotentes son 0y 1.
2. Demuestre que el anillo de funciones continuas en el intervalo |a,b] es un anillo
que tiene como tnicos idempotentes al 0y 1, sin embargo, este no es un dominio

entero.

DEFINICION 26. Sean I,J < A. Defina el producto de dichos ideales, el que se va a denotar
por 1J, como el ideal generado por el conjunto {xy | x € I,y € J}. Observe que esto permite

definir I paran € N™,

EJERCICIO 16. Sean I,J < A ideales coprimos. Demuestre que para cualquier n € N, I"

y J" son coprimos.

EJERCICIO 17. Sean n,m € Z*. Demuestre lo siguiente:
1. nZNmZ = [n,m|Z
2. nZ+mZ = (n,m)Z
3. nZ-mZ = nmZ.
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EJERCICIO 18. Sean I,J,K < A. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas 6

falsas dando una demostracion o contrajemplo segiin sea el caso:

1. IU+K)=1J+1K
2. (Ley distributiva) IN(J+K) = (INJ)+ (INK)
3. (Ley modular) Si J C 1o K C 1, entonces IN(J+K) = (INJ)+ (INK).

EJERCICIO 19. Sea J < M,(A) un ideal bilateral. Demuestre que existe I < A tal que
J=M,(I)

EJERCICIO 20.

1. Dar ejemplos de funciones entre dos anillos que satisfagan dos de las condiciones
de la definicion de morfismo de anillos, pero no la tercem.lﬂ

2. Sea f: R — A una funcion que satisface las primeras dos condiciones en la
definicion de morfismo de anillos y suponga que A es un dominio entero. Demuestre

que f tiene que ser un morfismo de anillos.

EJERCICIO 21. Sea X un conjunto.

1. Demuestre que el conjunto de funciones de X en R, RX, tiene estructura de anillo
al definir las operaciones de forma puntual.
2. Considere el anillo conjunto potencia ($2(X), A,N). Demuestre que este anillo es

isomorfo a Z)zf .

EJERCICIO 22. Demuestre que I C A es ideal si 'y solo si existe un morfismo de anillos

f A — Btal que I = nuc(f).

EJERCICIO 23. Demuestre lo siguiente:

1. f € Co([a,b]) es unidad si'y sélo si 0 ¢ im(f)

SEn términos 16gicos este ejercicio dice que las propiedades que dan la definicién de morfismo de anillos son

independientes.



36 1. CONCEPTOS BASICOS DE TEORIA DE ANILLOS

2. Para todo x € [a,b], el conjunto wmy := {f € Co([a,b]) | f(x) =0}, es un ideal de

Co([a,b]). ; Determinar el cociente Cy(|a,b]) /m,?

EJERCICIO 24. Demuestre que son equivalentes para A no trivial:

1. A es un campo

2. Todo morfismo de anillos no trivial f : A — B, es inyectivo.

EJERCICIO 25. Demuestre que car(A) = min{k € Nt : Vx€ A(kx=0)} = min{k e N* :
ki, =0},

EJERCICIO 26. Sea f : A — B un morfismo de anillos biyectivo. Demuestre que f~' : B— A

es un morfismo de anillos.

EJERCICIO 27. Si f : A — B es un morfismo de anillos e I < B, demuestre que f~'(I) < A.
Ademds, dar un ejemplo que muestre que en general la imagen directa de un ideal mediante

un morfismo de anillos no es necesariamente un ideal.

EJERCICIO 28. Sean f : A — B un morfismo de anillos, [ <A y J < B. Demuestre que:

1. 1C(I) ry f)f C J. Dar un ejemplo donde estas contenciones sean propias.
2. 0y =(Un)))ypy =()p)f

3. Existe una correspondencia biyectiva entre los conjuntos {I' | 1 <A}y {J/ | J <
B}.

DEFINICION 27. Para I,J < A, se define el ideal cociente de estos como (I :J) = {x €
A | xJ CI}. El anulador de I se define por Ann(I) := (0:1).

EJERCICIO 29. Sean I,J,K < A. Demuestre lo siguiente:

1. (I:J) es en efecto un ideal.

2. (I:J0):K)=(I:JK)
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3. Si{lo}aca es una familia de ideales, entonces (Ngealo :J) = Nacalla 2 J)-
4. Si {Iy}acn es una familia de ideales, entonces (J : ¥ gepla) = NaeaJ : Ia)

5. Determine explicitamente los elementos de | J,cq+ Ann({x)).

EJERCICIO 30. Sea f: A — B un morfismo de anillos. I,J] <Ay K,L < B. Demuestre las

siguientes afirmaciones:

L. I+ = +J/ Kp+Ly C(K+L)s
2. (In))yY C/nJ/, (KNL)f =KfNLy
3. (1) =FJ/, KeLy C(KL)f

4. (I: ) (@0, (K:L)y < (Kp:Ly)

EJERCICIO 31. (Segundo teorema de isomorfismo para anillos conmutativos) Sean A un
anillo, S C A un subanillo e I < A un ideal bilateral. Demuestre que S+1 C A es un
subanillo, SNI <Ay (S+1)/I1=S/(SNI).

EJERCICIO 32. (Tercer teorema de isomorfismo para anillos conmutativos) Sean I,J < A

tales que I C J. Demuestre que J/I < A/Iy (A/I)/(J/I)=A/J.

EJERCICIO 33. Demuestre el teorema de la correspondencia biyectiva: Dado I < A, existe
un isomorfismo entre la reticula de ideales de A /I y la reticula de ideales de A que contienen

al.

EJERCICIO 34. Supongase que A es un dominio entero con mds de dos elementos y
f A — A es un automorfismo de anillos (morfismo biyectivo de A en si mismo). Demuestre
lo siguiente:

1. xeU(A) siy sélosi f(x) e U(A)

2. x € A es irreducible si y sdlo si f(x) € A es irreducible.

3. x € A es primo siy sélo si f(x) € A es primo.
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DEFINICION 28. Supdngase que A es un dominio entero y sean x,y € A. Decimos que x es

asociado a y, si existe u € U(A) tales que x = uy.

EJERCICIO 35. Demuestre las siguientes afirmaciones para A un dominio entero.

1. La relacion de ser asociados es de equivalencia.
2. Para x,y € A son equivalentes:

= x es asociado ay

= xlyyylx
= (x) =)
3. Determine explicitamente todos los elementos asociados a un elemento arbitrario

de Z|i].

EJERCICIO 36. Sea A un dominio entero.

1. Demuestre que todo elemento primo es irreducible. Dar un ejemplo donde se
muestre que estos conceptos pueden no coincidir.

2. Demuestre que si x € A es irreducible, entonces todo elemento asociado a x es
irreducible. ;Sucede esto para los elementos asociados a un elemento primo?

3. Sea x € R. Demuestre que x es irreducible si y solo si el ideal (x) es mdximo en el

conjunto de ideales principales de A.

EJERCICIO 37.
1. Demuestre que para cualesquiera a,b € 7 con b # 0, existen q,r € 7 tales que
a=bq+rcon0<|r| < %b|.
2. Demuestre que si o, 3 € Z[i]* y a|B, entonces 6(a) < 8(P), donde d es la funcion
euclidiana de Z[i].
3. Usar el inciso 1 para demostrar que para cualesquiera o, € Zli], con B # 0,

existen Y, p € Z[i]* tales que o = By+p.

EJERCICIO 38. Sea (A, ) un Dominio Euclidiano. Demuestre que son equivalentes:

1. xe U(A)



6. EJERCICIOS DEL CAPITULO 39

2. 8(x)=46(1)
3. x#0yparatodoy €A, §(x) <6(y).

EJERCICIO 39. Demuestre que el anillo {a + b= {19 | a,b € Z} es un DIP que no es DE.

EJERCICIO 40. Considere A=7Z[x] y p € N un primo, asi como el conjunto I = {f € Z[x] :

p divide todos los coeficientes de f}.

1. Demuestre que I < A.
2. Probar que A/I es un DIP.

EJERCICIO 41. Sea p € N un primo y considere A= {$ € Q | p{b} CQ.

1. Caracterizar los elementos de U (A).

2. Demuestre que A es un DIP.

EJERCICIO 42. Demuestre que en un DIP todo elemento irreducible es primo.

EJERCICIO 43. Demuestre que si A es un DFU, entonces A[x] es un DFU.

EJERCICIO 44. Demuestre que Z[+/10] es un dominio entero que no es un DFU.

EJERCICIO 45. Sea {Rq }qea una familia de anillos. Demuestre que []ycp Ro s un anillo

con las operaciones definidas de forma puntual.

EJERCICIO 46. Para k un campo, sea A = k[x,y|/{xy). Demuestre lo siguiente:

1. Todo elemento en A tiene una inica descomposicion de la forma a+xf(x) +yg(y),

conack, f(x)€klx]yg(y) €klyl.

2. A se encaja como subanillo de k[x] X k[y].
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DEFINICION 29. Sea {Iy}qea una familia de ideales en A. Decimos que A es suma directa
de dicha familia, lo que se denota por A = @ ycp L, Si:

L. Yaeala =A
2. Para cualquier B € A, IgN (Zae/\,o@eﬁ Iy) =0.

EJERCICIO 47. Sea {Iy}qcn una familia de ideales. Demuestre que si A = @gyepla

entonces existe I' C A finito tal que A = P ycrla.

DEFINICION 30.

1. Sea E C A un subconjunto donde todos los elementos son idempotentes. Deci-
mos que E es ortogonal si para cualesquiera e, f € E, ef = 0. Dos elementos
idempotentes e, f € A son ortogonales si el conjunto {e, f} lo es.

2. Un elemento e € A idempotente no cero es primitivo si siempre que e = e| + e
con ey, ey € A idempotentes ortogonales, se tiene que e; =0 6 e; =0.

3. Un conjunto finito de idempotentes {ey, ...,e, } se llama completo si Y e; = 1.

EJERCICIO 48. Sean Iy, ...,I, < A. Demuestre que A = @}, I; si y solo si existe una familia

de idempotentes ortogonal, {ey,...,e,} C A, tal que para cualquieri € {1,...,n}, I; = (e;).

DEFINICION 31. Un ideal I < A es un sumando directo de A si existe un ideal J tal que
A=1&J. Unideal I de A es inescindible si siempre que I =J G K con J,K ideales de A,

se tiene que J =00 K =0.

EJERCICIO 49. Sea I = Ae < A un sumando directo de A con e € A idempotente. Demuestre

que I es inescindible si 'y solo si e es primitivo.

EJERCICIO 50. Demuestre las siguientes afirmaciones.
1. Un anillo A se descompone como suma directa de una familia de ideales siy solo
si existe un conjunto completo, ortogonal y finito de idempotentes primitivos de A.

2. Para un anillo A son equivalentes:
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= A es inescindible
= | es idempotente primitivo

» 0y 1 son los vinicos idempotentes de A

DEFINICION 32. Sea k un campo. Un valor absoluto sobre k es una funcion |_| : k —

R U{0} que satisface las siguientes propiedades:

1. Para todo x € k,

x| =0siy sdlo six=0.
2. Para cualesquiera x,y € k, |xy| = |x||y|.

3. Para cualesquiera x,y € k, |x+y| < |x| +y|.

Un valor absoluto sobre un campo k es no arquimediano si satisface que para cualesquiera

X,y €k,

x+y| < méax{|x], [y[}.

EJERCICIO 51. Sea k un campo con un valor absoluto no arquimediano |_|. Demuestre lo
siguiente:

1. B1(0):={x €k : |x| <1} es un subanillo de k.

2. B1(0):={x€k : |x| <1} es un ideal de B;(0).

EJERCICIO 52. Sea p € N un primo. Nétese que para cualquier x € Q, existen tinicos

k,n,m € Z tales que x = p*2 con (n,p) = (m,p) = (n,m) = 1. En dicha descomposicion,

decimos que k es la valuacion p-ddica de x y esta se denota por vp(x).

Asi, defina una funcion |_|, : Q — R mediante la regla de correspondencia:

0 Six=0
|xlp ==
pr® Six£0
1. Demuestre que la funcion |_|, define un valor absoluto no arquimediano en Q.

2. Determinar explicitamente al cociente B1(0)/B;(0).

EJERCICIO 53. Sea k un campo finito. Demuestre lo siguiente:

1. Existen p,n € N con p primo, tales que |k| = p".
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2. La funcion |_|; : k — RTU{0} definida por la regla de corrrespondencia

0 Six=0

|x[r =

1 Six#0
es un valor absoluto en k, al cual se le conoce como el valor absoluto trivial.
Mads aiin, bajo la hipotesis de k finito, el vinico valor absoluto definido en k es el

trivial.

EJERCICIO 54. Para k un campo, sean f € k|xi,...,x,] no cero e I := (f). Defina A :=
k[x1,...,x4]/I. Demuestre lo siguiente:

1. f tiene factores miiltiples si'y solo si A tiene divisores de cero.

2. f se factoriza como producto de dos polinomios si 'y sélo si A tiene divisores de

cero no nilpotentes.

DEFINICION 33. Un ideal I < R es finitamente generado si existen x1,...,x, € R tales que

1= (xl,...,xn).

EJERCICIO 55. Sea A[[x]] el anillo de series formales de potencias con coeficientes en A.

1. Demuestre que Alx] C Al[x]] es un subanillo.

2. Defina la funcion orden, ord : A[[x]] = N, cuya regla de correspondencia es
ord(f) = min{n € N | a, # 0}. Demuestre que si A es un dominio entero, entonces
ord(fg) = ord(f) + ord (g).

3. Demuestre que si A es un dominio entero, entonces A[x| y A[[x]] son dominios

enteros.

EJERCICIO 56. Demuestre lo siguientes:
1. Si I <A, entonces I[x] < Alx] y I[[x]] < A[[x]]. Mds aiin, A[x]/I[x] = (A/I)[x] y
Al 1] = (A/D][A])-
2. Demuestre que si I < A, entonces I -Alx] = I[x].
3. Demuestre que si I < A es finitamente generado, entonces I - A[[x]] = I[[x]]. ; Qué

sucede con esta afirmacion si I no es finitamente generado?
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DEFINICION 34. Un anillo R es de Boole si todos sus elementos son idempotentes.

EJERCICIO 57. Supongase que R es un anillo de Boole. Demuestre lo siguiente:
1. Para cualquier x € R, 2x = 0.
2. R es un anillo conmutativo.

3. Todo ideal de R finitamente generado es principal.

DEFINICION 35. Un anillo A es ordenado si existe un orden total en A, <, tal que:

1. Para cualesquiera x,y € A tales que x <y, se cumple que x+z < y+z para
cualquier 7 € A.

2. Six,y € A son tales que x <y, entonces para todo z > 0, xz < yz.

Un campo que cumple los axiomas de anillo ordenado se llama campo ordenado. Un

campo es real si —1 no es suma de cuadrados.

EJERCICIO 58. Sea k un campo. Demuestre lo siguiente:

1. Si k es ordenado, entonces su caracteristica es 0. ; Es cierta la afirmacion recipro-
ca?

2. k es ordenado siy solo si es real.

3. Sea k un campo real y x € k. Entonces, existe un orden < en k tal que x < 0 si 'y

solo si x no se expresa como suma de cuadrados.

Ejercicios extra

Estos ejercicios pretenden explorar un poco de la teoria general de anillos quitando las
hipétesis de conmutatividad e incluso el uno del anillo. Otros de estos ejercicios requieren
manejar nociones bésicas de andlisis real o topologia.

EJERCICIO 59. Sea x € R. Demuestre que si x tiene un tinico inverso derecho, entonces x

es una unidad.

EJERCICIO 60. Demuestre que si x € R tiene mds de un inverso derecho, entonces tiene

una infinidad.



44 1. CONCEPTOS BASICOS DE TEORIA DE ANILLOS

EJERCICIO 61. (Teorema pequeiio de Weddenburn) Demuestre que si R es un anillo con

division finito, entonces R es un campo.

EJERCICIO 62. Considere Q como subespacio métrico de R, donde R tiene la métrica
usual.
1. Para cualquier conjunto abierto-cerrado de Q, construir un elemento idempotente
en Co(Q). Usar esto para demostrar que la cardinalidad de los idempotentes en
dicho anillo es 20
2. Sean Uy, ...,Uy, una coleccion de abiertos-cerrados en Q. Demuestre que { X, , ..., Xu, }
es un conjunto ortogonal completo en Co(Q) si y sélo si {xv, ..., Xv, } es una par-

ticion de Q.

EJERCICIO 63. Demuestre lo siguiente:

1. Co([0, 1)) es inescindible.

2. Co(Q) no tiene sumandos directos inescindibles

DEFINICION 36. Un anillo R se llama regular (von Neumann) si para todo a € R, existe

X € R tal que axa = a.

EJERCICIO 64. Sea R un anillo regular. Demuestre lo siguiente:

1. R no tiene divisores de cero.
2. Sipara a,x € R se cumple que axa = a, entonces xax = x
3. Supongase que no se pide que R sea unitario. Demestre que R tiene que un uno.

4. R es un anillo con division.

EJERCICIO 65. Sea R un anillo. Demuestre que son equivalentes:

1. R es regular
2. Todo ideal principal izquierdo (derecho) de R es generado por un elemento idem-

potente.
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3. Todo ideal izquierdo (derecho) finitamente generado de R es generado por un

iempotente.

-
EIERCICIO 66. Demuestre que el anillo de enteros de Eisenstein, Z[®), con @ =3 € C,

es un DFU.

DEFINICION 37.
1. El centro de R se define como el conjunto, Z(R) :== {x € R | Vy € R(xy = yx)}.
2. Un niimero natural n > 1 es una potencia de R si para todo x € R, x" = x. El
conjunto de potencias de R se denota por P(R) y si este es no vacio, se dice que al

anillo R tiene potencia.

EJERCICIO 67. Sea R un anillo con potencia. Demuestre lo siguiente:

1. Six,y € R tales que xy = 0, entonces yx = 0.
2. El conjunto de elementos nilpotentes de R estd contenido en el centro.
3. Sin € P(R), entonces X"~ € R es idempotente.

r

4. Sim=qn—1)+rcong>0y0<r<n—1, entonces X" =x".

EJERCICIO 68. Demuestre las siguientes afirmaciones:

1. Si 3 € P(R), entonces R es conmutativo.
2. Si un niimero par no cero es elemento de P(R), entonces car(R) = 2.

3. Si4 € P(R), entonces R es conmutativo.

EJERCICIO 69. Considere £\ (R) el conjunto de funciones integrables de R en R. De-
muestre que (£ (R),+,*) satisface todos los axiomas de anillo conmutativo excepto la

existencia de un uno, donde + se define de forma puntual y x es el producto de convolucion.

EJERCICIO 70. Considere R un conjunto que satisface todos los axiomas de anillo excepto
la existencia de un uno. Considere R = R x 7 y defina las operaciones +,- : RxR — R

mediante:
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(a,n)+ (b,n) ;== (a+b,n+m)
(a,n) - (b,m) = (ab+na+ mb,nm)

Demuestre que R es un anillo unitario.



Capitulo 2

Algunas construcciones basicas en el contexto conmutativo

1. Anillos de polinomios

En esta seccidn se vana estudiar distintas cuestiones en torno a anillos de polinomios, usando
principalmente técnicas desarrolladas en el capitulo anterior. Asimismo se puntualizaran
algunos resultados respecto a anillos de polinomios con coeficientes en un campo, los cuales
serdn importantes para los siguientes capitulos. Se recuerda que en este capitulo todos los
anillos son conmutativos.

1.1. Propiedad universal. El primer resultado que se requiere puntualizar tiene que
ver con una propiedad que caracteriza a los anillos de polinomios, la cual basicamente dice
que cuando se quiere definir un morfismo de anillos con dominio un anillo de polinomios,
basta con especificar a donde se envian las variables.

PROPOSICION 40. (Propiedad Universal del Anillo de Polinomios) Sean f : R — S un

morfismo de anillos y ay, ...,a, € S. Entonces, existe un tinico morfismo f : R[xy,...,x,] — S
tal que folr = fy f(x;) = a;, con1: R — R[xy,...,x,] la inclusién canénica. En un diagrama
conmutativo:

R— Rlx1, ..., Xn]

A~
S

DEMOSTRACION. Para Y r, i ))clfl - xkn € Rxq,...,x,], definir

hkn

T vy axit -y = Y f (g, o)y -l

El hecho de que f sea un morfismo implica que f lo es pues las operaciones en R[xy, ..., X;]
se definen a partir de los coeficientes. Ademds es claro que f es el Ginico morfismo con las

propiedades mencionadas. O

Observacion:

47
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= Como se ve en la prueba del resultado anterior, escribir polinomios en anillos que
tienen muchas variables puede ser muy complicado. Existe una notacién conocida
como multi-indices donde un polinomio en Rl[x, ..., x,] se escribe como Y, il
donde 7 C N". En esta notacién, dado i = (iy,...,i,) € N, x/ :=x'---xin. Esto
aligera la forma de escribir polinomios.

EJEMPLO 21. Dado cualquier r € R, existe un morfismo que se conoce como morfismo
de evaluacion en r, ev, : R[x] = R, el cual evaliia al cualquier polinomio en r. Observe
que este se puede construir directamente de la propiedad universal al considerar dicho

elemento y el morfismo identidad, 1 : R — R.

Un resultado de caracter tedrico que se deduce de la propiedad universal del anillo de polino-
mios, es una caracterizacion de los monomorfismos en la categoria de anillos conmutativos
unitarios, a saber:

COROLARIO 4. Sea f : R — S un morfismo de anillos. Entonces, f es un mono siy solo si

f es inyectivo.

DEMOSTRACION. El regreso es claro. Para la ida suponga que a,b € R son tales que
f(a) = f(b). Con dichos elementos y el morfismo canénico i : Z — R, la propiedad universal
del anillo de polinomios implica que existen morfismos @, b : Z[x] — R tales que a(x) = a,
b(x)=b,aot=i=bhol.

Las hipétesis aunadas al hecho de que f es morfismo implican que f 0@ = f o b, por lo que

al usar que f es mono se deduce que @ = b y asi, a = b al evaluar en el polinomio x. d

Del resultado anterior podemos recapitular algunos resultados, ya que en este momento se
tiene una caracterizacion de los monos como morfismos inyectivos y morfismos con nticleo
0. Anteriormente se mencion6 que el caso de epimorfismos es mds delicado y de hecho se
mencioné que los morfismos suprayectivos son epimorfismos, pero que hay epimorfismos
que no son morfismos suprayectivos. Por desgracia no se va dar una caracterizacién de los
epimorfismos en la categoria de anillos pues esto desviaria la direccién de lo que se busca,
pues requiere introducir el concepto de producto tensorial. Por completez, el resultado es
que f:R— Sesepisiysolosi S®rS se cumple que r@1 =1®r, lo que a su vez es
equivalente a decir que el morfismo obvio § — S ®g S sea suprayectivo.
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1.2. Unidades. Regresando al estudio general del anillo de polinomios, el siguiente
paso a dar tiene que ver con caracterizar elementos especiales en R[x] en término de sus

coeficientes.
Para el primer resultado de estos, se requiere introducir un concepto.

DEFINICION 38. Si R es un anillo (no necesariamente conmutativo), un elemento x € R se

llama nilpotente si existe n € NT tal que x" = 0.

Con la definicién anterior en mente se tiene lo siguiente.
LEMA 3. El conjunto de elementos nilpotentes de un anillo conmutativo es un ideal.

DEMOSTRACION. Trivialmente 0 € R es un elemento nilpotente. Por otro lado, si

X,y € R son elementos nilpotentes, existen n,m € N* tales que x" = y" = 0. Observe que

n—+m n—1 n+m
n+m . . n+m . . n+m . .
n+m __ in+m—i __ i t+m—i i t+m—i
(x—y)" =) BN ES =) AT Y N ES
i=0 1 i=0 1 i=n 1

Luego, parai € {n,..,n+m}, x' =0, por lo que el segundo sumando en la igualdad anterior

es cero. Por otro lado, para i € {0,..,n — 1} se tiene que y"~/ = 0, por lo que el primer

sumando también en cero. Esto muestra que (x —y)"t" = 0 y asf, se ha probado que €l

conjunto de elementos nilpotentes es un subgrupo (aditivo) de R.

Para concluir, si a € R y x € R es nilpotente, sea n € N* tal que x" = 0. Luego (ax)" =

a"x" =0, asi ax € R es nilpotente. O

El siguiente resultado da una caracterizacién de las unidades en R[x].

PROPOSICION 41. Sea f € R[x| con f =YY" jaix'. Entonces f € U(R[x]) si y sélo si
ap € U(R) y a1, ...,a, son nilpotentes.
DEMOSTRACION. =-) Por induccién fuerte sobre n.

Base n=0. No hay nada que probar pues f = ag, que debe ser unidad, y no hay maés

coeficientes en este polinomio.
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Paso inductivo: Supdngase que el resultado es valido para polinomios con grado me-
nor a n. Considere entonces f~! = Yo bix', el inverso de f € R[x|. Para cualquier k €
{0,...,n+m} denote por ¢ = ):’j‘-zo ajby_j,donde parai € {n+1,...,n+m},a; =0y para
i€ {m+1,...n+m}, by =0. Ademds recuerde que c; son los coeficientes del producto
ff~1, asf que de la hipétesis se deduce que co = 1y ¢ = 0 para k € {1,...,n+m}. Mas

adn, observe que la primera condicién implica que ag € U(R).

Afirmacién: Para todo r € {1,...,m+ 1} se tiene que a},b,;|—, = 0. La prueba de esto se
va a hacer por induccién generalizada en r:
Base r=1. Dado que ¢, = 0, entonces a,b,, = 0 y esto prueba la afirmacion.

Paso inductivo: Si el resultado vale para s € {1,..,r}, considere

n+m—r

O0=cpym—r= Z ajbn+m7r7j
Jj=0

Al multiplicar por aj,, esto implica que

n+-m—r
0 :alrl ( Z ajbn+mrj>
Jj=0
n
:(12 < Z ajanrmrj)
Jj=0
n—1
=a), < Z ajbpym—r—j Jranbmr)

Jj=0
n—1 |
_ r r+
- anajbn+m7r7j + a, bmfr

J=0
n—1
r+j+1-n n—j—1 r+1
= Z ayt bpim—r—j(ay 7" aj)+ay" by
J=0
., . +1—
Como por hipétesis aptt "b, +m—r—j = 0, ambos sumandos son cero y esto prueba la

afirmacion

Al usar la afirmaciodn, si eso se particulariza para r = m+ 1, se deduce que af,"“bo =0y
como by € U(R) esto implica que aZ‘H =0, es decir, a, es nilpotente. Ademads, observe

que esto implica que a,x" € R[x] es nilpotente y entonces por el lema anterior
f—anx" € U(R[x]).

Como J(f —ayx™) < n, entonces de la hipétesis de induccién se concluye que ay,..,a,—1

son nilpotentes y se concluye la prueba.
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<) Siay,...,a, € R son nilpotentes, entonces a;x, ...,a,x" € R[x] son nilpotentes, luego por
el lema anterior, Y7, a;x' € R[x] es nilpotente. Dado que ap € U(R), entonces ag € U (R[x])

y entonces f = ap+ Y"_; a;x' € U(R[x]) por un resultado del capitulo 1. O

Observe que el resultado anterior tiene como caso particular el siguiente hecho conocido,
el cual se da cuando los coeficientes se toman en un campo, ya que en este caso existe un
unico elemento nilpotente, a saber el 0.

COROLARIO 5. Para k un campo, f € klx] es unidad si y sélo si f es constante no cero.

1.3. Elementos nilpotentes. El siguiente resultado caracteriza los elementos nilpo-
tentes en R[x].

PROPOSICION 42. Sea f € R[x] con f =Y a;x'. Entonces f es nilpotente si y sélo si

ao, ..., a, son nilpotentes.

DEMOSTRACION. =) Por induccién fuerte sobre n.

Base n=0. No hay nada que probar pues f = ag y la condicién de nilpotencia de f es

equivalente a la nilpotencia de ay.

Paso inductivo. Supéngase que el resultado es valido para polinomios con grado menor a n.
Dado que f™ = 0, observe que el coeficiente principal de f™ es a) y la igualdad anterior
implica que &' = 0. Esto implica que a,x" € R[x| es nilpotente y asi f — a,x" € R[x] es
nilpotente. Como J(f — a,x") < n, la hipétesis de induccién permite concluir que ay, .., @, 1

son nilpotentes, lo que concluye la prueba

<) Paracadai € {0,...,n} se tiene que a;x' € R[x] es nilpotente. El resultado se sigue de

que la suma de nilpotentes es nilpotente. (I

Observe que al particularizar el resultado anterior a polinomios con coeficientes en un
campo, este dice que el tnico elemento nilpotente en k[x] es el polinomio 0.
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1.4. Divisores de cero. El siguiente resultado pretende caracterizar los divisores de
cero de R[x].

PROPOSICION 43. Sea f € R[x|. Entonces f es divisor de cero si'y sdlo si existe a € R* tal

que af =0.

DEMOSTRACION. =) Si f € R[x] es un divisor de cero, existe g € R[x] tal que fg = 0.
Ademads, puede suponerse que g es un polinomio con grado minimo que satisface dicha
condicién. Si f =Y jax'y g =Y" ,bix', se afirma que b, f = 0.

Para probar esto se va a usar induccién fuerte sobre n.

Base n=0. Es obvio pues como fg = 0 entonces agb; = 0 para cualquier i € {0,..,m}. En

particular O = apb,, = fb,.

Paso inductivo. Supdngase que el resultado es valido para polinomios con grado menor a n.
Observe que el hecho de que fg = 0 implica que a,b,, = 0. Asi, a,g € R[x| satisface que
d(ang) < my ademés f(a,g) = a,fg = 0. Por minimalidad de g se concluye que a,g = 0.
Considere entonces f — anx" € R[x], el cual cumple que d(f —anx") <ny (f —apx")g =
fg—aux"g =0. Al usar la hipétesis de induccién se concluye que b,,(f — anx™) = 0. En-

tonces by, f = by, f — bya,x" =0, lo que prueba la afirmacién.

<) Es claro.

En este caso es importante observar que en el caso de coeficientes en un campo, el resultado
anterior dice que k[x] no tiene divisores de cero, cosa que ya se sabia pues k[x] es un dominio
entero.

1.5. Ideas de irreducibilidad. Para concluir con esta seccién se quiere hacer una
discusién respecto al concepto de irreducibilidad en R[x]. Hacer esto en el contexto general
es complicado pero se tienen unos resultados muy generales:

1. Los polinomios de grado 0 son irreducibles

2. Si R es un dominio entero, entonces los polinomios de grado 1 también irreducibles.
Esta afirmacién no es cierta si se quita dicha hip6tesis pues en Zg[x|, f = 2x no lo
es irreducible pues (3x+ 1)(2x) = 2x.
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Los mejores resultados son para dominios enteros, sin embargo estos no se pueden dar pues
falta teoria, pero a forma de introduccion se estudian un poco para el prototipo de anillo
conmutativo unitario que es Z. Los resultados generales apareceran en los ejercicios y se
plantearan algunas ideas de estos en las siguientes secciones.

PROPOSICION 44. Sea f € Z[x| con f =Y yax'. Si f es irreducible, entonces todos los

coeficientes de f son primos relativos entre si.

DEMOSTRACION. Es claro. [

Observe que sin embargo la afirmacién anterior no caracteriza el concepto de irreducibilidad
pues el polinomio f = x* 4+ 5x + 6 € Zx| satisface que (1,5,6) = 1, pero dicho polinomio
no es irreducible pues f = x*> +5x+6 = (x+2)(x+3).

La importancia del resultado anterior radica en el hecho de que motiva lo siguiente.

DEFINICION 39. Decimos que f € R[x| es primitivo si el ideal generado por sus coeficientes

es R.

Observaciones:

» Si f € Z[x] es irreducible, entonces f es primitivo. El regreso de esta afirmacién
no es cierto como se vio en el ejemplo previo a la definicién.
= f € Z|x] es primitivo si y s6lo si todos sus coeficientes son primos relativos.

Antes de continuar con el problema que se quiere tratar que es la biisqueda de criterios de
irreducibilidad, vale la pena presentar el siguiente resultado cldsico demostrado por Gauss
en su famoso libro "Disquisitiones Arithmeticae". Una generalizacién para cualquier anillo
conmutativo se encuentra en el ejercicio

PROPOSICION 45. (Lema de Gauss) Sean f,g € Zx]. El polinomio fg es primitivo si 'y

solo si f y g son primitivos.

DEMOSTRACION. =) Argumentando por contrapositiva, supéngase sin pérdida de
generalidad que f no es primitivo. Al usar la observacién anterior sea p € N un primo tal
que p divide al maximo comun divisor de los coeficientes de f. Asi, observe que p divide a

los coeficientes de fg, luego fg no es primitivo.

<) SeapeNunprimo. Si f =YY" qaix'y g =Y ,bix!, por hipétesis existen/ € {0, ...,n} y
k € {0, ...,m} minimos indices tales que p{a; y pt b. Observe que para fg el (I +k)-ésimo

coeficiente es
I+k k—1 4k

arsk—ibi =Y arpi—ibitabe+ Y. ai—ibi
i=0 i=0 i=kt1
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Note que p|YX" 1 a4 _;b; pues p|b; paracadai € {0,...,k— 1}, y anilogamente p| Zﬁillzﬂ ajyx—ib;.
Sin embargo p t a;by por lo que p { ):fig ayy—ib;. Esto prueba que para cualquier primo,
existe un coeficiente de f'g que no es dividido por dicho primo, lo que implica que todos

sus coeficientes son primos relativos. Por lo tanto, fg es primitivo. (]

Uno de los resultados mds famosos en torno a la irreducibilidad de polinomios con coefi-
cientes enteros se muestra a continuacion.

PROPOSICION 46. (Criterio de Eisenstein) Sea f =Y, a;x' € Z[x] no constante. Si existe
un niimero primo p € Z tal que:

L ptan

2. Para cualquieri € {0,...,n—1}, pla;

3. p*tag

Entonces f € Z[x] es irreducible.

DEMOSTRACION. Supéngase que f = gh con g,h € Z[x] y suponga que g = Y7 | b;x!
yh= Zi-{:o cix', con m,k > 1. Observe que como p { a,,, entonces p{ b, y p 1 c. Por otro
lado plag y P? 1 ag. Como ag = bycy, entonces puede suponerse sin pérdida de generalidad
que ptbyy plco. Seal € {1,...,k} el minimo indice tal que p 1 ¢, el cual existe pues p 1 cx.

Al comparar [ y m se tienen dos casos.

Casol:m>1.

Al tomar
I !
ar =Y bici_; =boc;+ Y bici_;
i=0 i=1

Se tiene que como p t byc; entonces [ = n. Luego m > n'y como m+k = n, de esto se

deduce que k = 0, lo que es una contradiccion.

Caso2:m <.

Dado que
! -1
ar=Y bi_ici=Y bi_ici+boc
i=0 i=0

=l

Como p { byc; entonces [ = n. Asi como [ < k entonces n < k. Dado que k4 m = n entonces

m = 0y asi nuevamente se llega a una contradiccion. (]
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Observacion: El criterio de Eisenstein se suele enunciar teniendo como conclusion que el
polinomio es irreducible sobre Q[x], sin embargo, la prueba se termina haciendo tal y como
se hizo en estas notas, es decir, haciendo una reduccidn a coeficientes enteros. La razén por
la que esto puede hacerse radica en el hecho de que f € Z[x] se factoriza como producto de
dos polinomios en Z[x] si y s6lo si se factoriza como producto de dos polinomios en Q|x],
los cuales tienen el mismo grado que los de la factorizacion sobre Z.

EJEMPLO 22. Considere f € Z[x| definido por f = x% — 8x — 2. Al aplicar el criterio de

Eisenstein usando el primo 2 € Z se concluye que f es irreducible en Zlx].

Una generalizacién del criterio de Eisenstein aparece en el ejercicio[TT8] sin embargo, esta
no puede verse en este momento pues se requiere desarrollar mds teorfa.

Regresando al problema que se esta tratando, una forma usual de encontrar elementos
irreducibles de R[x] es el encajar dicho anillo de polinomios en otro anillo de polinomios.
El ejemplo clésico se da con R[x], ya que como R[x] C C[x] y en Clx] se tiene el teorema
fundamental del dlgebra, dicho teorema permite caracterizar elementos irreducibles, con lo
que se concluye que los polinomios irreducibles en R[x] son los polinomios de grado 1y
los polinomios de grado 2, f = ax*> + bx + ¢ con b*> — 4ac < 0.

Usando las misma idea, es plausible llevar el estudio de irreducibiidad en Z[x] a Q[x], ya
que observe que si f € Z[x] es tal que f es irreducible en Q[x], entonces f es irreducible en
Zlx]. Mds atn, si f € Z[x] es irreducible, entonces f € Qx] es irreducible. Por lo que en este
caso la irreducibilidad de un polinomio con coeficientes enteros es equivalente cuando se
considera con coeficientes racionales. El porque este tipo resultados se tienen se dicuturdn
posteriormente con mayor generalidad.

2. Ideales maximos y primos

DEFINICION 40. Sea A un anillo e I < A. Decimos que I es un ideal mdximo sil C Ay

paraJ <Asil CJ CAentoncesJ =10J=A
PROPOSICION 47. Sea A un anillo e I < A. Entonces I es mdximo si'y solo si A/I es campo.

DEMOSTRACION. = Seax+1 € A/I. Entonces (A/I)(x+ 1) = Ax+ I. Notemos que
por hipétesis Ax+1 =10 Ax+1=A, perol C Ax+1 porque x ¢ I. De aqui Ax+1=A
entonces existe a € A, y € [ tal que ax+y = 1. Por lo que ax—1 =y € I es decir,

(a+1I)(x+1) = (141I). Asi tenemos que A/I es campo.

< SeaJ <AconlCJCA. Entonces J/I <A/I. SiJ =1 ya terminamos. Suponemos

entonces que I # J, por lo que existe x € J tal que x ¢ I. Por lo que x+ I # 0 entonces
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existe y+ 7 con (x+1)(y+1)= (14+1), como x+1 € J/I entonces 1 +1 € J/I y de aqui
concluimos que A/I = J/I. Por lo tanto A = J. O

EJERCICIO 6. (Tarea) Sea A un anillo y 1,J <A conI C J. Entonces J/I =A/I si y solo si
J=A.

COROLARIO 6. Sea A un anillo. Entonces A es campo si y solo si 0 es un ideal mdximo.

COROLARIO 7. (Tarea) Sea A un anillo. Son equivalentes:
1. A es campo
2. A tiene exactamente dos ideales

3. Todo morfismo de anillos f : A — B es inyectivo

DEFINICION 41. Sea A un anillo e I < A. Decimos que I es un ideal primo, sil CAyxy €l

implica que x € I o'y € I. Note que la contrapositiva nos dice que x,y ¢ I entonces xy ¢ I

PROPOSICION 48. Sea A un anillo e I < A. Son equivalentes:
1. I es primo
2. A/I es un dominio
3. SiJ,K<AconJK ClIentonces] CloKCI

4. Six,y € A conAxy C I entoncesAx CIoAyC I

DEMOSTRACION. 1)=-2)Seanx+1I,y+I#0entoncesx ¢ Iyy¢I. Entoncesxy &1,

por lo que xy i # 0. Por lo tanto A /I es un dominio entero.

2) = 3) Sea J,K <1 con JK CI. Si J C I entonces ya terminamos, por lo que supo-
nemos que J ¢ I, entonces existe x € J tal que x ¢ I. De aqui x+7 # 0. Sea y € K. Entonces
xy € JK C 1. Por lo que xy+1 =0, como A/I es dominio entero y x+ I # 0 entonces
y+1 =0, sesigue que y € I. Por lo tanto K C .

3) = 4) Es un caso particular.

4) = 1) Sean Sean x,y € A tales que xy € I. Entonces Axy C I por loque Ax CToAy C 1.

Porloquexcloicl. (|

COROLARIO 8. Sea A un anillo. Entonces A es un dominio entero si y solo si O es ideal

primo.
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COROLARIO 9. Sea A un anillo e I < A. Si I es un ideal mdximo entonces es un ideal

primo.

PROPOSICION 49. Sea f : A — B un morfismo de anillos, y P < B un ideal primo. Entonces

f~Y(P) es un ideal primo.

DEMOSTRACION. Sean x,y ¢ f~!'(P). Entonces f(x), f(y) ¢ P. Por lo que f(xy) =
f(x)f(y) ¢ P. De aqui xy ¢ f~'(P). Por lo tanto f~'(P) es un ideal primo. O

EJEMPLO 23. Notemos que 0 es un ideal primo en 7. puesto que 7 es un dominio entero.
Por otro lado, 0 no es mdximo porque Z no es campo. Por otro lado pZ es un ideal mdximo

para todo p primo. Asi pZ es un ideal primo para todo p primo.

EJERCICIO 7. Si f : Z — Q notemos que 0 es un ideal mdximo en Q pero f~1(0) =0 no

es mdximo en 7.

DEFINICION 42. Sea A un anillo y x,y € A. Decimos que x divide a 'y y se denota x|y, si

existe a € A tal que ax =y.

PROPOSICION 50. (Tarea) Sea A un anillo y x,y,z € A, entonces:

1. Six|yyy|z entonces x|z
2. Six|yy x|z entonces x|y +z
3. Si x|y entonces x|yz

4. x|0
PROPOSICION 51. Sea A un anillo y x,y € A. Entonces x|y < Ry C Rx

DEFINICION 43. Sea A un anillo y x € A. Entonces Decimos que x es primo si Ax es un

ideal primo

PROPOSICION 52. Sea A un anillo y x € A. Entonces x es primo si y solo si x|yz implica x|y

0 x|z.

DEMOSTRACION. =- Si x|yz entonces Ryz C Rx. Como Rx es un ideal primo entonces

Ry C Rx 0 Rz C Rx. Entonces x|y o x|z.

< Si Ryz C Rx entonces x|yz. Por lo que x|y o x|z. Entonces Ry C Rx o Rz C Rx. Por

lo tanto Rx es un ideal primo. (]
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DEFINICION 44. Sea A un anillo y x € A. Decimos que x es irreducible si y|x entonces
yeUA)oy=xuconucU(A).

En general, la nocién que tenemos de elemento primo es de elemento irreducible. Estas
nociones no tienen porque coincidir.

EJEMPLO 24. Sea 4 € 713, veamos que L1347 = Z3 campo. Por lo que 4 es primo en
Z13. Por otro lado 2|4 en 713, veamos que 2-6 = 12 = 0 por lo que 2 no es unidad. Por

otro lado las unidades de 7.1» son los primos relativos con 12, digamos 1,5,7,11 ahora

4.1=4=14
4.5=20=38
4.7=28=4
4.11 =44 =8

Por lo que no existe unidad u tal que 4 - u = 2 entonces 4 es primo pero no es irreducible en

YAD

EJEMPLO 25. Sea A = Z[i/5] = {x+iV/5 : x,y € Z} el subanillo de C. Notemos que
2-3=(1+iV/5)(1-iV5)
de aqui
2|(1+iV5)(1—iV5)
ahora
2(x+yV/5i) = 2x+2yV/5i
Notemos que esto implica
2x =1
2y=+1
Como x,y debe ser enteros, entonces el sistema no tiene solucion. Por lo que 2 no divide a

14+iv/5 nia 1 —iv/5. De aqui, 2 no es primo en Z[iv/5).

Ahora consideremos la funcién N(x +iv/5y) = x> + 5y, Veamos que N(2) = 4 y que
N(ab) = N(a)N(b)(Tarea).

Si ab =2 entonces N(a)N(b) = 4. De aqui N(a) = 1,2,4. Es claro que N(a) # 2.

Ahora si N(a) = 1 entonces a = £1 y si N(a) = 4 entonces a = 2. Sin perdida de genera-
lidad tenemos que a = +1y b = £2. Por lo que 2 es irreducible en Z[i\/5]
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PROPOSICION 53. (Tarea) Sea A un dominio de factorizacion vnica 'y x € A con x # 0.

Entonces x es primo < x es irreducible.
PROPOSICION 54. Sea A # 0 un anillo. Entonces A tiene un ideal mdximo.

DEMOSTRACION. Sea .¥ el conjunto de los ideales I de A tales que I # A es decir,
& ={I <A:I+#A}, notemos que . esta ordenado por la relacién de contencién y .% es
no vacio porque 0 € .. Sea ¢ = {I;};°_, una cadena ascendente [, CI; C ... en ..
Afirmamos que I = |J;_( /i es una cota superior de €. Sean x,y € I, entonces x € I, y € I
para alguna n,m € N.
Sin perdida de generalidad n < m, por lo que x+y € I, CI. Sean x € [ y a € A, entonces
x € I, para alguna n € N. De aqui ax € I, C I. Por lo que I es un ideal, notemos que I # A
puesto que si / = A entonces 1 € I, por lo que 1 € I, para alguna n € N. De aqui A = I,
lo cual es una contradiccién pues I, € .%. Por lo que I € .. Por lema de Zorn, . tiene

elemento un elemento maximo M. Por construcciéon M < A es ideal maximo. O

PROPOSICION 55. (Tarea) Sea A un anillo e I < A con I # A. Entonces existe M < A

mdximo tal que I C M.

COROLARIO 10. (Tarea) Sea A un anillo y x ¢ U(A). Entonces existe M < A mdximo tal
quexecM

Observacion. Si A es un anillo neteriano, esto se puede hacer sin usar lema de Zorn.

DEFINICION 45. Sea A un anillo. Decimos que A es un anillo local si tiene exactamente un

ideal mdximo.

PROPOSICION 56. Sea A un anillo y M < A tal que AAM C U(A). Entonces A es un anillo

local y M es el ideal mdximo.

DEMOSTRACION. Notemos que como M # A entonces M NU(A) = 0, por lo que
tenemos que M = A\U (A), por otro lado todo ideal I < A propio no contiene unidades, es

decir, INU(A) = 0. Por lo tanto I C M y asi M el ideal mdximo. O

PROPOSICION 57. Sea A un anillo y M ideal mdximo de A. Si todo elemento y =1+ x con

x € M es una unidad, entonces A es un anillo local.

DEMOSTRACION. Sea x € A\M. Como M es mdximo entonces M + Rx = A. Por lo

que existe a € A y m € M tales que ax+m = 1. De aqui ax = 1 —m por lo que ax es
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una unidad. Notemos que este implica que x es unidad. Podemos aplicar la proposicién

anterior O

PROPOSICION 58. Sea D un dominio de ideales principales. Si P < A es primoy P # 0

entonces P es mdximo.

PROPOSICION 59. Sea A un anillo y Py,P,...P, < A ideales primos e I < A tal que

I C UL, P, entonces 1 C Pj para algiin j=1,...,n

DEMOSTRACION. Lo demostraremos por induccién sobre n y por contrapuesta, si
I ¢ Pparatodai=1,...,nentonces I Z JI_ Py.
Es claro paran = 1.
Suponemos valido para n y lo demostraremos para n+1.
Para cadai=1,...,n+ 1 existe x; € I tal que x; ¢ P; para j # i. Esto porque si no pasara
para algin k = 1,...,n+ 1 entonces para todo x € [ existe j # k tal que x € P;. Es decir
1C U;‘:ﬁ it P contradiciendo la hipétesis de induccion.
Si fuese el caso de que para algin j, x; ¢ P; terminamos. Si no, x; € P; para toda i =

1,...,n+ 1y consideramos el elemento
n+1n+1
v=YIIx
i=1 j#i
Por construccién y € 1. Notemos que como P; es primo entonces H;?;.l x;j ¢ P;, ahora bien
H;’;i Xj € Pipara j#i. Porloquesiye€ P paraalgini=1,...,n+ 1 entonces ]_[:f;il €P,lo

cual es una contradiccién. Asfy € P; paratodo i = 1,...,n+ 1, por lo tanto I ¢ [ J/7' B O

PROPOSICION 60. Sea A un anillo, I,,...,I, <Ay P un ideal primo tal que (\'_;I; C P. Si

P =1 entonces P =1; para algiin j=1,...,n

DEMOSTRACION. Como [T L; C (=L C P entonces I; para algin j = 1,...,n. Por

otro lado P =L I; C I, por lo tanto P = I; O

PROPOSICION 61. Sea A un anillo tal que para todo x € A existe n € NT tal que x" = x

entonces todo ideal primo es mdximo.

DEMOSTRACION. Sea P un ideal primo y x € A,x ¢ P. Entonces existe n € N7 tal que
¥" = x. De aqui x(x"~! —1) = 0 € P. Como P es un ideal primo, debe pasar que x*~! —1 € P,
por lo que x"~! + P = 1 + P. De aqui, tenemos que A/P es un campo y por lo tanto P es

mAaximo. O
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PROPOSICION 62. Sea A un anillo. Entonces existe un ideal primo minimo.

DEMOSTRACION. Sea {P;}7, una cadena descendente de ideales primos de A. De-
notamos P = (i_ P;. Si x,y ¢ P, entonces existen n,m € N tales que x € B, y y ¢ P,,. Sin
perdida de generalidad suponemos que m > n. Asi x,y ¢ P,,. Por lo que xy ¢ P,,. De esto
xy ¢ Py asi P es un ideal primo. Por el lema de Zorn tenemos que el conjunto de ideales

primos tiene un minimo. O
DEFINICION 46. Sea A un anillo. Decimos que A es de Boole si x> = x para todo x € A.
PROPOSICION 63. Sea A un anillo de Boole. Entonces 2x = 0 para todo x € A.

DEMOSTRACION. Seax € A,
0=(x+1)>2—(x+1)=x"+2x+1—-x—1=2x

O

PROPOSICION 64. Sea A un anillo de Boole. Entonces todo ideal primo P es mdximo y

A/P tiene dos elementos.

DEMOSTRACION. Sea P un ideal primo y x ¢ P. Entonces x(x— 1) =0 € P, como P es

primo entonces x — 1 € P. Por lo que x+ P = 1 + P, de aqui A/P solo tiene dos clases. [
PROPOSICION 65. Sea A un anillo de Boole. Todo ideal finitamente generado es principal.
DEMOSTRACION. La demostracién es por induccién pero basta hacerla para el caso

de dos generadores.

Sea I = Ax+Ay < A. Ponemos z = x+y+xy y vemos que
xz=x(x+y+xy) =x>+xy+xy=x

Andlogamente yz =y, por lo que Ax + Ay = Az (I

3. Elnilradical e ideales radicales

DEFINICION 47. Sea I < R. El radical de I, el cual se denota por \/1, es el conjunto
{xeR: ImeNF(x"el}

Observaciones:
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= Por definicién v/0 es el nilradical de R. Usualmente se denota N(R) := /0.
= La proposicién42]se puede parafrasear mediante la igualdad N(R[x]) = N(R)[x].

La observacién anterior muestra que el radical de un ideal es una generalizacion del
nilradical. De hecho, este sigue siendo un ideal.

PROPOSICION 66. Si I <R, entonces /T <R.

DEMOSTRACION. Considere la proyeccion
T:R—R/I
Nétese que /I = 7~ (N(R/I)), como N(R/I) < R/I, esta tltima igualdad implica el
resultado deseado. O

Algunas de las propiedades bésicas de los ideales radicales se muestran en el siguiente
resultado.

PROPOSICION 67. Sean I,J < R. Entonces,

LICVI

2. Sil C Jentonces /I C \ﬁ
3. VVI=VI

4. VI =VINT =VInVJ
5. VI+T=VVI+VI

6. \ﬁ:RsiysolosiI:R
7

. Para cualquier p < R primo y n € NT se tiene \/p" = p

DEMOSTRACION. Las propiedades 1 y 2 son claras.

Respecto a 3 observe que por 1, VI C v/V/I. Por otro lado, si x € v/V/1I, existe n € N7 tal
que x" € V/I. Ademis, existe m € NT tal que (x")" € I. Esto implica que x € v/I y prueba

lo contencidn restante.

Respecto a 4, como IJ C INJ C I,J entonces v/1J C /TNJ C v/IN+/J. Observe que si se
prueba que VINVT CV1J, esto implica la igualdad buscada. En efecto, si x € VINVI,

existen n,m € NV tales que x" € I y x™ € J, observe que

X = iy e I
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esto prueba que x € v/1J.

Para la propiedad 5 observe que

I+JCVI+VI

VI+HT CAVI+VI

Para la contencién restante considere x € \/v/I+ +/J, entonces existe n € Nt tal que
Xt eI+, Asi, existen y € Vi yz€ \V/J tales que

luego

X'=y+z

Sean m,k € N tales que y" € I y ¥ € J. Entonces por el teorema del binomio

m+k m+k
(y_|_z)m+k _ Z ylzm+kfl
=0 l

Paral € {0,...,m} se tiene que "%~/ € Jyparal € {m+1,...,m+k} se tiene que y' € I.
Esto implica que (x")"+* = (y+4z)"k € I +J y prueba que x € \/T+J.

Para la propiedad 6, la ida se deduce del hecho de que como 1 € /I, entonces existe
n € Nt tal que 1" € I. Luego 1 € 1 y asi I = R. El regreso se deduce del hecho de que si
I = R entonces R C \ﬁ CR.

En lo que respecta a la propiedad 7 observe que para p < R primo y n € N*, es claro
p C /p". Por otro lado como p” C p, entonces /p” C /p. Observe que si x € |/p existe
m € N7 tal que x € p. Como p es primo entonces x € p. Esto prueba que \/p C p y concluye

la prueba. U

En la proposicion anterior hay varios ejemplos de ideales que quedan fijos al aplicar el
radical, el cual dicho sea de paso es una funcién monétona entre las reticulas de ideales del
anillo en cuestién. Esto da lugar a lo siguiente:

DEFINICION 48. Un ideal I <R es radical si

VI=1I.
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EJEMPLO 26. Para cualquier I < R, \/I es un ideal radical. En particular N(R) es un ideal

radical.
EJEMPLO 27. R es un ideal radical de si mismo.
EJEMPLO 28. Todo ideal primo p < R es radical.

EJEMPLO 29. No todo ideal es radical. Un ejemplo se obtiene al considerar 47 < 7, ya
que 2 € /47 pero 2 ¢ 47, luego 47 C V4.

De hecho observe que como 2 € \/4Z entonces 27 C /4Z. Por otro lado, si x € /47 existe

n € N7 tal que x" = 4k. Esto implica que 2|x" y entonces 2|x. Asi x € 27 y esto prueba que

VAZ =27.

Hay un resultado general que permite calcular el ideal radical de cualquier ideal de Z. Este
se encuentra en el ejercicio[I0T].

Los ideales radicales tienen un papel fundamental en geometria algebraica pues estos
definen una clase especial de subconjuntos del espacio afin, los cuales se conocen como
conjuntos algebraicos afines. De hecho estos estadn en correspondencia biyectiva con dichos
objetos geométricos. Dicha correspondencia empieza por el siguiente resultado.

PROPOSICION 68. Sil < R. Entonces,

\[Izﬂ{p <R : pesprimo,d Cp}

DEMOSTRACION. Sea p < R primo tal que / C p. Entonces VIC /b = p. Esto impli-
caque I CN{p <R : pesprimo,I Cp}.

Para la contencién restante se va a probar la condicién equivalente al tomar complementos
relativos en R. Sea x € R con x ¢ +/I. Esto dice que para cualquier n € N*, x" ¢ I. Defina el
conjunto S = {x":n € N*} y considere ' = {J <R:1C J,JNS = 0}. Observe que I # 0
y ademas (I", C) es un COPO. Asi, para usar lema de Zorn considere {Jy }qca una cadena
no vacia en I'. Note que UgcpJo < Rel C Jyep o Ademds

(U1a>ms U ans)=0

acA acA
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Por lo tanto, dicha cadena es acotada superiormente. Luego, el Lema de Zorn implica que

existe p € I' maximo.

Afirmacién: p < R es primo. En efecto, si y,z € R\p, entonces p + (y),p+ (z) ¢ T, por lo

que estos ideales intersectan a S. Dado que

(p+ P+ () Sp+2)

Entonces
(p+(z))NS#0

y asi

p+(z) ¢T.
Por lo tanto, como

pCp+(yz)
esto implica que

¥z € R\p.

Esto prueba que p C R es primo.

Para concluir observe que como x ¢ p, por definicién,
X e R\ﬂ{q <R : 1Cq,qesprimo},

lo que prueba la afirmacién. O

Se deduce directamente del resultado anterior que,

COROLARIO 11. N(R)=N{p <R : pes primo}

El dltimo resultado a tratar tiene que ver con una clase especial de anillos que no tienen
nilpotentes. Estos son importantes en geometria algebraica.

DEFINICION 49. Un anillo R es reducido si no tiene elementos nilpotentes distintos del

trivial.

Observe que trivialmente todo dominio entero es un anillo reducido. Sin embargo, el regreso
no es cierto. Un ejemplo lo da el anillo de funciones continuas Cy([0, 1]) que no es dominio
entero, sin embargo es reducido. El siguiente resultado da una caracterizacién de anillos
reducidos en términos de dominios enteros.
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PROPOSICION 69. Un anillo conmutativo R es reducido si y sélo si se encaja en un producto

de dominios enteros.

DEMOSTRACION. =) Considere para cada p < R primo, la proyeccién
Ty :R—R/p

Observe que R/p es un dominio entero. Ademds, por la propiedad universal del producto,

existe un anico morfismo

f:R— [T Rr/»

p<R,p es primo
tal que para cualquier p < R con p primo,

ppof=mp.
Note que a € Nuc(f) si y sélo si para cualquier p < R primo, a +p = p, es decir a €

N(R). Dado que R es reducido, entonces N(R) = 0, y por lo tanto, del primer teorema de

isomorfismo se deduce que

R=R/Nuc(f)=Im(f)C ] R/»,

p<R,p es primo

lo que prueba el resultado.

<) Es claro. O

4. Radical de Jacobson

5. Anillos de fracciones y anillos locales

En esta seccion se va a estudiar una construccion que generaliza la construccién de Q a
partir de Z. Dicha construccion tiene una contraparte geométrica que de manera vaga se
puede pensar como dada una variedad, considerar vecindades alrededor de un punto.

DEFINICION 50. Sea S C R. Decimos que S es multiplicativo si

1. Para cualesquiera x,y € S, xy € S.
2. 1€8.

EJEMPLO 30. Dado p < R primo, el conjunto R\p es multiplicativo. De hecho observe que

esta propiedad caracteriza el concepto de primo.
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EJEMPLO 31. Sea x € R. El conjunto S = {x" : n € N} es multiplicativo de la definicion

de “elevar alan”.

EJEMPLO 32. Todo subanillo es un conjunto multiplicativo del anillo en cuestion.

A continuacioén se mencionard como obtener la construccion mencionada: Considere R un
anillo y S C R un conjunto multiplicativo. Defina una relacién ~C (R x S)? mediante:

(a,5) ~ (b,1)
si existe u € S tal que
u(at —bs) =0

PROPOSICION 70. La relacion anterior es de equivalencia.

DEMOSTRACION. Dado (a,s) € R X S, observe que 1(as —as) = 0, es decir, (a,s) ~

(a,s).

Supénga que (a,s) ~ (b,t). Entonces existe u € S tal que u(at — bs) = 0. Al multiplicar por
—1, u(bs —at) = 0, es decir (b,t) ~ (a,s).

Para la transitividad suponga que (a,t) ~ (b,s) y (b,t) ~ (c,v). Entonces existen u,u’ € §
tales que
u(at — bs) =0
u' (bv —ct) =0
Estas igualdades implican que
u'vu(at — bs) =0
usu' (bv — ct) =0
De donde
u'vuat —usu'ct =0
u'ut(av — cs) =0

Dado que «'ut € S entonces (a,s) ~ (c,v) O
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Denote por S™'R = (R x §)/ ~. Ademds, notacionalmente se va a escribir
a

~=l(a,9)]

N

Observacién: Si R =7 y S = Z\{0}, entonces la relacién definida es equivalente a la
relacion que define a QQ a partir de Z pues Z es un dominio entero. Ademads, salvo que el
conjunto S no tenga divisores de cero, no puede eliminarse en la definicién de la relacion el
producto con el elemento de S (IT3).

La siguiente meta es definir operaciones en S™'R que hagan de este un anillo. Para esto,
inspirados en la intuicién de la construccién de Q a partir de Z se definen las asignaciones:

+,:S'RxS'/R— SR

mediante las reglas de correspondencia:

a b at+bs
— 4+ - =

K t St

a b_ab

st st

En estas definiciones hay un detalle de caricter técnico asociado al hecho de que los ele-
mentos de S~'R son clases de equivalencia, por lo tanto hay que ver que estas asignaciones
no dependen de representantes. Veamos que esto sucede:

Suponga que
a d
sy
b_v
t
Entonces existen u,v € S tales que
u(as' —d's) =0
v(bt' —b't) =0

De estas igualdades se deduce que

vi'tu(as’ —d's) =0
uss'v(bt' —b't) =0

Entonces

vt'tuas’ — t'tud’ sv+ ss'vbt'u — ss'vb'yu = 0

Luego

0 =(at +bs)s't'uv — (d't' +b's')stuv
=uv[(at +bs)s't' — (d't' +b's')st]

Esto implica que
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at+bs dt' +b's
st st

Lo que prueba que + es en efecto una funciéon. Ademads, la prueba de la afirmacién corres-
pondiente para el caso - es andloga, asi que se va a omitir. Mas atn, al copiar la prueba
usada para ver que Q es un anillo, se tiene lo siguiente.

PROPOSICION 71. Dado S C R multiplicativo, el conjunto (S"R7 +,) es un anillo con los

elementos distinguidos % para la suma y % el producto.

DEFINICION 51. Al anillo S™'R se le conoce como el anillo de fracciones de R respecto al

conjunto multiplicativo S.

EJEMPLO 33. Para R =17y S = Z\{0}, entonces S™'R = Q. En este caso el anillo de

fracciones son los racionales.

Siguiendo la intuicién que da el ejemplo anterior surgen dos posibles observaciones:

= La primera de ellas tiene que ver con el hecho de que hay un morfismo de inclusién
de Z en Q.

= La segunda es si el anillo de fracciones es siempre un campo como sucede en el
ejemplo anterior.

Trataremos las cuestiones andlogas para la construccidn realizada a continuacién.
Primero observe que hay una funcién candénica

f:R—S'R
cuya regla de correspondencia es

f(a):T

Mas atn, esta es claramente un morfismo de anillos. Sin embargo, a diferencia de lo que
sucede en el ejemplo mencionado, esta no encaja en general al anillo R en su anillo de
fracciones. El siguiente resultado caracteriza el nicleo de dicho morfismo canénico.

PROPOSICION 72. Sea f : R — S™'R el morfismo candnico de R en S™'R. Entonces

Nuc(f)={a€R : Is€ S(sa=0)}

DEMOSTRACION. a € Nuc(f)siy solosi ¢ = f(a) = 9. Esto sucede si y sélo si existe

seStalques(a-1-0-1)=0. O
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COROLARIO 12. Si § C R es un conjunto multiplicativo sin divisores de cero, entonces el
morfismo candnico
f:R—S 'R

es inyectivo y viceversa. En particular, dicho resultado es vdlido si R es un dominio entero.

Respecto a la segunda pregunta, resulta que S~'R no es en general un campo. Lo que hizo la
construccién simplemente es encontrar un anillo en el que todos los elementos de S tienen
un inverso. Cuando se analicen ejemplos concretos se verd que efectivamente S~'R no es
un campo en general. Antes de pasar a esto se va a ver que el anillo de fracciones cumple
una propiedad universal que lo caracteriza salvo isomorfismo, de hecho se va a ver que la
propiedad mencionada lo caracteriza.

PROPOSICION 73. Sea f: R — S™'R el morfismo candnico. Entonces
1. Para cualquier s € S
f(s)€U(ST'R)
es decir
F(S)CU(ST'R)

2. Todo elemento 5 € S~IR se puede escribir como

DEMOSTRACION. Para 1, dado que s € S se tiene que f(s) = §. Observe que é €S~'R

y ademas 7 - l? = %, lo que prueba la afirmacioén.

Para la segunda afirmacion, sea % € S~IR. Se tiene que

a s a
s 11
Entonces
~-f(s)=f(a)
Como f(s) € U(S™'R) entonces
S =f@ss)!
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PROPOSICION 74. (Propiedad universal del anillo de fracciones) Sean S C R un subconjun-
to multiplicativo y f : R — S™'R el morfismo canénico de R en S™'R. Dicha construccion
satisface lo siguiente: Dado cualquier morfismo de anillos g : R — A tal que g(S) CU(A),

existe un vinico morfismo de anillos §: S™'R — A tal que go f = g

DEMOSTRACION. Dado el morfismo g : R — A con la propiedad mencionada, defina
Z:S'R—A

mediante la regla de correspondencia

Veamos que en efecto g es una funcién.

Suponga que § = ‘Si,/ Entonces existe u € S tal que
u(as’' —d's) =0

Al aplicar g y al usar que este es morfismo de anillos se tiene

lo que implica que

y muestra que g(%) = g(%).

Ahora hay que ver que g es morfismo de anillos. En efecto, sean ¢, ? € S7'R. Luego

fa b _(at+bs

(1) =("2")
=g(at +bs)g(st)”
=(g(a)g(t) +g(b)g(s))(g(s) 'g(t)™ ")

1
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Por otro lado,

Ademas,

El siguiente paso es ver que go f = g. Para esto, dado a € R,

a

zos@=g(7) =s@e() ' =500

Lo tinico que falta demostrar es la unicidad. Para esto suponga que / : S™!R — A es otro

morfismo tal que /o f = g. Recuerde que todo elemento § € § ~IR se escribe como

Entonces

(]

Una vez que se ha caracterizado la construccién del anillo de fracciones, se va a proceder a
estudiar ejemplos.

EJEMPLO 34. Si S C R es un conjunto multiplicativo tal que 0 € S, entonces

ST'R=0

Por esta razon en muchos libros se suele pedir que el conjunto multiplicativo no tenga
al cero (lo cual es equivalente a decir que no tenga nilpotentes), pues como muestra el

ejemplo, en este caso la construccion se trivializa.
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EJEMPLO 35. Si f € R, al considerar el conjunto multiplicativo S = {f" : n € N}, se suele
denotar Ry := S~'R. La intuicién dice que en Ry se estdn invirtiendo todas las potencias

de f, y en efecto se puede demostrar que

R.ERH
TRy

Al considerar este isomorfismo observe que cuando R=7y S = {2" : n € N}, entonces

1
R, = Z|:2:|

Observe que Z[%] es lo que se conoce como el anillo de los enteros diddicos. Ademds este

ejemplo muestra que en general el anillo de fracciones no es un campo pues 3 € Z[%] y

3¢ U(Z[3)).

EJEMPLO 36. Si p < R es un ideal primo, para el conjunto S = R\p se tiene que Ry, :=
S~IR. A este anillo de fracciones se le conoce como la localizacion de R en el primo p, y
geométricamente corresponde a tomar vecindades sobre el punto .

En particular si R es dominio entero, S = R\0Q es multiplicativo. Este caso particular

generaliza a R =7y se suele denotar
Frac(R) :==Ro

En este caso, el anillo de fracciones es un campo 'y se le conoce como el campo de fracciones
o cocientes del dominio R. Ademds note que R se encaja en Frac(R). En particular Q es el

campo de cocientes de 7.

EJEMPLO 37. Si k es un campo, Frac(k[x]) = k(x) es el campo de funciones racionales de
k[x].

EJEMPLO 38. Considere el dominio Z[+/2] C R. Dado que % € Frac(Z[/2]) y obviamente
Q C Frac(Z[\/2)), entonces

Frac(Z[V2]) = Q(V2).

Este mismo cdlculo se generaliza al tomar cualquier raiz de un entero positivo no 1 libre de

cuadrados.
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EJEMPLO 39. Un ejemplo mas elaborado se obtiene al considerar U C C un abierto conexo.
Como consecuencia del teorema de factorizacion de Weierstrass el campo de fracciones de

funciones holomorfas en U es el campo de funciones meromorfas en U.

El ejemplo [36|es importante pues ademds de darnos una forma de generar ejemplos donde
el anillo de fracciones es un campo, introduce una forma de dar ejemplos de un tipo especial
de anillos, introducidos anteriormente, a saber, los anillos locales. Recordamos la definicion
bésica.

DEFINICION 52. Un anillo R se llama local si este tiene un unico ideal mdximo. Se suele
denotar a un anillo local como una pareja (R,m) donde m es el vinico ideal mdximo de R.

A R/wm se le llama el campo de residuos de R.

PROPOSICION 75. Sip <R es primo, entonces la localizacion Ry, es un anillo local con

ideal mdximo pRy,.

DEMOSTRACION. Por la proposicién |56 basta con ver que Rp\pR, € U(Ry). En

efecto, si ¢ ¢ pRy, entonces a ¢ p. Asi £ €R, y £ = ()71, O

N

A continuacién se va a discutir un ejemplo concreto de esto.

EJEMPLO 40. Considere R =7y p = 57Z. Observe que
Ry {5 €Q: stb}
De acuerdo al resultado anterior
PRy, <R,
es el tinico ideal mdximo. En este caso
PR, = {% €Q:51b, 5la} = 5R,
Para este caso, el campo de residuos de (Rp,5Ry,) es

Para concluir esta seccién, vamos a regresar a un resultado de polinomios, el cual muestra
la idea basica de como se generalizan los resultados de irreducibiidad para polinomios
estudiados en la primera seccion del presente capitulo. La idea por la que estos funcionan
es que Z tiene por campo de fracciones a , por lo que basicamente las generalizaciones
se obtienen al cambiar Z por un dominio entero y QQ por el campo de fracciones de dicho
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dominio. Este tipo de resultados aparecen en los ejercicios y vale la pena checar el ejercicio
que se usard para la siguiente prueba.

PROPOSICION 76. Sea R un DFU, k= Frac(R) y f = Y1y aix € R[x] tiene una raiz 2 € k
con (b,c) = R. Entonces, blag y c|an. Ademds, si d(f) < 3, entonces f € k[x| es irreducible

si 'y solo si f no tiene raices en k.

DEMOSTRACION. Dado que f(%) =0, entonces c"ag+arc"'b+ ... +a,b" = 0. Esto
implica que b | ¢"ap y por el ejercicio [78| se deduce que b|ag. Ademés de esta igualdad

también se deduce que ¢ | a,b" y por dicho ejercicio nuevamente ¢ | ay,.

Para la segunda afirmacién, la ida es clara por contrapositiva. Para el regreso, si f € k[x] no
tiene raices, observe que k[x] es un DFU. Al factorizar f = gh con g,h € k[x], nGtese que
dado que d(f) < 3, ambos polinomios no pueden tener grado mayor a 1 pues en tal caso
alguno de ellos estd obligado a tener grado exactamente 1, lo cual debe ser imposible pues

en ta caso la raiz de dicho polinomio debe ser raiz de f. (]

6. Ejercicios del capitulo

En esta parte de la tarea R es un anillo conmutativo (unitario) y k£ es un campo.

EJERCICIO 71. Sean f,g € R[x|. Demuestre que fg es primitivo si 'y sélo si f 'y g son

primitivos.

EJERCICIO 72. Sean > 1

1. Determinar las unidades de R|x1,...,x,)
2. Determinar los elementos nilpotentes de R[xy, ..., x,]

3. Determinar los elementos divisores de cero de Rxy, ..., X,

EJERCICIO 73. Sea R un anillo y R[[x]] el anillo de series formales de potencias con

coeficientes en R. Considere f =Y ;- ja;x'. Demuestre lo siguiente:

1. f e U(R[[x]]) siysdlo siap € U(R)
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2. Si f es nilpotente, entonces para cualquier n € N, a, es nilpotente. ;Es cierta la
afirmacion reciproca?

3. feJ(R[[]]) siy solosiag € J(R)

4. La contraccion de un ideal mdximo de m < R[[x]] es un ideal mdximo de R y m es
generado por m® y x

5. Todo ideal primo de R es contraccion de un ideal primo de R][x]]

EJERCICIO 74. Sea p € N un primo. Definimos el p-ésimo polinomio ciclotémico sobre Z,

se define como

Demuestre que ®), es irreducible sobre Z[x| y Q[x].

EJERCICIO 75.
1. Demuestre que un polinomio f € k|x| de grado 2 o 3 es reducible si y sdlo si f
tiene un cero en k.
2. Pruebe que el polinomio f =x*+2x*>+9 € Q[x] no tiene ceros racionales, pero

es reducible en Q|x].

EJERCICIO 76. Demuestre que si la reduccion de un polinomio ménico f € Z|[x] usando un

niimero primo p € N es irreducible en Z, (x|, entonces f € Q[x] es irreducible.

EJERCICIO 77.

1. Sean f,g,h € Clt] primos relativos por pares tales que f + g = h. Denote por
V(fgh) = {x € C | (fgh)(x) = 0}. Demuestre que: max{d(f),d(g),d(h)} <
V(fgh)|—1

2. (Teorema de Fermat para polinonios) Si f,g,h € C[t] son polinomios primos
relativos por pares con alguno de grado mayor o igual al y ademds " +g" = 7",

entonces n < 2.
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EJERCICIO 78. Para un dominio entero R sean a,b,c € R tales que a | bc y {a,b) = R.

Demuestre que a | c.

EJERCICIO 79. (Es la extension de un ideal primo un ideal primo?

EJERCICIO 80. Sea I < R propio. Demuestre que existe m < R mdximo tal que [ Cm

EJERCICIO 81. Suponga que x ¢ U(R). Demuestre que existe m < R mdximo tal que x € m

EJERCICIO 82. Dar 5 ejemplos de ideales primos en Z[x,y|, donde x y y son indeterminadas.

Dar 2 ejemplos de ideales mdximos de Z[x,y], y 2 ejemplos de ideales mdximos de Q|x,y).

EJERCICIO 83. Hipdtesis y notacion del ejercicio ??. Denotar por Max(Co([a,b])) al con-
Jjunto de ideales mdximos del anillo Cy([a, b)). Defina una funcién u : [a,b] — Max(Co([a, b]))
mediante [L(x) = my. Demuestre lo siguiente:
1. U es inyectivo
2. W es suprayetivo. Sugerencia: Para m € Max(Co([a,b])), considere V(m) = {x €
[a,b] | Vf € m(f(x) =0)}. Demuestre que V(m) # 0. Tome x € V(m) y demuestre

que m = my

EJERCICIO 84. Considérese el anillo Z[), donde ¢ es la razén durea. Demuestre que todo

ideal mdximo en dicho anillo es principal.

EJERCICIO 85. Sea R un anillo conmutativo con un tinico ideal primo p. Demuestre que

todo divisor de cero de R es nilpotente.

EJERCICIO 86. Sea f € k[x]. Demuestre que f es irreducible si'y solo si (f) < k[x] es

mdximo. Concluir de esto que en k[x] todo ideal primo es mdximo.
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EJERCICIO 87. Sean k un campo y ay,...,a, € k.
1. Demuestre que (x| —ay,...,Xn —an) < klxi,...,x,| es un ideal mdximo.
2. Pruebe mediante un ejemplo que existen ideales mdximos en k|xi,...,x,] que no
tienen la forma del ideal del inciso anterior.

3. Demuestre que si k = C, todo ideal mdximo es de la forma propuesta en el inciso

1.

EJERCICIO 88. Sea p < Ry X Ry. Demuestre que y es primo si y solo si existe q» < R tal

que p =R X q2 6 q; <Ry tal que p = q; X Ry.

EJERCICIO 89. Demuestre que si p < R es primo, entonces p[x] < R[x] y p[[x]] < R[[x]] son

primos.

EJERCICIO 90. Demuestre que (v/I,I) =\{p <R |I1Cp, J ¢ p, p primo}

EJERCICIO 91. Considere Z[x|, p € Z primo y considere el ideal I = {¥"_ya;x' | pla;}.

Demuestre que Z|x]/I es un DIP.

EJERCICIO 92.

1. Sea m < R[[x1,...,X,]] un ideal mdximo. Demuestre que (xi,...,x,) C m. ;Qué
sucede con la afirmacion andloga para el anillo R[xy, ...,x,]?
2. Sea m < R[[x1,...,xy]] un ideal mdximo. Demuestre que mNR < R es un ideal

mdximo.

EJERCICIO 93. Sea R un DIP y p < R primo distinto de cero y R. Demuestre lo siguiente:

1. p estd generado por un elemento irreducible

2. p es un ideal mdximo.

EJERCICIO 94. Determinar los ideales primos en los siguientes anillos
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1. Z
2. klx]

EJERCICIO 95. Determinar los elementos primos de los siguientes conjuntos.
1. Para k campo
2. Para Z
3. Para R[x]
4. Para Clx]

EJERCICIO 96. Suponga que R # 0. Demuestre que todo ideal primo contiene un ideal

primo C-minimo.

EJERCICIO 97. Sea R un anillo sin nilpotentes y con un niimero finito de ideales primos
minimos Y1, ..., pp. Probar que el morfismo R — TIi_, R/p; es inyectivo. Mds aiin, la imagen

tiene interseccion no cero con cada uno de los anillos del producto.

DEFINICION 53. Sea J < R un ideal propio. Decimos que J es primario si para cualesquiera

X,y € R tales que xy € J y x ¢ J, se tiene que existe n € N* tal que y" € J.

EJERCICIO 98. Sea J < R. Demuestre lo siguiente:

1. J es primario si 'y sélo si los divisores de cero de R/J son nilpotentes.

2. S8iJ es primario, entonces VJ es primo.

EJERCICIO 99. Sea A un DFU. Demuestre que si todo ideal primo es principal, entonces A

es un DIP. jEs cierta la afirmacion si se reemplaza la hipotesis por ideales mdximos?

EJERCICIO 100. Sea f: R — S un morfismo de anillos, | < Ry J < §. Demuestre lo

siguiente:

L VI =Ty
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2. (VI CVIT

EJERCICIO 101. Sea n € Z\U(Z). Demuestre que \/nZ = mZ con m el producto de todos

los factores primos distintos que dividen a n.

EJERCICIO 102. Considere el ideal (x2,x1x2) < k(x1,x2). Determinar \/1

EJERCICIO 103. Demuestre que en R el conjunto de divisores de cero es union de ideales

primos.

EJERCICIO 104. Supdngase que R tiene divisores de cero. Demuestre que R tiene elementos

nilpotentes distintos de cero 6 mds de un ideal primo minimo.

EJERCICIO 105. Demuestre que las siguientes definiciones son equivalentes:

1. R tiene un nico ideal primo
2. R=U(R)UN(R)
3. R/N(R) es un campo

EJERCICIO 106. Demuestre que I < R es radical si'y sélo si R/I es un anillo reducido.

EJERCICIO 107.

1. ¢Es la suma de ideales radicales un ideal radical?

2. ¢Es la interseccion de ideales radicales un ideal radical?

EJERCICIO 108. Sea I < R un ideal. Demuestre que I es radical si 'y solo si I es interseccion

de ideales primos.

EJERCICIO 109. Sea I <R tal que I C N(R). Demuestre que si x € R es tal que x+1 €
U(R/I), entonces x € U(R).
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EJERCICIO 110. Sea R un anillo y sea R,.q :== R/N(R). Demostrar lo siguiente:

1. R,eq es reducido
2. Si existe un morfismo de anillos R — S un morfismo de anillos con S reducido, este

se factoriza de forma vinica a partir de R4

EJERCICIO 111. Considere el anillo de polinomios k[x,y| con k un campo, y sea R =

k[x,y]/(x —xy2,y?). Sean %, las clases de residuos de x, y en R. Demostrar lo siguiente:

1. N(R) = (x,y). Mds auin, este es el iinico ideal primo de R.

2. Ry =k

EJERCICIO 112. Demuestre que el nilradical de R[x] es igual a su radical de Jacobson.

EJERCICIO 113. Encuentre un anillo R y un conjunto multiplicativo S tal que la relacion

(a,b) ~ (b,t) siy sélo si at —bs = 0, no sea una relacion de equivalencia.

EJERCICIO 114. Sea S C R un conjunto multiplicativo e I < R un ideal tal que INS = 0.

Demuestre que existe p < R primo tal que [ CpypNS=0.

EJERCICIO 115. Demuestre que los tinicos idenpotentes en un anillo local son 0y 1.

EJERCICIO 116. Sea R un DFU y k = Frac(R). Demuestre que f € R[x] es irreducible si y

s6lo si f € k|x] es primitivo e irreducible.

EJERCICIO 117. Sea R un dominio entero'y S C R un conjunto multiplicativo tal que O ¢ S.
Demuestre que el morfismo canénico f : R — S™'R es inyectivo y que S™'R es isomorfo

como anillo unitario a un subanillo unitario del campo de fracciones de R.

EJERCICIO 118. Sean R un DFU, k = Frac(R) y f = Y yaix' € R[x]. Demuestre lo

siguiente:
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1. Si existe p € R primo tal que p | ag, ...,a,_1, pfa, y p*{ ao, entonces f € k[x| es
irreducible.
2. Si existe p € R primo tal que p | ay,...,an, p{aoy p* 1 a,, entonces f € kfx] es

irreducible.

EJERCICIO 119. Demuestre que el polinomio f =y> +x2y* +xy+x € k[x,y] es irreducible.

Sugerencia: Usar el criterio de Eisenstein (ejercicio[I18)) de forma adecuada.

EJERCICIO 120. Sea R un DFU y k = Frac(R). Demuestre que f € R[x] es monico y existe

p € Rirreducible tal que f € R/{p)|x| es irreducible, entonces f € k[x] es irreducible.

EJERCICIO 121. Sea R un dominio entero'y p € R un elemento primo. Pruebe que si R, es

un DFU, entonces R también lo es.

EJERCICIO 122. Sea K = Frac(k[x]) y u € K. Demuestre que K = k(u) si'y sélo si u = ?;‘IZ

para algunos a,b,c,d € k tales que ad — bc # 0.

EJERCICIO 123. (Truco de Rabonowicz) Sea x € A. Demuestre que la asignacion @ :
Alt])/(xt — 1) — A, definida mediante

0 ( y akfk> -y %
k=0 k=0%

es una funcion. Mds aiin, es un isomorfismo de anillos.

EJERCICIO 124. Sea A = k[x1,x2]/(x1x2) y S = {x| | n € N}. Demuestre que

STIA k[, 71

EJERCICIO 125. Sea S C R un conjunto multiplicativo.
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1. DefinaS={a€R|3bcR(abcS)}. Demuestre que S es un conjunto multiplica-
tivoyqueS=1{ac€R|acU(S"'R)}.
2. Demuestre que S™'R = S~'A y que ademds, si T C R es un conjunto multiplicativo

tal que STIR=T"1R, entonces T C S.

DEFINICION 54. Una valuacion sobre un dominio entero A es una funcion u: A — R que
satisface las propiedades:

1. u(x)=-cosiysolosix=0

2. Para cualesquiera x,y € A, u(x+y) > min{u(x),u(y)}

3. Para cualesquiera x,y € A, u(xy) = u(x) + u(y)

EJERCICIO 126. Sea u : A — R una valuacién y k = Frac(A). Defina una asignacion

v :k — R mediante la regla de corresopondencia:

Demuestre lo siguiente:

1. v es una funcion. Mds atin, esta es una valuacion en k.

2. im(v) es un subgrupo de (R, +).

EJERCICIO 127. Sea (R, <) un dominio entero ordenado. Demuestre que el orden de R se

extiende de manera tinica a su campo de fracciones.

EJERCICIO 128. Sea (R, m) un anillo local. Demuestre que si I < R es finitamente generado

elm =1, entonces I = 0.

EJERCICIO 129. Sea S C R multiplicativo. Demuestre las siguientes afirmaciones:
1. SiI <R, entonces IS"'R < S™'R. Mds aun, si p < R es primo, entonces pS’lR <
S~IR es primo.

2. Todo ideal de S™'R tiene la forma IS™'R con I <R
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3. Todo ideal primo de S™'R tiene la forma pS™'R con p < R tal que pNS =0

EJERCICIO 130. Sea S C R un conjunto multiplicativo e I < R. Sea S = f(S), con f :

R — S7'R, el morfismo candnico. Demuestre que S es un conjunto multiplicativo y que

STIR/IST'IR=TS"(R/I)

EJERCICIO 131. Sea R un DFU, k = Frac(R) y f € R|[x] un polinomio mdnico. Demuestre

que O € k es una raiz de f, entonces o € R.

EJERCICIO 132. Considere el anillo de polinomios con dos indeterminadas R = C|x,y).
Ademds, sea S = {x"y" | n,m € N}.
1. Demuestre que S es un conjunto multiplicativo. Mds aiin, pruebe que S™'R =2
Clr,y,x~!y™]

2. Describir los ideales mdximos de S~'R

EJERCICIO 133. Para un anillo conmutativo R y un ideal primo p < R, demuestre que hay

un isomorfismo canoénico

Frac(R/p) = Ry /PRy,

EJERCICIO 134. Demuestra que:

1. Todo anillo local artiniano reducido es un campo.

2. Todo dominio entero artiniano es un campo.

EJERCICIO 135. Demuestre que son equivalentes:

1. R es neteriano
2. Todo ideal I < R es finitamente generado

3. Toda familia no vacia de ideales tiene un elemento mdximo.
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EJERCICIO 136. Demuestre que un dominio entero neteriano R, todo elemento no cero
o0 no unidad se puede expresar como producto de una unidad y potencias de elementos

irreducibles.

EJERCICIO 137. Sea R|[[x]] el anillo de series formales de potencias con coeficientes
en R. Defina una funcion, que se conoce como orden, ord : R[[x]] = N cuya regla de
correspondencia es la siguiente: Dado f € R[[x]] con la forma f = Y2 qaix!, ord(f) =

min{n | a, # 0}. Demuestre lo siguiente:

1. Si R es un dominio entero, entonces para cualesquiera f,g € R[[x]] se cumple que
ord(fg) = ord(f)+ord(g)

2. Si f € R[[x]] con laforma f =Y ya:x', entonces f es unidad siy solo siag € U(R)

3. Si k es un campo, entonces k|[x]] es un anillo local

4. Si R es noetheriano, entonces R[[x]] es noeteriano.

EJERCICIO 138. Sean f:U — Ry g:V — R funciones continuas con U,V C R vecindades
del 0 € R, donde R tiene la topologia usual. Decimos que f ~ g, si existe W CUNV
vecindad del 0 tal que f|w = glw.

1. Demuestre que ~ es una ralacion de equivalencia. A una clase de equivalencia de
esta relacion se le conoce como un germen en el cero.

2. Demuestre que el conjunto de gérmenes en O tiene estructura de anillo conmutativo
y dendtese a este por &

3. Demuestre que &y es un anillo local

4. ;Es & un anillo neteriano?

EJERCICIO 139. Sea f: R — R un morfismo suprayectivo de anillos con R neteriano.

Demuestre que f es un isomorfismo.

EJERCICIO 140. Sea R un dominio entero artiniano. Demuestre que R es un campo. También

pruebe que todo ideal primo en un anillo artiniano mdximo.
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EJERCICIO 141. Demuestre que si todos los ideales primos de un anillo R son finitamente

generados, entonces R es neteriano.

EJERCICIO 142. Demuestre que si S C R es un conjunto multiplicativo y R es neteriano

(artiniano), entonces S~ 'R es neteriano (artiniano).

EJERCICIO 143. Para k un campo, considere R = k[x,y,z,) con z, =xy™" y n € NT.

Demuestre que R no es un anillo neteriano.

EJERCICIO 144. ;Son los subanillos de una anillo neteriano neterianos? Demuestre o de

un contraejemplo para esta afirmacion.



Capitulo 3

Teoria de Campos

En el presente capitulo se estudiardn los conceptos y definiciones bdsicas de la teoria de
campos los cuales nos permitirdn establecer la definicién de extension de Galois la cual nos
permitird a su vez establecer las bases para un primer acercamiento a la teorfa de Galois
clasica. Es importante decir que la teoria de Galois clasica trata de extensiones finitas, por
tal razén nos centraremos en los conceptos en dimensién finita, aunque siempre que sea
posible se estableceran las definiciones y resultados en el cardcter mas general posible. Sin
embargo, no daremos la teoria de Galois de dimension infinita ya que dejando a un lado
los requisitos algebraicos para esta(los cuales podriamos ver) esta requiere de tener ciertas
ideas de grupos topoldgicos, cosa que no es un requisito del curso.

Con todo y esta reduccion Is teoria que trataremos permitird demostrar los teoremas cldsicos
relativos a teoria de Galois, a saber: la solubilidad por radicales y los problemas griegos
clasicos, asi como otros topicos también considerados basicos pero con menos fama a
los antes mencionados, sin embargo, este tipo de resultados se tratardn hasta el siguiente
capitulo que es propiamente de Teoria de Galois.

1. Extensiones algebraicas y el Teorema de Kronecker

DEFINICION 55. Un campo K es extension de un campo k si k es un subcampo de K. En
tal caso esto se va a denotar por

K|k.

Una torre de campos K|F,|- - - |F1 |k es una sucesion de campos tales que cada dos términos

consecutivos definen una extension de campos.

Observacion. Si K |k es una extensién de campos, note que K tiene estructura de k-espacio
vectorial. Luego, definimos el grado de la extensién K|k como dim K, la cual se va a
denotar por

[K : k]

Una extension K|k es finita si [K : k] < Ny.

EJEMPLO 41. La extension C|R es finita. De hecho,

[C:R]=2.

87
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EJEMPLO 42. La extension R|Q no es finita. De hecho, se puede demostrar que:

[R:Q]=2%

2

EJEMPLO 43. Considere la extension Q(i)|Q. Observe que como i* = —1, entonces

[Q(); Q] =2.

EJEMPLO 44. Considere la extension Q(v/2)|Q. Observe que {1,5/2,/4} es base de

Q(%) como Q—espacio, por lo tanto dicha extension es finita y ademds

[Q(v2);Q] =3.

EJEMPLO 45. Sea @ € C una raiz n-ésima de la unidad primitiva, esto es (@) = {e™n | k€

Z}. Siguiendo la l6gica del ejemplo anterior, {1,®,...,®" '} es una base de Q(®) como

Q-espacio vectorial. Por lo tanto la extension de campos Q(®)|Q es finita y mds aiin

[Q(w); Q] = n.

EJEMPLO 46. Sea Q(u) el campo que se obtiene al adjuntar a Q todas las raices n-ésimas
de la unidad para n > 2. Entonces la extension Q(U)|Q es una extension infinita. En este

caso

[Q(p): Q] = ®o

Observe que si K|k y L|K son extensiones de campo, entonces L|k es una extensién de
campo. M4s aun, se tiene el siguiente resultado que relaciona los grados de las extensiones
en cuestion.

PROPOSICION 77. (Multiplicatividad del indice) Si K|k y L|K son extensiones de campo,

entonces L|k lo es y ademds

[L:k]=[L:K]|[K:k|
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DEMOSTRACION. Basta con demostrar la afirmacién respecto a los grados. Sean
{xj} jea una base de K como k—espacio y {{,}scr una base de L como K—espacio. El
resultado se sigue si se demuestra que el conjunto f = {{,x; | a €T, j € A} es una base de
L como k—espacio, pues todos los elementos de dicho conjunto son distintos entre si por

independencia lineal de {¢,} er-

Afirmacion: B es linealmente independiente.

En efecto, veamos que todo subconjunto finito de 3 es L.i., por lo que suponga que

n
Y alaxjis) =0
s=1
con 0 € k. Note que

; O li(s) X jis) = X, (s j(5))a(s)

s=1

como 0xxj(5) € K, por independencia lineal de {la}acr se deduce que para cualquier
s € {1,...,n}, auxj;) = 0. Mds atin, los elementos de x(, pertenecen a una base, por
lo que son distintos de cero y asi, para cualquier s € {1,...,n}, & = 0. Esto prueba la

independencia lineal.

Afirmacion: B es generador.
Es claro, pues si y € L, dado que {£, }4er son base de L|K, existen ay, ..., &, € K y elemen-

tos de la base £,(1), . .., Ly tales que

y=Y 0ily;
i=1

Por otro lado, como cada o; € Ky {x j} jeA son una base de K como k—espacio, existen
“{7"'7/’%(;’) € kY Xj(1),--,Xjom en la base tales que

m(i)
= X Hjxi
=1
entonces
m(i)
wjxjn
=1

M=

i=1

~.

lo que concluye la prueba. (]

Recuerde que en anillos de polinomios se puede hablar del maximo comiin divisor. Tenemos
el siguiente resultado.
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PROPOSICION 78. (Invariancia del mcd) Sea K|k una extension de campos'y f,g € k[x].

Entonces,
1. flgenk[x] siy sélo si f|g en K[X].
2. (f,8)kx = (f>8)kpx

3. fy g son primos relativos en k[x] si y sdlo si lo son en K|x]

DEMOSTRACION. Tarea (I

Las siguientes observaciones que se quieren realizar son relativas a la reticula de subcampos
de una extension K |k, es decir, los campos intermedios entre K y k. Para esto, una primera
observacion de caricter general es que si E'y K son campos tales que E C K es subanillo,
entonces E es subcampo, es decir, se tiene una extensién K|E. Teniendo en cuenta esta
ultima observacién note que todas las construcciones respecto a subanillos se pueden
repetir para subcampos, por lo que dado un campo K, uno puede considerar la reticula de
subcampos de K.

Una construccién con gran relevancia es el subcampo generado por un subconjunto S C K.
Mas atin, en el caso de una extensién K|k, uno puede considerar el C —minimo subcampo
intermedio generado por un conjunto S C K como el subcampo generado por

SUk

Dicho subcampo se denota por k(S). Ademds, si S = {ay,...,a,}, entonces dicho subcampo
de denota mediante

k(ay,...,a,) :=k(S)
De acuerdo a un resultado del capitulo anterior o demostrando directamente las contenciones,
se tienen los siguientes resultados.:

PROPOSICION 79. Para una extension K|k y ay,...,a, € K,
flai,... ay)
k(ai,...,a,) = {M f.g €klx1,...,xn], glar,...,an) #0
PROPOSICION 80. Para una extension K|k y ay,...,a, € K. Se tiene

k(ay,...,an) =k(ay,...,an—1)(ay)

Regresando a cuestiones reticulares, considere campos intermedios k C E, F' C K. Definimos
el compositum de dichos campos como el C —minimo subcampo intermedio que contiene
a E y F. Este se denota por EF. Observe que la definicién de compositum se extiende de
manera obvia a cualquier coleccién de campos intermedios de K |k.

El resultado basico mas importante en torno a la operacién definida se muestra a continua-
cion.
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PROPOSICION 81. Sea K|k una extension y considere campos intermedios k CE, F C K,

tales que [F : k] < Y. Entonces,
n
1. EF{Zeif,-|n€N,VO§i§n(e,-€E,fi€F,)}
i=0
2. [EF:E|<[F:]

3. [EF 1 k]| < [E:K][F : k]

DEMOSTRACION. Como [F : k] < N, considere 8 C F base la cual es finita. Observe

n
que siA = { Ze,fi
i=1
E —espacio vectorial. Por lo tanto,

neNVO<i<n(e€E,f € F)}, entonces 3 genera a A como un

(1) dimgA < [F : k]

Por otro lado, observe que A es un subanillo de K. Mas atn, es un dominio entero. Por
un resultado previo esto implica que A es un campo. Como trivialmente A es un campo
intermedio a la extensién K |k y contiene a E y F, entonces

EFCA

Ademads, observe que claramente A C EF, por lo que se concluye que A = EF y esto
prueba 1. Mas aun, de esta ultima igualdad y la expresion se deduce 2. Para 3, por

multiplicatividad del indice y el inciso 2 de esta proposicion,
[EF : k| = [EF :E|[E : k| < [F : k|[E : k]

O

Vale la pena comentar que la descripcién del compositum dada en el resultado anterior, usa
fuertemente el hecho de que [F : k] < Y. El siguiente ejercicio proporciona una descripcion
general de dicha operacion.

EJERCICIO 145. Para una extension K|k y campos intermedios k CE, F C K.
n m -1
er={(L ) (£49)
i= j=

Observacion: Para una extensién K|k y ay,...,a, € K,
k(ai,...,an) =k(ay)----- k(an)

nEN,e,-e/jEE,fifj’EF}

Al usar la observacién anterior se puede dar un ejemplo que muestre que en la dltima
proposicién las desigualdades pueden ser estrictas. Para esto considere k = Q, E = Q(+/2),



92 3. TEORIA DE CAMPOS

F =Q(v/4) y K=R. Observe que [F : k] =3 < Nq.
Dado que EF = Q(v/2)Q(v/4) = Q(+/2), pues v/4 € Q(+/2), entonces [EF : E] = 1. Por
lo tanto [EF : E] < [F : k]. Ademas,

[EF : k] = [Q(V2): Q] =3
[E:k]=3
[F:k]=3

Asi que
[EF k] < [E : K][F : k]

1.1. Extensiones algebraicas. El siguiente paso a dar es introducir un tipo especial
de extensiones.

DEFINICION 56. Sea K|k una extension de campos.

1. Un elemento o € K es algebraico sobre k si existe 0 # f € k[x] tal que f(a) =0
2. Si o € K no es algebraico sobre k, diremos que o es trascendente sobre k.

3. La extension K|k es algebraica si todo elemento o € K es algebraico sobre k.

Observacion: Existe una nocidn para anillos que se puede considerar como la equivalente a
la de elemento algebraico y extension algebraica que se conoce como elemento entero y
extension entera.

EJEMPLO 47. La extension kl|k es siempre algebraica.

EJEMPLO 48. La extension R|Q no es algebraica pues m € R es trascendente. Otro ejemplo

tipico que muestra la afirmacion se da con e € R es trascendente.
EJEMPLO 49. La extension C|R es algebraica. Para ver esto considere 7 € C con z=a+ib.
Observe que (z—a)? = —b>. Por lo tanto f := (x—a)> +b* € R[x] y satisface que f(z) = 0.

El determinar si una extension es algebraica o no puede ser complicado como se muestra en
el ejemplo[48] pues demostrar que 7 o e son trascendentes es una tarea dificil. Uno de los
criterios que permite obtener una fuente de ejemplos se presenta a continuacion.

PROPOSICION 82. Toda extension finita es algebraica.
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DEMOSTRACION. Sea K|k una extensién finita, con [K : k] = n. Considere o € K.
Observe que si existe m € {1,...,n} tal que @™ = 1, no hay nada que probar pues @ es
raiz del polinomio f =x" — 1. En caso contrario el conjunto {1, c, o?,..., o'} tiene n+ 1
elementos, por lo que es linealmente dependiente. Esto dice que existen Ay, ..., A, € k tales
que y Aia’ =0 con no todos los A; = 0. Entonces o es raiz del polinomio f = Zn: Axt. O

i=0 i=0

Observacion: Las extensiones de los ejemplos [41] [43] [44] y A5] son algebraicas pues estas
son finitas. Note que muchos de estos ejemplos son extensiones finitas sobre Q. Dichas
extensiones son importantes en teoria de nimeros y geometria aritmética; a estas se les
conocen como campos numéricos.

El ejemplo 46| proporciona un ejemplo de una extension algebraica que no es finita.

El siguiente resultado muestra un ejemplo no trivial de cudndo una extension algebraica
tiene que ser finita.

PROPOSICION 83. Sea K|k una extension de campos y o € K. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

1. o es algebraico sobre k
2. k(a)|k es finita
3. k(a) =k[o]

4. Existe una extension finita F |k tal que o € F

DEMOSTRACION. 1=-2) Sea f € k[x]* tal que f(ct) = 0. Observe que dado cualquier
g € k[x], existen dnicos g,r € k[x] tales que g = gf +r con r =0 6 dr < df. De esto
se deduce que g(o) = r() y por lo tanto el conjunto {1,c,...,a% ="'} generan a k[a]
como k-espacio, por lo cual este tiene dimensidn finita. Entonces este es un campo y asi se

cumplen 2 (y de hecho 3).

2 = 3) Dado que k[a] C k() es un subanillo, este es un dominio y ademds tiene estructura
de k-espacio de dimension finita, luego este es un campo y por lo tanto se cumple la

contencion faltante en la igualdad.
3 = 1) Por hipétesis existe f € k[x] tal que o~! = f(ax). Observe que al definir g =xf — 1 €

k[x], a es cero de dicho polinomio, lo que concluye la prueba.

Es claro que 2 = 4). Ademds, por multiplicatividad del indice 4 = 2. O
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Un importante resultado que se deduce del anterior y que es muy complicado de demostrar
directamente de la definicion se presenta a continuacion.

PROPOSICION 84. Sea K|k una extension de campos'y defina A= {a € K | & es algebraico sobre k}.

Entonces A es una extension intermedia.

DEMOSTRACION. Observe que k C A C K. Por lo tanto, lo que se quiere probar es que
A es subcampo de K. Entonces consideremos ¢, 3 € A. Del resultado anterior k(at), k() |k
son finitas. Observe que &', a — B, af € k(a)k(B) = k(c, B). Ademds [k(c,B) : k] < o
por un resultado previo. De esto se deduce que las extensiones k(o™ 1)k, k(ot — B)|k,
k(o) |k son finitas y por lo tanto, del resultado anterior se deduce que o~ ', @ — 8, a3 son

algebraicos sobre k, lo que concluye la prueba. (]

Otro importante resultado con exactamente la misma estrategia de prueba al anterior se
presenta a continuacion.

PROPOSICION 85. Considere una torre de extensiones K|E |k. Entonces, K|k es algebraica

siy solo si K|E, E|k son algebraicas.
DEMOSTRACION. =) Es claro.

<) Sea oo € K. Como K|E es algebraica, existe f € E[x]*, digamos f = ieixi, tal que
f(a) =0. Como cada e; € E es algebraico sobre k, las extensiones [k(e;) l:k(i < Xy. Esto
implica que [k(eo,...,e,) : k] < Xo. Ademds, o € K es algebraico sobre k(ey,...,e,), lo
que implica que k(ey,...,e,)(a)|k es finita y por lo tanto algebraica. De esto se deduce que

« es algebraico sobre k (I

1.2. Polinomio minimo. En esta subseccion, los dltimos resultados a tratar tienen
que ver con un polinomio que se le puede asociar a cualquier elemento algebraico.

PROPOSICION 86. Sea K|k una extension de campos 'y o € K algebraico sobre k. Entonces,
existe un tinico generador monico del ideal { f € k[x] | f(a) = 0}. Dicho generador coincide

con:

1. El minimo polinomio monico respecto al grado tal que

fla)=0
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2. El iinico polinomio ménico irreducible tal que
fle) =0

DEMOSTRACION. Como observacion inicial note que el conjunto mencionado es en
efecto un ideal pues es igual a nuc(evy). La existencia del polinomio es consecuencia de
que k[x] es un DIP y de que si g € k[x] genera al ideal {f € k[x] | f(&) = 0} y este no es
monico, al multiplicar g por el inverso de su coeficiente principal se obtiene el generador
deseado. La unicidad se deduce del hecho de que dos elementos que generan al mismo ideal

deben ser asociados y al ser moénicos, el coeficiente entre ambos debe ser 1.

Sea m el tnico generador ménico del ideal {f € k[x] | f(ot) =0} y sea mg € k[x] el minimo
polinomio mdénico respecto al grado tal que mo(et) = 0. Como mg € {f € klx] | f(a) =
0} = (m), entonces existe p € k[x] tal que my = pm. Dado que m( es minimo respecto al
grado entre los polinomios que tienen a @ por raiz, d(p) = 0, es decir, p es un polinomio
constante. Al ser mg y m moiicos, se deduce que p = 1.
Ahora considere m; el polinomio ménico irreducible tal que

mi ((X) =0
como mj € {f € k[x] | f(o) =0} = (m) existe p € k[x] tal que

my; = pm

Al ser m irreducible y m no constante, p tiene que ser unidad, por lo que p es un polinomio
constante. Al usar que m; y m son moénicos, se deduce que p = 1 y se concluye la prueba

del resultado. O

DEFINICION 57. El polinomio que satisface una, y por lo tanto todas las condiciones del

resultado anterior, se conoce como polinomio minimo de o y se denota por

ming ().

EJEMPLO 50. Sea K|k extension de campo'y o € K. ming (o) =x— @ si'y solo si & € k.



96 3. TEORIA DE CAMPOS

Observacion: En la notacién del polinomio minimo es importante indicar el campo base
que se esta tratandﬂ pues
ming (i) = x>+ 1

minc(i) =x—1i

El siguiente resultado tiene distintas ideas en torno al polinomio minimo de un elemento
algebraico, incluso un ejemplo donde este se puede calcular.

PROPOSICION 87. Sea K|k extension y o € K algebraico sobre k. Denote por d =

d(miny (). Entonces,
1. B={1,a,...,a% '} C k() es base. Por lo tanto,
k(o) k| =d
2. LafuncionT : k(o) — k() cuya regla de correspondencia es T (x) = o, es lineal

sobre k. Mas aiin, ming(&) = pr, con pr € K[x] el polinomio caracteristico de T.

d—1
DEMOSTRACION. Suponga que Z Ao =0 con A; € k. Observe que al considerar
i=0
-1
Z Aix' € k[x], este polinomio no puede ser distinto de cero, pues en caso contrario se puede
i=0

construir de el un polinomio ménico que anula a @ con menor grado que ming(a). Por lo
tanto, todos los A; = 0 y asi 8 es linealmente independiente.
Observe que el morfismo evaluacién en .,
evy : kx| — kla],
es suprayectivo. El primer teorema de isomorfismo implica que

k[x]/Nuc(evy) = k||

Recuerde que Nuc(evy) = (ming(a)). Por otro lado, como « es algebraico sobre k, se tiene

que:
Esto dice que
De esto se deduce que:

IDe hecho formalmente también se tendria que incluir la extension algebraica sobre la que se estd trabajando,

pero esta es mds sencilla de deducir de los datos que conforman la notacién del polinomio minimo.



1. EXTENSIONES ALGEBRAICAS Y EL TEOREMA DE KRONECKER 97

k() : k] =[k[x]/ (ming () : k]
=d(min(a))
=d

De esto se deduce que 3 es linealmente independiente méximo y por lo tanto una base.

Para 2 observe que es claro que la T definida es lineal. Por otro lado si,
d .
ming (@) = Zl,'x’,
i=0

como A; = 1, entonces

d—1
0=ming(@)(a) = a’ + ¥ Liad'.
i=0
De esto se deduce que

-1
al=-Y Lo
i=0
-1
Luego observe que 7(1) = &, T(a) = &,..., T(a? ) = a? = — Z A;a'. Esto dice que
i=0
0 0 —Ao
1 0 -
[Tlg=1 0 1 A
0 0 - —Ay
-1
De dlgebra lineal se deduce que pr = Z Aix'. O
i=0

1.3. Teorema de Kronecker. El ltimo resultado a discutir es un teorema de Kro-
necker, el cual basicamente dice que dado un polinomio, siempre puede encontrarse una
extension de campos en el que este tiene una raiz.

PROPOSICION 88. (Kronecker) Sea f € k|x] con d(f) > 1. Entonces existe una extension

K|k tal que f tiene una raiz en K.

DEMOSTRACION. Dado que k[x] es un DFU, existe p; € k[x] irreducible tal que p;|f.
Dado que (p;) < k[x] es mdximo, entonces k[x]/(p;) es un campo y denote este por K.

Observe que se tienen morfismos de anillos
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k—5 k] = K.

Al considerar la composicion de estos, se tiene un morfismo no cero con dominio un campo,
por lo que este debe ser inyectivo, asi que k se encaja como subcampo de K. Para concluir
hay que ver que f € k[x] C K[x] tiene una raiz en K. Para esto consideramos a € K dada por
a=x+(p1). Al evaluar f(a) = f(x)+ (p1) =0+ (p1) pues como p;|f entonces f € (pi).
Asi, a esraiz de f. O

Vale la pena comentar que como se habra podido observar, en el resultado anterior se esta
forzando la construccién de la raiz, por lo que esta puede considerarse una prueba tedrica y
en efecto, hay que quedarse simplemente con el resultado que lo que nos dice es que dado
un polinomio, siempre podemos ir construyendo campos en los que dicho polinomio vaya
teniendo raices. En la siguiente seccidn se vera que esto puede hacerse de manera uniforme
en el sentido de que funcione para todos los polinomios con coeficientes en un campo base,
que es lo que se conoce como la cerradura algebraica de un campo. Por otro lado, observe
que cuando se obtiene la raiz de f en una extension K|k, la cual es ¢, dicha raiz aparece de
manera minima en el campo intermedio k(ct).

2. [Extensiones normales y campos de descomposicion

Esta seccidn esta dividida en dos partes, cada una estudia uno de los dos temas del titulo.
Ademas se discutira la relacién entre estos.

2.1. Campos de descomposicion.

DEFINICION 58. Sea f € k[x]. Si K|k es una extension algebraica tal que f se escinde en
factores lineales en K[x], y no existe un campo intermedio en dicha extension que cumpla

esta ultima propiedad, diremos que K un campo de descomposicion de f.

EJEMPLO 51. Considere f = x* —2 € Q[x]. Observe que el campo de descomposicion de
f debe tener los elementos para factorizar a f en factores lineales (las raices de f), por tal
razon dicho campo debe tener como elementos a \@ y ,ﬁ. Asti, en este caso el campo de

descomposicion es Q(v/2).

EJEMPLO 52. Considere el polinomio f = x>+ 1 € Qx]. Siguiendo el argumento del

ejemplo anterior se puede ver que el campo de descomposicion de f es Q(i).
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Vale la pena discutir algunas ideas “ocultas” en los ejemplos anteriores, pues si bien es
cierto que ambos polinomios se escinden en factores lineales sobre C, la idea del campo
de descomposicién es buscar el campo mas pequefio en el que el polinomio en cuestién se
escinda en factores lineales.

Regresando a las generalidades de la teoria, la primera pregunta que se nos puede ocurrir es
acerca de la existencia de campos de descomposicion. El siguiente resultado dice que estos
siempre existen.

PROPOSICION 89. Si f € k[x] es un polinomio no constante, entonces f tiene un campo de

descomposicion.
DEMOSTRACION. Por induccién generalizada sobre n = d(f).

Base: n = 1. En este caso f = ajx+agp y como la Unica raiz de f es faflao € k, entonces

k es el campo de descomposicién de f.

Paso inductivo: Supongamos que el resultado es cierto para los polinomios con grado
menor a n. Por el teorema de Kronecker existe F |k tal que f tiene una raiz, digamos
oy € F. Mas atin, podemos considerar F = k(). Por lo tanto f = (x — at;)g con g € Flx].
Por hipétesis de induccién, existe K|F campo de descomposicién de g, en particular g =
bo(x—0p) -+ (x— aty) en K[x], luego f =bo(x —ay)----- (x— o) en K[x] y muestra
que f se escinde sobre K. Observe que F(a,...,a,) C K. Ademas, como K es campo de

descomposicién de g, entonces
K=F(o,...,0)
=k(oy)(,...,0)

k(o ..., o)

Esto muestra que K es el campo buscado. U

Antes de pasar a la siguiente pregunta que se nos puede ocurrir, a saber, la unicidad del
campo de descomposicién, vamos a estudiar algunos resultados previos. El primero de ellos
da ecuaciones para el indice de dicho campo.

PROPOSICION 90. Sea f € k[x] un polinomio no constante con d = 9d(f). Ademas sea K

un campo de descomposicion de f. Entonces,

K : K] <d!
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Si ademas f es irreducible, entonces d|[K : k].

DEMOSTRACION. La prueba de la desigualdad es por induccion sobre d. Ademas,

podemos suponer sin pérdida de generalidad que f es ménico.

Base: d = 1. Eneste caso f =x+ap y K = k. Luego [K : k] = 1 y se cumple el resultado.

Paso inductivo: Supongamos que el resultado es valido para todos los polinomios con grado

d — 1. Como K es campo de descomposicion de f, sea a; € K raiz de f. Entonces
f=k—-a)g

con g € k(o )[x]. Dado que f es ménico y f(a) = 0, entonces miny (o)

f> luego
[k(oy) : k] =0 (ming (o))
<d(f)=d
Por otro lado, como d(g) =d — 1, si K es campo de descomposicién de g, entonces
K : k(o)) < (d—1)!
Por lo tanto
[K: k| =[K : k(on)][k(ay) : k]
<(d-1)!-d=d!
Por otro lado, si f es irreducible y al suponer es ménico
[ =mini(a)
Entonces d = [k(a) : k]. Como
K : k] =K : k(a)][k(a) : k]
=[K:K(a)]-d,

Se sigue el resultado (I

EJEMPLO 53. Sea k =Q y K el campo de descomposicion de f = x> — 2. Observe que /2

esraizde f, y si @ es raiz del X2 +x+1=0, entonces

o,V2€eK.
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En este ejemplo [K : k| < 3! = 6. Ademas, por el criterio de Einsestein para 2 € 7 se
concluye f es irreducible. Por lo tanto 3|[K : k|. Dado que V2,V4,0,0v/2 € K, entonces
[K : k] = 6. De hecho K = Q(, v/2).

EJEMPLO 54. Sea k = Q(w) con w raiz de x> +x+1=0yK el campo de descomposicion

de f = x> —2 € k|x]. Entonces f no es irreducible. Por otro lado es fdcil ver que
K =k(¥2)

Por lo tanto

[K:k]|=3<3!=6
Esto muestra que la desigualdad puede ser estricta en el resultado anterior.

Del resultado anterior se obtiene directamente lo siguiente.

COROLARIO 13. Si k es un campo. f € k[x] es un polinomio no constante y K es su campo

de descomposicion, entonces la extension K|k es finita y por lo tanto algebraica.

En este momento podemos pasar al problema de la unicidad del campo de descomposicion
de un polinomio. Para obtenerlo es necesario demostrar algunos resultados resultados
preliminares que pueden considerarse técnicos, pero que en el fondo llevan consigo la
filosofia moderna de la teoria de Galois: “el estudio de los diferentes tipos isomorfismos
entre dos campos".

LEMA 4. (Extension de isomorfismos) Sea oy : ki — ko un isomorfismo de campos. Con-
sidere fi € ky|x| irreducible y defina f, := oy fi € ka[x] como el polinomio que resulta al
aplicar oy a los coeficientes de f. Sea oy una raiz de f1 y 0 una raiz de f>. Entonces oy

se extiende a un tinico isomorfismo
O . kl((xl) — kg(az)
tal que o(at) = 0.
DEMOSTRACION. Puede suponerse sin pérdida de generalidad que f; y f> son méni-

cos. Por lo tanto, se tiene que fi = miny, (01) y f> = ming,(02). Ademas, parai € {1,2} se

tienen isomorfismos de campo

kilx]/(f;) = ki(ow)
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Por la propiedad universal del anillo de polinomios aplicada al morfismo i> 0y : k; — ka[x],
con iy : ko — ky[x] la inclusion candnica, y el elemento x € k;[x], existe un morfismo de

anillos;
GN() : k] [x} — kz[x]

tal que Gp(x) =xy Gpi1 = ir0p.

Este morfismo es claramente un isomorfismo, por lo que este induce un isomorfismo de

campos.
0o ki[x]/(fi) = kalx]/(f2)

Por lo tanto el isomorfismo buscado es la composicién

k) —= kiX/ () —2 k() —— k().

La unicidad es clara de las construcciones. O

Un corolario directo del resultado anterior dice basicamente que siempre pueden encontrarse
automorfismos que permuten raices. Mas atin, entre dos raices fijas siempre hay un tnico
automorfismo que manda una de ellas en las otras.

COROLARIO 14. Sea f € k[x] irreducible y o, raices de f. Entonces existe un tinico
isomorfismo
o k(oy) — k(o)

tal que olk=1; y o(0y) = .

Observe que este resultado nos dice que todas raices de un polinomio irreducible producen
basicamente la misma extensién. A continuacién se presentara el resultado del cual se dedue
el teorema buscado.

LEMA 5. Sean oy : ki — ky un isomorfismo de campos 'y fi € ky[x]. Denote por f, = oy fi.
Si K1 es el campo de descomposicion de fi y K> es el campo de descomposicion de f,

entonces existe un isomorfismo
o:K — K>

que extiende a 0.
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DEMOSTRACION. Dado que k;[x] es un DFU, f; se descompone como producto de

polinomios irreducibles de forma unica, y sea k el nimero de estos, Defina

m(f1) =d(f1)—keN

La prueba se va a hacer por induccién en m(f7).

Base: m(f1) = 0. En este caso, d(f1) = k. Esto dice que f; se descompone como producto

de factores lineales, entonces k| = K; y lo mismo sucede con f,. Por lo tanto hay que tomar

O = 0Op.

Paso inductivo: Suponga que el resultado es valido para polinomios g con m(g) < m(f1).
Ahora considere g; un factor irreducible de f con grado mayor o igual a 1.
Sean o unaraiz de g; y o raiz de g» = opg;. Por el lema de extension de isomorfismos

0y se extiende a un isomorfismo

O] : kl(Oﬂl) — kz((Xz)
con Gl|k1 =0pYy O] (OC]) = 0.
Ahora considere F = ki (a) y fi € F[x]. Dado que g; € F|[x] tiene el factor x — ¢, entonces
/i1 tiene al menos k + 1 factores irreducibles en F[x] y mp(fi) < mi(f1). Dado que K|
es campo de descomposicién de f; como polinomio en k;[x] y F C Kj, entonces por la

observacion anterior K| es campo de descomposicién de f; € F[x] y lo mismo para Kj,

entonces la hip6tesis de induccién permite encontrar la extension de o] buscada. (]

COROLARIO 15. Si f € k[x] cualesquiera dos campos de descomposicion de f son isomor-

fos.

El resultado anterior nos permite introducir lo siguiente:

Notacion. El campo de descomposicién de f € k[x] se denotard por

k(f)-
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2.2. Extensiones normales.

DEFINICION 59. Una extension algebraica K|k es normal si para cualquier f € k[x| tal

que existe o € K con f(a) =0, se tiene que f se escinde en factores lineales en K.

La intuicién detras de este tipo de extensiones estd en el hecho de que lo que se busca es
una extension en el cual al encontrar una raiz de cualquier polinomio con coeficientes en k,
esto baste para encontrado todas las raices de cada uno de dichos polinomios.

EJEMPLO 55. La extension Q(~/2)|Q no es normal pues el polinomio f = x> —2 € Q[x]
satisface f(¥/2) = 0 pero f no se escinde en Q(v/2).

EJEMPLO 56. Las extensiones C|Q y C|R son normales

El primer resultado respecto a este tipo de extensiones muestra que el proceso de probar
que una extension es normal puede reducirse a checar la propiedad buscada para una clase
especial de polinomios.

PROPOSICION 91. Sea K|k una extension algebraica. son equivalentes:

1. K|k es normal

2. Para cualquier o € K ming (o) se escinde en K|[x]
DEMOSTRACION. 1 =-2) Es claro.

2= 1) Sea f € k[x] tal que f(o) = 0 para o« € K. Podemos suponer sin perdida de genera-

lidad que f es ménico. Ademas, como k[x] es un DFU,

f=pri-px
con py,..., px € k[x] irreducibles y ménicos. Observe que si pi(a) =0, p; = ming () por
lo que la hipétesis implica que p; se escinde. Ademas, el mismo proceso se usa con los

factores restantes. g

Existe un teorema de caracterizacién de extensiones normales que conecta el concepto
introducido con los conceptos tratados en la subseccién anterior. Es importante decir que en
este se usa como hipoétesis la finitud de la extension.

PROPOSICION 92. Sea K|k finita. Entonces, K|k es normal si 'y solo si K es campo de

descomposicion de un polinomio con coeficientes en k.
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DEMOSTRACION. =) Considere {xi,...,x,} C K base de K como k—espacio vecto-
n

rial. Considere entonces f := Hmink (x;) € k[x].
i=1

Afirmacion: k(f) =K.

Sea a € K. Por hipdtesis, existen A1,..., A, € k tales que

o= ilix,’ € k(f)

i=1
Por otro lado es claro de la hipétesis de normalidad que k(f) C K lo que concluye la prueba.

<) Suponga que existe f € k[x] tal que K = k(f). Considere g € k[x] tal que existe o € K
con g(a) = 0. Ademas podemos suponer sin pérdida de generalidad que g es irreducible.
Al considerar k(g) el campo de descomposicién de g, sea § € k(g) raiz de g. Por el lema de

extension de isomorfismos, existe
o k(a) = k(B)

tal que olk = 14 y o(ax) = . Observe que K = k(a)(f) y que K(B) es el campo de

descomposicién de f sobre k(f3), entonces, existe un isomorfismo
T:K(a) = K(B)

que extiende a 6 y (o) = 3. Observe que t|k = 1; y K = K(¢t). Entonces T permuta con

las raices de f. Como & € K, si 71, .., 7, son las raices de f, entonces

a:h(Yh"'aYn)

para algun h € k|xy, ...,x,]. Entonces,

B=r(a)=1h(n,....%) =h(z(n),-, 7 (%))

por lo tanto 8 € K. Esto muestra que

EJEMPLO 57. La extension Q(v/2)|Q es normal pues Q(v/2) = Q(x> —2).
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3. Extensiones separables, campos perfectos y cerradura separable

3.1. Extensiones separables.

DEFINICION 60. Sea f € k[x]. Decimos que f es separable si para cualquier campo de
descomposicion K de f, f se descompone como distintos factores lineales. Esto es, existen

ai,...,a, € K tales que

cona;#ajsii# jeoni,j=1,...,n

DEFINICION 61. Sean K una extension algebraica de k 'y o € K. Decimos que Q es
irreducible, si el polinomio irr,(@) es separable. Si no es separable diremos que o, es

inseparable.

DEFINICION 62. Sea K una extension algebraica de k. Decimos que K es una extension

separable de k, si todo elemento o € K es separable.

DEFINICION 63. Sea K una extension algebraicade k'y f € k[x] y @ € K con f(a) =0.
Decimos que o es una raiz simple si x— o|f y (x — a)?

nmidf. Dicho de otro modo, un polinomio es separable si sus raices son simples.

n

DEFINICION 64. Sea f € k[x] con Zaix’. Definimos la derivada de f denotada por f’,
i=0

como

flx)= i iaix' ™!
i=1

LEMA 6. Sea K|k una extension algebraica, f € k[x] y a € K con f(o) = 0. Entonces o

es una raiz simple si 'y solo si f'(a) # 0.

DEMOSTRACION. Como f(a) = 0 entonces x — ¢|f y de aqui existe g(x) € K[x] tal

que
fx) = (x— a)g(x)

Entonces

Evaluando en a tenemos
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aplicando el algoritmo de la division, tenemos que
g(x) =(x—a)h(x) +g(@)
=(x—a)h(x)+f'(x)

por lo que
f(x) =(x—a)g(x)
=(x—a)[(x— o) h(x) + f'(0)]
=(x—a)*h(x) + (x— ) f'(a)
de aqui tenemos que (x — a)?|f si y s6losi f'(a) =0 O

PROPOSICION 93. Sea f € k[x] irreducible. Si f'(x) # 0, entonces f es separable.

DEMOSTRACION. Sea ¢ unaraiz de f en una extension K de k. Como f es irreducible
y sin perdida de generalidad podemos suponer que f es monico, entonces f = irry(Q).
Ahora bien, como f’(x) # 0y el grado de f' es menor que el grado de f, entonces & no
puede ser raiz de f’ puesto que esto contradice la minimalidad de irri (o). Por el lema

anterior, todas las raices de f son simples y asi f es separable. d
COROLARIO 16. Sea f € k[x] irreducible. Si car(k) = 0 entonces f es separable.

DEMOSTRACION. Si car(k) =0 entonces d f' = d f — 1 por lo que si f s un polinomio

no constante, entonces f* # 0. (]

n
COROLARIO 17. Sea f € k[x]. Si car(k) = p entonces f es separable o f(x) = Zaix”’
i=1

n n

DEMOSTRACION. Si f(x) =} aix' entonces f'(x) = ) ia;x'~'. Sabemos que si f’ #
i=0 i=1

0 entonces f es separable.

Si f = 0 entonces ia; = 0 para todo i = 1,...,n. entonces a; = 0 0 p|a; por lo cual los

coeficientes de f distintos de cero son mdltiplos de p. O

COROLARIO 18. Sea K|k una extension algebraica. Si car(k) = 0 entonces K|k es separa-

ble.

EJEMPLO 58. Vamos a construir un ejemplo de un polinomio inseparable.
Sea k =7,(t) el campo de funciones racionales con coeficientes en Z,, en la variable t.

Sea K el campo de descomposicion de de f(x) = xP —t. Consideramos s € K raiz de f. Por
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lo que sP =1t. Ahora bien, f(x) =xP —t =xP —sP = (x—s)P por lo que f no es separable.

Notamos que k(s) = K.

DEFINICION 65. Sea k un campo. Decimos que k es perfecto, si cualquier extension

algebraica es separable.

PROPOSICION 94. Sea k un campo. Si p es un primo, entonces € : k — k dado por ¢(x) = x"

es un morfismo de campos.

Al morfismo ¢ se le llama el morfismo de Frobenius. Note que Im(¢) = k.

LEMA 7. Sea k un campo, con car(k) = py @ € k con @ ¢ kP. Entonces
fx) =x""— o € k[x]
es irreducible paran > 1.

DEMOSTRACION. Consideremos la factorizacién de f = gy, ..., g, polinomios moni-
cos irreducibles, ponemos K = k(f3) con g; () = 0. Entonces g; = irri() € k[x] puesto

que g; es irreducible. Por otro lado, g (8) = 0 implica

0=f(B)=B"-«
porlo que o = 7"y
F0) =" — o= X" B = (x— )" € K[
paracadai=1,...,m g f en K[x], esto es g;|(x — B)?" en K[x]. De donde g; es una potencia

de (x— B) por lo que g;() =0y de aqui g;|g; pero como g; es irreducible tenemos g; = g;

parai=1,...,m. Asitenemos que f = g;". Como

gif(x—=p)""

tenemos que

para algin k. Tenemos que (x*" — ) = ((x— B)¥)™ por lo que k = p* y m = p'~* para
algin s <7.
Suponemos que s < 7 — 1. Asi que g (x) = (x — B)”* € k[x] como consecuencia g; (x)” ! ¢
k[x]. Pero

T O
con y= PP !yasi yek. Atnasi, ¥ = (B )P = B” = . Asi & € kP, lo que es una

contradiccién. Por lo tanto, s =¢,m = 1y f = g irreducible en k[x]. O
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PROPOSICION 95. k es un campo perfecto si 'y sélo si car(k) =00 car(k) =p y kP =k.

DEMOSTRACION. =>. Si k es perfecto, Sea o € k con a ¢ kP y f(x) = xP — o € k[x].
Por el lema anterior f es irreducible. Sea K = k(f8) con f raiz de f. Por lo que en K,
tenemos B? = «a, asi

¥ —a=xP—pF=(x—-B)°

por lo que p € K y B es inseparable. Contradiciendo el hecho de que k es perfecto. Asi
k=kP.
<« .Si car(k) = 0 entonces k es perfecto.
Si car(k) = py kP =k, sea K una extension algebraica de k y o € K inseparable. Tenemos
que:

irrg (o) (x) = éaixpi

como k = k”, tenemos que a; = b¥ para algitin b; € k. Entonces
n n n
irng(a)(x) = Zaixp’ = Zb{’x’” = (Z’b,-)c’)lJ
i=0 i=0 i=0

contradiciendo que sea irreducible irri (). Por 0o que o es separable y k es perfecto. [
COROLARIO 19. Sea k un campo finito. Entonces k es perfecto.

DEMOSTRACION. Como k es finito entonces car(k) = p para p un primo. El morfismo
de Frobenius es inyectivo y como k es finito entonces es suprayectivo y asi k¥ = k. Por lo

tanto & es perfecto. d
4. Extensiones de Galois

Considere K|k una extensién algebraica, asi como el conjunto
Aut(K|k) = {0 : K — K : 0 es un automorfismo y oy = 13}

Observe que dados 0,7 € Aut(K|k) se tiene 0 o T € Aut (K |k). Mas atn, la composicién es
asociativa, 1x € Aut(K|k) y ademds, dado o € Aut (K |k), se tiene que 6! : K — K existe y
mas adn, 6! € Aut(K|k). Por lo tanto

(Aut(K|k),0)

€s un grupo.

DEFINICION 66. Para una extension algebraica K |k, definimos su grupo de Galois como

Gal(K|k) = (Aut(K|k),0)
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EJEMPLO 59. Para la extension algebraica C|R considere 6 € Gal(C|R). Observe que
paraz=a+ib € C,
o(z) =o(a+ib)
=0o(a)+o(i)o(b)

=a+o0(i)b

Por lo tanto, ¢ queda determinado por su valor en & (i). Ademds, usando nuevamente que

este es un morﬁsmo:

Por lo tanto, o (i) € {i,—i}, lo que nos lleva a dos casos:

1. Si 6(i) =1, entonces
o=I¢

2. Si o(i) = —i, entonces o = () es la conjugacion compleja.

De esto se puede probar que

Gal(CIR) ={1c, ()}
Como existe un unico grupo con orden 2, entonces
Gal(CIR) = 7Z/2

y este es generado por la conjugacion compeja.

Como se verd posteriormente, en general es muy complejo determinar explicitamente el
grupo de Galois de una extension, sin embargo, entre otras cosas, se desarrollardn algunas
ideas en torno al célculo de estos en los siguientes temas. Por ahora presentaremos un par
de ejemplos en los que los célculos se pueden hacer a pie con el objetivo de ir ganando
intuicién en los célculos.

EJEMPLO 60. Considere k = Q y K = Q(x* — 5x*> +6). Observe que x* —5x> +6 =
(x* = 3) (x> —2). De esto resulta sencillo ver que K = Q(+/3,+/2). Ademds, por un resultado
previo la extension K|k es normal. Mas aiin, no es dificil ver que

[K:kl=4

Pues una base de K como k- espacio vectorial es {1,v/2,7/3,7/6}. En lo que respecta a

determinar Gal(K|k), sea o € Gal(K|k). Observe que 6 manda una raiz del polinomio
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x> —2 es una raiz de dicho polinomio y lo mismo sucede con x> — 3, es decir, 6(v/2) = £v/2

y G(\@) = ++/3. Esto implica que hay cuatro posibilidades para o:

1. 6(v2) =v2y0(v/3) =+/3, en cuyo caso ¢ = lg.
2. 6(vV2) = =2 y 6(V/3) = V3. Dado que todo elemento de K tiene la forma
a+bv2+ C\/§+d\/6 cona,b,c,d €k, entonces

o(a+bV2+cV3+dV6)=a—bV2+cV3—-dve
3. 6(V2) =v2y 0(V3) = —V/3, de donde

o(a+bV2+cV3+dV6)=a+bV2—cV3—dvVe
4. 6(v2) = =2y c(v/3) = —/3, por lo que en este caso

o(a+bV2+cV3+dV6)=a—bvV2—cV3+dV6

De lo anterior se deduce que:
|Gal(K k)| = 4.
Dado que existen dos grupos de orden 4, hay que resolver esta ambigiiedad para determinar

explicitamente Gal (K |k). Sin embargo, observe que los elementos no triviales de Gal (K |k)

tiene orden 2, por lo que Gal(K |k) 2 Z4. Por lo tanto,

Gal(K|k) 27,7y

El dltimo ejemplo a presentar muestra que contrario a la “intuiciéon” que se puede formar de
los ejemplos anteriores, hay ejemplos de grupos de Galois no abelianos.

EJEMPLO 61. Considere k = Q y K = Q(x* —2). Para determinar K de forma explicita
observe que obviamente </2 € K. Por otro lado, si @ € C es una raiz cubica de la unidad
con ®*+w+1=0, entonces ®v2 € K y asi ® € K. Observe que Q(\ﬁ, ®) C K y ademds
[K : k] < 3!'= 6. Por otro lado, note que Q(+v/2, ®) es generado como Q—espacio por la base
{\ﬁ, V4, 0,02, 0v4, 1}. Note que ®? no aparece como generador pues ©* = — — 1
y tampoco @ pues @* = 1. Lo mismo sucede con ~/2+/4 = /8 = 2. Esto dice que

[Q(V2,0):Q] =6

Por lo tanto,

K= Q(%v CO)
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Ademds observe que por un resultado previo Q(\Vi 0)|Q es normal. Por otro lado, para
determinar Gal(K|k), sea 6 € Gal(K|k). Dado que 6 manda una raiz del polinomio x* —?2
en otra ratz, entonces 6(v/2) € {V/2,0v/2,0*v/2}. Como en el primero de estos ejemplos
falta determinar que sucede con 6(®). Para esto observe que ® es raiz de f = x> +x+ 1,

ademds ®* también es raiz pues
o'+’ +1=00+0’+1
_ 2
=0+w"+1
=0
Por lo tanto
o(0) € {0, 0}
Luego, como

Gla+bV2+cVd+dw+ewV2+ fovVa) =a+bo(V2)+co(V4) +do(o) +ec(0)o(V2) +ec(0)o(V2)

Esto dice que

Gal(K|k)| =6

Recuerde que hay dos grupos de orden 6: Z¢g y S3. Para eliminar la ambigiiedad observe

que se tienen 0,7 € Gal(K|k) definidos mediante:
o(V2)=wvV2, (o) =0
T(V2) = V2, 1(0) = o*
Note que
01(V2) =0(V2) = 0ov/2
16(V2) =t(0V2) = 1(0)1(V2) = 0*V2
Por lo tanto, 6T # 106. De esto se deduce que

Gal(K|k) = S5

Observacién: Recuerde S3 = D3. No es dificil probar que con la notacién anterior 6> =

2 =1 y 76T = 6!, lo que proporciona la presentacion estdndar de Ds.
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EJERCICIO 146. Con la misma metodologia de los ejemplos anteriores demuestre que si
k=QyK=Q(x*+x>+x*>+x+1), entonces

Gal(K|k) = Zy
Como se menciond anteriormente, una de la teorfa es establecer formas de calcular grupos
de Galois. En esta direccidn, el siguiente resultado es 1til en los cédlculos. Quiza en este

momento no se va a utilizar para ejemplificar su utilidad, sin embargo, dada su simplicidad
aprovechamos para enunciarlo.

PROPOSICION 96. Sea K|k extension algebraica y considere la torre de extensiones K|F |k.

Entonces,

Gal(K|F) < Gal(K|k)

DEMOSTRACION. Es claro. O

EJEMPLO 62. Parak=Qy K = Q(\/2,v/3), un campo intermedio es F = Q(/2). Note
que Gal(K|F) = Z, y esto proporciona la inclusion candnica de Zy en Zp ® Zy = Gal (K |k)

como la inclusion en una de las coordenadas.

DEFINICION 67. Sea G un grupo de automorfismos de un campo k, esto es un morfismo de

grupos G — Aut (k). Definimos el campo fijo kS como el conjunto

{ack|VoecG(o(a)=a)}

Observe que el nombre de campo fijo estd justificados por el siguiente resultado.

PROPOSICION 97. Para G un grupo de automorfismos de un campo k, k° es subcampo de
k.

DEMOSTRACION. Es claro. O

Observe que Gal(K|k) actia como grupo de automorfismos en K. Ademds, trivialmente

k C KGal(K]6)
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EJEMPLO 63. . Considere k = Q y K = Q(~/2). La extension K|k es algebraica y observe
que esta tiene grado 3. Si ¢ € Gal(K|k), observe que & debe mandar una raiz de f = x> —2
es otra raiz. Pero para el caso que se esta tratando la vinica raiz real de este polinomio es
V2, por lo que
o(V2)=V2
Por lo tanto, ¢ = 1. Luego, Gal(Q(v/2)|Q) = 0. Asi,
KOUKE) — g 5 Q =k

Por lo tanto, la extension mostrada nos da un ejemplo donde se ve que la contencion puede

ser estricta. Esto nos lleva a introducir lo siguiente.

DEFINICION 68. (Emil Artin) Una extension algebraica K|k es de Galois si

k= KGal(K\k)

El ejemplo anterior muestra que la extensién Q(+v/2)|Q no es de Galois. Por otro lado, los
ejemplos [60] y [61] son extensiones de Galois pues en estos se han descrito explicitamente
sus elementos y esto permite ver que se cumple la definicién. En estos momentos puede
parecer complejo saber si una extension algebraica dada es de Galois, y en efecto, no se
tiene ningln teorema que las caracterice. Dicho resultado se va a posponer para la siguiente
seccion, donde como es costumbre dicho resultado tendrd como hipétesis la finitud de la
extension. Por ahora daremos algunas definiciones y resultados previos.

DEFINICION 69. Sean K|k una extension algebraica'y a € K. La drbita de o con la accion

Gal(K|k) O K se conoce como el conjunto de conjugados (de Galois) de o en K.

Un resultado directo de la teoria de acciones de grupos se presenta a continuacion.

LEMA 8. Para una extension algebraica K|k considere a. € K. Sea H = {o € Gal(K|k) :
o(a) = o}. Entonces H < Gal(K|k) =: G y el niimero de conjugados de o en K es igual

al indice

[G: H|

DEMOSTRACION. Observe que H = Gg, por lo que G4 < G. Ademas, por el teorema
indice-estabilizador:

Ga| = [G: Gy] =[G : H]
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También se tiene el siguiente resultado.

PROPOSICION 98. Sea K|k extension de Galois finita y a. € K. Entonces:
1. |GOC| < Xy

2. SiGo={ay,...,0,}, entonces

ming(0t) = ﬁ(X— o)
DEMOSTRACION. Para 1, como ming(a) € k[x] y para cada o € Gal(K|k), o(@) es

raiz de ming (@), entonces

|Gal| < d(ming(a)) < Ro

n
En lo que respecta a 2, sea f = H(x— o;). Observe que o(f) = f, entonces o fija todos
los coeficientes de f. Como la l;elrmutacién tomada fue arbitraria y la extensién K|k es
de Galois, todos los coeficientes pertenecen a k, por lo que f € k[x]. Dado que para cada
i€{l1,...,n}, ming(a)(0y) = 0, entonces x — o;|ming (@), luego f|miny () en K[x] y por un

lema previo, f|ming(a) en k[x]. Dado que ming () es irreducible y ménico, entonces

ming(0t) = f

De lo anterior se deduce lo siguiente:

COROLARIO 20. Si K|k es una extension de Galois finitay a € K, entonces [k(c) : k] es

igual al niimero de conjugados de o en K.

DEMOSTRACION. Como [k(¢t) : k] = d(ming(a)) y d(min (o)) es el nimero de con-
jugados de ¢ en K, el resultado se sigue del anterior. (]

El dltimo resultado a mostrar da algunas propiedades de la accién estudiada hasta el
momento cuando la extension es definida por un campo de descomposicion.

PROPOSICION 99. Sea f € k[x] un polinomio no constante que es separable y sea V(f) C
k(f) el conjunto de raices de f. Entonces,

1. Gal(k(f)|k) actiia en V(f)

2. Gal(k(f)lk) < Sy conn=09(f) = |V(f)

3. f es irreducible sobre k si y solo si la accion descrita en el inciso 1 es transitiva
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DEMOSTRACION. La primera afirmacién es clara. Para la segunda, la accién es equi-
valente a un morfismo p : Gal(k(f)|k) — Sy(s) = Su, donde d(f) = [V(f)| = n pues f
es separable. Ademads observe que p es claramente un monomorfismo de grupos, lo que

concluye la afirmacion.

Para la tercera observe que si 0},...,0, son las orbitas de la accién, entonces f =
BITZ  [Maeco,(x — @) en k(f)[x]. Ademds observe que para cada i € {1,...,m} se tiene
que [Tyeg,(x — ) = ming (o) paraun ¢; € 0;. Por lo tanto, f es irreducible sobre k[x] si y

solo si m = 1, lo que precisamente dice que la accién es transitiva. (I

Observacion: Dado que Gal(C|R) es generado por la conjugacién compleja, observe que
la propiedad 1 del resultado anterior dice el conocido hecho de que todo polinomio con
coeficientes reales que tiene una raiz compleja, tiene a su conjugado como raiz.

5. Caracterizacion de extensiones de Galois finitas

PROPOSICION 100. Sea K una extension finita de k. Entonces son equivalentes:

1. K|k es una extension de Galois
2. K|k es una extension normal y separable

3. Klk es campo de descomposicion de algin f € k[x] separable

DEMOSTRACION. 1) =>2). Sea K|k una extensién de Galois y o« € K.

Si {o;}", es el conjunto de conjugados de o, entonces

n

irrg (o) = H(x —o)

i=1

Este polinomio es separable puesto que sus raices son distintas, por lo que la extensién es

separable y normal.

2) = 3). Sea {&}_, una base de K sobre k y
n
f= H irri(&)
i=1
Entonces f es separable porque cada irry(g;) tiene distintas raices por hipotesis y f se

escinde en K, debe contener a cada &;. Por lo cual es el campo de descomposicién de f, un

polinomio separable.

3) = 1). Vamos a hacer la demostracién por induccién sobre todas las extensiones K |k y su

grado [K : k]
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Si [K : k] = 1 entonces K =k y Gal(K|k) = e.

Suponemos que es valido para todas las extensiones de grado [K : k] < n.

Factorizamos f = fj --- f,, como producto de irreducibles en k[x]. Algtn f; debe tener
grado mayor estricto que 1. Sin perdida de generalidad decimos que es f;. Decimos que
d(f1)=r.Sea a € K unaraiz de fi, fi(a) =0. Entonces, f; = irry(a), notamos que @ ¢ k,
en caso contrario d(f]) = 1. Por hipétesis f] es separable, por lo que tiene raices distintas
ar,..., 0, € K.

Observamos que

irrg(oy) = irrg(ot)

parai=1,...,r. Asi existirdn, isomorfismos o; : k(&) — k() tales que o;|y = Iy y oi(a) =
aiparai=1,...,r.

Consideramos k C k(o) C K. Entonces K es el campo de descomposicién de f; € k(o)[x],
por lo que existe un automorfismo de K, ¥; tal que 7 extiende a o;, es decir, ¥, = 1 por lo
que % € Gal(K|k). Notamos que ¥;(k(aj)) = k() para algin s, por que un automorfismo
de K debe permutar las raices de un polinomio irreducible f;.

Ahora tenemos K como extension de k(o). Entonces
K :k(a)] < [K :k]

y K es el campo de descomposicién del polinomio separable f; € k(a)|[x]. Por lo que por
hipétesis de induccién K es una extensién de Galois de k(¢), esto es, k((a) es el campo

fijado por Gal(K|k(ct)). Sabemos que Gal(K|k(al)) es un subgrupo de Gal(K |k). De aqui
L = Fix(Gal(K|k)) C k()
Sea irrp (o) € Llx], entonces

d(irrp(a)) =[L(a): L] = [k(a): L]
< k(o) : k] = d(irre(x))

y esta es igualdad si y s6lo si k = L.

Sabemos que irrp(a)|irri(et) y que irrg (@) = [T—, (x — o).

Tenemos que para cada @; existe % € Gal(K|k) con y;(a) = . Pero L = Fix(Gal(K |k)) asi



18 3. TEORTA DE CAMPOS
Yilo = 1Ly % € Gal(K|k) por lo que ¥ (irr (o)) = irrp (@) y asi y;(irrp (a)) € L[x], tenemos
que:
irrp (o) (o) =irre(a)(vi()) = vi(irre (o) (ex))
=%(0)=0
Por lo que o; es una raiz de irr (o) para toda i. Asi
irrp(@) = irrg(o)

por lo tanto L = k. ]

COROLARIO 21. Si K|k es una extension de Galois finita y F es un campo intermedio,

entonces K|F es de Galois.

DEMOSTRACION. Por el teorema anterior existe f € k[x] separable tal que K = k(f).
Dado que k[x] C F[x], observe que K = F(f) y es claro que f es separable como polinomio

con coeficientes en F. El resultado se sigue del teorema anterior. (I

6. Ejercicios del capitulo

A lo largo de los ejercicios K, k, F, L son campos.

EJERCICIO 147. Sean dy,d, € 7 libres de cuadrados con dy # +=d>. Demuestre que Q(+/d)

y Q(V/d2) son isomorfos como Q-espacios vectoriales, pero no como campos.

EJERCICIO 148. Sea K|k una extension de campos y f,g € k[x]. Demuestre lo siguiente:
1. f|g en k[x] si y sdlo si f|g en K|x].
2. (18 = (f,8)kpy

3. fy g son primos relativos en k[x] si y sélo si lo son en K|x]

EJERCICIO 149.

1. Sean f € k[x] irreducible con d(f) = ny K|k extension con [K : F] = m. Demuestre
que si (n,m) = 1, entonces f es irreducible sobre K.

2. Demuestre que el polinomio f = x°> —9x> +15x+6 € Q(v/2,v/3)[x] es irreducible.
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EJERCICIO 150. ;Qué relacion respecto al orden tienen los subcampos Q(\/5,v/7),Q(v/5 +
V7) CR?

EJERCICIO 151. Sea o € C. Demuestre que ¢ es raZ de un polinomio ménico con coefi-

cientes enteros si 'y solo si Z[a] es un grupo abeliano finitamente generado.

EJERCICIO 152. Sean K|k una extension del campo 'y o, € K tales que a es algebraico

sobre k'y B es algebraico sobre k(). Demuestre que 3 es algebraico sobre k.

EJERCICIO 153. Considere la extension de campos K|k, o € K algebraico sobre k 'y

f = mini(at). Demuestre que si f tiene grado impar, entonces k(o) = k(o?).

EJERCICIO 154. Sean L,F extensiones intermedias de K |k. Demuestre lo siguiente:
1. LF|k es finita si y sélo si Lk y F |k son finitas

2. LF|k es algebraica si 'y sélo si L|k y F|k son algebraicas

EJERCICIO 155.

1. Sea K|k una extension de campos 'y a € K \ k tal que o> € k. Demuestre que

k(a)={a+ba|a,bek}
2. Sea K|k una extension de campos, o, € k tales que af # 0 y existen \/a,/B.
Demuestre que k(r/&) = k(/B) si y s6lo si existe y € k tal que af = y>.

EJERCICIO 156.

1. Demuestre que el conjunto de matrices

a b
C:{ a,bek}
—b a

forma un campo respecto a la suma 'y producto usuales de matrices si'y sélo

si f = x*>+ 1 € k[x] no tiene raices en k.
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2. Demuestre que C tiene un subcampo isomorfo a k
3. Usar los incisos anteriores para construir un campo con 9 elementos y encontrar

su caracteristica.

EJERCICIO 157. Considere K|k una extension algebraica'’y o € K. Demuestre lo siguiente:

1. El residuo de dividir f € k[x] al dividirlo por x —a es igual a f(Q).
2. aescerode f € klx] siy sdlo si (x—a)|f en K|x].

EJERCICIO 158. Demuestre que si f € k[x| es irreducible y K |k es una extension finita de

campos tal que d(f) y [K : k] son primos relativos, entonces f € K|x] es irreducible.

EJERCICIO 159. Encontrar el polinomio minimo y el grado de & sobre k para los siguientes
ejemplos:

L k=Q@)yax=v2

2. k=Q(V2)ya=v2

3.k=Q a?=1cona#1ypeN primo.

EJERCICIO 160. Encuentre el grado de las extensiones K|k y una base en los siguientes
casos:

L k=R(x+1), K=R(X)

2. k=17 K="7p(ct) cona*+a+1=0.

3. k=123 K="173(at) con a® + o> +2=0.

EJERCICIO 161. Considere una extension K|Q con [K : Q] = 2. Demuestre que existe un

iinico d # 1 libre de cuadrados tal que K = Q(+/d).

EJERCICIO 162. Demuestre que si r € Q, entonces sin(rx) y cos(rx) son algebraicos sobre

Q
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EJERCICIO 163.

1. Demuestre que si K|C, entonces K = C

2. Pruebe que si K|R, entonces K=~ R ¢ K = C.

EJERCICIO 164. Es un hecho conocido que e, @ € R con trascendentes, pero no se sabe si
e+ Ty em son trascendentes. Demuestre que al menos uno de dicho niimeros tiene que ser

trascendentes. Sugerencia: Analizar una torre de extensiones adecuada.

EJERCICIO 165. Considere A C C el conjunto cuyos elementos son los complejos que son
algebraicos sobre @EIDemuestre lo siguiente:

1. A|Q es algebraica

2. La extension A|Q no es finita

EJERCICIO 166. Considere K|k una extension de campos. Demuestre las siguientes afirma-
ciones:
1. Si K estd generado sobre k por un niimero finito de elementos algebraicos sobre k,
entonces la extension K|k es finita.

2. Si F ={o € K| a es algebraico sobre k}, entonces F es subcampo de K.

EJERCICIO 167. Demuestre que f = x>+ 1 € 77[x] es irreducible y que Z7[x]/(f) es un

campo con 49 elementos.

EJERCICIO 168. Sea K|k extension tal que [K : k] < No. Ademds suponga que cualesquiera
dos campos intermedios son comparables respecto a la contencion. Demuestre que existe

o €K tal que K = k(o).

EJERCICIO 169. Encuentre el grado y una base de la extension k(f)|k con f € k[x] para

los siguientes casos:

2A dichos elementos se les llaman nimeros algebraicos
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L k=Qyf=@—-2)(x*-5)
2. k=Q()yf=x*-2
3. k=Q(i)y f=(*-2)(x*-3)

EJERCICIO 170. Determina el campo de descomposicion del polinomio f = x* +5x* +5 €
Qlx] y el grupo de Galois correspondiente. Sugerencia: Verifica que si o es un cero de f

también lo es o + 30

EJERCICIO 171. Encuentre el campo de descomposicion sobre Q del polinomio f =

x* —5x% 4+ 6 y encuentra su dimensién sobre Q.

EJERCICIO 172.

1. Sea K el campo de descomposicion del polinomio f = x" — 1 € k[x|. Demuestre
que los ceros de este polinomio forman un grupo ciclico finito y que si & es un
generador de dicho grupo, entonces K = k(o)

2. Muestra que el niimero de raices n-ésimas de la unidad en el campo de descom-
posicion de f =x" — 1 € k[x] es n si 'y sélo si la caracteristica de k es 0 o primo
relativo con n

3. Sea K el campo de descomposicion de f = x" —a € k[x] con a € k*. Demuestre
que K = k(e,a) con € generando el grupo de soluciones de X" —1=0en Ky a
es una solucion fija de la ecuacion x™ — a = 0. Ademds pruebe que las soluciones
de la ecuacion x* —a = 0 son de la forma na con M variando en todas las raices

n-ésimas de la unidad.

EJERCICIO 173. Decir si cada una de las siguientes extensiones K |k son normales. En el

caso en el que no lo sean, determinar la clausura normal.

L K=Q(V2)yk=Q
2. K=Q(V2,i)yk=Q
3. K=73(x)yk=2Z3(x"
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EJERCICIO 174. Considere una torre de extensiones K|F |k. Decir si las siguientes afirma-
ciones son verdaderas o falsas dando una demostracion o un contraejemplo segiin sea el

caso.
1. Si K|F y F|k son normales, entonces K|k es normal
2. Si K|k es normal, entonces K|F es normal

3. Si K|k es normal, entonces F|k es normal

EJERCICIO 175. Consideren F,L extensiones intermedias en K |k. Demuestre lo siguiente:

1. Si F|k y L|k son normales, entonces FL|k y (F NL)|k son normales

2. Si Flk es normal, entonces FL|L es normal

EJERCICIO 176. Sea k un campo de caracteristica p € N primo, y sea & € k. Demuestre

que el polinomio f = xP — a es irreducible sobre k o se expresa como (x — )P en k[x].

EJERCICIO 177. Encuentre el campo de descomposicién del polinomio f = x> —2 € Q[x].

Ademds determine el grado de la extension que este define sobre Q.

EJERCICIO 178. Sea S C k[x] un subconjunto no vacio. Demuestre que existe un tinico
campo tal que todo elemento de S tiene sus raices en dicho campo. Este campo se conoce

como el campo de descomposicion del conjunto S.

EJERCICIO 179. Para una extension algebraica K |k, denote por K """ al campo de descom-

posicion del conjunto {mini(a) | o € K}, al cual se le llamard la clausura normal de K.

Demuestre lo siguiente:

., 3> hor 5> hor , 5> hor s . .,
1. Laextension K " |k esnormal y K " |K. Ademds, K " es la C-minima extension

normal de k que cumple dicha propuedad.

2. SiK=k(ay,...,0,), entonces K " es el campo de descomposicion del conjunto
{ming(a1),...,ming () }, el cual coincide con el campo de descomposicion del
polinomio f = TTr_, ming(04).

3. Si K|k es finita, entonces K "' |k también lo es.
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4. Si K|k es separable, entonces K" |k es de Galois.

EJERCICIO 180. Suponga que se tiene una torre de campos K|F|k donde K es campo
de descomposicion de S C k[x] un subconjunto no vacio de polinomios no constantes.
Demuestre que K es campo de descomposicion de S al considerar a los elementos de dicho

conjunto como polinomios con coeficientes en F.

EJERCICIO 181.
1. Demuestre que la extension Z(x)|Z,(x*) no es separable
2. Demuestre que la extension del inciso anterior es normal.
3. Para cualquier primo p € N dar un ejemplo de una extension no separable de un

campo adecuado de caracteristica p.

EJERCICIO 182. Demuestre las siguientes afirmaciones:

1. La extension K = k(ai, ..., 0,) |k es separable si y solo si los elementos a,..., 0, €
L son separable sobre k
2. La clausura normal de una extension finita y separable K|k es una extension

separable de k

EJERCICIO 183. Considere la torre de extensiones K|F |k con K|k finita. Demuestre que

K|k es separable siy sélo si K|F y F|k son separables

EJERCICIO 184. Considere una extension K|k. Demuestre que el conjunto de elementos

a € K que son separables sobre k forma un campo intermedio a dicha extension.

DEFINICION 70. Con la notacion del ejercicio anterior, dicho campo se conoce como la
clausura separable y se denota por K;. El grado separable de una extension K |k se define

mediante [K; : k|. Este se suele denotar por [K : k|,.
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EJERCICIO 185. Sea K|F|k una torre de campos con K|k finita. Demuestre que:

[K: ks =[K: Fs[F : k]s

EJERCICIO 186. Consideren F,L extensiones intermedias en K |k. Demuestre que si las
extensiones F|k y L|k son separables, entonces las extensiones FL|k y (F NL)|k también lo

son.

EJERCICIO 187. Suponga que K|k es una extension finita. Demuestre que dicha extension

es de Galois si'y solo si |Gal(K|k)| = [K : k].

EJERCICIO 188. Suponga que k es campo con car(k) # 2 y sea una K |k extension de grado

2. Demuestre que K|k es de Galois.

EJERCICIO 189.

1. Dar un ejemplo de una extension normal pero no de Galois

2. Dar un ejemplo de una extension separable pero no de Galois

EJERCICIO 190. Consideren las torre de extensiones K|F |k. Demuestre lo siguiente:
1. Si Flk es normal y o € Gal(K|k), entonces 6F = F
2. Si K|k es normal, entonces F |k es normal si'y solo si para cualquier 6 € Gal(K k)

se tiene que oF = F.

EJERCICIO 191.
1. Considere la torre de extensiones K|F|k con K|k normal finita. Demuestre que
el niimero de diferentes restricciones G|y, de elementos 6 € Gal(K|k) es igual a

[F : K],
2. Sea K|k una extension finita y F un campo algebraicamente cerrado. Ademds
considere un morfismo de campos T : k — F. Demuestre que [K : k] es igual al

niimero de distintos morfismos de campos 6 : K — F tal que o |y = 7.
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EJERCICIO 192. Sea f = x> —a € Q[x] y sea K = Q(f), el campo de descomposicion de f.
Obtener Gal(K|Q) y determinar si la extension K|Q es de Galois.

EJERCICIO 193. Demuestre que el grupo de Hamilton no es el grupo de Galois del campo
de descomposicion para un polinomio irreducible de grado 4 con coeficientes en algiin

campo.

EJERCICIO 194. Sea K|k una extension algebraica 'y a € K. Demuestre que

|Gal(k(a) k)| = {B € k(ex) | mini(et)(B) = O}|

EJERCICIO 195. Sean K|k una extension algebraica y a € K. Demuestre que la extension
k(at)|k es de Galois siy sdlo si:
1. ming(a) se escinde k(o) [x] como producto de factores lineales.

2. Para cualesquiera F =k(a) y B € F, si (x — ) |ming () en F[x], entonces (x —
B)? t mini () en Fx].



Capitulo 4

Teoria de Galois

El presente capitulo estd dedicado a establecer y demostrar el teorema fundamental de la
teoria de Galois para extensiones finitas, asi como las aplicaciones mds famosas de este.
Ademés se tratard un poco del problema inverso de la teoria de Galois. Asf como sucedi6 en
el capitulo pasado, el desarrollo de la teoria estd basado en la formulacién moderna debida
a Emil Artin, quien en su famoso libro de texto [1]] dio la primera formulacién moderna de
dicha teorfa.

1. Teorema fundamental de la teoria de Galois

Esta seccion estd dedicada a demostrar el teorema mas importante del curso y uno de los
teoremas fundamentales de la matemética moderna pues este se ha encontrado en muchos
otros contextos fuera del dlgebra como lo es en topologia algebraica (aplicaciones cubrientes
regulares) o geometria algebraica (cubrientes étale finitos), incluso se ha estudiado de forma
puramente categdrica (categorias de Galois).

Para empezar con el planteamiento de dicho teorema observe que para una extension
algebraica K|k, existe una asignacién dada por tomar el campo fijo:

K™ : Sub(Gal(K|k)) — Sk
donde Sub(Gal(K|k)) es la reticula de subgrupos de Gal(K|k) y &k es la reticula de

campos intermedios en la extensién K|k.

Uno de los incisos més importantes del teorema buscado dice que si la extensién K|k es de
Galois y finita, la asignacién anterior es una biyeccién. En la busqueda de este resultado
se requieren algunos resultados previos que de hecho son importantes por si mismos. Para
establecerlos se requiere introducir un concepto.

DEFINICION 71. Un cardcter de un grupo G en un campo k, es un morfismo y : G — k*

EJEMPLO 64. Todo morfismo de campos F — E da lugar a un cardcter
x:G—E",

donde G = F*.

127
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La teoria de caricteres juega un papel muy importante en muchas dreas de la matematica,
por ejemplo, estos permiten determinar las representaciones de un grupo finito. Toda esta
interesante teoria no serd de nuestro interés pues para nuestros fines requerimos de la
siguiente definicion y resultado

DEFINICION 72. Un conjunto de caracteres {X1, ..., Xn} de un grupo G en un campo k son

independientes si siempre que
n
Z a'i%i = 07
i=1

se tiene que Ay = --- = A, = 0. En otro caso se dird que los caracteres son dependientes.

PROPOSICION 101. (Dirichlet) Sea {1, ..., Xn} un conjunto de caracteres de un grupo G

en k distintos dos a dos. Entonces {1, ..., Xn} es independiente.

DEMOSTRACION. (Artin) Por induccién generalizada en n.
Base: n = 1. Es claro pues los carcteres no tienen a 0 en su imagen.

Paso inductivo: Si el resultado vale para conjuntos de caracteres con menos de n elementos

y suponemos que
n
Y Aixi=0
i=1

con algun coeficiente no cero, uno de los cuales podemos suponer que es A; # 0. Como

X1 # Xn» sea g € G tal que x1(g) # xn(g). Dado que para cada & € G,
2) Y Aixi(h) =0,
i=1

en particular esta igualdad implica que para cualquier / € G,

14

n
3) Aixi(gh) = 0.
=1
Por otro lado, al multiplicar por y,(g) a[2] se deduce que:

4) Y Aixa(g)xi(h) =0
i=1

Al tomar la diferencia de[3]y [ se tiene que

n—1

0=3 Ai(xi(8) = xn(8))2i(h) = ¥ Ai(xi(g) — 2n(8)) i (1)

i=1 i=1

=

Ademas, esto vale para cada h € G, por lo que al usar la hipétesis de induccién cada

coeficiente debe ser cero, en particular,

x1(8) = 2:(8) =0,
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lo que es una contradiccion. (]

El siguiente ingrediente para establecer el resultado buscado se presenta a continuacion.
Este es una aplicacién del resultado anterior.

PROPOSICION 102. Sea G = {01, ...,0,} C Aut(K) un grupo de orden n'y k = K. Enton-
ces,

[K:kl=n
DEMOSTRACION. (Artin) La igualdad se va a probar por antisimétria.

Afirmacion 1: [K : k| > n.
Procediendo por contradiccion, suponga que [K : k] < n. Sea {x,...,x,} base de K como

k—espacio. Considere el sistema de ecuaciones:

o1(x1) - Ou(x1) V1

o1 (x:) - op(xy) Yn
Este sistema tiene r ecuaciones, n incognitas y r < n, entonces tiene una solucion no trivial,
digamos
(ar,...,0) € K"
Esto dice, que para cada k € {1,...,r}

n
Z Ochj(xk) =0
j=1

Ahora considere x € K y expresamos x como k—combinacién lineal de la base

Entonces,
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Como el elemento x € K fue arbitrario, esto implica que

n
Z (Z]'Gj =0.
J=1

con algunos coeficientes no triviales, lo cual contradice el teorema de caracteres de Dirichlet.

Por lo tanto [K : k] > n.

Afirmacion 2: [K : k] < n.
Procediendo por contradiccién, suponga que [K : k] > n. Dado que G es un grupo, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que o7 = 1k. Considere {x,...,x,+1 } C K un conjunto

k—linealmente independiente y considere el sistema de ecuaciones:

o1 (x1) - Op(Xny1) yi

o1 (Xr) ot Op (xn+l) Yn+1
Dicho sistema tiene n + 1 incégnitas y n ecuaciones, por lo que existe una solucién no
trivial, digamos
(ﬁla'-'?ﬁ”+l) € Kn+1
con un minimo nimero de elementos igual a 0; sea s el nimero de valores no cero. Salvo

una permutacion de subindices se puede suponer que la solucién tiene la forma:

(Bi, ..., Bs,0,...,0) € K"

Observe que s > 1 y ademas, podemos suponer sin perdida de generalidad que f3; = 1. Note

que no puede suceder que {f;, ..., B} C k pues en caso contrario, como
n+1

0=1Y Bjoi(x)) =Y Bjoi(xj),
J=1 Jj=1
lo que implica que
S
Z ﬁjxj = 07
j=1

lo que contradice la independencia lineal de {xj,...,x,}. Entonces podemos suponer que

Bi ¢ k. Por lo tanto, param € {1,...,n} se tiene que:
N
) Y Bion(xj) =0
j=1

Como existe oy € G tal que 6y(f1) # B y al ser G un grupo, para cada o; € G existe
Oy(j) € G tal que

O; = ngt([).
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Al aplicar oy a[5|para m = 1(i), se tiene que:
oy < ilﬁjo't(i) (Xj)> =0.
=
Asi
©) ilom,)o,.(x,) 0
j=

Al tomar la diferencia de[3]y[6]se tiene que:
s—1

Y (Bj—ou(B)))ai(x;) =0,

j=1
igualdad que vale para cada i € {1,...,n}. Como f8; — oy(B1) # 0, la igualdad anterior tiene

menos que s coeficientes no cero, lo que es una contradiccion. (]

Los resultados tratados permiten establecer el siguiente, el cual es una parte clave del
teorema fundamental.

COROLARIO 22.

1. Sea G un grupo finito de automorfismos de K y k = K©. Entonces Gal(K|k) C G.
2. Sean Gy y G dos grupos finitos de automorfismos de K distintos y sean ky = K¢

yky = K©2. Entonces,

ky # ko

DEMOSTRACION. Para 1, si existe o € Gal(K|k) tal que ¢ ¢ G, entonces k deberia

ser fijado por al menos |G|+ 1 automorfismos, lo cual contradice el resultado anterior, pues
[K k] =G

En lo que respecta a 2, se va probar la contrapositiva: si k; = ko, entonces k; es fijado
por Gy, luego Gal(K k1) C G,. Ademas observe que G| C Gal(K|k;) y esto prueba que

G| C G,. Ademas, la contenciéon G| C G, se obtiene de forma andloga. O

Regresemos a la asignacion
K™ : Sub(Gal(K|k)) — Exk-

El resultado anterior dice que si Gal(K|k) es finito, esta asignacion es inyectiva. Al recordar
que la meta serd demostrar que cuando la extension K|k es de Galois finita, dicha funcién es
una biyeccion, es de esperar que haya un resultado que relacione la finitud de una extension
con el cardinal del grupo de Galois. Dicho resultado se presenta a continuacién.
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PROPOSICION 103. Sea K|k una extension finita. Entonces, Gal(K k) es finito. Mds aiin,

|Gal (K|k)| < [K : k]

DEMOSTRACION. Por hipétesis K = k(ay, ..., o) con n = [K : k]. Observe que como

cada o € Gal(K|k) debe mandar una raiz de min;(0;) en si misma, entonces Gal (K |k) es

finito, por lo tanto, escribamos Gal(K|k) = {01, ..., 0, }. Considere el sistema de ecuaciones:
oi(a) -+ om(a) yi
=0
O (an) Om (an) Ym

Note que si n < m, existen mds incégnitas que ecuaciones, por lo que dicho sistema tiene

una solucién no trivial, digamos (B, ..., Bxn) € K™, es decir, para cada j € {1,...,n},

Z ,Bz Gl =

Observe que dado cualquier a € K, existen A1,..., 4, € k tales que & = Z?:l Aja;. Luego,

gﬁim(a) gﬁiaf ( g /ljaj>

i Ajoi(aj)

Jj=1

Bi
A (Zﬁ,q (a)) )

o

Il
—_

i

I
™=

Jj=1

=0

Dado que los elementos de Gal(K k) son caracteres distintos al considerar G = K*, y la
igualdad anterior implica que la combinacién Y | B;0; = 0, entonces todos los coeficientes
deben ser cero, lo que es una contradiccion. Por lo tanto, no puede suceder que n < m y asf,

m<n. O

COROLARIO 23. Sea K |k una extension de Galois finita. Entonces,

Gal(K|K)| = [K : k]
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DEMOSTRACION. Por la proposicién [103] basta demostrar que [K : k| < |Gal(K|k)|.
Para ver que esto sucede, por el teorema de caracterizacion de extensiones de Galois finitas
existe f € k[x] separable tal que K = k(f). Si {e,...,a, } C K son la raices diferentes de f,

entonces vea que para cada i € {1,...,n} se puede definir ; € Gal(K|k) con

a Sij=1
oi(aj)=<S oy Sij=i
o; eo.c
Esto muestra la desigualdad buscada. (I

Antes de dar el resultado que se busca, se requiere de un resultado previo.

LEMA 9. Sean H < G < Gal(K|k). Si F = K", entonces para cualquier ¢ € G,

o(F) = Koo

DEMOSTRACION. Sean ¢ € F'y T € H. Observe que
ot (o(a)) =0o1(a)=0c(a)

Esto prueba que

G(F) g KGHC77I

Para la contencidn restante, sea o, € K°Ho™ Esto dice queparacadat € H,oto™! (o) =a,
lo que implica que para todo 7 € H, t6~ ' () = 6~ (). Es decir, 6! (at) € K = F, por

lo que o € o (F). O

PROPOSICION 104. (Teorema fundamental de la teoria de Galois -para extensiones finitas-)

Sea K|k una extension de Galois finita. Entonces,
1. La funcion
K : Sub(Gal(K|k)) — gK‘k

establece una correspondencia biyectiva entre campos intermedios a la extension

K|k y subgupos de Gal(K|k). Esta correspondencia invierte el orden.
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2. Para F € &gy, la extension F |k es normal si y solo si Gal(K|F) < Gal(K|k). Este

es el caso si 'y solo si F|k es una extension de Galois. En tal caso
Gal(F|k) = Gal(K|k)/Gal(K|F)
3. Para cada F € cé‘}qk,
[F : k] = [Gal(K|k) : Gal(K|F)]

[K:F]=|Gal(K|F)|

DEMOSTRACION. Para 1, como se menciono anteriormente dicha funcion es inyectiva.
Para la suprayectividad, sea F € &k y considere Gal(K|F) < Gal (K |k). Ademas, como la

extension es de Galois y finita, existe f € k[x] separable tal que

K =k(f)

Dado que f € F[x], observe que K = F(f). Esto muestra que la extensién K|F es de Galois,

K|F)

luego la definicién dice que F = K¢ (KIF) 1o que muestra la suprayectividad. Para concluir

observe que es claro que si G,H € Sub(Gal(K|k)) y G C H, entonces K C KS, por lo que

dicha biyeccién invierte el orden.

Respecto a 3 la segunda igualdad es clara, de hecho esta es equivalente a que la extension
K|F es de Galois. Para la primera igualdad, por multiplicatividad del indice
|Gal(K|k)| =[K : k]
=[K : F][F : k]
=|Gal(K|F)|[F : k]
Dado que
|Gal(K k)| = |Gal(K|F)|[Gal(K|k) : Gal(K|F)]

se deduce el resultado.

Respecto a 2, observe primero que como K|k es en particular separable, entonces F |k es
separable para cada F' € &k Entonces, por el teorema de caracterizacion de extensiones de
Galois finitas, F'|k es normal si y s6lo si es de Galois. Ahora demostraremos el bicondicional

de la afirmacion.
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<) Suponga que Gal(K|F) <Gal(K|k). Del lema anterior, para cualquier o € Gal(K|k),
o(F) :KcGal(K\F)crl

_ g Gal(K|F)
—F
Ast, al considerar la asignacién

f:Gal(K|k) — Gal(Flk)
(N

c+—0|p,

esta es una funcién. Ademas es claramente un morfismo de grupos. Por otro lado,
Nuc(f) ={0 € Gal(K|k): o|p = 1} = Gal(K|F)
Entonces, el primer teorema de isomorfismo (para grupos) implica que
Gal(K|k)/Gal(K|F) = Im(f)

Por otro lado, dado 6 € Gal(F |k), observe que como la extension K|F es de Galois finita,
K es campo de descomposicién de un polinomio con coeficientes en F'. Asi, por el lema de
extensién de isomorfismos, existe 6 : K — K automorfismo tal que 6|r = ¢. En particular

G|x = 14. Por lo tanto f(&) = o, lo que prueba que f es un morfismo suprayectivo, entonces
Im(f) = Gal(F|k),

lo que concluye la afirmacién.

=) Suponga que F|k es de Galois y sea ¢ € Gal(K|k). Del teorema de caracterizacién de
extensiones de Galois finitas, existe f € k[x] separable tal que F = k(). Dado que 6 (f) = f,
entonces ¢ permuta las raices de f. En particular 6(F) = F. Al usar nuevamente el lema

previo se tiene que

KG“[(K|F) —F = G(F) _ I(O‘Gal(K\F)c)'*1
De 1, se deduce que
Gal(K|F) = 6Gal(K|F)c ™!,
lo que prueba que

Gal(K|F) < Gal(K|k)
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Las siguientes secciones tendrdn como objetivo el uso de este resultado. En este momento
presentaremos otras formas en las que se presenta el TFTG en la literatura. Para la primera
de ellas se presenta el siguiente ejercicio de caracter reticular.

EJERCICIO 196. Para K|k extension finita de Galois. Sean F,L € Sk con F = KGy

L = K", Demuestre lo siguiente:
1. FL=K(O"H)
2. FNL=K%H

El resultado anterior dice que la funcién
K~ : Sub(Gal (K|k))”" — &k

es un morfismo de reticulas. Por lo tanto, una primera forma de parafrasear el TFTG es:

PROPOSICION 105. La asignacion K~ : Sub(Gal(K|k))*” — &k es un isomorfismo de

reticulas.

Si el lector maneja un poco de lenguaje categérico, recuerde que todo orden parcial tiene
una estructura de categoria. Por lo que el resultado anterior se puede parafrasear como
sigue:

PROPOSICION 106. Sea € la categoria asociada al orden parcial Sub(Gal(K|k)) y 9 la

categoria asociada al orden parcial . Entonces existe un isomorfismo de categorias:

Cr=9

Observe que ambos resultados reescriben unicamente la parte de la biyeccién en el TFTG,
cosa que es de esperarse pues en las teorias correspondientes (la de 6érdenes parciales en el
primer caso y categorias en el segundo), s6lo la idea de biyeccioén que preserva estructura
estd axiomatizada en dichos términos; las otras afirmaciones son algebraicas, por lo que
habria que decirse un poco mas para poder obtener andlogos categdricos de estas. Ademas,
a dichos resultados se suma otra formulacién usando la categoria de 6rbitas de un grupo,
sin embargo, por obvias razones esto no serd discutido en mayor profundidad. Lo que si se
quiere discutir un poco es que la hipétesis de finitud fue fundamental en todo momento pues
para extensiones no necesariamente finitas hay que cambiar las hip6tesis en los subgrupos de
Gal(K k) pues resulta que Gal(K|k) tiene una topologia (que en nuestro caso es la discreta)
y el TFTG establece nuevamente una biyeccién pero entre subgrupos cerrados de Gal (K |k)
y extensiones intermedias. Previamente a la formulacién de este teorema que se conoce
como TFTG no necesariamente finitas (el cual se debe a Krull), Dedekind demuestra que
s6lo en el caso de subgrupos cerrados se tiene una correspondencia pues si el subgrupo no
es cerrado, este no tiene porque corresponder a un campo intermedio como se muestra en
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un ejemplo que él mismo construye usando una extensién de Q y que de hecho motivé a
Krull a generar un argumento aplicable a cualquier extension infinitaria.

Lo anterior empieza a mostrar la complejidad que tiene la teoria en el contexto infinito. La
pregunta entonces es si vale la pena estudiar esta teoria; desde el punto de vista tedrico,
la respuesta es si, pues como se hace ver en las otras versiones del TFTG, esta teoria
encierra ideas muy potentes. La formulacion infinita ya lleva una contraparte topoldgica,
por lo que esta debe ser razon suficiente para justificar la idea. Sin embargo y de forma
mas contundente, la teorfa infinita contiene como ejemplo Gal(Q|Q). Este grupo es muy
importante en el estudio moderno de la teoria de nimeros pues Serre comenté en alguno
de sus libros que toda la teorfa de niimeros se encontraba contenida en este grupo. Estas
dltimas lineas lo tinico que pretenden es hacer ver que hay mucho mas por explorar en la
teoria de Galois, cosa que no haremos pues nos concentraremos en las aplicaciones de la
teoria finita, pero creo que vale la pena tener idea de que esta es un area en la que hoy en
dia se hace investigacion.

1.1. Dos aplicaciones tedricas del TFTG. Como se menciond anteriormente la
definicién dada de extensioén de Galois es debida a Artin y su importancia radica en que
esta no depende de si la extension es finita. Por otro lado, como primer acercamiento a la
teoria de Galois se suele presentar una definicidon que sirve para extensiones finitas la cual
dice que una extension (finita) es de Galois si se cumple la igualdad en la desigualdad de la
proposicién [I03] El primer resultado a discutir dice que dichas definiciones coinciden. Para
este se requiere de un resultado previo.

PROPOSICION 107. Sea K|k una extension de campos, G € Sub(Gal(K|k)) y F € Sk
Entonces, F C K9 siy sélo si G C Gal(K|F).

DEMOSTRACION. =) Si F C K9, entonces observe que Gal(K|KY) C Gal(K|F).

Ademis observe que G C Gal(K|KY), de lo que se deduce el resultado.

<) Si G C Gal(K|F), como el tomar campo fijo invierte el orden, se tiene que K¢/ (KIF) C

KC. El resultado se sigue al recordar que F C KGa/(KIF), a

En el lenguaje de la teoria de 6rdenes el resultado anterior dice que las funciones Gal(K|_)
y K- definen una conexion de Galois. Ademas de este resultado se deduce lo siguiente:

COROLARIO 24. Sea K|k una extension de campos. Entonces, la extension K |KG“l (KIK) ¢,

de Galois.

Gal (K |k
DEMOSTRACION. De acuerdo a la definicién, basta con ver que KGe/(KIK¢* W)

K Gal(K[k) KGal( (K|KCal (KR ))

, lo que por el resultado anterior es equivalente a probar que Gal(K |k) C Gal(K]|

9

lo que es claro. (]
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Con el resultado anterior se puede dar el teorema de caracterizacién buscado.

PROPOSICION 108. Sea K|k una extension finita. Son equivalentes:

1. K|k es de Galois
2. |Gal(K|k)| = [K : k]

DEMOSTRACION. 1 =>2) Es directamente el corolario[23]

2 = 1) La extensién K|K9(K%) es de Galois con grupo de Galois Gal(K|k). Entonces

K : k] = |Gal(K|k)| = |Gal (K|KC KK | < [K : KK < [K : k]
De esto se deduce que [KG(KIK) : k] = 1 y de esto que k = KF@(KIK), O

El segundo resultado a presentar serd importante para una seccién posterior, sin embargo,
aprovechamos para presentarlo en este punto.

PROPOSICION 109. (Teorema de las irracionalidades naturales) Sean K |k una extension
de campos y F,L extensiones intermedias tales que F|k es de Galois finita 'y L|k es una

extension algebraica. Entonces FL|L es de Galois y
Gal(FL|L) 2 Gal(F|[FNL)

DEMOSTRACION. Para empezar observe que F = k(f) para f € k[x] separable. Al usar
la proposicién [81|se deduce que FL|L es finita y mds atn es generada por los generadores
de F que son las raices de f. Luego, al considerar f € L[x], note que FL es campo de
descomposicién de dicho polinomio el cual es separable sobre L[x] pues lo es sobre k[x].
Asi, el teorema de caracterizacién de extenciones de Galois finita implica que la extesion

FL|L es de Galois.

Considere la asignacién
f:Gal(FL|L) — Gal(F|k)
definida por
flo)=olr.
Observe que f esté bien definida pues al ser la extensién F |k en particular normal, entonces
o (F) C F. Ademds, de esta dltima afirmacién se deduce que f es un morfismo de grupos.

Mids adn, es un monomorfismo de grupos pues dado ¢ € Nuc(f), por definicién o|r = 1.
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Ademds, por definicién de f se tiene que o, = 1. Luego, por el ejercicioesto implica
que O|rr = 1FL, 10 que prueba la contencidn no trivial en la igualdad Nuc(f) = {1} y

prueba la afirmacién.

Por otro lado, dado que Im(f) € Sub(Gal(F|k)), el TFTG afirma que existe un tnico
E € &py tal que Im(f) = Gal(F|E).

Afirmacion: E = F N L. En efecto, sea @ € F N L. Entonces para cualquier ¢ € Gal(FL|L)
se tiene que o|r (o) = a, lo que dice que a € F/™(f) = E. Para la contencién restante
observe que por construcciéon £ C F' es un subcampo. Por otro lado, dado o € E, se
tiene que para cualquier 6 € Gal(FL|L) se tiene que o|r(@) = a, lo que implica que
a € FLOWFLL) — Iy por lo tanto que E C L. Esto muestra la contencién restante y el

isomorfismo es consecuencia del primer teorema de isomorfismo para grupos. O

1.2. Algunos ejemplos particulares. Esta pequefia subseccion estd dedicada a de-
sarrollar ejemplos donde se muestre cémo se usa el TFTG en la practica para ejemplos
concretos.

EJEMPLO 65. Considere la extension Q(v/2)|Q la cual es de Galois pues Q(v/2) =
Q(x*—2)yx*—2€Q[x] es separable.lﬂ
Por la proposiciénse deduce que |Gal(Q(v/2)|Q)| =2y por lo tanto,

Gal(Q(V2)[Q) = Z,

De esto se deduce que el TFTG implica que |g@(ﬁ)\@‘ =2, por lo que la extension tiene

linicamente como campos intermedios a las extensiones triviales. Asi,

Savaie = {@.Q(v2)}

Es comiin representar mediante un diagrama de Hasse la reticula de subgrupos del grupo
de Galois de una extension de Galois, asi como la reticula de campos intermedios. Esto es

trivial para los ejemplos tratados, pero se va a incluir por completez.

1Una segunda prueba de este hecho se puede hacer mediante el ejercicio|188
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Gal(Q(v2)|Q) = Z, Q(v2)9Q® = Q(v2)

Il

Gal(Q|Q) =0 Q(v2)%Q@V2IQ) = @

Nota: Observe que el argumento del ejemplo anterior es aplicable a cualquier extensién de
grado dos en un campo con caracteritica distinta a 2.

EJEMPLO 66. En el capitulo anterior (ejemplo|60) se estudié la extension Q(v/2,/3)|Q,

la cual se demostré que es de Galois y que

Gal(Q(V2,V3)|Q) = 2,6 Z,

A continuacion se usard el TFTG para determinar los campos intermedios de la extension.

Observe que para Gal(Q(v/2,v/3)|Q) se tienen 5 subgrupos, a saber:

G =0
Gy =7, &0 = ((1,0)) = Z,
G3 =082, = ((0,1)) = Z,
Gys=((1,1)) 27,
Gs = Gal(Q(v2,v3)|Q)

Dado que Gal(Q(\/2,/3)|Q) es abeliano, las extensiones correspondientes todos los
subgrupos anteriores con todas de Galois. Ademds, hay cinco campos intermedios en la
extension que se estd considerando, para determinar cada uno de estos analicemos con

mds cuidado el ejemplo.

Recuerde que Gal(Q(v/2,v/3)|Q) = {1,062, 03,04} donde cada o; estada determinado por

lo que hacia a los generadores como sigue:

®(V2)=—V2, o(V3)=V3
03(V2)=V2, o3(V3)=—-V3
o4V2) = V2, 04(V3)=-V3
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Con estas etiquetas observe que:

Gy =(02), G3=(03), Gy=(0y)

Observe que las elecciones del generador de G, y G3 son arbitrarias entre 62 y 03, la que

queda obligada es la de G4 pues 64 = 0,03.

Con lo anterior ahora se pueden determinar los campos fijos en cada caso. Vamos a hacer

un caso de forma explicita:

Q(V2,V3)%2 ={a+bV2+cV3+dV6 | or(a+bV2+cV3+dV6) =a+bV2+cV3+dV6}
={a+bV2+ceV3+dV6|a—bV2+cV3—dV6) =a+bV2+cV3+dV6}
—{a+bV2+cV3+dV6 | bV2+dV6 =0}
={a+bV2+cV3+dV6|b=d=0}
=Q(v3)

De la misma forma se puede demostrar que:

Q(v2,V3)% =Q(v2)
Q(v2,V3)% = Q(Ve)

En este caso los diagramas de Hasse correspondientes a Gal(Q(v/2,/3)|Q) y E0(v/2./3)(Q

son.

Gs =272, D1y Q(V2,V3)% =Q(v2,V3)

A TN T

I
©
D
=}
S

G2 G 3 G4

~_] R

G =0 Q(V2,v3)% =Q
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EJEMPLO 67. Considere la extension Q(w,~/2)|Q estudiada en el ejemploque se sabe
es de galois y que

Gal(Q(0, V2)|Q) = 53
Nuevamente se quiere usar el TFTG para determinar la extensiones intermedias de esta.
Para esto recuerde que se definieror 6,7 € Gal(Q(®,~/2)|Q) que estaban determinadas

por:

c(V2)=wV2, o(0w)=o0
T(V2) =2, 1(0)=0’

las cuales permiten dar una presentacion de dicho grupo definida por:

Gal(Q(0,v2)|Q) = (0,7| 0> =1*=¢,70T=0"")

Para conocer las extensiones intermedias, deben conocerse los sungrupos de Gal(Q(®,~/2)|Q).
Para determinar estos, recuerde que el teorema de Lagrange afirma que estos tienen que
tener orden 1,2,3,6. Note que quitando los casos triviales, los drdenes restantes tienen que
ser generados precisamente por un 2-ciclo y un 3-ciclo. Por lo tanto, en este caso la lista de

subgrupos es:

Gi=e
Gy = (1) =7
Gz =(01) =7,

Gy = (c?1) =17,
Gs=(0) =73
Gs = Gal(Q(,V/2)|Q)
Una forma de justificar el porque en este caso la lista anterior proporciona todos los

subgrupos del grupo en cuestion se puede hacer mediante el conteo de estructuras ciclicas

en S3. Dicho conteo dice que el niimero de transposiciones en S3 es:

Para los triciclos se tienen



1. TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA TEORIA DE GALOIS 143

13
3(3-3)!

=2

Ademas observe que todos los triciclos estdn necesariamente en la misma orbita. Por lo

tanto, el diagrama de Hasse correspondiente a Sub(Gal(Q(w, v/2)|Q)) es

Para los campos que corresponden a cada grupo, es claro de las definiciones que:

Qo,V2)% =Q
Q(o,V2)% = Q(w,V2)
Q(0,v2)” =Q(V2)
Q(0,V2)% = Q(w)

Para el caso de G observe que 6T(0?) = @ y 67(V/2) = ®V/2. Por lo tanto, 6t(0*/2) =

®*</2 y de aqui no es dificil ver que:

Q(w,v2)% = Q(w*V?2)

Por otro lado se tiene que 6>7(¥/2) = ©*v/2y 6%1(w) = @?. Entonces 6>1(0V/2) = 0V/2,

por lo que en este caso:

Q@,v2)% =Q(aV2)

Por lo tanto, el diagrama de Hasse para g@(w ) \Q

//\\
/

% ,
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En este caso no todos los subgrupos son normales por lo tanto el TFTG afirma que para

los subgrupos que no lo sean, las extensiones intermedias correspondientes no son de

Galois. Un ejemplo se da con Gy pues 616~ = 61062 = 16* = 10 # 1. Por lo tanto, esta

extension no es de Galois, cosa que ya se habia visto directamente de la definicion en el

1

ejemplo Ademds de esto observe que Gz tampoco es normal pues T(6T)T * = T0 =

11 = 621 # o1. Esto dice que la extension Q(w*~/2)|Q no es de Galois. En el caso de

o
Gy, este tampoco es normal pues ©(6*7)t! = 162 = 61 # 671, por lo que la extensién

Q(wv/2)|Q tampoco es de Galois.

Por otro lado, como Gs tiene indice 2, este subgrupo es normal y por lo tanto, al extension

que define es de Galois.

A manera de comentario final es importante notar como el TFTG es un teorema que
transporta un problema de clasificar subcampos a un problema de analizar subgrupos. Por
supuesto que ain y con este diccionario la tarea puede ser muy dificil ya que determinar
cuales son los subgrupos de un grupo puede ser una tarea difici, sin embargo, pese a estas
complicaciones no deja de ser un teorema sorprendente desde el punto de vista practico y
mucho mas desde el punto de vista teérico. Esperamos que las siguientes paginas muestren
de forma adecuada la potencia de la teoria.

2. Teorema del elemento primitivo

La extensiones de la forma k() son muy importantes por distintas razones las cuales deben
ser ya comprendidas a estas alturas. Una pregunta muy interesante es si se puede determinar
cuédndo una extension tiene esta forma.

DEFINICION 73. Sea K |k una extension, decimos que K|k es simple si existe o. € K tal que
K =k(a).

PROPOSICION 110. Sea K|k una extension finita. Entonces K|k es simple si y sélo si hay

un niimero finito de campos entre k y K.

DEMOSTRACION. =-.Consideramos el caso cuando k es finito. Como K es un k—espacio
vectorial, entonces K es finito. Por lo que hay un nimero finito de campos intermedios.
Recordemos que: Todo subgrupo finito de un grupo multiplicativo de un campo es ciclico.
Por lo que el grupo multiplicativo de K es ciclico, asi existe o € K tal que (@) =K'y

K=k(a).
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Si k es infinito y K|k es simple, entonces Ja € K, k() = K. Sea L un campo intermedio

de K

k, entonces K = L(t). Por lo que [K : L] = d(irrp(@)), ponemos M como el campo

obtenido tras afiadir los coeficientes de irr; () a k.

Abhora bien, tenemos que k C M C L, como irry(a) es irreducible en L, entonces irry (o) es
irreducible en M.

Por lo que irrp (o) = irry(@). Si notamos que K = M(a) entonces
[K:M]=d(irr,(a)) =[K:L]

Por lo que M = L. Por lo que el campo L esta determinado por irrz () pero irrp(¢)|irri (o)
en L. Pero esto implica que irr(o)|irry () en K. Pero irry(x) tiene solo un nimero finito
de factores en K. Por lo que solo existe un nimero finito de posibilidades para irry (o) y asi

para L.

<. Suponemos que hay un nimero finito de campos entre k y K.
Como Kk es finito, entonces K = k(¢ ..., ;) para algunos o, .., o, € K. Sean o, K y
consideramos los campos intermedios k(& +3) con ¢ € k. Como k es infinito, deben existir
11,y € k tales que

k(a+1p)=k(a+1np)
ponemos ¥ = o+ y » = a+1nf tenemos que > € k(v1) y 71 € k(1) por lo que
=1 =(t—11)B €k(y1). De aqui B € k(7;) . Por otro lado y; — 11 = o« € k(). Asi

k(n) € k(a, B) S k(n)
Por lo tanto

k(o B) = k(n)

Aplicando induccién tenemos que existe ¥ € K tal que k(y) = K. O

COROLARIO 25. (Teorema del elemento primitivo) Si K |k es una extension finita separable.

Entonces K|k es una extension simple.

DEMOSTRACION. Como K|k es una extensién finita, entonces existen o, ..., 0, € K

tales que K = k(o ..., &, ). Como K|k es separable entonces irry (@) es separable y asi
n
f= Hirrk((xi)
i=1

es separable. (]
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3. Problemas griegos clasicos

Los tres problemas clédsicos griegos son:

1. Duplicacién del cubo: Hallar un cubo cuyo volumen sea el doble de un cubo dado
2. Triseccion del dngulo: Dividir en tres un dngulo dado
3. Cuadratura del circulo: Hallar un cuadrado cuya drea sea la de un circulo dado.

Con ideas de teoria de campos puede demostrarse que los problemas anteriores no pueden
resolverse usando dnicamente regla y compds. Como preliminares que daremos por sentado
acerca de estas construcciones se tienen los siguientes resultados:

1. Pueden obtenerse usando regla y compds la suma, resta, producto, divisién de
segmentos. Ademds puede obtenerse la raiz cuadrada de cualquier segmento.
2. Un punto se puede construir usando tinicamente regla y compds si se obtiene como
sucesion finita de los procesos siguientes:
1) Interseccién de dos lineas
ii) Interseccién de una linea y una circunferencia
iii) Interseccidn de dos circunferencias

El dltimo paso previo al resultado que se busca es recordar que uno de los modelos de C
se da al considerar R? con su operacién habitual de grupo abeliano aditivo en el cual se
introduce un producto. Usando esta identificacién se tiene el siguiente resultado.

PROPOSICION 111. Sea z € C. Entonces, z se puede construir con regla y compds si y sélo

si z es algebraico sobre Q y existe una sucesion de campos
k=QCki C---Ck

tal que:
1. Q(z) Ck
2. Paracadaic{1,...,n}, [ki:ki-1] =2

DEMOSTRACION. =) Basta con ver que cada uno de los procesos i)-iii) da lugar a
una extensién de grado a lo mds 2. Para i) note que si el punto (xg,yo) se construye como
solucidén de un sistema simultdneo con coeficientes en un campo %,

aix+biy=c
ax+by=cy

entonces xp, Yo € k, por lo que en este caso la extension tiene grado 1.

En lo que respecta a ii), se busca encontrar (xg,yo) que resuelva el sistema:
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(x—ar1)*+(y—b1)* =i

ax+bryy=c
Al despejar en 2 y sustituir en 1, se observa que xo,yo € k(@) con [k(e) : k] = 1,2.

Para iii) se quiere resolver el sistema:

(x—a1)*+(—b1)*=ct

(x—a)*+(y—b2)* =
Al sustraer una de las ecuaciones anteriores a la otra, esto permite obtener una ecuacion mas
lineal de la forma a3x + b3y = c3 con coeficientes en k. Al usar esta ecuacién con alguno de

los dos circulos esta operacién se reduce al caso anterior.

<) Basta con hacer hacer el caso de ky C k; pues el resultado se sigue por induccién.
Asf, como [k : ko] = 2, esta extensién es de Galois y por lo tanto k; = Q(x*> + &) con
x* 4+ o € Q[x] separable. Por lo tanto, k; = Q(y/&) y ademds todo elemento de Q(v/)

puede construirse con regla y compds. De esto de deduce el resultado. [

Con el resultado anterior puede verse que los problemas griegos clasicos no se pueden
resolver con regla y compaés.

PROPOSICION 112. Los problemas griegos cldsicos no pueden resolverse usando iinica-

mente regla’y compds.

DEMOSTRACION. Problema de triseccién de un angulo: Sea 6 un angulo. Dado que
dicho angulo intersecta al circulo unitario en un punto, digamos P, observe que P =
(cos 8,sen ). Por lo tanto, puede construirse el dngulo g si y sélo si puede construirse el
ndmero real cos(g). Ademds, basta con ver que este proceso no puede realizarse para 6 = %
y observe que dado que para cualquier dngulo @ se cumple que cos(3¢) = 4cos*(¢) —
3cos(@), al considerar ¢ = % y denotar por zp = cos ¢ la identidad anterior implica que xo es
raiz de polinomio f = 4x* —3x — 1 € Q[x]. Observe que este polinomio es irreducible sobre
Q pues f(x+ 1) = x> +3x> — 3 y el criterio de Eisenstein implica que este es irreducible al

usar 3 € Z primo. De esto se deduce que f = ming(zo) y por lo tanto

[Q(z0): Q] =3
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Esto contradice el resultado anterior pues dicho indice no divide a ninguna potencia de 2.

Problema de duplicacién del cubo: Note que dado un cubo de volumen 1, el cual puede
construirse trivialmente, si se supone que puede construirse un cubo con volumen 2 usando
Unicamente regla y compds, entonces necesariamente puede construirse con dichos métodos

el lado de dicho cubo que tiene longitud +/2. Pero como
[Q(V2):Q]=3

, esto nos lleva a una contradiccién pues dicho indice no divide a ninguna potencia de 2.

Problema de cuadratura del circulo: Es claro que puede construirse el radio de un circulo con
area 7. Sin embargo, no puede construirse un cuadrado con dicha drea pues esto implicaria
que puede construirse con regla y compds el niimero z = /7. Sin embargo, esto contradice

el hecho de que 7 sea trascendente pues Q(+/7)|Q serfa finita y por lo tanto algebraica. [

4. Solubilidad por radicales

En esta seccién se va a tratar la segunda aplicacién bésica de la teorfa de Galois: La solubili-
dad de ecuaciones polinomiales. Este problema se remonta a la antigiiedad empezando por
la ecuacidn cuadritica con coeficientes reales (a # 0):

ax* +bx+c=0

Una de los primeros métodos de solucién se debe a Diofanto cuyo método no daba la
solucién completa pues incluso en el caso real solamente se podia obtener una solucién.
Hay que decir que la solucién completa fue desarrollada por Al-Juarisimi y hoy en dia se
sabe que por un argumento de completacién de cuadrados las soluciones estin dadas por la

férmula general:
—b++Vb*—4ac
2a

En 1545 Cardano publica el método de solucién de la ecuacién de tercer grado, el cual de
hecho es valido para campos con caracteristica distinta de 2 y 3. La idea del método es
considerar el polinomio
f=x4+b?+ex+d Ry
y hacer una reduccién al notar que
b 3
g:=f —3) = +px+q € R[x]

Es decir, este método permite eliminar el término cuadrético. Luego, se trabaja con la
ecuacion

g(x)=0
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Para resolverla la idea es escribir x = 4 v y obtener un par de ecuaciones al sustituir en la
ecuacion anterior. Estas son
wWHvi4+g=0
B3uv+p=0
De la segunda ecuacién
a
3u
al sustituir esto en la primera de estas ecuaciones se llega a la ecuacién

3

48 3_P
u +qu 7

4
, 9\ @+
o 2
Con esto se encuentra una solucién pues se han encontrado tanto # como v. Ademas, en este

punto se pueden encontrar las soluciones restantes con la férmula general de segundo grado.

V=

Al aplicar la férmula cuadratica

u

Para la ecuacion de cuarto grado la solucién se atribuye a Ferrari y se encuentra publicada
en el libro de Cardano “Ars Magna, or the Rules of algebra".

Este empieza por considerar el polinomio f = x* +ax> 4+ bx? 4 cx+d y busca las soluciones
f(x) = 0 notando que esta igualdad implica por completacién de cuadrados la ecuacion:

xz—l—lax 2: 1az—b P2 —cx—d
2 4

Luego, se suma a ambos lados de la ecuacién anterior el término

P+ s +ﬁ
4 2 )" 4

La idea de este paso es intentar que lo que aparece de lado izquierdo sea un trinomio
cuadrado perfecto. Este proceso nos lleva a la ecuacion:

11\ (1 1 1
<x2+2ax+2y) = <4a2b+y)x2+(2ayc)x+4y2d

Luego, se quiere elegir y” para que el lado derecho sea un cuadrado perfecto. Escribiendo
esta ecuacién como Ax? + Bx + C, esto sucede si B> — 4AC = 0. Esta ecuacion se puede

[T

resolver para “y” con lo que se llega a:

it 1) = e
X —ax = = (ex

2T oY
Esto permite escribir dos ecuaciones de grado 2, las cuales al resolver dan la solucién

buscada.

Sin duda, los resultados anteriores muestran cémo los matematicos de la época hacian
transformaciones que hacian que en todos los casos la solucién se llevara a la formula
general de segundo grado. Ademds, es en este momento cuando la pregunta obvia es qué
sucede con las ecuaciones de grado 5 o mayor. Fue hasta 1824 cuando Abel publica un
articulo donde demuestra que la ecuacién de grado 5 no se puede resolver por métodos
algebraicos, es decir, no se puede encontrar férmula que exprese las raices en términos de
los coeficientes, operaciones aritmeticas (suma, resta, producto y divisién) y radicales. Mds
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tarde Galois muestra que el fendmeno encontrado por Abel no es exclusivo de la ecuacién
de quinto grado, sino que las ecuaciones de grado mayor tienen el mismo comportamiento
y es para este resultado que Galois introduce la teoria que lleva su nombre y dicho sea de
paso, introduce la idea de grupo, que es una de las estructuras recurrentes en su teorfa. La
idea de esta seccidn es dar una presentacion moderna de dicho resultado de Galois (y Abel).

DEFINICION 74. Un extension K|k es radical si K = k(ay, ...,a,) para algunos ay, ...,a, €
K, tales que existen ny,...,n, € NT tales que a'f1 €k y para cada i € {2,...,r}, a?i €

k((ll,...,d,‘,l)-

Sin=ny =... = n,, diremos que K es una extension n—radical de k.

EJEMPLO 68. Considere el polinomio f = x* —6x> +7 € R[x]. Las raices de f son

+1/3+£V2

Esto da lugar a una cadena de extensiones.

QCO(W2) CO(W2,Y3+v2) CO(W2Y3+v2,13-V2)

Siar =2, ar=V3+V2 ya3=/3—/2, observe que K = k(ay,az,a3) es una exten-
sion radical pues a3 € Q, a5 € Q(a1) y a3 € Q(a1) € Q(a1,a2). De hecho, la extension
K|Q es 2-radical.

El ejemplo anterior deja ver que las extensiones radicales son el concepto que parece ser el
necesario para tratar la solubilidad de radicales. Esto nos lleva a introducir lo siguiente.

DEFINICION 75. Si f € k[x], entonces f es soluble por radicales si existe una extension

radical K|k tal que f se escinde sobre K.

EJEMPLO 69. El polinomio f = x* — 6x> +7 es soluble por radicales segiin el ejemplo

Observaciones:
1. Si K|k es una extensién radical con K = k(ai,..,a,), d|' €k, d;' € k(az,...,a;i-1),
observe que K|k es n-radical conn =n;y - ... n,.
2. Si K|k es una extension algebraica, entonces K es radical si y sélo si existe una
torre de extensiones
Fi|F—1|...|F|Fy
con Fy =k, F, =Ky Fi11 = Fy(a;) para algin a; € F;4j cond,’ € F,.
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3. Observe que si las extensiones K|F y F|k son radicales, entonces la extension K |k
también es radical.

EJERCICIO 197. /Es cierto que si la extension K|k es radical entonces K|F y F|k son

radicales?

Es importante notar que el “grado de radicalidad"de una extension no estd univocamente
determinado como se muestra a continuacion.

EJEMPLO 70. Si K = Q(V/2), la extension K|Q es trivialmente 4-radical. Sin embargo

también es 2-radical como lo muestra la torre de extensiones
K|Q(V2)|Q,
con K = Q(V2)(v/V2)

Una fuente de ejemplos interesantes se muestra a continuacion:

EJEMPLO 71. Sea c € R. Recuerde que c es constructible si'y solo si existe una torre de

campos
Fi|F—1|...|F|Fy

con Fy =Qy Fii1 = Fi(\/a;) para a; € F;y ¢ € F,.

Por lo tanto, ¢ es constructible si y solo si existe un campo intermedio a R|Q , K, tal

que K|Q es 2-radical.

Observacion: Si f € kx| es soluble, sea K |k extension radical, donde f se escinde. Observe
que

k(f) S K
Sin embargo k() no tiene porque definir una extensién radical de k.(Ver ejercicio[198)

EJERCICIO 198. Sea f € k[x] soluble por radicales. Si k contiene una raiz n-ésima primitiva

de la unidad, para cada n € N, entonces la extension k(f)|k es radical.
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Para dar el teorema de Galois respecto a la solubilidad se requieren dos ingredientes. Uno de
ellos es la idea de grupo soluble el cual se puede encontrar en uno de los anexos. La segunda
idea es el siguiente resultado. Para este se requieren recordar que para K |k algebraica, la
clausura normal de dicha extension se puede definir como el campo de descomposicién del
conjunto

{min;(o)|a € K}
Si esta se denota por
Fnor

esta es la minima extensién normal de k que contiene a K. Otras propiedades aparecen en el

ejercicio [I79]

LEMA 10. Sea K|k extension n-radical. Entonces, K" |k es n-radical.

DEMOSTRACION. Suponga que ai,...,a, € K son tales que K =k(ay, ...,a,) cond}' €

kya: €k(ay,...,ai_1) parai > 1. La prueba es por induccién sobre r.

Base: r=1. Como K = k(a;) entonces K" = k(Bi,..., Bn) con By, ..., B, raices de miny (ay).

Dado que ming(a;)|x™ —aY', entonces para i € {1,...,m} se tiene que:

B =d\' €k

Entonces K |k es n-radical.

Paso inductivo: Si el resultado vale para campos que se obtienen de adjuntar r — 1 elementos

ak, sea
nor

N = k(al,...,ar,l)

Por hipétesis de induccién Nk es radical. Como N es campo de descomposicién de

{ming(ay),...,ming(a,—)}, entonces

K" =N(Bi,.... Bm):

con Bi,..., B raices de miny(a,). Entonces, a? € k(ay,...,ar,—1) y al usar el teorema de

extension de isomorfismos, para cada i existe o; € Gal (K" |k) tal que

oi(ar) ="

Como Nk es normal, a} € N, entonces o;(a}) = 7' € N. Entonces cada ¥, es la n-ésima
potencia de un elemento en N, entonces K [N es n-radical. De esto se deduce que K"’ |k

es n-radical. O



4. SOLUBILIDAD POR RADICALES 153

A continuacién se va a probar el teorema que se ha estado buscando. Es importante hacer
notar que este es mds general que el teorema mds conocido que es para polinomios con
coeficientes reales, ya que este estd formulado para cualquier campo con caracteristica cero.

PROPOSICION 113. (Galois) Sea k campo con car(k) =0y f € k[x]. Entonces f es soluble

por radicales si'y solo si Gal(k(f)|k) es un grupo soluble.

DEMOSTRACION. =) Suponga que f es soluble por radicales y sea K |k una extensién
n-radical de f testigo de dicha propiedad. Dado que car(k) = 0, sea ® una raiz n-ésima
primitiva de la unidad, la cual existe en alguna extensién de K. Dado que K(w)|K es

7

n-radical, entonces K(w)|k lo es. Si N = K(w) *" entonces por el lema anterior N|k es

n-radical, mds atin N|k(w) es n-radical. Por lo tanto existe una torre de campos
FF—1]...|Fi|Fo

conF, =N, Fy =ky Fi = k(w) donde Fi;| = F;(a;) para a} € F;. Como F; contiene una
raiz n-ésima primitiva de la unidad la extension Fiy|F; es de Galois y ciclica. Ademas Fj |Fp
es extension de Galois abeliana pues es ciclotémica. Dado que car(k) = 0 y N|k es normal,

entonces N|k es de Galois. Esto produce una cadena de subgrupos
0<G, <G, <..<Gyp=Gal(N|k)

con G; = Gal(N|F;). Por el TFTG, el hecho de que F;;|F; sea de Galois implica que
Gi+1 <G; y ademds
Gi/Git1 = Gal(Fi1|F)
Entonces G;/G;1; es abeliano. Esto prueba que Gal(N|k) es soluble y esto implica que
Gal(K|k) lo es, pues
Gal(K|k) = Gal(N|k)/Gal(N|K)

<) Si K =k(f) y Gal(K]k) es soluble, considere una serie soluble de dicho grupo:
0<G, <G, <...<Gy=Gal(K|k)

Denote por F; = K% y entonces, por el TFTG las extensiones F;1|F; son de Galois y

Gal(Fi;+1|F;) = G;/Gi11. Considere n un exponente de Gal(K|k) y considere @ una raiz

n-ésima primitiva de la unidad, la cual pertenece a alguna extension de K. Si denotamos

L; = F;(®), existe una torre de extensiones

LolLo_1 ]| |Lolk
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donde K C L,. Dado que Liy1 = LiK;11 y Ki+1|K; es de Galois, por el teorema de las

irracionalidades naturales la extension L;+|L; es de Galois y
Gal(Liy1|L;) < Gal(Ki11]K;),

lo que implica que Gal(L;41|L;) es abeliano y ademas el exponente de este grupo divide a n.

Esto implica que la extensién Li;|L; es de Kummer de grado n y entonces es n-radical.
Como Ly = k(®)|k es radical, esto implica que L, |k es radical. Dado que L,|K entonces

L, |k es radical y asi f es soluble por radicales. [

Nota. Existe un teorema andlogo al anterior para campos con caracteristica positiva. Para
este tiene que modificarse la nocién de extension radical. Dicha modificacién y resultado se
encuentra en los ejercicios.

Del resultado anterior se deduce que todo polinomio de grado mayor o igual a 5 sobre un
campo de caracteristica O no es soluble por radicales. La prueba de esto requiere de un
pequefio calculo que se va a realizar en una seccién posterior, pero explicaremos la idea con
un ejemplo concreto.

EJEMPLO 72. Sea f = x> —4x+2 € Q[x]. Este polinomio es irreducible sobre Q[x] por el

criterio de Eisenstein para 2 € Z.. Una grdfica de este polinomio se muestra en la figura:

2 4
y

y=x —4x+2

72 Y

Por lo que f tiene 3 raices reales 'y 2 complejas. Dado que cada raiz de f genera un campo
de dimension 5 sobre Q, entonces [Q(f) : Q] € 5Z y ademas como Gal(K(f)|Q) permuta

dichas raices entonces

Gal(Q(f)|Q) < 85
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Dado que 5[|Gal(Q(f)|Q)

elemento de orden 5, es decir, un 5-ciclo. Observe que como Q(f) CC,si (_):C—C

, entonces por el teorema de Cayley Gal(Q(f)|Q) tiene un

es la conjugacion compleja, al restringir a Q(f) dicho automorfismo permuta las raices

complejas de fy fija las 3 reales, es decir, (_) corresponde a una transposicion con la
identificacion Gal(Q(f)|Q) < Ss. Asi, Gal(Q(f)|Q) tiene un 5-ciclo y una transposicion

luego,
Gal(Q(£)|Q) = Ss

Pero Ss no es soluble, luego, f no es soluble por radicales.

EJEMPLO 73. Sea f = x* —3x+1 € Q[x].
2 .

9 ¥
Observe que f es irreducible. En este caso

Gal(Q(f)|Q) = A3

y Az es soluble, luego, f es soluble por radicales. Sin embargo Q(f)|Q no es radical. Para
ver esto note que como [Q(f) : Q] = 3, entonces toda torre de campos con extremos Q(f) y
Q debe ser trivial. Entonces, si Q(f)|Q es radical, entonces Q(f) = Q(z) para z € Q(f)
con 7" € Q. Dado que ming(z) se escinde en Q(f), considere w otra raiz de ming(z) en
Q(f). Luego, 7" =w"yasi 5" = 1. Si p = £ es raiz primitiva de la unidad entonces m|n.

Luego, Q1) € Q(f) y como [Q(u) : Q) = 9(m) entonces 9(m) € {1,3} pero §(m) #3,

entonces

[Q(u): Q] =1
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Luego 1 € Q, luego u € {1,—1} lo que implica que z € {w,—w}. Asi que f tiene a lo mas
dos raices, luego

[Q(z): Q] <2< [Q(f): Q)
lo cual contradice el hecho de que Q(z) = Q(f).

En lo que respecta al caso general considere para k un campo de caracteristica 0 el polinomio
f=@—t) - (x—t,) =x"—s1x" '+ ...+ (=1)"s,, donde

S = Z Ljjerty;
1<ji<...<ji<n

Note que f € k(t1,...,t,)[x] y que si se pudiera encontrar una férmula para las raices de f
en términos de sus coeficientes, entonces se podria encontrar una férmula para cualquier
polinomio de grado n > 5. Pero si K = k(11,...,,) note que S,, es grupo de automorfismos
de Ky

K5 = k(s1,...s8n)
Note que

Gal(K|K5") = S,
y S, no es soluble para n > 5. Por lo tanto;

COROLARIO 26. Si k es un campo de caracteristica 0 entonces existe f € k[x] con d(f) >5

que no es soluble por radicales.

5. Ejercicios del capitulo

EJERCICIO 199. Demuestra que toda extension finita, normal y separable K |k tiene un

nimero finito de campos intermedios.

DEFINICION 76. Sean n € N1 y k un campo que contiene una raiz n-ésima primitiva de
la unidad. Una extension de Galois K|k se llama n-extension de Kummer si Gal(K |k) es

abeliano y su exponente divide a n.

EJERCICIO 200. Sea k un campo que contiene una raiz n-ésima primitiva de la unidad y

K |k una extension finita. Demuestre que la extension K|k es de Kummer si 'y sélo si existen

o, ..., 0y € k tales que K = k({/ay, ..., /ay).
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EJERCICIO 201. Demuestre que el polinomio f = x° —4x+2 € Q[x] no es soluble por

radicales.

EJERCICIO 202. Sea f = x* —2x* —3 € Q[x] y K = Q(f). Demuestre que Gal(K|Q) =
Zz X Zz.

EJERCICIO 203. Sean ® una raiz cibica primitiva de 1 sobre Q y B la raiz ciibica real de
3. Defina K = Q(o, B).
1. Demuestre que la extension K|Q es de Galois.

2. Calcule Gal(K|Q)

EJERCICIO 204. Demuestre que si K|k es una extension de Galois tal que Gal(K|k) es

abeliano. Demuestre que todo campo intermedio K|k es una extension de Galois.

EJERCICIO 205. Sean f € k[x] y K|k una extension de campos. Demuestre que el grupo de

Galois de f sobre k es isomorfo a un subgrupo del grupo de Galois de f sobre K.

EJERCICIO 206.
1. Determinar el grupo de Galois G = Gal(Q(v/=3,v/5)|Q).
2. Determinar los subgrupos de G y determine los suncampos intermedios correspon-
dientes.
3. Hacer un el diagrama de Hasse correspondiente a la reticula de subgrupos y a los

campos intermedios.

EJERCICIO 207. Sea f =x>—2 € Q[x].

1. Demuestre que f es irreducible sobre QQ

2. Encontrar Q(f). Determine el grado de la extension que este define dando una
base explicita de Q(f) sobre Q.

3. Demuestre que Gal(Q(f)|Q) = S3

4. Para cada subgrupo de Gal(Q(f)|Q) determine el campo fijo correspondiente.
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EJERCICIO 208. Demuestre que toda ecuacion de grado a lo mds 4 es soluble por radicales

EJERCICIO 209. Sea f € Qx] un polinomio con d(f) =5 que tiene exactamente 3 raices
reales. Demuestre que

Gal(Q(£)|Q) = Ss.

Use esto para probar que unu de tales polinomios no es soluble por radicales.

EJERCICIO 210. Demuestre que pueden construirse con regla y compas el producto de dos

segmentos, el cociente de dos segmentos y la raiz de un segmento.

DEFINICION 77. Sea k un campo con caracteristica p > 0. Un extension K |k es radical si
existe una torre de extensiones

Ful - |F1|Fo
tales que Fy = k, F, = K y Fiy1 = F(o) para algin o; tal que o € F; para algiin n;, ¢

p
u; —u; € F;

EJERCICIO 211. Demuestre que el teorema de Galois de solubilidad de radicales (Proposi-

cion[I13)) es vdlido con la definicion de extension radical[77]
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6. Reticulas

DEFINICION 78. Sea P un conjunto y < una relacion sobre P. Decimos que P con < es un
conjunto parcialmente ordenado.

1. Paratodax e P, x<x

2. Paratodo x,y € P, six <yey<x, entonces x =y

3. Paratodo x,y,z € P, six <yey <z entonces x <z

Una notacion comiin es escribir (P,<) para un conjunto parcialmente ordenado con

conjunto subyacente Py orden <.

EJEMPLO 74. Sea X un conjunto. Entonces el conjunto potencia & (X) es un conjunto

parcialmente ordenado con la contencion C.

DEFINICION 79. Sea L un conjunto parcialmente ordenado. Decimos que L tiene un
elemento mdximo x. Si para todoy € L, y < x. Por la asimetria el elemento mdximo es iinico
y lo denotamos por 1.

En el caso de Z(X) su elemento mdximo es X.

DEFINICION 80. Sea L un conjunto parcialmente ordenado. Decimos que L tiene un
elemento minimo x. Si para todo y € L, x < y. Por la asimetria el elemento mdximo es vinico
y lo denotamos por 0.

En el caso de &(X) su elemento minimo es 0.

DEFINICION 81. Sea L un conjunto parcialmente ordenado, S C L'y a € L. Decimos que a

es una cota superior de S, si x < a para toda x € S.

En caso de S sea vacio, cualquier elemento de L es cota superior.

DEFINICION 82. Sea L un conjunto parcialmente ordenado, S C Ly a € L. Decimos que a
es el supremo de S, si a es la menor cota superior, es decir, si a cumple:

159
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» Paratodox € S, x<a.

» Sib € Lestal que para todo x € S tenemos que x < b, entonces a < b

NOTACION 1. Sean L un conjunto parcialmente ordenado, S C Ly x,y € L. Denotamos por

VS al supremo de S. En caso de que S = {x,y}, ponemos xV y para denotar al supremo.

En caso de S sea vacio, \/ S = 0.

DEFINICION 83. Sea L un conjunto parcialmente ordenado, S C L'y a € L. Decimos que a

es una cota inferior de S, si a < x para toda x € S.

En caso de S sea vacio, cualquier elemento de L es cota inferior.

DEFINICION 84. Sea L un conjunto parcialmente ordenado, S C L'y a € L. Decimos que a

es el infimo de S, si a es la menor cota inferior, es decir, si a cumple:

» Paratodox €S, a<x.

» Si b € Les tal que para todo x € S tenemos que b < x, entonces b < a

NOTACION 2. Sean L un conjunto parcialmente ordenado, S C L'y x,y € L. Denotamos

por \S al infimo de S. En caso de que S = {x,y}, ponemos x \'y para denotar al infimo.

En caso de S sea vacio, A S = 1.

DEFINICION 85. Sea L un conjunto parcialmente ordenado. Decimos que L es una reticula,

si para todo x,y € Lx\yy x\y existen.

EJEMPLO 75. N con el orden inducido por divisibilidad, es decir si x|y entonces x < y.

Para cualesquiera x,y € N se fiene que x Ay = (x,y) y xVy = [x,y].

EJEMPLO 76. Sea G un grupo. Denotemos por Sub(G) al conjunto de subgrupos de G,
entonces el COPO (Sub(G),C) es una reticula. Donde HVK = (HUK) y HANK =HNK

para cualesquiera H,K € Sub(G).

El ejemplo por el cual introducimos la nocién de reticula se presenta a continuacion.

EJEMPLO 77. Sea R un anillo. Denotemos por J al conjunto de ideales del anillo R. Enton-
ces el COPO (3,C) es una reticula. Donde INJ =1+J y INJ =1NJ para cualesquiera
1,J €.

Podemos hablar de propiedades del anillo en términos de su reticula de ideales, como por
ejemplo.
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PROPOSICION 114. Sea R un anillo, R es un campo si'y sélo si 3= {0,R}

DEFINICION 86. Una reticula L es completa si para todo subconjunto S de L, \| Sy \S

existen.

Tenemos que #(X) es una reticula completa.

PROPOSICION 115. Sean L una reticula tal que existen todos los infimos. Entonces L es

una reticula completa.

DEMOSTRACION. Sea S C L, debemos probar que \/S 'y A S existen.

Como por hipétesis existen todos los infimos de L entonces A S existe. Falta probar la
existencia de \/ S.

Notemos que \/S=A{x € L: (Vy € S,y <x)} como todos los infimos existen, en particular
existe A{x € L: (¥y € S,y < x)} es decir \/ S existe, concluimos que L es una reticula
completa. O
Observacién. Si L es una reticula completa L tiene elemento minimo y méximo, es decir
1,0e L.

DEFINICION 87. Una reticula L es modular, si a < b implica aV (x A\b) = (aV x) \b para

cualesquiera a,b,x € L.

DEFINICION 88. Una reticula L es distributiva, si x A\ (yVz) = (xAy)V (xAz) para

cualesquiera x,y,z € L.

PROPOSICION 116. Sea R un anillo. Consideremos a la reticula J de ideales de R. J es

modular.

DEMOSTRACION. Seal,J,K < R ideales de R, ademas I C J, entonces
Comencemos probando que IV (KAJ) =1+ (KNJ) < (I+K)NJ=(IVK)AJ
Basta verificar que I, (KNJ) < (I+K)NJ, por un lado es claro que I < J por hipétesis y
I<I+K,asiI < (I+K)NJ.Por otro lado, como K < I+ K entonces KNJ < (I+K)NJ

porlotanto I +(KNJ) < (I+K)NJ

Probemos ahora que (I+K)NJ < I+ (KNJ) es decir, veamos que (I+K)NJ C T+ (KNJ).
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Seax e (I+K)NJ,entoncesx € (I+K)yx€J,asix=i+k paraalgunai €y k € K, nos
gustaria ver que x es de la formax =i+ p donde p € KNJ. Notemos que x—i = k € J ya que
x€Jycomoie€lCJ, entonces k € KNJycomox=i+kentonces x € I+ (KNJ). Con-
cluimos que (I+K)NJ <I+(KNJ)yporlotanto IV (KAJ)=I+(KNJ)=(I+K)NJ =
(IVK)AJ es decir J es modular. O

EJERCICIO 8. (Tarea) En general para un anillo R, su reticula de ideales J no es distributiva.

Dar un ejemplo de un anillo para el cual su reticula de ideales no sea distributiva.

Presentamos ahora los conceptos de 4tomo y co-dtomo, que resultan ser ideales distinguidos
en la reticula de ideales de un anillo R.

DEFINICION 89. Sea L una reticula con elemento minimo 0, decimos que a € L es un dtomo
de L si:
» 0<a

» Paratodox € Ltal que 0 < x < a entoncesx=00x=a

DEFINICION 90. Sea L una reticula, decimos que L es dtomica si para todo x € L existe un

dtomo a € L tal que a < x.

EJEMPLO 78. Consideremos a la reticula (2 (X),C) para algin conjunto X, esta es

dtomica ya que para cualquier subconjunto S C X tenemos que {s} C S donde s € S.

EJEMPLO 79. Sea K un campo y V un K-espacio vectorial. Consideremos a la reticula
(Subk (V'),C) donde Subk (V') denota al conjunto de K-subespacios del K-espacio vectorial

V, entonces (Subg(V),C) es dtomica y los dtomos son los subespacios de dimension 1.

De manera andloga podemos introducir la idea de co-atomo

DEFINICION 91. Sea L una reticula con elemento mdximo 1, decimos que c € L es un
co-dtomo de L si:

m c<1

» Para todo x € L tal que c < x < 1 entoncesx=1o0x=c

Observacion

Sea R un anillo. Para todo ideal  # R existe un ideal maximo Jy; < R tal que I C Jy;. Para
probar tal afirmacién se debe hacer uso del lema de Zorn, es decir, debemos considerar
un copo (%, <) y probar que toda cadena tiene cota superior. Asi para cualquier anillo R,
existen los ideales maximos. Note que estos son los co-dtomos en la reticula de ideales J de
R.
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DEFINICION 92. Sea L una reticula con elemento mdximo 1y elemento minimo 0, decimos

que L es complementada si para todo x € L existe y € Ltal que xNy=1yxAy =0

DEFINICION 93. Sean L una reticula, y x,y € L. Decimos que y es un pseudocomplemento
de x si:

m xN\y= 0.

» Siz€Lestal que zAx=0yy<z entonces z=y.

A continuacién presentamos algunos ejemplos sobre reticulas de ideales para anillos. Co-
mencemos con un ejemplo sencillo.

EJEMPLO 80. Consideremos al anillo Z1,. No es dificil convencerse que los ideales de 71>
son (2), (3), (4), (6), (12). Un argumento mas formal es el siguiente, los ideales J < Z»
estan en correspondencia biyectiva con los ideales J < 7 tales que J C 127. El siguiente

diagrama ilustra la reticula de ideales de 71>

()

El diagrama anterior se conoce como Diagrama de Hasse.

EJEMPLO 81. Consideremos a nuestro arquetipo de anillo, es decir Z. Es bien sabido que
si I <7 es un ideal, entonces I = {m) para algiin m € 7, es decir | = mZ. A continuacion

ilustramos su reticula de ideales J:

10Z

47 9Z 257 497

21Z
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Podemos notar que en la primera fila se encuentras los ideales mdximos(los co-dtomos de

la reticula).
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7. Lema de Zorn

El lema de Zorn, o Kuratowski-Zorn, es quizas el enunciado equivalente al axioma de
eleccion que mads se utiliza en dlgebra pues permite garantizar la existencia de estructuras
con alguna caracteristica de maximalidad.

La meta de esta seccidn es enunciarlo, para lo cual se va a hacer una pequefa discusion
respecto a los conceptos previos que se requieren para ello.

DEFINICION 94. Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado y S C P. Decimos que S

tiene un:

1. Elemento mdximo si existe x € S tal que no existe y € S con la propiedad de que
x < y. En tal caso se dice que x es un elemento mdximo.
2. Elemento mayor si existe x € S tal que para cualquier'y € S, y < x. En tal caso se

dice que x es el mayor elemento de S.

Es importante mencionar que en muchos libros de texto de habla hispana la primera de las
definiciones presentadas se suele llamar elemento maximal y la segunda elemento maximo.
La terminologia seguida en estas notas es debida a Francisco Raggi quien comentaba que el
término maximal es una mala traduccién del inglés del concepto correspondiente. Mucha
gente que pertenece a la escuela de Raggi usa la terminologia, que es la que adoptaremos en
estas notas.

Por otro lado el lector se imaginard como se definen los conceptos duales que son minimo y
menor elemento. Ademds recuerde que un conjunto puede tener muchos elementos maximos,
pero tiene un Gnico mayor elemento. Ademads, de que todo mayor elemento es un elemento
maximo, pero el concepto de elemento maximo es mas débil que el de elementos mayor, y
lo andlogo sucede con elementos minimos y el menor elemento.

EJEMPLO 82. Para X = {a,b,c}, si P C P (X) es el subconjunto formado por los sub-
conjuntos propios de X, observe que (P,C) es un conjunto parcialmente ordenado. Son
elementos mdximos los conjuntos {a,b},{a,c},{b,c}. Este conjunto parcialmente orde-
nado no tiene mayor elemento pero si tiene menor elemento a saber 0. Observe que si
0 C Z(X) es el subconjunto formado por los subconjuntos propios de X no vacios, se
tienen los mismos mdximos que antes pero ahora no hay menor elemento, sin embargo hay

tres elementos minimos {a},{b},{c}.

EJEMPLO 83. Considere (N\ {0,1}, <), donde el orden estd definido por:
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a < b, sib|a.

Dicho conjunto parcialmente ordenado tiene como elementos mdximos a cualquier primo

positivo. Pero es obvio que no tiene un elemento mayor.

El ejemplo anterior hace ver que cudl es el problema en torno a por qué los elementos maxi-
mos no pueden ser el mayor elemento de un conjunto pues estos pueden ser no comparables.
Por tal razén observe que en un conjunto totalmente ordenado ambos conceptos coinciden.
Esto nos lleva a formular una definicién general.

DEFINICION 95. Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado. Una cadena es un sub-
conjunto S C P que es totalmente ordenado, es decir, cualesquiera dos elementos de S son

comparables.

Retomando el ejemplo de (N\ {0,1}, <) observe que el conjunto {2" | n € N} es una
cadena y que en esta el elemento maximo es 2, que es de hecho el elemento mayor en dicha
cadena.

El ejemplo anterior muestra que en las cadenas de un conjunto parcialmente ordenado los
conceptos de maximo y mayor elemento coinciden, lo que es mds general que la afirmacién
correspondiente para el conjunto totalmente ordenado.

Una vez discutidos estos importantes y sutiles conceptos podemos enunciar el resultado que
se quiere.

PROPOSICION 117. (Lema de Zorn) Cualquier conjunto parcialmente ordenado no vacio

en el que toda cadena es acotada superiormente, tiene un elemento mdximo.

Para mas informacion del lema de Zorn se recomienda consultar el libro “Axiom of Choice”
de Horst Herrlich.
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8. Acciones de grupos

El material de esta seccién incluyendo los detalles se pueden consultar con mayor profundi-
dad en el libro de Rotmann “An introduction of theory of groups”.

DEFINICION 96. Sea G un grupo. Un G-conjunto X, es un conjunto X y una funcion
p: G x X — X. Notacionalmente escribiremos gx := p(g,x) para toda g € Gy x € X.

Esta tiene que cumplir:

m ex =xparatodax € X.

» (gh)x=g(hx) paratoda g,h€e Gyx € X.
También se dice G actiia sobre X, esto porque a p se le llama una accion de G sobre X.

La siguiente proposicioén nos dice que toda accién induce un morfismo de grupo y viceversa.

PROPOSICION 118. Sea G un grupo y X un conjunto.
1. Si X es un G-conjunto, definimos p: G — Sx dada por p(g)(x) =gxparag € G
yx € X. Entonces p es un morfismo de grupos.
2. Sea p: G — Sx un morfismo de grupos. Entonces la funcion A: Gx X — X

dada por A(g,x) = p(g)(x) con g € Gy x € X, es una accion.
Mads aiin,las dos construcciones anteriores son inversas una de la otra.

Continuando con las definiciones.

DEFINICION 97. Sea X es un G-conjunto 'y x € X. Definimos:

1. la orbita de x, como el conjunto Gx := {gx € X | g € G}.

2. el estabilizador de x, G, son los elementos g € G tales que gx = x.

Uno de los resultados mds importantes de acciones de grupos se presenta a continuacion.

PROPOSICION 119 (Teorema de Orbita-Estabilizador). Sean X un G-conjunto y x € X.
Entonces,

Gx| =[G : G
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DEFINICION 98. Una accion de G en un conjunto X es transitiva si cualquiera, y por lo
tanto ambas de las siguientes condiciones equivalentes, se cumplen:

1. Para cualesquiera x,y € X existe g € G tal que y = gx

2. La accion tiene una vinica orbita
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9. Grupos Solubles

DEFINICION 99.
1. Una serie normal de un grupo G es una sucesion de subgrupos de G,
e=Gp<G <--- <G, =G
tales que G; 1 Gjy1 parai=0,...,n— 1. Llamamos a n la longitud de la serie
normal. A Giy1/G;i los llamamos los grupos factor de la serie.

2. Una serie normal se llama soluble si todos sus grupos factor son abelianos. Un

grupo es soluble si tiene una serie soluble.

Los siguientes dos resultados dan dos importantes familias de ejemplos donde la condicién
de solubilidad se hereda.

PROPOSICION 120. Sea G un grupo soluble. Entonces todo subgrupo de G es soluble.

DEMOSTRACION. SeaH < Gye =Gy <G <--- <G, =G una serie soluble de G.
Consideramos la serie

e=GNHLGINHL---<G,NH=GNH=H

Aplicando el segundo teorema de isomorfismo a HN G| < Giy1 y G; IGjy tenemos que
HNG;=(HNGi+1)NG; <HNG4. Por lo que la tenemos una serie normal. También por

el segundo teorema de isomorfismo tenenmos que:
(HQGH_])/(HﬂGi) = G,'(HﬂGH_l)/G,' < G,’.;,.]/G,'

Por lo que (HNGiy1)/(HNG;) es un subgrupo de un grupo abeliano. Por lo que es abeliano

y asi la serie es soluble. Por lo tanto H es soluble. (I

PROPOSICION 121. Sea G un grupo soluble. Entonces todo grupo cociente de G es soluble.

DEMOSTRACION. Sea H < G, n: G — G/H la proyeccién canénica y e = Gy <
G| < --- <G, = G una serie soluble de G. Consideramos la serie
e=m(Go) <n(G) <--- <7n(Gy) =G/H
Sea 7(x) € 7(G;) con x € G; y n(y) € n(Giy1) con y € Gi; 1. Entonces yxy~! € G; por
lo que 7(y)7(x)7(y)~" € 7(G;). Por lo que la serie es normal. Consideramos los epi-

morfismos G; — 7(Git1) y #(Git1) — w(Giy1)/7(G;) y su composicién ¢ : Gir1 —>



170 ANEXOS

(Git1)/m(G;). Como G; < nuc(¢), entonces se induce un epimorfismo y: Giy/G; —
(Git1)/m(G;). Por lo que ©(Git1)/7m(G;) es el cociente de un grupo abeliano y asi es un

grupo abeliano. Por lo tanto la sucesion es soluble y asi G/H es soluble. (]

El siguiente resultado dice que los grupos solubles son cerrados bajo extensiones.

PROPOSICION 122. Sea G un grupo y H un subgrupo normal de G tal que H y G/H es

soluble. Entonces G es soluble.

DEMOSTRACION. Sea e =Gy < G;/H < --- < G,/H = G/H una serie soluble de

G/Hye=Hy<H; <---<H,=H una serie soluble de H. La serie
e=Hy<H<--<Hy,<Gy<G1<...G;, =G

es soluble. O

COROLARIO 27. Si Gy H son grupos solubles. Entonces G X H es un grupo soluble.

A continuacién se mencionan los ejemplos basicos de grupos solubles.

EJEMPLO 84. Todo grupo abeliano es soluble.

EJEMPLO 85. Sea p un primo. Entonces todo p-grupo finito es soluble.

EJEMPLO 86. Ningiin grupo no abeliano simple es soluble. En particular A, no es simple

paran > 5.

EJEMPLO 87. S, no es soluble para n > 5.
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