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Przedmowa

Niniejszy skrypt jest owocem naszych wieloletnich do§wiadczefi w nauczaniu statystyki
matematycznej na Wydziale Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki Warszaw-
skiej. Nie nalezy go jednak uwazac za kolejny podrgcznik statystyki, ktérych niemato,
by wspomnieé [6, 9H11) [16]]. Brak w nim typowego dla takiego podrgcznika zestawu
definicji wprowadzanych pojgc i analizy ich wtasnoSci, nie podano tez twierdzen ani ich
dowodow. Skrypt ten przypomina bardziej poradnik dedykowany Czytelnikowi, ktéremu
nieobce sa juz podstawy statystyki matematycznej, ale ktéry rowniez chciatby zastoso-
waé poznane metody w praktyce. Tak wigc niniejsza pozycje nalezy postrzegaé wy-
facznie jako uzupetnienie teorii wyktadanej podczas tradycyjnego kursu wnioskowania
statystycznego.

Kazdy, kto zetknat si¢ z wnioskowaniem statystycznym w praktyce, wie, jak po-
mocnym narzg¢dziem wspomagajacym owe wnioskowanie jest komputer, pozwalajacy
przetwarza¢ duze zbiory danych, wyreczajacy nas w zmudnych rachunkach i ulatwiajacy
wykonanie rozmaitych przydatnych wizualizacji. To wlasnie wspomagana komputerowo
analiza danych i statystyka odgrywaja istotng role¢ w szeroko rozumianej matematyce
przemystowej, obejmujacej nie tylko tematyke techniczna, ale i zagadnienia z obszaru
biologii, medycyny, nauk spotecznych, inzynierii finansowej itd.

Aby méc w pelni skorzystaé z dobrodziejstw, jakie oferuje komputer w zakresie
wsparcia wnioskowania statystycznego i analizy danych, konieczne jest odpowiednie
oprogramowanie. Praktycy korzystaja z réznych pakietow statystycznych, poczawszy od
specjalistycznych programéw, ukierunkowanych na waskie zastosowania, a skoficzyw-
szy na pakietach oferujacych bogate zestawy réznorodnych narzgdzi i procedur, ktére
maja potencjalnie zaspokoié potrzeby szerokiego grona analitykdw.

W ostatnich latach coraz bardziej popularnym narzgdziem staje si¢ Srodowisko R.
Mozna wskaza¢ wiele Zrédet sukcesu tego oprogramowania. Po pierwsze, R jest do-
stepny na wszystkich platformach i systemach operacyjnych. Po wtére, jest to Srodo-
wisko otwarte, ktore dostarczajac gotowe funkcje pozwala jednoczes$nie uzytkownikowi
tworzy¢ wiasne procedury. Dzigki temu rézne repozytoria (np. CRAN) sa nieustannie
wzbogacane o kolejne biblioteki funkcji pisane przez uzytkownikéw R. Nie bez znacze-
nia jest rowniez fakt, ze jest to pakiet bezptatny i wolnodostepny. Dzigki tym walorom
R jest juz od lat wykorzystywany takze w procesie dydaktycznym realizowanym na Wy-
dziale MiNI. Stad tez wziat si¢ pomysl, aby praktyczne ¢wiczenia, ktérym po§wigcony
jest niniejszy skrypt, byty realizowane witasnie z wykorzystaniem programu R.

Od strony merytorycznej nasz skrypt obejmuje wstgp do programowania w jezyku R,
statystyke opisowa, estymacje punktowa i przedzialowa, weryfikacje hipotez (z uwzgled-
nieniem testéw parametrycznych i nieparametrycznych), badanie zwiazku migdzy ce-
chami (w tym m.in. analiz¢ regresji i analize wariancji) oraz pewne zagadnienia z za-
kresu rachunku prawdopodobienistwa i symulacji komputerowych. Kazdy z rozdzialéw
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ma identyczng strukturg: na poczatku podajemy zwigzle informacje dotyczace funkcji
pakietu R zwiazanych z rozwazang tematyka, po czym zamieszczamy zestaw przykla-
déw zawierajacych w petni rozwigzane i oméwione zadania. Dodatkowo, w kazdym roz-
dziale publikujemy zbiér zadan pozostawionych do rozwiazania Czytelnikom (do czg¢sci
z nich dotaczamy réwniez wskazéwki i odpowiedzi).

Mamy nadziejg, ze Czytelnik, ktéry przesledzi ze zrozumieniem przyktady zawarte
z niniejszym skrypcie, nie tylko poszerzy swa wiedzg¢ i umiejgtnosci w zakresie wnio-
skowania statystycznego, ale i polubi samo §rodowisko R. Tych zas§, ktérzy beda chcieli
dowiedziec sig¢ jeszcze wigcej na temat programu R odsytamy do bogatej literatury, m.in.
(RS 17) 18L 12H14].

Przemystaw Grzegorzewski
Marek Gagolewski
Konstancja Bobecka-Wesotowska

Warszawa, wrzesien 2014 r.



Programowanie w jezyku R

1.1. Wprowadzenie

1.1.1. Pierwsze kroki z R

Srodowisko jest otwartym, zaawansowanym i coraz bardziej zyskujacym uznanie
oprogramowaniem stluzacym m.in. do obliczen statystycznych i tworzenia wykreséw.
Jego trzon stanowi wygodny, interpretowany jezyk programowania, ktory jest podobny
sktadnig do C/C++.

Program ten dziata na réznych systemach operacyjnych: Windows, Linux i OS X.
Jego instalacja jest latwa i nie powinna przysporzy¢ klopotéw nawet niezaawansowa-
nym uzytkownikom. Cho¢ nie jest to niezbgdne do korzystania z programu R, zache-
camy do zainstalowania dodatkowo bardzo wygodnego edytora RStudioEl, znakomicie
utatwiajacego codzienng pracg w R.

Do generowania przyktadéw w niniejszej ksiazce uzywamy R w wersji 3.1.1. Jed-
nakze wigkszo§¢ zamieszczonych przykladéw powinna dziata¢ takze we wczesniejszych
1 p6Zniejszych wersjach programu, gdyz w przedstawianych rozwiazaniach nie korzy-
stamy ze ztozonych konstrukcji jezykowych ani z niestandardowych pakietow.

Osobom szczegdlnie zainteresowanym jezykiem R polecamy prace [11, 3} [7].

Po uruchomieniu RStudio, konsola R wita uzytkownika stosownym komunikatem
i drukuje tzw. znak zachety, ktéry standardowo ma nastgpujaca postac:
>

Ten znak wskazuje gotowos$¢ do przyjmowania polecen od uzytkownika.

Aby poméc Czytelnikowi ,,nawiazac kontakt” z R potraktujmy go najpierw jako kal-
kulator. Zacznijmy zatem od wydania prostej komendy, ktérej celem begdzie obliczenie
wyrazenia ,,2 + 2”. Wpisujemy owe dziatanie po znaku zachety, a nastepnie zatwier-
dzamy komende klawiszem (ENTER). Ponizej zostanie natychmiast wySwietlony wynik
dziatania:
> 2+2
(1] 4

Niektorzy Czytelnicy moga pamigtaé, ze np. w jezyku C wymaga si¢, aby kazde
polecenie konczy¢ znakiem Srednika. Jak widzimy, tutaj nie jest to konieczne. Jednakze
tego rodzaju separatora mozemy uzy¢ do wprowadzenia wigcej niz jednego wyrazenia
w jednym wierszu, np.

"http://www.r-project.org/
"http://www.rstudio.com/ide
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> 2%3.5; 5+4%2
(1] 7
[1] 13

(il Informacja

W R czgsc¢ catkowita liczby oddzielamy od czgsci utamkowej za pomoca kropki.

Ciekawa wiasnoscig programu RStudio jest to, ze nie trzeba wpisywaé catego po-
lecenia w jednym wierszu. Jezeli wprowadzimy niedokoniczone wyrazenie, konsola R
poprosi o jego uzupelnienie.
>5 /2 %

+ 8
[1] 20

Zwréémy uwage, ze w tym przypadku nastgpuje zmiana postaci znaku zachety.

(i Informacja

Historia ostatnio wywolywanych polecen dostgpna jest za posrednictwem klawiszy
(1) oraz (]). Mozemy réwniez, podobnie jak w zwyktym edytorze tekstu, dowolnie
przesuwaé kursor, np. aby zmieni¢ fragment wprowadzanej komendy. Sprébujmy
uzy¢ do tego klawiszy («—), (—), (HOME), (END).

Dobrym nawykiem jest komentowanie wpisywanego kodu. Stuzy do tego symbol
kratki” (#) — wszystkie nastgpujace po nim znaki az do korica wiersza beda ignoro-
wane przez interpreter polecen, np.
> 2/4
[1] 0.5

(i Informacja

W RStudio wygodnie jest uzywaé¢ wbudowanego edytora plikéw (menu File —
New File — R Script). Mozna w nim robi¢ np. notatki lub pisaé ztozone funkcje.
Dowolne fragmenty kodu wysytamy z tego edytora do konsoli za pomocg kombi-
nacji klawiszy (CTRL+ENTER).

Warto réwniez pamigtac o czgstym zapisywaniu tworzonego pliku (File — Save).
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1.1.2. Wektory atomowe i czynniki

1.1.2.1. Wektory liczbowe, tworzenie wektoréw, podstawowe operacje

Podstawowym typem danych, z ktérym bgdziemy mieli do czynienia w pracy w Srodo-
wisku R sa tzw. wektory atomowe.
Zwr6émy uwage na to, ze wywolane w poprzednim punkcie polecenie:
> 242
[1] 4

jest tak naprawdg dziataniem na wektorach liczbowych o dlugosci 1, dajacym w wyniku
wektor o takiej samej liczbie elementéw.
Do stworzenia wektora o dowolnej dtugosci uzywamy funkcji c ().
> c(4, 6, 5, 3)
[11 46 53

(il Informacja

Nalezy pamigtac o tym, ze R rozréznia wielkos¢ liter. To za$ znaczy, ze powyzsze
wywotanie pisane wielka litera C () najprawdopodobniej zakonczy si¢ zgloszeniem
biedu.

Skoro juz ,,pojedyncza liczba” jest wektorem, to dlaczego by nie sprébowac pota-
czenia kilku dtuzszych wektorow w jeden? Oto przyktad:
> c(1, 2, ¢(3,4,5), c(6,7), 8)
[11] 12345678

Wigkszo$¢ operacji arytmetycznych na wektorach jest wykonywana element po ele-
mencie (ang. element-wise), tzn. dla ciagéw a = (a1, as,...,ay,) orazb = (b1, b, ...,
by, ) wynikiem dziatania a © b jest wektor (a1 ® by, ..., a, ® by,). Przyktadowo:
> c(1, 2, 3)%c(0.5, 0.5, 0.5)
[1] 0.5 1.0 1.5

Jezeli dane operandy sa réznej dlugosci (dla ustalenia uwagi niech n; < ns), na-
stepuje ich uzgodnienie za pomoca tzw. reguty zawijania (ang. recycling rule). Wek-
tor krétszy (a1, as,...,an,) jest powielany tyle razy, ile potrzeba, aby dopasowat sig
do dtuzszego, wedtug schematu (ay, ag, .. ., an,, a1, as, ... ). Jezeli rozmiary wektoréw
nie sa zgodne, tzn. ny mod ny # 0, wySwietlane jest ostrzezenie. W wyniku dziatania
otrzymujemy ciag o dtugosci no. Dla przyktadu, nastgpujace wyrazenie jest rOwnowazne
dziataniu zilustrowanemu powyze;j.
> c(1, 2, 3)%0.5
[1] 0.5 1.0 1.5

A oto inne przyktady:
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> c(1, 2, 3, 4)+c(1, 0.5)
[1] 2.0 2.5 4.0 4.5

> 2°c(0, 1, 2, 3, 4)

[11 1 2 4 8 16

W tabeli [I.T| przestawiono dostgpne operatory arytmetyczne.

Tab. 1.1. Operatory arytmetyczne

Operacja Znaczenie

-X zmiana znaku

X +y dodawanie

X -y odejmowanie

X *xy mnozenie

x/y dzielenie

x "y potegowanie

x %/% y dzielenie catkowite
x %% y  resztaz dzielenia

Pewne operacje moga generowaé wartoSci specjalne: nieskoficzono$¢ (stata Inf)
i nie-liczbg (stata NaN, ang. not a number). Na przykiad:

>1.0/ 0.0
[1] Inf

> 0.0/ 0.0
[1] NaN

> -1/Inf
[1] O

> Inf-Inf
[1] NaN

> NaN + 100
[1] NaN

> —-Inf + 100000000000
[1] -Inf

R ma rowniez wbudowanych wiele funkcji matematycznych. Ich wartosci sa obli-
czane oddzielnie dla poszczegdlnych elementéw wektora, tzn.

f((ar,az, ... an)) = (f(a1), f(a2), ..., f(an)).

Przyktadowo:

> pi

[1] 3.141593

> sin(c (0.0, pi*0.5, pi, pi*1.5, pi*20))
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[1] 0.000000e+00 1.000000e+00 1.224647e-16 -1.000000e+00
[6] -2.449294e-15

> round(sin(c(0.0, pi*0.5, pi, pi*1.5, pi*20)), 3)

[1] 0 1 0 -1 O

(i Informacja

sin(pi) to wynik zapisany w tzw. notacji naukowej. Np. liczba 3.2e-2 to nic
innego niz 3,2 x 1072,

> 3.2e-2

[1] 0.032

Zatem: 10716 to bardzo mata liczba (rezultat btedéw arytmetyki zmiennopozycyj-
nej komputera), czyli prawie 0.

W tabeli [I.2] zamieszczamy wykaz najwazniejszych funkcji matematycznych.

Tab. 1.2. Funkcje matematyczne

Funkcja Znaczenie

abs (x) warto$¢ bezwzgledna

sqrt (x) pierwiastek kwadratowy

cos(x) cosinus

sin(x) sinus

tan(x) tangens

acos(x) arcus cosinus

asin(x) arcus sinus

atan(x) arcus tanges

exp (x) e*

log(x, base=exp(1)) logarytm o podstawie base

logl0(x) logarytm o podstawie 10

log2(x) logarytm o podstawie 2

round(x, digits=0) zaokraglanie do digits cyfr po kropce dziesigtnej
floor(x) najwigksza liczba catkowita nie wigksza niz x
ceiling(x) najmniejsza liczba catkowita nie mniejsza niz x

(il Informacja

W zapisie log(x, base=exp(1l)), parametr base ma okre§lona wartos¢ do-
mysing. Jezeli pominiemy jawne nadanie wartoSci temu argumentowi, przy wy-
wolaniu funkcji przypisana mu bedzie liczba e.
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(il Informacja
R posiada bardzo rozwinigty, wygodny i dobrze zorganizowany system pomocy.
Aby uzyskaé wigcej informacji na temat jakiej$ funkcji, np. sin (), piszemy

> 7sin

badZ réwnowaznie

> help("sin")

W przypadku, gdy nie znamy dokladnej nazwy pozadanej funkcji, mozemy tez
skorzysta¢ z prostej wyszukiwarki:

> help.search("standard deviation")

Ponadto gdy piszemy polecenia w konsoli, mozemy skorzystac¢ z podpowiedzi badZ
tzw. autouzupelnienia, dostgpnego po wcisnigciu klawisza (TAB):

> ce # tutaj wciskamy klawisz [TAB]...
> ceiling # ...1i R "dopowiedzia1" nazwe¢ funkcji
Jako ciekawostke wpiszmy

> cos # [TAB]
=> cos cosh

Wynika z tego, ze R ,,zna” dwie funkcje o nazwach zaczynajacych si¢ od cos.

W R mamy takze dostgp do wielu tzw. funkcji agregujacych (zwracajacych poje-

dyncza warto$¢ liczbowa) oraz dodatkowych funkcji pomocniczych, utatwiajacych ob-
liczanie r6znego rodzaju wyrazen arytmetycznych. Kilka takich funkcji zamiesciliSmy
w tabeli [[L3

(i Informacja

Dzigki wydajnym funkcjom takim jak powyzsze, w wielu wypadkach nie jest po-
trzebne uzywanie warunkowych instrukcji sterujacych, takich jak np. petla for
znana niektérym Czytelnikom z jezyka C.

W R mozna bardzo prosto generowac ciagi arytmetyczne. Ciag o przyroscie 1 badz

—1 tworzymy za pomoca dwukropka (:), np.

> 1:10
[1] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
> 1.5:6
[1] 1.5 2.5 3.5 4.5 5.5
> -1:10

[11 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Tab. 1.3. Funkcje matematyczne

Funkcja Znaczenie
sum(x) suma wszystkich elementéw, 1 := >_1; x;
prod(x) iloczyn wszystkich elementéw, r1 := [~ z;
diff(x) réznica sasiadujacych ze soba elementow,

Ty = Tj41 — Tj; j:1,2,...,n—1
mean (x) Srednia arytmetyczna, 11 := % S
var (x) wariancja, 71 = = % (@ — mean(x))?
sd(x) odchylenie standardowe,

r1 = y/var(x) = sqrt(var(x))
sort(x) sortowanie ciagu
rank (x) rangowanie elementéw
min(x) minimum, 71 := min;—1,2,. » ¥;
max (x) maksimum, r1 := max;—12,...n Z;

cummin (x) minimum skumulowane,

ri=ming—12. %5 J=1,2,...,n
cummax (x) maksumum skumulowane,

rji=maxXi=12,..;Li; J=1,2,...,m
cumsum(x) skumulowana suma,

N i

ri=ia%; j=12,....n

cumprod(x) skumulowany iloczyn,

T L
rj=1Iliz; 7=12,...,n

> (-1):10

[1] -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
> -(1:10)

SRS =R 3R AT BN 67 = SR g R ()
> 5:0

[1] 543210

Ciagi o innych przyrostach sa konstruowane za pomoca funkcji seq (), np.
> seq(0, 10, 2)
[1] 0 2 4 6 8 10
> seq(11.5, -3, by=-3.7)
[1] 11.5 7.8 4.1 0.4
> seq(0.0, 1.0, length=b)
[1] 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Mozliwe jest takze tworzenie wektoréw za pomoca powtoérzen (replikacji) zadanych
wartoSci. Rozwazmy nastgpujace przyktady:
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> rep(1, 5)
1] 11111
> rep(c(1,2), 5)

1] 1212121212
> rep(c(1,2), each=b)

1] 1111122222
> rep(c(1,2), each=c(5,4))
Warning: first element used of ’each’ argument

111111122222
> rep(c(1,2), c(5,4))
11111112222

4 Zadanie

Poznaj szczeg6ty dziatania tej funkcji, studiujac strong pomocy:

> 7rep

1.1.2.2. Wektory logiczne

Kolejnym typem wektorow sg wektory przechowujace wartosci logiczne. Mamy dostep
do dwdch wbudowanych statych, oznaczajacych warto$¢ logiczng prawda (TRUE) oraz
warto$¢ fatsz (FALSE). Wektory te tworzymy za pomocg poznanych juz funkcji ¢ () badZ
rep().

> c(TRUE, FALSE, TRUE)

[1] TRUE FALSE TRUE

> rep(FALSE, 3)

[1] FALSE FALSE FALSE

Mamy dostep do nastgpujacych operacji logicznych:

Operacja Znaczenie

! x negacja

X &y koniunkcja
x|y alternatywa

xor(x, y) alternatywa wylaczajaca

Dziataja one podobnie do operacji arytmetycznych na wektorach numerycznych, tzn.

element po elemencie oraz zgodnie z regula zawijania. Rozwazmy nastgpujace przy-
ktady

> 1c(TRUE, FALSE)
[1] FALSE TRUE
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> c(TRUE, FALSE, FALSE, TRUE) | c(TRUE, FALSE, TRUE, FALSE)

[1] TRUE FALSE TRUE TRUE

> c(TRUE, FALSE, FALSE, TRUE) & c(TRUE, FALSE, TRUE, FALSE)

[1] TRUE FALSE FALSE FALSE

> xor(c(TRUE, FALSE, FALSE, TRUE), c(TRUE, FALSE, TRUE, FALSE))
[1] FALSE FALSE TRUE TRUE

(il Informacja

Zwréémy uwage, ze operatory koniunkcji i alternatywy w jezyku C sa zapisywane,
odpowiednio, jako && oraz ||. W jezyku R sa one takze dostgpne, jednakze nie
dziataja zgodnie z zasada element-po-elemencie, zwracajac pojedyncza wartos¢.
Odkrycie reguty ich dziatania pozostawiamy jako zadanie dla Czytelnika.

Operatory poréwnania, ktére mozna stosowaé m.in. do ustalania zwiazkéw migdzy
elementami w wektorach liczbowych, daja w wyniku ciagi wartosci logicznych. Oto lista
wspomnianych operatoréw poréwnania:

Operator Znaczenie

x <y mniejsze

X >y wigksze

x <=y  mniejsze lub réwne
x >=y  wigksze lub réwne
x ==y  réwnosé

x !=y  nier6wnos¢

Rozwazmy nastepujace przyktady:

> (1:10) <= 5

[1] TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE
> (1:10) <= c(3,7)

[1] TRUE TRUE TRUE TRUE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE
> (1:10) %k 2 ==

[1] FALSE TRUE FALSE TRUE FALSE TRUE FALSE TRUE FALSE TRUE
> rep(c(TRUE, FALSE), 4) != rep(TRUE, 8)

[1] FALSE TRUE FALSE TRUE FALSE TRUE FALSE TRUE

1.1.2.3. Wektory liczb zespolonych

W R mamy tez mozliwo$¢ tworzenia wektorow ztozonych z liczb zespolonych. Jed-
nostke urojong oznaczamy litera i. Stanowi ona przyrostek ,,doklejany” do liczby, np.
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> 1i

[1] O+1i
> 3+2i
[1] 3+2i

Wektory zespolone mozna tworzy¢ za pomocg funkcji c () oraz rep (). Dostgpne sa
dla nich operacje arytmetyczne +, -, /, *, = oraz pewne funkcje dodatkowe. Oto lista
podstawowych operatoréw dla liczby zespolonej z = x + iy = |z|(cos ¢ + isin ¢):

Funkcja  Znaczenie Wyrazenie
Re(z) czg$é rzeczywista  x

Im(z) czg$¢ urojona Y

Mod(z)  modut |z| = Va2 +y?
Arg(z)  argument )

Conj(z) sprzezenie T —1y

Rozwazmy nastgpujace przyktady:
> c(1i, 2i, 3i)
[1] 0+1i 0+2i 0+3i
> rep(3+2i, 3)
[1] 3+2i 3+2i 3+2i
> (1:10)*1i
[1] O+ 1i O+ 2i O+ 3i O+ 4i O+ 5i 0+ 6i O+ 7i O+ 8i O+ 9i 0+10i
> (2i-2)*(3+11)
[1] -8+4i
> (2i-2)/(3+11i)
[1] -0.4+0.8i
> Re(4i)
[11 ©
> Mod(1+1i)
[1] 1.414214

1.1.2.4. Wektory napiséw, hierarchia typdéw

Jeszcze innym waznym typem elementéw, ktére moga by¢ przechowywane w wekto-
rach, sa napisy badz taicuchy znakéw (ang. character strings). Definiujemy je z uzy-
ciem cudzystowu (". . .") badZ (rdéwnowaznie) apostroféw (’...”), np.

> ’ala ma kota’

[1] "ala ma kota"

> c("a", "kot", "ma ale")

[1] "a" "kot" "ma ale"

> rep("a", 4)

[1:] "a" "a" "a" "a"



WPROWADZENIE

Oto najwazniejsze operacje na wektorach:

> paste("aaa", "bbb")
[1] "aaa bbb"
> paste("aaa", "bbb", sep="")
[1] "aaabbb"
> paste("a", 1:10, sep="")
[1] "ai"™ "a2" "a3" "a4" "ab" "a6" "a7" "a8" "a9" "alQ"
> paste("a", 1:10, sep="", collapse=", ")
[1] "al, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9, all"
> nchar("napis")
[11 5
> cat("ala\nma\nkota\n")
ala
ma
kota

Do tej pory tworzyliSmy wektory sktadajace si¢ z liczb rzeczywistych, wartosci lo-
gicznych, liczb zespolonych albo napiséw. A co by sig stato, gdyby tak przechowywac
warto$ci réznych typdw w jednym obiekcie? SprawdZmy:
> c(TRUE, 1, 1+1i, "jeden")

[1] "TRUE" "1" "1+1i" "jeden"
> c(TRUE, 1, 1+1i)

[1] 1+01i 1+0i 1+1i

> c(TRUE, 1)

[1] 11
> c("jeden", 1, 1+1i, TRUE)
[1] "jeden" Illll ||1+li|| "TRUE"

Z przedstawionych wyzej przyktadéw tatwo wywnioskowaé, ze typy danych w R
tworza Scisle okreslong hierarchig. Wszystkie elementy wektora musza by¢ tego samego
typu. W przypadku préby stworzenia obiektu sktadajacego si¢ z elementéw réznych
typow, ustalany jest typ wystarczajacy do reprezentacji wszystkich elementéw, w naste-
pujacej kolejnosci:

1. typ logiczny,

2. typ liczbowy,

3. typ zespolony,

4. napis.

(i Informacja

Z formalnego punktu widzenia typ liczbowy dzielimy jeszcze na catkowity (ang.
integer) 1 zmiennopozycyjny (ang. floating point). Liczby wprowadzane z klawia-

11
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tury sa traktowane jako typu zmiennopozycyjnego, nawet jesli nie podamy jawnie
ich czgsci utamkowe;.

Warto takze pamigtaé, ze warto§¢ TRUE jest zawsze przeksztalcana do liczby 1, za$
FALSE do 0. Korzystajac z tego faktu mozemy szybko rozwiazaé nastgpujace zadanie:
majac dany wektor logiczny sprawdzi¢, ile znajduje si¢ w nim wartoSci. Okazuje sig¢
jednak, ze funkcja sum () sama dokonuje stosownego przeksztalcenia typow.
> sum(c(TRUE, FALSE, TRUE, FALSE, FALSE, FALSE, TRUE))

(1] 3

1.1.2.5. Obiekty nazwane, indeksowanie wektoréw, braki danych

Jezyk programowania byiby bardzo ograniczony, gdyby nie bytlo w nim mechanizméw
zapisywania warto$ci w pamigci. Tego typu funkcje spetniaja w R tzw. obiekty nazwane.
Identyfikowane sa one przez nazwe, rozpoczynajaca si¢ od litery lub kropki. Nazwy
moga zawiera¢ dowolne kombinacje m.in. liter, cyfr, kropek i znaku podkres$lnika ().
Pamigtajmy jednak, ze R rozr6znia wielkos¢ liter.

Do tworzenia/zastgpowania obiektow nazwanych stuzy jeden z trzech operatoréw:
<-, =, ->. Dwa pierwszeE] oczekuja po prawej stronie wyrazenia, a po lewej nazwy
zmiennej, ostatni za$ na odwrét. Dla przyktadu:
> sumka <- 2+2; Sumka <- 3+3
> abs(sumka - Sumka - 1) -> roz_niczka
> roz_niczka

(1] 3

Operacje przypisania domysSlnie nie powoduja wySwietlenia wyniku. Mozna je jed-
nak wymusié za pomoca wzigcia w nawiasy calego wyrazenia, np.
> (zmienna <- 1:50)
[1] 1+ 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

[23] 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44
[45] 45 46 47 48 49 50

Czytelnik z pewnoscia zwrdcit uwage na oznaczenia typu ,,[1]”, wySwietlane za
kazdym razem przy okazji wypisywania wyniku. W ostatnim przykladzie znalazty sig¢
dodatkowo i inne tego typu oznaczenia. OkreSlaja one indeks elementu wektora, na kto-
rym lezy pierwsza wypisywana w danym wierszu wartos¢.

Wektory w jezyku R, w przeciwienstwie do C, sg indeksowane od jedynki. Aby
pozna¢ dlugosé danego ciagu (a tym samym indeks ostatniego elementu), wywotujemy
funkcje length ():

3Preferowany jest operator <-.
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> length(-3:3)
(11 7

Interesujace nas elementy znajdujace si¢ na okre§lonych pozycjach mozemy pobraé
za pomocg operatora indeksowania [-]:
> w <= -10:10
> w[3]
(1] -8
> wlc(3,5)]
[1] -8 -6
> idx <- 4:10
> wlidx]
[1] -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1
Mozna takze wykluczaé pewne elementy z ciagu za pomoca odwotywania si¢ do
ujemnych indekséw:
> abc <- 1:10
> abc <- abc[-4]
> abc
(1] 1 2 3 5 6 7 8 910
> abc[-c(3,6)]
[11] 1 2 5 6 8 9 10

Wektory mozna réwniez indeksowaé za pomoca wektorow logicznych. Operator [-]
przyjmuje wtedy jako argument ciag o takiej samej dtugosci, co ciag, do ktérego wyra-
z6w bedziemy si¢ odwotywaé (jezeli jest on krétszy, to dziata reguta zawijania). Takie
wektory okreSlaja, ktére z elementéw maja by¢ umieszczone w podciagu wynikowym
(TRUE), a ktére opuszczone (FALSE), np.
>x <- 1:6
> x[c(TRUE, FALSE, TRUE, FALSE, TRUE, TRUE)]

[1] 1 356

> x[c(TRUE, FALSE)]

[11 135

>x >5

[1] FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE
> x[x > 5]

(1] 6

> (BardzoLubieR <- x %% 3)
[11] 120120

> x[BardzoLubieR == 0]

[1] 3 6

Istnieje takze specjalna stata logiczna stuzaca do reprezentowania brakéw danych:
NA (ang. not available data), czyli informacji niedostgpnych badZ nieznanych. Wage
j€j znaczenia poznamy w rozdziale dotyczacym statystyki opisowej. Tutaj wspomnimy

13
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tylko o funkcjach pozwalajacych sprawdzaé, czy wystgpuja braki danych w wektorach
i/lub ewentualnie je usuwac. Oto przyktady:

> niekompletnyl <- c(TRUE, NA, FALSE, NA, TRUE, TRUE)
> c(3, 4, 5, NA, 2, 3, 1)

[11 3 4 5NA 2 3 1

> is.na(niekompletnyl)

[1] FALSE TRUE FALSE TRUE FALSE FALSE

> niekompletnyl[!is.na(niekompletnyl)]

[1] TRUE FALSE TRUE TRUE

> na.omit(niekompletnyl)

[1] TRUE FALSE TRUE TRUE

attr(,"na.action")

[1] 2 4

attr(,"class")

[1] "omit"

> niekompletnyl[is.na(niekompletnyl)] <- FALSE

> niekompletnyl

[1] TRUE FALSE FALSE FALSE TRUE TRUE

Czasem moga si¢ nam przyda¢ takze funkcje kontrolne do sprawdzania, czy wynik
jest nie-liczba (NaN), badzZ czy jest skoiiczony. Zwracaja one wartosci logiczne. Przykta-
dowo:

> is.nan(Inf/Inf)

[1] TRUE

> is.finite(-Inf)

[1] FALSE

> is.infinite(c(Inf/Inf, Inf*xInf, 1/Inf, Inf/1))
[1] FALSE TRUE FALSE TRUE

> is.finite(c(1, NA, NaN, Inf, -Inf))

[1] TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE

1.1.2.6. Czynniki

Wyréznionym typem wektoréw sa obiekty do przechowywania zmiennych typu jako-
Sciowego. Elementy tego typu obiektéw moga wystepowaé tylko na z géry okreslone;j,
skoniczonej liczbie poziomoéw (rzgdu kilku czy kilkunastu). Sa to tak zwane wektory
czynnikowe (ang. factors). Kazda kategoria (klasa, poziom) czynnika moze by¢ identy-
fikowana za pomoca dowolnego ciagu znakéw. Dla przyktadu:

> wek <- c("Ala", "0Ola", "Jola", "Ala", "Ala", "Jola", "Ala")

> fek <- factor(wek)

> fek

[1] Ala 0la Jola Ala Ala Jola Ala
Levels: Ala Jola Ola
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> levels(fek)

[1] llAlall llJolall llolall

> levels(fek) [1] <- "Michai"
> fek

[1] Michal Ola Jola  Michat Michat Jola  Michat
Levels: Michatr Jola 0Ola

> (fek2 <- factor(rep(1:5, 2)))
[11 1234512345
Levels: 1 2 3 4 5
> levels(fek2) <- c("A", "B", "C", "D", "E")
> fek2
[1]] ABCDEABCDE
Levels: ABCDE

1.1.3. Listy

ZauwazyliSmy wczesniej, iz wektory moga przechowywacé elementy tylko jednego typu.
Tego ograniczenia pozbawione sa listy. Dla przyktadu:

> L <- 1ist(1, "napis", TRUE, 5:10)

> L

[[1]1]

[1] 1

[[2]1]
[1] "napis"

[r3ll
[1] TRUE

[[4]1]
[1] 5 6 7 8 9 10

Dostep do poszczegdlnych elementdw listy uzyskujemy za pomoca podwdjnych na-
wiaséw kwadratowych, czyli tzw. operatora wydobywania:

> L[[1]]

[1] 1

> L[[4]]

[11] 5 6 7 8 9 10
> L[[4]]1[3]

[11 7

Poszczegdlne elementy listy moga by¢ takze nazwane (identyfikowane za pomoca
nazwy):

> el <- 1ist(1, komunikat="napis", TRUE, wartosci=5:10)
> el

15
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[[11]
[1] 1

$komunikat
[1] "napis"

[[31]
[1] TRUE

$wartosci
[1] 5 6 7 8 9 10

Dostep do kolejnego (w naszym przypadku — drugiego) elementu mozemy uzyskaé
na jeden z trzech sposob6éw:

> el[[2]]
[1] "napis"
> el$komunikat
[1] "napis"
> el["komunikat"]
$komunikat
[1] "napis"
Nazwy elementéw mozna zmienia¢ za pomoca modyfikacji atrybutu names:
> names(el)
[1] m» "komunikat" "" "wartosci"
> names(el) [1:2] <- c("jedynka", "uwaga")
> el
$jedynka
(11 1

$uwaga
[1] "napis"

[[3]]
[1] TRUE

$wartosci
[1] 5 6 7 8 9 10

(i Informacja

W podobnym sposéb mozna tez nazywaé elementy wektorow atomowych tworzo-
nych przy uzyciu funkcji c ().
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1.1.4. Ramki danych

Szczegdlnego rodzaju listami sa ramki danych (ang. data frames). Sa to listy przechowu-
jace wektory o tej samej dtugosci. Przechowywane dane wyswietlane sa w postaci dwu-
wymiarowe]j tabeli, w ktérej kolumnami (zmiennymi) sa wspomniane wektory, a wier-
szami (obserwacjami) — elementy wektorow o tych samych indeksach. Na przyktad:

>

V V V V

D wWw N e

imiona <- c("Ania", "Kasia", "Janek", "Borys")
wiek <- ¢(8, 5, 3, 9)
lubialody <- c(TRUE, TRUE, FALSE, TRUE)
dzieci <- data.frame(imiona, wiek, lubiaLody)
dzieci
imiona wiek lubialody

Ania 8 TRUE

Kasia 5 TRUE

Janek 3 FALSE

Borys 9 TRUE

Nazwy kolumn biorg si¢ domyslnie z nazw argumentéw. Mozemy je jednak zainicjo-

wac w podobny sposéb jak w przypadku listy badZ zmieni¢ za pomoca funkcji names ():

>
>

vV V. WN -

D wWw N e

>

dzieci <- data.frame(imie=imiona, wiek, lubiaLody)
dzieci

imie wiek lubialody

Ania 8 TRUE
Kasia 5 TRUE

Janek 3 FALSE
Borys 9 TRUE
names (dzieci) [3] <- "lubilLody"
dzieci

imie wiek lubilody

Ania 8 TRUE
Kasia 5 TRUE

Janek 3 FALSE
Borys 9 TRUE

A teraz zobaczmy, w jaki sposéb uzyskaé dostep do poszczegdlnych sktadowych:
dziecil1,1]

[1] Ania
Levels: Ania Borys Janek Kasia

>

vV b W N

dzieci[2:4, c(1,3)]
imie lubiLody

Kasia TRUE
Janek FALSE
Borys TRUE
dziecil[1,]

imie wiek lubiLody
Ania 8 TRUE
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> dziecil,1]
[1] Ania Kasia Janek Borys
Levels: Ania Borys Janek Kasia
> dzieci[1]
imie
1 Ania
2 Kasia
3 Janek
4 Borys
> dzieci$imie
[1] Ania Kasia Janek Borys
Levels: Ania Borys Janek Kasia

(il Informacja

Widzimy, ze kolumna imie jest typu czynnikowego. Przy tworzeniu ramek da-
nych napisy sa domysSlnie automatycznie konwertowane (dla wygody) na czyn-
niki. Mozemy temu zapobiec poprzez ustawienie odpowiedniego argumentu funk-
cji data.frame():

> dzieci2 <- data.frame(imiona, wiek, lubiaLody,
+ stringsAsFactors=FALSE)

> dzieci2[,1]

[1] "Ania" "Kasia" "Janek" "Borys"

1.1.5. Macierze

Ostatnim typem danych, ktéry oméwimy, sa macierze (ang. matrices). Do ich tworzenia
stuzy funkcjamatrix (). Jako parametr pobiera ona wektor pozadanych elementow oraz
wymiar macierzy. Na przyktad:

> matrix(1:6, nrow=2, ncol=3)
[,11 [,2]1 [,3]

[1,] 1 3 5

[2,] 2 4 6

> matrix(1:6, nrow=2)
[,11 [,2]1 [,3]

[1,] 1 3 5

[2,] 2 4 6

> matrix(1:6, nrow=2, byrow=TRUE)
[,11 [,2]1 [,3]

[1,] 1 2 3

[2,] 4 5 6

Liste wazniejszych operacji i funkcji macierzowych przedstawia ponizsza tabela.
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Operacja Znaczenie

A Yx% B mnozenie macierzy

det (A) wyznacznik macierzy

t(A) transpozycja

solve(A, b) rozwiazanie uktadu liniowego postaci Ax = b
diag(A) diagonala (jako wektor)

eigen(A) warto$ci wlasne i wektory wtasne

Rozwazmy nastgpujace przyktady:
> (A <- matrix(c(2,0,0,2), nrow=2))
(.11 [,2]
[1,] 2 0
[2,] 0 2
> (B <- matrix(1:4, nrow=2))
[,11 [,2]
[1,] 1 3
[2,] 2 4
> A+B # element po elemencie
(.11 [,2]
[1,] 3 3
[2,] 2 6
> AxB # element po elemencie
[,11 [,2]
[1,] 2 0
[2,1] 0 8
> AY%*YB # mnozenie macierzy
(.11 [,2]
[1,] 2 6
[2,] 4 8
> det(B)
[1] -2
> eigen(B) # to akurat tatwo policzyé w pamiect
$values
[1] 5.3722813 -0.3722813

$vectors
[,1] [,2]

[1,] -0.5657675 -0.9093767
[2,] -0.8245648 0.4159736
> t(B)

[,11 [,2]
[1,] 1 2
[2,] 3 4
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1.2. zadania rozwigzane

Zadanie 1.1. Wiedzac, ze limy, o0 /D 1y Z% = m, wyznacz przyblizenie ludolfiny
(czyli liczby ) dla n = 100, 1000, 10000, oraz 100000.

Rozwiazanie. Wyznaczenie kazdej z poszukiwanych wartosci jest bardzo proste. Wy-
starczy skorzysta¢ z operatorow arytmetycznych i funkcji sum() oraz sqrt ().

> sqrt(sum(6/(1:100)72))

[1] 3.132077

> sqrt(sum(6/(1:1000)2))

[1] 3.140638

> sqrt(sum(6/(1:10000)72))

[1] 3.141497

> sqrt(sum(6/(1:100000)°2))

[1] 3.141583

Zadanie 1.2. Niechx = (4,1, 3,2)".

a) Wyznacz x'x oraz xx’.

b) Wyznacz dlugos¢ wektora x, a nastgpnie unormuj ten wektor.
¢) Scentruj wektor x.

d) Zestandaryzuj wektor x.

e) Zapisz x jako macierz i wyznacz transpozycj¢ tej macierzy.

Rozwiazanie. Iloczyn x'x mozemy wyznaczy¢ na dwa sposoby:
> x <- c(4,1,3,2)
> crossprod(x)
[,1]
[1,] 30
> t(x) Wk x
[,1]
[1,] 30

Poréwnajmy ten wynik z iloczynem xx’, ktéry réwniez mozemy wyznaczy¢ na dwa
sposoby:
> tcrossprod(x)

(.11 [,21 [,3] [,4]
[1,] 16 4 12 8

[2,] 4 1 3 2
[3,] 12 3 9 6
[4,] 8 2 6 4

> x hxdh t(x)
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[,11 [,2]1 [,3] [,4]
[1,] 16 4 12 8

[2,] 4 1 3 2
[3,1 12 3 9 6
[4,] 8 2 6 4

Wyznaczanie dtugosci wektora x i jego normowanie przebiega nastepujaco:

> (d <- sqrt(crossprod(x))) # wyznaczanie diugosci wektora
[,1]

[1,] 5.477226

> x/d # mormowanie wektora

[1] 0.7302967 0.1825742 0.5477226 0.3651484

Centrowanie i standaryzacj¢ wektora x mozna przeprowadzi¢ dwiema metodami

> x-mean(x) # centrowantie wektora

[1] 1.5 -1.5 0.5 -0.5

> (x-mean(x))/sd(x) # standaryzacja wektora
[1] 1.1618950 -1.1618950 0.3872983 -0.3872983

lub

> scale(x, scale=FALSE) # centrowanie wektora
[,1]

[1,] 1.5

[2,] -1.5

[3,1] 0.5

[4,] -0.5

attr(,"scaled:center")

[1] 2.5

> scale(x) # standaryzacja wektora

[,1]
[1,] 1.1618950
[2,] -1.1618950
[3,]1 0.3872983
[4,] -0.3872983
attr(,"scaled:center")
[1] 2.5
attr(,"scaled:scale")
[1] 1.290994

Na zakoriczenie zapiszemy x jako macierz i wyznaczymy transpozycje tej macierzy:
> y <- as.matrix(x)
> t(y)
[,11 [,2]1 [,3] [,4]
[1,] 4 1 3 2
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Zadanie 1.3. Wyznacz iloczyn skalarny wektoréw x = (4,1,3,2)" iy = (1, -1, 3,0)".

Rozwiazanie. Iloczyn skalarny wektoréw x i x mozemy wyznaczy¢ na dwa sposoby:
> x <- c(4,1,3,2)
>y <- ¢c(1,-1,3,0)
> t(x) W*h y
[,1]
[t,] 12
> crossprod(x,y)
[,1]
[1,] 12

B

Zadanie 1.4. Utworz macierz diagonalnag D oraz macierz identyczno$ciowa Is, gdzie

1
D=]| 0
0

o N O
w o o

1
, Is= 0
0

O = O
= o O

Rozwiazanie. Aby utworzy¢ obie macierze wystarczy postuzy¢ si¢ funkcja diag():
>d <- c(1,2,3)
> diag(d)
[,11 [,21 [,3]
[1,] 1 0 0
[2,] 0 2 0
[3,] 0 0 3
> diag(rep(1,3))
[,11 [,2]1 [,3]
[1,] 1 0 0
[2,] 0 1 0
(3,1 0 0 1

G

Zadanie 1.5. Wyznacziloczyny ABi BA’ oraz iloczyn Kroneckera A ® B macierzy

1 5
aclie Joe(5)).
3 8
Rozwiazanie. Po wprowadzeniu danych wystarczy wywotaé¢ odpowiednie funkcje:

> A <- matrix(c(1,5,1,2,3,8),3,2, byrow=TRUE)
> B <- matrix(c(1,4,3,2),2,2, byrow=TRUE)
> A %*% B
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[,11 [,2]
[1,] 16 14
[2,] 7 8
[3,] 27 28
> B Y%*% t(A)
[,11 [,2]1 [,3]
[1,] 21 9 35
[2,] i& 7 25
> kronecker(A,B)
[,11 [,2]1 [,3] [,4]
[1,] 1 4 5 20

[2,1] 3 2 15 10
[3,] 1 4 2 8
[4,] 3 2 6 4
[5,] 3 12 8 32
[6,] 9 6 24 16

a

Zadanie 1.6. Wyznacz Slad i wyznacznik macierzy A oraz macierz odwrotng do ma-
cierzy A, gdzie

|
Ul W
NI
© w o

Rozwiazanie. Rozwigzania uzyskujemy bezposrednio po wywotaniu odpowiednich
funkcji:
> A <- matrix(c(3,4,6,1,2,3,5,7,9),3,3, byrow=TRUE)
> sum(diag(A))
[1] 14
> det(A)
(11 -3
> solve(A)
[,1] [,2] (,3]
[1,] 1 -2.0000000 7.105427e-16
[2,] -2 1.0000000 1.000000e+00
[3,] 1 0.3333333 -6.666667e-01

B
Zadanie 1.7. Niech
10 3 9
A= 3 40 8
9 8 15

a) Wyznacz wartoSci wlasne i wektory wtasne macierzy A.
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b) Wyznacz rozktad Choleskiego macierzy A, tzn. znajdZ macierz gérng tréjkatng U
taka, ze A = U'U.

¢) Wyznacz macierz ortogonalna H oraz macierz diagonalna D taka, ze A = HDH'.

d) Wyznacz pierwiastek z macierzy A tzn. macierz symetryczna B taka, ze A = BB.

Rozwiazanie. Po wpisaniu odpowiedniego polecenia otrzymamy warto$ci wiasne ma-
cierzy posortowane od maksymalnej do mininimalne;j

> A <- matrix(c(10,3,9,3,40,8,9,8,15),3,3, byrow=TRUE)

> eigen(A)$values

[1] 43.27506 18.74543 2.97950

oraz unormowane wektory wilasne (tzn. o dtugosci réwnej jeden), odpowiadajace kolej-
nym wartoSciom wlasnym:

> eigen(A)$vectors

[,1] [,2] Lo&
[1,1 -0.1701097 -0.6093732 0.77442043
[2,] -0.9326923 0.3531984 0.07304764
[3,] -0.3180373 -0.7098699 -0.62844016

Rozktad Choleskiego macierzy A przedstawia si¢ nastgpujaco:
> chol(A)
[,1] [,2] [,3]
[1,] 3.162278 0.9486833 2.8460499
[2,] 0.000000 6.2529993 0.8475933
[3,] 0.000000 0.0000000 2.4862795

Aby znalezé macierz ortogonalna H oraz macierz diagonalng D taka, ze A = HDH/,
wystraczy wykonac nastgpujace polecenia:

> (H <- eigen(A)$vectors)

[,1] [,2] Lo&
[1,]1 -0.1701097 -0.6093732 0.77442043
[2,] -0.9326923 0.3531984 0.07304764
[3,] -0.3180373 -0.7098699 -0.62844016
> (D <- diag(eigen(A)$values))

[,1] [,2] [,3]

[1,]1 43.27506 0.00000 0.0000
[2,] 0.00000 18.74543 0.0000
[3,] 0.00000 0.00000 2.9795

Latwo sprawdzié, ze po przemnozeniu tych macierzy otrzymamy nasza wyjSciowa ma-
cierz A:
> H %% D %l t(H)

[,11 [,21 [,3]

[1,1] 10 3 9
[2,1] 3 40 8
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[3,] 9 8 15

Pierwiastkiem z macierzy A jest taka macierz symetryczna B, dla ktérej zachodzi
A = BB. Mozna pokazaé, ze B = Hsqrt(D) H’, gdzie sqrt(D) oznacza macierz
majaca na diagonali pierwiastki z elementéw diagonali macierzy D, tzn.
> sqrt(D)

(11 [,2] 5,31

[1,] 6.578379 0.0000 0.000000
[2,1 0.000000 4.3296 0.000000
[3,]1 0.000000 0.0000 1.726123

Tak wigc poszukiwany pierwiastek ma postac:
> B <- H %*% sqrt(D) %*% t(H)
> B
[,1] [,2] [,3]
[1,] 2.8332980 0.2095137 1.3887139
[2,] 0.2095137 6.2719540 0.7865728
[3,] 1.3887139 0.7865728 3.5288492

Nietrudno sprawdzié, ze faktycznie zachodzi A = BB:
> B %*% B

[,11 [,21 [,3]
(1,1 10 3 9

[2,] 3 40 8
[3,] 9 8 15

Zadanie 1.8. Niech

A =

—_ O =

1
1
0

Wyznacz rozktad macierzy A na wartosci szczegdlne, tzn. znajdZ macierze ortogonalne
U i V oraz macierz pseudodiagonalng D taka, ze A = UDV’.

Rozwiazanie. Rozklad macierzy na wartosci szczeg6lne dokonuje si¢ za pomoca jed-
nej funkcji svd ():

> A <- matrix(c(1,1,0,1,1,0),3,2,byrow=TRUE)

> (svd.A <- svd(A,nu = nrow(A), nv = ncol(A)))
$d

[1] 1.732051 1.000000

$u
[,1] [,2] Lo&)
[1,] -0.8164966 -1.665335e-16 -0.5773503
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[2,] -0.4082483 -7.071068e-01 0.5773503
[3,] -0.4082483 7.071068e-01 0.5773503

$v

[,1] [,2]
[1,] -0.7071068 0.7071068
[2,] -0.7071068 -0.7071068

Warto sprawdzié, czy wyznaczone powyzej macierze spelniaja faktycznie réwnanie
A =UDV":
> (ds <- diag(svd.A$d))
[,11 [,2]
[1,] 1.732051 0
[2,]1 0.000000 1
> (us <- as.matrix(svd.A$ul, 1:2]))
[,1] [,2]
[1,] -0.8164966 -1.665335e-16
[2,] -0.4082483 -7.071068e-01
[3,] -0.4082483 7.071068e-01
> (vs <- as.matrix(svd.A$v))
[,1] [,2]
[1,] -0.7071068 0.7071068
[2,] -0.7071068 -0.7071068
> us %x% ds %x% t(vs)
[,1] [,2]
[1,] 1.000000e+00 1.000000e+00
[2,] 5.551115e-17 1.000000e+00
[3,]1 1.000000e+00 -1.665335e-16

Okazuje si¢, ze z doktadnoscia do bledéw numerycznych dostaliSmy nasza wyj-
$ciowa macierz A. Podobnie mozemy przekonad sig, ze zachodzi zwigzek D = U’AV:

> t(us) %*% A %% vs

[,1] [,2]
[1,] 1.732051e+00 3.330669e-16
[2,] 1.110223e-16 1.000000e+00

1.3. Zadania do samodzielnego rozwigzania

* Zadanie 1.9. Indeksem Hirscha dla uporzadkowanego nierosnaco ciagu C = (cy,
€2,...,Cn), ¢ = c¢jdlai < j, ¢; > 0, nazywamy wartosc:

h(C) =max {i: ¢ 2@'}221(@ > 1), (1.1)
i=1
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gdzie 1(w) oznacza tzw. funkcj¢ indykatorowa, przyjmujaca wartos¢ 1, jezeli warunek
w jest spetniony, oraz 0 — w przeciwnym przypadku. Wyznacz za pomocg R warto$¢ in-
deksu Hirscha np. dla nastgpujacych wektoréw: (43,12,9,4,3,2,0,0), (1,1,1,1,1,1),
(32,74,24,64,123,6,0,35,1,1,1, 3,64, 0,0).

* Zadanie 1.10. Indeksem Egghego dla uporzadkowanego nierosnaco ciagu C = (cy,
€2,...,¢Cn), ¢ = cjdlai < j, g > 0, nazywamy warto§¢

7 n 1
9(C) = max i:ch2i2 221 ch2i2 . (1.2)
j=1 i=1  \j=1
Wyznacz za pomoca R warto$¢ indeksu g dla réznych wektoréw.

Zadanie 1.11. Wyznacz rozktad na wartosci szczegdlne (osobliwe) macierzy
1 10 2
A=|(11 20
2 011
i sprawdz, czy wyznaczone macierze U, D i V spehniaja réwnanie A = UDV’.

1.4. Wskazéwki i odpowiedzi do zadan

Ad zad.[1.9, W przypadku danych ciagéw nieuporzadkowanych, posortuj je funkcja
sort () z odpowiednim parametrem. Skorzystaj z funkcji sum ().

Ad zad. Uzyj m.in. funkcji cumsum ().

Ad zad.[L.11]
0.5417743 0.7071068 —0.4544013
U= 05417743 —0.7071068 —0.4544013
0.6426206 2.220446 x 10716 0.7661846
3.5699528 0 0
D= 0 2 0
0 0 1.120463
0.6635353 1.110223 x 10716 0.5565257 —0.5
v — | 0303519 1.110223 x 10716 —0.8110957 —0.5

0.4835272 —0.7071068 —0.127285 0.5
0.4835272 0.7071068 —0.127285 0.5
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Statystyka opisowa

2.1. Wprowadzenie

Statystyka opisowa stawia sobie za cel stworzenie wstepnego ,,obrazu” badanego obiektu
badz zjawiska, jaki wylania si¢ z interesujacego nas zbioru danych pochodzacych z ob-
serwacji, eksperymentu, badZ bedacych wynikiem symulacji. Po dokonaniu wstgpnego
przygotowania danych (m.in. usunigciu bledéw, uzgodnieniu formatéw, jednostek itp.),
statystyka opisowa stanowi podstawowy, eksploracyjny etap analizy danych.

Wspomniane obserwacje (pomiary) moga dotyczy¢ jednej badZ wielu wtasnosci ba-
danych obiektéw, nazywanych dalej cechami statystycznymi. Ogdlnie rzecz biorac roz-
patrywac bedziemy dwa typy cech: mierzalne i niemierzalne.

Cechy mierzalne, zwane takze iloSciowymi (ang. quantitative) sa wyrazane za po-
mocg wartosci liczbowych, czesto w okre§lonych jednostkach. Moga to by¢é zaréwno
tzw. cechy ciggfe, czyli przyjmujace dowolne wartosci z danego przedziatlu, np. wzrost
osoby (w centymetrach), czas bezawaryjnej pracy urzadzenia (w godzinach), jak i cechy
dyskretne, przyjmujace skoriczona lub przeliczalna liczbg wartosci, np. liczba wypad-
kéw na danym skrzyzowaniu.

Cechy niemierzalne, zwane réwniez jakosSciowymi (ang. qualitative lub categori-
cal) wyrazane sa w sposOb opisowy poprzez wskazanie kategorii, klasy badZ poziomu,
jaki moze przyjmowaé owa cecha. Przyktadowo, cecha ,pte¢” moze przyjmowaé dwie
wartosci: ,,kobieta” badZ ,,m¢zczyzna”, zas cecha ,,francuska marka samochodu” ktéras
warto$¢ ze zbioru: ,,Citroen”, ,,Peugeot”, ,,Renault”.

Typ cechy determinuje mozliwe do zastosowania sposoby opisu danej cechy (por.
[6,9]). Ponizej przedstawiamy najczeSciej stosowane narzedzia statystyki opisowej wraz
ze sposobem ich uzyskania za pomoca Srodowiska R.

1. Cechy jako$ciowe:
(a) Tabele:
i. empiryczny rozktad licznosci (table(...)),
ii. empiryczny rozktad czestosci (prop.table(table(...))).
(b) Narzedzia graficzne:
i. wykres stupkowy (barplot(...)),
ii. wykres kotowy (pie(...)).
2. Cechy iloSciowe:
(a) Charakterystyki liczbowe (statystyki probkowe):
i. Charakterystyki potozenia:
— ¢$rednia (mean(...)),
— g&rednia ucigta (mean(..., trim=...)),
— moda,
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— mediana (median(...)),
— kwantyle dowolnego rzgdu (quantile(...)),
— warto$¢ minimalna (min(...),
— warto$¢ maksymalna (max (. ..).

ii. Charakterystyki rozproszenia:
— wariancja (var(...)),
— odchylenie standardowe (sd (. ..)),
— rozstep migdzykwartylowy (IQR(...)),
— rozstgp (diff (range(...))).

iii. Charakterystyki ksztattu:
— skos$nosé,
— kurtoza.

(b) Narzedzia graficzne:
i. wykres skrzynkowy (pudetkowy) (boxplot(...)),
ii. histogram (hist(...)),
iii. wykres todygowo-lisciowy (stem(...)).

Podczas éwiczen zapoznamy si¢ takze z metodami fadowania zbioréw danych z pli-
kéw, transformacji danych i dzielenia zbioréw na podzbiory w zaleznosci od kategorii.

2.2. Zadanie rozwigzane

2.2.1. Dane typu jakoSciowego

Zadanie 2.1. Pewna grupa studentéw Wydziatu MiNI PW zostata poproszona przez pra-
cownicg dziekanatu o wybranie swego przedstawiciela. Kandydatami do tej zaszczytnej
funkcji byli: Kasia Ziotowlosa (ZK), Jerzy Wasaty (WJ), Stefan Pulchny (PS) i Cecylia
Kowalska (KC). W glosowaniu wzigto udziat 25 oséb. Jestes cztonkiem okolicznoScio-
wej komisji i — jako znawca programu R — zostale§ poproszony o wstgpne zanalizowanie
wynikéw gltosowania celem opublikowania ich na internetowej stronie samorzadu.

ZK, ZK, KC, PS, KC, PS, PS, ZK, KC, KC, PS, KC, KC, W], PS, KC, PS,
ZK, KC, WJ, PS, ZK, WJ, KC, KC

Rozwiazanie. Pierwsza czynnoScia, ktora nalezy wykonaé, jest wprowadzenie danych.
Dysponujemy 25 kartkami do gtosowania, ich wyniki mozemy zapisaé w postaci wek-
tora napiséw. Uzywaé bedziemy przy tym tylko inicjatéw w formie takiej, jak podano
powyzej w nawiasach.

> glosy <- c("ZK", "zK", "KC", "PS", "KC", "PS", "PS", "ZK", "KC", "KC",
+ "PS", "KC", "KC", "WJ", "PS", "KC", "PS", "ZK", "KC", "WJ",
- "PS", "ZK", "WJ", "KC", "KC")

> glosy <- factor(glosy)
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> length(glosy)
[1] 25

Sa to niewatpliwie dane typu jakoSciowego: interesujaca nas cecha, czyli kandydat
na reprezentanta grupy, moze przyja¢ jedna z 4 wartosci, a kazda z nich odpowiada
osobie, na ktéra mozna zagtosowa¢ w wyborach.

Zliczenia glosow uzyskanych przez kazdego kandydata mozemy dokona¢ za pomoca
funkcji table ().
> glosyTab <- table(glosy)
> print(glosyTab)

glosy
KC PS WJ ZK
10 7 3 5

Jak wida¢, zwycigzyta Cecylia Kowalska, ktora otrzymata 10 gtoséw — najwigcej ze
wszystkich kandydatéw. Wyniki mozemy takze przedstawié¢ w postaci tabeli czestosci.

> prop.table(glosyTab)

glosy
KC PS WJ ZK
0.40 0.28 0.12 0.20

Wynika stad, iz Cecylia — cho¢ zwycigzyta w wyborach — otrzymata tylko 48%
wszystkich glosow. Zwréémy uwage, ze funkcja prop.table () przyjmuje jako para-
metr tabelg licznosci, a nie wektor glosy.

Jezeli chcemy mie¢ dostgp oddzielnie do 4-wyrazowego wektora liczby gtoséw oraz
do wektora odpowiadajacych gtosom kategorii, mozemy wykonaé nastgpujace polece-
nia.
> osoby <- names(glosyTab)
> liczbaGlosow <- as.vector(glosyTab)
> print (osoby)

[1] "KC" "PS" "WJ" "ZK"
> print(liczbaGlosow)
[1] 10 7 3 5

> osoby[2]

[1] "pS"

> liczbaGlosow[2]

(11 7

Za ich pomoca da si¢ odtworzy¢ zawarto$¢ wektora glosy (z doktadnoscia do per-
mutacji wyrazéw).

> rep(osoby, liczbaGlosow)
[1] IIKCII IIKCII IIKCII IIKCII FIKCII IIKCII lIKCII lIKCIl IIKCII IIKCII IIPSII IIPSII IIPSII
[14] IIPSII IIPSII IIPSII IIPSII HwJII HwJII IIwJII IIZKH IIZKH IIZKII IIZKII IIZKII

Umiejetnos¢ przechodzenia z réznych postaci danych do innych jest istotna na przyktad
gdy mamy dostgp do informacji juz wstgpnie przetworzonych (zliczonych). W takim
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wypadku wprowadzilibySmy je uzywajac wtasnie wektoréw liczno$ci oraz nazw kate-
gorii.

W praktyce na ogét bardziej przyjaznymi, niz tabele, sposobami opisu danych sa
wykresy. Chyba najpopularniejszym z nich jest wykres kotowy (ang. pie chart), ktéry
mozemy utworzy¢ za pomoca wywotania:

> pie(glosyTab)

KC

PS

ZK

WJ

lub ré6wnowaznie

> pie(liczbaGlosow, labels=osoby)

(il Informacja

Sprobujmy takze innych ustawien:

A\

pie(glosyTab, col=c("red", "blue", "yellow", "green"))

pie(glosyTab, col=heat.colors(4))

pie(glosyTab, border=NULL, radius=1, main="Wyniki gtosowania",
labels=c("Cecylia", "Stefan", "Jerzy", "Kasia"))

pie(glosyTab, labels=paste(osoby, "-", liczbaGlosow))

vV + VvV V

Innym sposobem wizualizacji danych jakosciowych jest wykres stupkowy (por. rys.
2.1).

> barplot(glosyTab, main="Wybory 2009", las=1)

(il Informacja

Rozwazmy réwniez:
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Wybory 2009

10

KC PS WJ ZK

Rys. 2.1. Wykres stupkowy

> barplot(liczbaGlosow, names=osoby)
> barplot(prop.table(glosyTab), names=as.vector (prop.table(glosyTab)),
+ horiz=T, legend=names(glosyTab), col=rainbow(4))

Z powyzszych wykreséw szybko mozemy wywnioskowac, jak uktadaja si¢ liczby
badz proporcje gtoséw oddanych na poszczegélnych kandydatéw. Nie na darmo mé-
wimy, ze jeden obraz wart jest tysiaca stow. tJ

Zadanie 2.2. W pliku samochody. csv[| zamieszczono historyczne dane dotyczace pa-
rametréw samochodéw kilku wybranych marek.

1. Zmienna mpg zawiera dane odpowiadajace liczbie mil, przejechanych przez dany
samochdd na jednym galonie paliwa. Utwérz zmienng zp opisujaca zuzycie pa-
liwa mierzone w litrach na 100 kilometréw.

2. Utworz nowa zmienng, charakteryzujacg zuzycie paliwa, poprzez kategoryzacje
na nastgpujace klasy:

Kod kategorii  Zuzycie paliwa [1/100 km]

mato mniejsze niz 7
Srednio nie mniejsze niz 7, lecz mniejsze niz 10
duzo nie mniejsze niz 10

3. Dla otrzymanych danych utwérz i oméw wykres stupkowy.

"http://www.ibspan.waw.pl/~pgrzeg/stat_lab/samochody.csv
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Rozwiazanie. Baza samochodéw przechowywana jest w pliku typu CSV (ang. comma-
separated values). Jest to zwykty plik tekstowy o okreslonej strukturze. Mozna go po-
dejrzeé korzystajac np. programu Notatnik:
mpg;cylindry;moc;przysp;rok;waga;producent ;marka;model;cena;legenda
43,1;4;48;21,5;78;1985;2;Volkswagen;Rabbit D1 ;2400;America=1

36,1;4;66;14,4;78;1800;1;Ford ;Fiesta ;1900 ; Europe=2
32,8;4;52;19,4,;78,;1985; 3;Mazda ;GLC Deluxe;2200;Japan =3
39,4;4;70;18,6;78;2070;3;Datsun ;B210 GX ;2725;
36,1;4;60;16,4;78;1800;3;Honda ;Civic CVCC;2250;

Pierwszy wiersz pliku okre§la nazwy kolumn (zmiennych). W kolejnych wierszach
mamy dostep do informacji o poszczegélnych samochodach. Zatadujmy ten plik jako
ramke danych R. Stuzy do tego funkcja read. csv2 (), przy czym w nawiasie wskazuje
si¢ Sciezke dostgpu do interesujacego nas pliku.
> samochody <-

G read.csv2("http://www.ibspan.waw.pl/~pgrzeg/stat_lab/samochody.csv")

SprawdZmy, czy plik zostal zinterpretowany w oczekiwany sposéb:

> class(samochody)
[1] "data.frame"
> head (samochody)

mpg cylindry moc przysp rok waga producent marka model
143.1 4 48 21.5 78 1985 2 Volkswagen Rabbit D1
2 36.1 4 66 14.4 78 1800 1 Ford Fiesta
3 32.8 4 52 19.4 78 1985 3 Mazda GLC Deluxe
4 39.4 4 70 18.6 78 2070 3 Datsun B210 GX
5 36.1 4 60 16.4 78 1800 3 Honda Civic CVCC
6 19.9 8 110 15.5 78 3365 1 Oldsmobile Cutlass

cena legenda

1 2400 America=1
2 1900 Europe=2
3 2200 Japan =3
4 2725
5 2250
6 3300

Zauwazmy, iz kolumny cena oraz legenda nie zmieScity si¢ na ekranie, wigc zostaly
wyswietlone ponizej pozostatych.

(il Informacja

Format CSV jest do$¢ czesto uzywany do przechowywania prostych zbiorow da-
nych. Tego typu bazy mozna edytowaé np. za pomoca arkusza kalkulacyjnego. Przy
odczycie/zapisie nalezy wybraé tylko odpowiedni format pliku, np. w programie
Excel jest to Plik tekstowy (CSV)
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Wigcej interesujacych opcji dostgpnych w funkcji read.csv2() znajduje si¢
oczywiscie w systemie pomocy:
> ?read.csv

Analogiczna funkcja stuzaca do zapisu ramek danych do pliku jest write.csv2().

W niniejszym zadaniu interesowa¢ nas bedzie jedynie zmienna mpg. Jest ona typu
iloSciowego, jednakze poddamy ja — celem ¢wiczenia — kategoryzacji.

> samochody$mpg

[1] 43.1 36.1 32.8 39.4 36.1 19.9 19.4 20.2 19.2 20.5 20.2 25.1 20.5
[14] 19.4 20.6 20.8 18.6 18.1 19.2 17.7 18.1 17.5 30.0 27.5 27.2 30.9
[27] 21.1 23.2 23.8 23.9 20.3 17.0 21.6 16.2 31.5 29.5 21.5 19.8 22.3
[40] 20.2 20.6 17.0 17.6 16.5 18.2 16.9 15.5 19.2 18.5 31.9 34.1 35.7
[63] 27.4 25.4 23.0 27.2 23.9 34.2 34.5 31.8 37.3 28.4 28.8 26.8 33.5
[66] 41.5 38.1 32.1 37.2 28.0 26.4 24.3 19.1 34.3 29.8 31.3 37.0 32.2
[79] 46.6 27.9 40.8 44.3 43.4 36.4 30.4 44.6 40.9 33.8 29.8 32.7 23.7
[92] 35.0 23.6 32.4 27.2 26.6 25.8 23.5 30.0 39.1 39.0 35.1 32.3 37.0

[105] 37.7 34.1 34.7 34.4 29.9 33.0 34.5 33.7 32.4 32.9 31.6 28.1 NA
[118] 30.7 25.4 24.2 22.4 26.6 20.2 17.6 28.0 27.0 34.0 31.0 29.0 27.0
[131] 24.0 23.0 36.0 37.0 31.0 38.0 36.0 36.0 36.0 34.0 38.0 32.0 38.0
[144] 25.0 38.0 26.0 22.0 32.0 36.0 27.0 27.0 44.0 32.0 28.0 31.0

> length(samochody$mpg)

[1] 1585

Wsréd 155 obserwacji stwierdzamy jeden brak danych — w miejscu oznaczonym
symbolem ,,NA” (ang. not available). Problem brakujacych danych jest powaznym wy-
zwaniem dla statystykow, zwtaszcza w przypadku analizy danych wielowymiarowych.
W rozwazanym przez nas przypadku warto usunaé ten element ciagu, gdyz obecno$¢
oznaczenia ,,NA” nie wnosi niczego istotnego, a nawet moze skomplikowa¢ uzycie nie-
ktérych funkcji statystycznych. Do usuwania wskazanego elementu w ciagu danych
stuzy np. funkcja na.omit ().

Aby dokonaé konwers;ji jednostek [mile/galon] na [litry/100 km], nalezy uzy¢ naste-

pujacego wzoru:
1 3.785-100

" mpg  1.609
gdyz 1 mila = 1.609 km, a 1 galon = 3.785 1. Wynikowy ciag zapiszemy jako wektor zp:

zp 2.1)

mpg <- na.omit(samochody$mpg)
mpg <- as.vector(na.omit (samochody$mpg))
mpg <- samochody$mpg[!is.na(samochody$mpg)]

zp <- 3.785%100/ (mpg*1.609)
print(zp, digits=3)

V V V V V V V

35



36

STATYSTYKA OPISOWA

[1] 5.46 6.52 7.17 5.97 6.52 11.82 12.13 11.65 12.25 11.48 11.65
[12] 9.37 11.48 12.13 11.42 11.31 12.65 13.00 12.25 13.29 13.00 13.44
[23] 7.84 8.55 8.65 7.61 11.15 10.14 9.88 9.84 11.59 13.84 10.89
[34] 14.52 7.47 7.97 10.94 11.88 10.55 11.65 11.42 13.84 13.37 14.26
[45] 12.93 13.92 15.18 12.25 12.72 7.37 6.90 6.59 8.59 9.26 10.23
[66] 8.65 9.84 6.88 6.82 7.40 6.31 8.28 8.17 8.78 7.02 5.67
[67] 6.17 7.33 6.32 8.40 8.91 9.68 12.32 6.86 7.89 7.52 6.36
[78] 7.31 5.05 8.43 5.77 5.31 5.42 6.46 7.74 5.27 5.75 6.96
[89] 7.89 7.19 9.93 6.72 9.97 7.26 8.65 8.84 9.12 10.01 7.84

[100] 6.02 6.03 6.70 7.28 6.36 6.24 6.90 6.78 6.84 7.87 7.13
[111] 6.82 6.98 7.26 7.15 7.44 8.37 7.66 9.26 9.72 10.50 8.84
[122] 11.65 13.37 8.40 8.71 6.92 7.59 8.11 8.71 9.80 10.23 6.53
[133] 6.36 7.59 6.19 6.53 6.53 6.53 6.92 6.19 7.35 6.19 9.41
[144] 6.19 9.05 10.69 7.35 6.53 8.71 8.71 5.35 7.35 8.40 7.59

W tej chwili jesteSmy juz gotowi na przeprowadzenie kategoryzacji wg. wskazanego
w zadaniu klucza. Wyniki umie$cimy w wektorze spalanie. Bgdzie on mial, oczywi-
Scie, taka samga dtugos¢ jak zp, a kazdy jego element, tzn. spalanie[i], bedzie ozna-
czal klase, do ktérej wpada odpowiadajacy mu wyraz zp[il, i = 1,..., 154.
spalanie <- rep(NA, length(zp))
spalanie[zp<7] <- "malo"
spalanie[zp>=7 & zp<10] <- "srednio"
spalanie[zp>=10] <- "duzo"
spalanie <- factor(spalanie)
> head(spalanie)

V V V V V

[1] malo malo srednio malo malo duzo
Levels: duzo malo srednio

Po wykonaniu powyzszego polecenia otrzymamy zmienng jako$ciowa, charaktery-
Zujaca w sposob opisowy zuzycie paliwa badanych samochodéw. Warto przypomnie¢,
ze wyrazenie ,,spalanie[zp<7] <- "malo"” oznacza ,weZ te elementy wektora
spalanie, ktére odpowiadajg elementom wektora zp, o warto$§ciach mniejszych niz
7 i przypisz im kategori¢ "malo"”. Kolejny raz mamy wigc okazje¢ zaobserwowac, jak
bardzo zwigzte, a zarazem jak pojemne znaczeniowo sg konstrukcje jezyka R.

R ma takze wbudowana wygodna funkcj¢ o nazwie cut (), stuzaca do kategoryzo-
wania zmiennych iloSciowych wedtug podziatu dla pewnych ustalonych wartosci b1 <
by < -+ < by, przy czym mozemy uzyskacé przedzialty domknigte prawostronnie (b1, ba],
(bo, bs3], ..., (bn—1,by], ustalajac parametr right=TRUE, badZ przedziaty domknigte le-
wostronnie [by, b2), [b2,b3), ..., [bn—1, bn), Wwpisujac parametr right=FALSE.
> cut(zp, c(-Inf, 7, 10, Inf), right=FALSE)

(1] [-Inf,7) [-Inf,7) [7,10) [-Inf,7) [-Inf,7) [10, Inf)
(7] [10, Inf) [10, Inf) [10, Inf) [10, Inf) [10, Inf) [7,10)
[13] [10, Inf) [10, Inf) [10, Inf) [10, Inf) [10, Inf) [10, Inf)
[(19] [10, Inf) [10, Inf) [10, Inf) [10, Inf) [7,10) [7,10)
(251 [7,10) [7,10) [10, Inf) [10, Inf) [7,10) [7,10)
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[31]
[37]
[43]
[49]
[55]
[61]
[67]
[73]
[79]
[85]
[91]
[97]
[103]
[109]
[115]
[121]
[127]
[133]
[139]
[145]
[151]

Levels:

(10,
(10,
(10,

Inf)
Inf)
Inf)
[10, Inf)
[10, Inf)
[-Inf,7)
[-Inf,7)
[10, Inf)
[-Inf,7)
[7,10)
[7,10)
[7,10)
[7,10)
[7,10)
[7,10)
[7,10)
[7,10)
[-Inf,7)
[-Inf,7)
[7,10)
[-Inf,7)

[10, Inf)
[10, Inf)
[10, Inf)
[7,10)
[7,10)
[7,10)
[7,10)
[-Inf,7)
[7,10)
[-Inf,7)
[-Inf,7)
[10, Inf)
[-Inf,7)
[7,10)
[7,10)
[10, Inf)
[7,10)
[7,10)
[-Inf,7)
[10, Inf)
[7,10)

[10, Inf)
[10, Inf)
[10, Inf)
[-Inf,7)
[7,10)
[7,10)
[-Inf,7)
[7,10)
[-Inf,7)
[-Inf,7)
[7,10)
[7,10)
[-Inf,7)
[-Inf,7)
[7,10)
[10, Inf)
[7,10)
[-Inf,7)
[7,10)
[7,10)
[7,10)

[-Inf,7) [7,10) [10, Inf)

[10, Inf) [7,10)
[10, Inf) [10, Inf)
[10, Inf) [10, Inf)

[-Inf,7) [7,10)
[-Inf,7) [-Inf,7)
[7,10) [7,10)
[7,10) [7,10)
[7,10) [-Inf,7)
[-Inf,7) [-Inf,7)
[-Inf,7) [7,10)
[7,10) [7,10)
[-Inf,7) [-Inf,7)
[-Inf,7) [-Inf,7)
[-Inf,7) [7,10)
[7,10) [7,10)
[7,10) [7,10)
[7,10) [10, Inf)
[-Inf,7) [-Inf,7)
[-Inf,7) [7,10)
[-Inf,7) [7,10)
[7,10)

[7,10)
[10, Inf)
[10, Inf)
[7,10)
[7,10)
[-Inf,7)
[7,10)
[7,10)
[-Inf,7)
[7,10)
[7,10)
[-Inf,7)
[-Inf,7)
[7,10)
[10, Inf)
[-Inf,7)
[-Inf,7)
[-Inf,7)
[-Inf,7)
[7,10)

Uzyskanym klasom przydzielimy nazwy inne niz domyslne (zob. powyzej) i nary-
sujemy wykres stupkowy (por. rys.[2.2)).
> spalanie <- cut(zp, c(-Inf, 7, 10, Inf), right=FALSE,

+

labels=c("malo",

"srednio",

> spalTab <- table(spalanie)

> print(spalTab)

spalanie

malo srednio
46

65

duzo
43

"duzo"))

> barplot(prop.table(spalTab), names=round(prop.table(spalTab), 2),

+
+

horiz=TRUE, legend=names(spalTab), xlim=c(0.25, 0.5), xpd=FALSE,

col="gray10", density=25, angle=c(80,45,-10), las=1)

2.2.2. Dane typu iloéciowego

Zadanie 2.3. PrzeprowadZ wstgpna analize statystyczng zuzycia paliwa (w 1/100 km)
samochodéw opisanych w bazie samochody . csv.

Rozwiazanie.

Tym razem zanalizujemy wektor zp (zob. poprzednie zadanie) jako

zmienna typu ilo§ciowego. Przypomnijmy, ze przechowuje on informacje o zuzyciu pa-
liwa (mierzone w litrach na 100 km) samochod6éw z interesujacej nas historycznej bazy
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Rys. 2.2. Zmodyfikowany wykres stupkowy

danych.

> samochody <-
+ read.csv2("http://www.ibspan.waw.pl/~pgrzeg/stat_lab/samochody.csv")
> zp <- 3.785%100/ (samochody$mpg[!is.na(samochody$mpg)]*1.609)

Zacznijmy od wyznaczenia charakterystyk liczbowych naszej proby. Zaktadamy, ze
Czytelnik zna definicje i wtaSciwa interpretacj¢ podanych ponizszych statystyk probko-
wych. Gdyby tak nie byto, odsytamy do podrecznikéw ze statystyki, np. [6} 9].

Charakterystyki potoZenia:

> mean(zp) # Srednia arytmetyczna

[1] 8.766693

> median(zp) # mediana

[1] 8.139865

> min(zp) # minimum

[1] 5.048053

> max(zp) # maksimum

[1] 15.17673

> range(zp) # min. t© maz. jako jeden wektor

[1] 5.048053 15.176728
> quantile(zp, c(0.1, 0.25, 0.5, 0.75, 0.9)) # kwantyle réznych rzedow
10% 25% 50% 75% 90%
6.190507 6.863301 8.139865 10.433264 12.296949
> summary(zp) # wygodna funkcja, wiele statystyk
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .
5.048 6.863 8.140 8.767 10.430 15.180
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> mean(zp, trim=0.1)
[1] 8.557733

Charakterystyki rozproszenia:

> var (zp)

[1] 5.895066

> sd(zp)

[1] 2.427976

> IQR(zp)

[1] 3.569962

> diff (range(zp))
[1] 10.12867

> sd(zp) /mean(zp)
[1] 0.2769546

Charakterystyki ksztattu rozktadu:

> library("e1071")
>

> skewness(zp)
[1] 0.6801541

> kurtosis(zp)
[1] -0.5847272

Zachgcamy Czytelnikéw do samodzielnej interpretacji uzyskanych wartoSci staty-

styk prébkowych.

(il Informacja

Jezeli pakiet e1071 nie zostal wczesniej zainstalowany, nalezy to zrobi¢ wydajac

polecenie:

> install.packages("el1071")

Wykres skrzynkowy (ramkowy, pudetkowy od ang. box plot lub ,,pudetko z wasami”
od ang. box-and-whisker plot) jest wygodna metoda graficznej reprezentacji podstawo-
wych statystyk z préby (kwartyli, minimum, maksimum) oraz identyfikacji obserwacji
odstajacych. Domys$lnie w programie R obserwacje odstajace (ang. outliers) definiuje
si¢ jako obserwacje mniejsze niz Q1 — 1.5 IQR badz wigksze niz Q3 + 1.5 IQR, gdzie
(1 oznacza warto$¢ pierwszego kwartyla z danej proby, (Q3 — trzeciego, zas§ IQR =

Q3 — Q1.

> boxplot(zp, las=1)

Wynik zamieszczamy na rys.[2.3]

Mozliwe sa niewielkie modyfikacje postaci uzyskanego wykresu, np. narysowanie
go w uktadzie poziomym. Dodajmy takze oznaczenie Sredniej z proby i odcinka Srednia
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14
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: i

Rys. 2.3. Wykres skrzynkowy

= jedno odchylenie standardowe.

> boxplot(zp, horizontal=TRUE)
> points(mean(zp), 1, cex=3, col="blue")
> lines(c(mean(zp)-sd(zp), mean(zp)+sd(zp)), c(1,1), col="blue", lwd=5)

Wynik zamieszczamy na rys.[2.4]

Rys. 2.4. Zmodyfikowany wykres skrzynkowy

Z powyzszego rysunku mozemy m.in. odczytaé prawostronnie sko$ny charakter roz-
ktadu danych. Swiadczy o tym m.in. to, iz obserwacje lezace powyzej mediany rozpro-
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szone sa na znacznie dluzszym odcinku niz te, ktére leza ponizej mediany. Na dodatnia
skos$nos¢ rozktadu wskazuje réwniez ksztatt ,,pudetka” utworzonego przez kwartyle. Za-
uwazmy rOwniez, ze omawiany wykres nie pozwala na stwierdzenie, ze w rozwazanym
zbiorze danych brak obserwacji odstajacych.

Inna, bardzo czgsto stosowang graficzng forma prezentacji rozktadu empirycznego

jest histogram. Zaobserwowane wartoSci badanej zmiennej grupujemy w roziaczne klasy,

tzn. dzielimy prosta na roztaczne przedzialy (przewaznie o tej samej dtugosci), po czym
zliczamy obserwacje wpadajace do kazdego przedziatu, a nastgpnie tworzymy wykres
podobny do stupkowego, por. rys.[2.5]

> hist(zp, las=1)

Histogram of zp

35
30
25
20
15
10

Frequency

Zp
Rys. 2.5. Histogram

Na powyzszym rysunku dostrzegamy 11 klas, migdzy ktére zostaty rozdzielone war-
tosci badanej zmiennej zp. R dokonuje automatycznego doboru liczby klas zgodnie
z tzw. reguta Sturgesa. Mozemy tez wyznaczy¢ liczbe klas postugujac si¢ inng reguta,
nadajac odpowiednig wartoS¢ parametrowi breaks=Identyfikator, przy czym:

Identyfikator Nazwa Wyrazenie

"Sturges"  Reguta Sturgesa k = [logyn + 1] (n = 30),
"Scott" Wz6r Scotta dla rozktadu normalnego b = 3.5s/n!/3,

"FD" Wz6r Freedmana-Diaconisa h =2IQR/n'/3,

gdzie k — liczba klas, h — szeroko$¢ przedziatu, n — liczba obserwacji, s — odchylenie
standardowe z proby, IQR — rozstep migdzykwartylowy. Przyktadowo, wywotanie:

> hist(zp, breaks="Scott")

daje w wyniku liczbe klas réwna 6.
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Mozemy takze zasugerowac pozadana liczbe klas, mimo iz R automatycznie opty-
malizuje ich liczbe.

Warto dodatkowo w tym miejscu zanotowad, iz histogram mozna zapisa¢ jako obiekt,
co daje sposobnos¢ odczytania jego parametrow.

> h <- hist(zp, breaks=5,

+ labels=TRUE,

+ col="gray", main=NA, ylim=c(0, 70), las=1)
> print(h)

$breaks

[1] 4 6 8 10 12 14 16

$counts
[1] 10 66 35 22 18 3

$density
[1] 0.03246753 0.21428571 0.11363636 0.07142857 0.05844156 0.00974026

$mids
[1] 5 7 9 11 13 15

$xname
[1] "Zp”

$equidist
(1] TRUE

attr(,"class")
[1] "histogram"

70 66
60 —
50

40 35
30 —
22
20 18

Frequency

[ T T T T T 1
4 6 8 10 12 14 16

Zp

Jak tatwo zauwazy¢, liczba klas determinuje ksztalt histogramu. Nie ma w tym wy-
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padku jedne;j, ,,zlotej reguty” dla wszystkich mozliwych préb. Wiasciwa liczbg klas na-
lezy dobiera¢ w kazdym przypadku indywidualnie, sprawdzajac rézne mozliwosci i wy-
bierajac ostateczna liczbg klas kierujac si¢ walorami estetycznymi wykresu (np. jego
regularnoscia) oraz niesiong przez ten wykres informacja.

(i Informacja

Mozemy pokusi¢ si¢ o0 narysowanie histogramu czgstosci (parametr prob=TRUE,
prowadzacy do rysunku, na ktérym pole pod wykresem wynosi 1) wraz z nanie-
siong nan tamana czgstosci. Bedziemy jednak musieli ja skonstruowac rgcznie, jak
nastgpuje:

> h <- hist(zp, prob=TRUE, main=NA, las=1)

> szerPrzedzialu <- h$breaks[2]-h$breaks[1]

> ileKlas <- length(h$mids)

> lamanaX <- c(h$mids[1]-szerPrzedzialu, h$mids,

+ h$mids[ileKlas]+szerPrzedzialu)

> lamanaY <- c(0, h$density, 0)

> lines(lamanaX, lamanaY, lwd=2)

0.20 — \\
5, 015 \\
‘@
2 0.10 ~ \\
0.05 S AN
] N
0.00 _/ %‘\
[ T T T T 1
6 8 10 12 14 16
zp

Nietrudno wykazac, ze pole pod tak skonstruowang famana czgstosci takze wy-
nosi 1, zatem jest ona pewnym estymatorem gestosci rozktadu.

(i Informacja
Istnieja takze inne sposoby estymowania ggstosci na podstawie proby losowej, np.
estymatory jadrowe.
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> plot(density(zp), las=1)

density.default(x = zp)

0.10

Density

0.05

0.00 _

N = 154 Bandwidth = 0.798

Podobna rol¢ do histogramu spetnia wykres (diagram) todygowo-lisciowy (ang. stem-
and-leaf display). Byt on bardziej popularny w czasach, gdy komputery nie miaty takich
mozliwos$ci generowania grafiki, jakie maja dzi§ (wySwietlany jest w trybie tekstowym).
Latwo si¢ go takze rysuje odrgcznie.

> stem(zp)

The decimal point is at the |

© 00 N O O

10
11
12
13
14
15

033345788
00022222233444555555556778888999999
0001222333334444445566667788999
0123444446666677778889
0133447788899

0012255799

1344556666689

113333679

003444889

35

2

Dzigki niemu mozna wyrobi¢ sobie nie tylko intuicj¢ odno$nie ksztattu funkcji ge-
sto$ci rozktadu, ale i odczytaé przyblizone wartosci wszystkich obserwacji, np., kolejno,
5.0,5,3,5,3,5,3, 5,4 itd.

Spéjrzmy jak bedzie wygladat diagram tego typu po zmianie parametru skali:
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> stem(zp, scale=2)

The decimal point is at the |

5 | 03334

5 | 5788

6 | 00022222233444
6 | 555555556778888999999
7 | 000122233333444444
7 | 5566667788999
8 | 012344444

8 | 6666677778889
9 | 013344

9 | 7788899

10 | 00122

10 | 55799

11 | 1344

11 | 556666689

12 | 113333

12 | 679

13 | 003444

13 | 889

14 | 3

14 | 5

15 | 2

]

Zadanie 2.4. Korzystajac z bazy danych samochody . csv przeprowadZ wstgpna analizg
statystyczng zuzycia paliwa (w /100 km) oddzielnie dla samochodéw produkowanych
w Ameryce, Europie i Japonii. Rozwaz tylko auta tainsze niz 10 000S.

Rozwiazanie. Stwdrzmy od nowa wektor zp, tym razem nie usuwajac z niego brakéw
danych. Bedziemy bowiem chcieli podzieli¢ go na roziaczne czesci, z ktérych kazda be-
dzie przechowywac informacje o zuzyciu paliwa przez samochody produkowane w jed-
nym z trzech rozwazanych regionéw Swiata.

> samochody <-
+ read.csv2("http://www.ibspan.waw.pl/~pgrzeg/stat_lab/samochody.csv")
> zp <- 3.785%100/ (samochody$mpg*1.609)
> samochody$producent
[1] 2133311
[34] 2
[67] 3
[100] 3
[133] 2
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Wartosci zmiennej producent, mimo iz sa cyframi, petnia de facto funkcje symboli,
za pomoca ktérych zakodowano w bazie danych rejon Swiata, z ktérego pochodza po-
szczegblne samochody. Wyjasnienie znaczenia tych kodéw zamieszczono w kolumnie
legenda, dodanej sztucznie do bazy danych.

> head (samochody$legenda)
[1] America=1 Europe=2 Japan =3
Levels: America=1 Europe=2 Japan =3

Zmienna producent mozemy przeksztalci¢ na typ jako$ciowy (w tym momencie
R traktuje ja jak zwykty wektor liczb catkowitych) i przypisac kategoriom liczbowym
warto$ci opisowe:
> prod <- factor (samochody$producent)
> levels(prod) <- c("Ameryka", "Europa", "Japonia')
> head(prod)
[1] Europa Ameryka Japonia Japonia Japonia Ameryka
Levels: Ameryka Europa Japonia
> table(prod)
prod

Ameryka Europa Japonia
85 26 44

Stwérzmy teraz trzy nowe wektory, kazdy odpowiadajacy zuzyciu paliwa aut kosz-
tujacych mniej niz 100003, pochodzacych z r6znych regionow:

> zpA <- zp[prod == "Ameryka" & samochody$cena < 10000]
> zpE <- zp[prod == "Europa" & samochody$cena < 10000]
> zpJ <- zpl[prod == "Japonia" & samochody$cena < 10000]

Zwré¢my uwage, ze przywrdcenie brakéw danych w wektorze zp byto konieczne do
podzialu wartosci na podzbiory, bowiem wektory zp, producent i cena musza miec tg
sama dlugosc¢. Pozostaje jeszcze ich powrotne usunigcie (teraz, nie wczesniej) i spraw-
dzenie, czy zbiory wynikowe reprezentuja to, o co zostaliSmy poproszeni.
> zpA <- zpA[!is.na(zpA)]
> zpE <- zpE[!is.na(zpE)]
> zpJ <- zpJ[!is.na(zpJ)]
> length(zpA) + length(zpE) + length(zpJ)

(1] 152
> sum(samochody$cena < 10000 & !is.na(zp))
(1] 152

By uzyskaé dostgp do podstawowych statystyk prébkowych, nalezy wywotaé sto-
sowne funkcje oddzielnie dla kazdego wektora, na przyktad:
> summary (zpA)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .
6.032 8.112 9.681 9.854 11.650 15.180

> summary (zpE)
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Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
5.310 6.029 6.858 T7.741 8.133 14.520

> summary (zpJ)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .

5.048 6.358 7.065 7.215 7.462 11.150

Interesujace tez bedzie zestawienie i poréwnanie rozktadéw zuzycia paliwa za po-
moca narzedzi graficznych. Szczegdlnie przydatne bywa w tym celu umieszczenie na
jednym rysunku kilku wykreséw skrzynkowych, odpowiadajacych poszczeg6lnym pod-
zbiorom danych (por. rys. 2.6):
> boxplot(zpA, zpE, zpJ, names=c("Ameryka", "Europa", "Japonia"), las=1)

14 - ! S
12 . °
- o
10 E 8
! o
8 T I i
6 - : 0 !
T T 1
Ameryka Europa Japonia

Rys. 2.6. Rézne wykresy skrzynkowe

I tak rzut oka na wykres wystarcza by stwierdzi¢, ze przecigtne zuzycie paliwa samo-
chodéw amerykanskich jest wigksze niz aut wytwarzanych w innych czgsciach Swiata
(co zreszta jest zgodne z obiegowa opinia). JednoczesSnie wyniki w tej grupie charaktery-
zuja si¢ bardzo duza zmiennos$cia. Z kolei samochody produkowane w Europie i w Japo-
nii charakteryzuja si¢ przecigtnie podobnym zuzyciem paliwa, jednakze w przypadku aut
japoniskich mamy do czynienia z mniejszym zréznicowaniem danych, niz w przypadku
pojazdéw europejskich. Co wigcej, w prébkach samochodéw pochodzacych z Europy
i z Japonii stwierdzamy istnienie obserwacji odstajacych (oznaczonych kétkami powy-
zej ,,wasOw” wykresu).

(il Informacja

W przypadku wykresu skrzynkowego istnieje inny, wygodniejszy sposéb analizy
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zmiennej podzielonej na podzbiory. Mozemy w tym celu postuzy¢ si¢ nastgpuja-
cym kodem (nalezy jednak pamigtac, by wczesniej wykluczy¢ nieinteresujace nas
informacje, co w rozwazanym zadaniu oznacza auta nie tafisze niz 10 000$):

> zp2  <- zp[samochody$cena < 10000]

> prod2 <- prod[samochody$cena < 10000]

> boxplot(zp2 ~ prod2)

Funkcja rysujaca histogram nie daje nam, niestety, mozliwosci automatycznego zi-
lustrowania kilku zbior6w w ramach jednego wykresu. Chcac zatem poréwnac kilka hi-
stogramow mozemy postuzy¢ si¢ wywotaniem par (mfrow=c(4,1)), ktérej spowoduje
utworzenie obrazka sktadajacego z czterech podwykresow zamieszczonych jednego pod
drugim (oprdcz trzech histograméw zuzycia paliwa przez samochody amerykafriskie, eu-
ropejskie i japoriskie, dodaliSmy czwarty histogram utworzony dla wszystkich samocho-
déw). Pamigtajmy, aby w takim przypadku zadba¢ o to, aby widoczny zakres na osi x
byt taki sam na kazdym podwykresie.
> par(mfrow=c(4,1))
> zakres <- range(zp)
> zakres
(1] NA NA
> zakres <- range(na.omit(zp))
> zakres
[1] 5.048053 15.176728

>

> hist(zp, ylab="Licznosc", xlab="Wszystkie samochody", xlim=zakres,
+ main="Zuzycie paliwa", las=1)

> hist(zpA, ylab="Licznosc", xlab="Samochody amerykanskie", xlim=zakres,
+ main=NA, las=1)

> hist(zpE, ylab="Licznosc", xlab="Samochody europejskie", xlim=zakres,
+ main=NA, las=1)

> hist(zpJ, ylab="Licznosc", xlab="Samochody japonskie", xlim=zakres,
+

main=NA, las=1)

Wynik zamieszczamy na rys.[2.7]

2.2.3. Szeregi czasowe

Zadanie 2.5. Ponizsze dane odpowiadaja notowaniom gieldowym pewnej sp6iki (w PLN)
w kolejnych 20 dniach:

23.30, 24.50, 25.30, 25.30, 24.30, 24.80, 25.20, 24.50, 24.60, 24.10,
24.30, 26.10, 23.10, 25.50, 22.60, 24.60, 24.30, 25.40, 25.20, 26.80.

Utworz wykres cen akcji w funkcji czasu (czyli tzw. szereg czasowy).
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Licznosc

Licznosc

Licznosc

Licznosc

35
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Zuzycie paliwa

Wszystkie samochody

Samochody amerykanskie

Samochody europejskie

Samochody japonskie

Rys. 2.7. Histogramy
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Rozwiazanie. Najpierw nalezy wprowadzi¢ dane do naszego ulubionego programu:

> cenyAkcji <- c(23.30, 24.50, 25.30, 25.30, 24.30, 24.80, 25.20, 24.50,
+ 24.60, 24.10, 24.30, 26.10, 23.10, 25.50, 22.60, 24.60, 24.30, 25.40,
+ 25.20, 26.80)

Utworzenie wykresu dokonuje si¢ poprzez wywotanie funkcji plot.

Vv

plot(cenyAkcji, las=1)
plot(1:20, cenyAkcji, las=1)

Vv

(o)
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Niestety z uzyskanego wykresu niewiele da si¢ wyczytaé. Duzo lepszy efekt uzy-
skamy taczac punkty tamana:
> plot(cenyAkcji, type="1", las=1)

26 —
o)
= 25 —
>
c
[0
© 24
23
T T T T
5 10 15 20
Index

Zastosowanie funkcji kawatkami liniowej sugeruje ciagly (a w dodatku liniowy)
przyrost cen migdzy kolejnymi punktami na osi czasu. Aby podkresli¢ dyskretny charak-
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ter prébkowania mozna uzy¢ parametr type="b" (od both), dzigki czemu na wykresie
pojawig si¢ zarOwno punkty, jak i linie.

> plot(cenyAkcji, type="b", pch=20, 1lty=3, las=1,
+ main="Notowania akcji XYZ", xlab="Dzien", ylab="Cena [zZ]")

Notowania akcji XYZ

[ ]
26 -
T 25 P o f Fot
g o" FERR °.
8 . Noe ie
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.
23 v
L[]
T T T T
5 10 15 20
Dzien

(i} Informacja

Zwré¢my uwage na argumenty pch i 1ty funkcji plot (). Maja one za zadanie
zmieni¢ sposéb rysowania symboli punktow i typow linii, por. 7plot.default.

(il Informacja

Warto takze przekonac sig, jak ustawienie zakresu danych na osi y oraz proporcje
rozmiaréw wykresu, wptywaja na percepcje zmiennosci cen (por. rys. 2.8):
> plot(cenyAkcji, ylim=c(0,30), type="b", las=1)

2.3. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 2.6. Wedlug danych GUS, w 2006 roku liczba urodzen w Polsce wynosita 374
244. Ponizsza tabela zestawia te dane w zaleznoSci od wieku matki.
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Rys. 2.8. Zmiana percepcji danych w zaleznosci od zakresu danych na osi y

Wiek matki Liczba urodzen
19 lat i mniej 19 230
20-24 93 569
25-29 139 853
30-34 86 825
35-39 28 487
4044 5975
45 lat i wigcej 305

Wprowad?7 dane do programu R.

Utwoérz tabelg licznosci i czgstosci liczby urodzen w zaleznosci od wieku matki.
Narysuj wykres kotowy.

Narysuj wykres stupkowy.

Zinterpretuj uzyskane wyniki.

A S

Zadanie 2.7. Koncern paliwowy planuje otworzy¢ nowg stacj¢ benzynowa w pewnym
miescie. Rozwazane sg cztery mozliwe lokalizacje stacji: w potudniowej (S), pétnocne;j
(N), zachodniej (W) i wschodniej (E) dzielnicy miasta. W ramach badania opinii spotecz-
nej odnosnie preferowanej lokalizacji stacji zapytano o to tysiac kierowcow. Ich odpo-
wiedzi znajduja si¢ w pliku stacje. cs Utworz wykres stupkowy i wykres kotowy
dla badanych preferencji.

"http://www.ibspan.waw.pl/~pgrzeg/stat_lab/stacje.csv
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Zadanie 2.8. Badania demograficzne przeprowadzone w 1988 roku w USA wykazaty,
ze wérdéd kobiet majacych 18 i wigcej lat bylo: 17364 tyS. panien, 56128 tys. mezatek,
112309 tys. wdow i 8170 tys. rozwodek.
1. Utwérz wykres kotowy dla stanu cywilnego danej grupy kobiet. Poréwnaj rézne
formy opisu wykresu.
2. Utwoérz wykres stupkowy dla stanu cywilnego danej grupy kobiet. Poréwnaj rézne
rodzaje wykreséw i formy ich opisu.

* Zadanie 2.9. Uwaza sig¢, ze oko ludzkie dobrze rozpoznaje réznice stosunkéw dhu-
gosci, lecz nie najlepiej radzi sobie ze stosunkami pél. Dlatego, w przypadku danych
typu jakoSciowego, odradza si¢ uzywania wykresu kotowego, na korzys$¢ np. wykresu
stupkowego.
1. Podaj przyktad danych, dla ktérych trudno jest ocenié, ktére kategorie moga by¢
reprezentowane liczniej od innych.
2. W dowolnym czasopi§mie poruszajacym tematyke zycia spoteczno-politycznego
(np. Polityka, Newsweek), znajdz przyktady wykreséw dla danych typu jakosScio-
wego. Ktérych jest najwigce;j?

* Zadanie 2.10. Zbadaj, jak ksztaltowala si¢ liczba matzenstw zawartych w ostatnim
roku, w zaleznosci od miesiaca, w ktérym miat miejsce Slub. Skorzystaj z aktualnej
Bazy Demograficznej publikowanej przez Gtéwny Urzad Statystycznyﬂ Jak wyjasnisz
uzyskane wyniki?

Zadanie 2.11. Wytrzymatos$¢ na ciSnienie wewngtrzne szkta butelek jest ich wazng cha-
rakterystyka jakoSciowa. W celu zbadania wytrzymatosci butelek umieszcza si¢ je w ma-
szynie hydrostatycznej, po czym zwigksza si¢ ciSnienie az do zniszczenia butelki. Plik
butelki.csv zawiera dane opisujace graniczng wytrzymatos¢ na ciSnienie wewnetrzne
szkta badanej partii butelek mierzone w psi (tzn. funtach na cal kwadratowy).
1. Utwérz zmienng o nazwie cisnienie, opisujaca wytrzymatos¢ na ciSnienie we-
wnetrzne szkla butelek mierzone w MPa (wskazéwka: 1 psi = 6 894.757 Pa).
2. Utwoérz histogram dla danych opisujacych wytrzymatosé butelek. PrzesledZ wptyw
liczby klas na ksztatt histogramu. Poréwnaj rézne rodzaje histograméw.
Utwoérz wykres tamanej licznoSci i natéz go na wykres histogramu.
Utwérz wykres todygowo-li§ciowy.
Utworz i zinterpretuj wykres skrzynkowy dla wytrzymatosci butelek.
Wyznacz i zinterpretuj podstawowe statystyki probkowe dla danych opisujacych
wytrzymatos¢ butelek.
Oblicz i zinterpretuj 5, 10, 25, 50, 75, 90 1 95 percentyl dla rozwazanych danych.
8. Wyznacz 10% Srednia ucigta dla danych opisujacych wytrzymatos$¢ butelek. Po-
réwnaj Srednig ucieta ze Srednig arytmetyczng i mediang. PrzeSledZ, jak zmienia
sig¢ warto$¢ Sredniej wraz ze zmiang stopnia ucigcia probki.

A

=

*http://www.stat.gov.pl
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Zadanie 2.12. Zamieszczone ponizej dane przedstawiaja wysokos$¢ czynszu ptaconego
w pewnej spotdzielni mieszkaniowej przez 30 losowo wybranych lokatoréw.

334, 436, 425, 398, 424, 429, 392, 428, 339, 389
352, 405, 392, 403, 344, 400, 424, 443, 378, 387
384, 498, 374, 389, 367, 457, 409, 454, 345, 422.

PrzeprowadZ wstepna analize statystyczng powyzszych danych.

Zadanie 2.13. PrzeprowadZ wstepna analize statystyczna danych dotyczacych przyspie-
szenia (zmienna przysp) pojazdéw z bazy samochody. csv, wazacych mniej niz 2500
funtéw (zmienna waga).

Zadanie 2.14. PrzeprowadZ wstepna analize statystyczng danych dotyczacych przyspie-
szenia (zmienna przysp) pojazdéw z bazy samochody . csv, oddzielnie dla aut z Ame-
ryki, Europy i Japonii.

Zadanie 2.15. Poréwnaj dane dotyczace mocy (zmienna moc) samochodéw posiada-
jacych rézna liczbe cylindréw (zmienna cylindry). Wykorzystaj informacje zawarte
w bazie samochody. csv.

Zadanie 2.16. Pani Janina bardzo si¢ nudzi od chwili gdy jej pociechy zalozyty wta-
sne rodziny. Cate dnie spedza siedzac na tawce i obserwujac zycie swojej matej wioski.
Jednym z najbardziej fascynujacych momentéw jej dziennego harmonogramu robét i ro-
botek sa wizyty listonosza, pana Stawomira. Pani Janina dowiedziala si¢ od naczelnika
poczty, ze listonosz powinien pojawiac¢ si¢ w poblizu jej domu okoto godziny 10:25.
Niestety, jak stwierdzit naczelnik, réznego rodzaju okolicznoSci zewngtrzne wptywaja
na fluktuacje czasu przyjazdu. Pani Janina postanowita zbada¢ frapujacy ja problem nie
do korica punktualnego listonosza. Zanotowata czasy przyjazdéw (w minutach po godz.
10-tej) w kolejnych 33 dniach roboczych. Niestety 3 sposrod zapisanych wartosci oka-
zaly si¢ sa nieczytelne z powodu pisania nienaostrzonym otéwkiem.

26, 22, 26, 20, 25, 77, 21, 20, 28, 27, 26,
38, 23, 30, 21, 25, 26, 23, 25, 27,27, 7?2,
25,22, 23,31, 19, 77, 25, 25, 23, 25, 24.

W miejscowosci, w ktérej mieszka pani Janina, juz od dawna kraza plotki o wyzszo-
$ci R-a nad innymi programami wspomagajacymi analiz¢ danych. Stad prosba pani Ja-
niny skierowana do Ciebie, wielce pilny studencie, o pomoc w przeprowadzeniu wstep-
nej analizy zataczonego zbioru danych.

Zadanie 2.17. Z danych z poprzedniego zadania usun obserwacje odstajace i braki da-
nych. Nastepnie przyporzadkuj kazdej obserwacji jedna z pigciu kategorii:
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Kategoria Czas przyjazdu
ZaWcz (—00,23),

Wcz [23,25),
Punkt = 25,
P7n (25,27],

ZaPin (27,00).

Opisz wynikowy zbiér za pomoca znanych Ci metod.

* Zadanie 2.18. Kilka wykreséw, zamieszczonych w poprzednim punkcie, zostato tak
narysowanych, aby wywota¢ u odbiorcy réznego rodzaju wrazenia (np. zmniejszenia
zmienno$ci danych). ZnajdZ inne przyktady manipulacji parametrami wykreséw, spoty-
kane w zyciu codziennym, np. w czasopismach badZ w materiatach reklamowych.

* Zadanie 2.19. Napisz funkcje, ktéra dla danej realizacji x = (z1,...,x,) proby
prostej wyznacza warto$¢ nieobcigzonego estymatora kurtozy rx:

B n(n+ 1) " (w—X 4_ 3(n —1)?
KX_(n—l)(n—2)(n—3);< sx> n—m—3 2

gdzie, X — Srednia z préby, sx — odchylenie standardowe.

* Zadanie 2.20. Napisz funkcj¢ wyznaczajaca dla danej realizacji proby wartos¢ Sred-
niej winsoryzowanej dowolnego rzgdu.

2.4. Wskazéwki i odpowiedzi do zadan

Ad zad. Rozwaz nie tylko metody analizy danych jakoSciowych, wymienione
we Wprowadzeniu, ale takze potraktuj wyniki pomiaréw jako pewien szereg czasowy.

Ad zad.[2.19} Sktadnia funkcji tworzonych w R przedstawia si¢ nastepujaco:

> nazwaFunkcji <- function(argumentl, argument2, (...))

(...) roézne operacje (...)
return(wynik)

Na przyktad, funkcja liczaca §rednig arytmetyczng moze by¢ utworzona za pomoca
operacji:

> srednia <- function(probka)

+ {

+ suma <- sum(probka)

+ licznosc <- length(probka)
+ suma/licznosc

+ 7}
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SprawdZmy:

> X <- ¢(1,2,3,4,5,6)
> srednia(X)

[1] 3.5



Rozktady
prawdopodobienstwa
i podstawy symulacji

3.1. Woprowadzenie
3.1.1. Wybrane rozkfady prawdopodobienstwa
3.1.1.1. Oznaczenia i dostepne funkcje rozktadéw

Srodowisko R umozliwia wyznaczanie wartosci dystrybuanty i funkcji kwantylowej oraz
funkcji prawdopodobienistwa lub gestosci podstawowych rozktadéw dyskretnych i cia-
gltych. Ponadto korzystajac z R, mozemy generowac liczby pseudolosowe z wielu roz-
ktadéw. W ponizszej tabeli podano rozktady prawdopodobiefistwa, dostgpne w R, wraz
z przyjetymi identyfikatorami poszczegdlnych rozktadéw i charakteryzujacymi je para-
metrami:

Rozklad Oznaczenie Parametry Identyfikator
dwumianowy Bin(n, p) neN,pe(0,1) +*binom
geometryczny Geom(p) pe(0,1) *geom
hipergeometryczny Hyp(N,n, k) N,n,keN *hyper
ujemny dwumianowy NB(n,p) neN,pe (0,1) #*nbinom
Poissona Pois(\) A>0 *pois
beta Beta(a, b) a>0,b>0 *beta
Cauchy’ego Cl=0,s=1) leR,5s>0 *cauchy
chi-kwadrat 24 deN *chisq
wyktadniczy Exp(A =1) A>0 *eXp
F-Snedecora Fld.de] di,dy €N *f
gamma I'(a,s) a>0,5s>0 *gamma
logistyczny Logist(u=0,s=1) peR,s>0 *xlogis
logarytmiczno-normalny LN(u = 0,0 =1) peR, o>0 *1lnorm
normalny N(u=0,0=1) weER, o>0 *norm
jednostajny U(la=0,b=1)) a<b *unif
t-Studenta e deN *t

Weibulla Weib(a,s = 1) a>0,5s>0 *weibull
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(il Informacja

Zwr6émy uwage, ze w przypadku kilku rozktadéw niektére parametry posiadaja
warto$ci domysSlne. Zostaty one przedstawione w kolumnie Oznaczenie po znaku
réwnosci. Przyktadowo, symbol N(u = 0,0 = 1) wskazuje, ze rozktad normalny
jest opisany za pomoca dwéch parametréw: p i o, przy czym domyslne wartosci
tych parametréw wynosza, odpowiednio, 01 1.

Aby uzyska¢ pozadang warto$¢ (dystrybuanty czy funkcji kwantylowej itp.), na-
lezy zastapi¢ znak *, wystepujacy przed identyfikatorem danego rozktadu, odpowiednim
przedrostkiem, zgodnie z tym, co podano w ponizszej tabeli:

Przedrostek Znaczenie

d gestosé (ang. density) f(x) lub funkcja prawdopodobieristwa P(X = )
p dystrybuanta (ang. distribution function) F(x) = P(X < x)

q funkcja kwantylowa (ang. quantile function) ~ F~'(p)

T generowanie liczb pseudolosowych (ang. random deviates generation)

3.1.1.2. Dystrybuanta

Jesli dla wybranego rozkladu prawdopodobiefistwa chcemy wyznaczy¢ warto$¢ dystry-
buanty w danym punkcie x, to wystarczy do identyfikatora rozktadu dostawic¢ przedro-
stek ,,p”, np.

> pnorm(0)

[1] 0.5

Funkcja ta jest oczywiScie zwektoryzowana, tzn. ze pierwszym argumentem tej funk-
cji moze by¢ nie tylko ,,pojedynczy” punkt, ale tez dluzszy niz 1 wektor liczb, dla kt6-
rych chcemy wyznaczy¢ warto$¢ dystrybuanty, np.
> pnorm(c(1, 2, 3))

[1] 0.8413447 0.9772499 0.9986501

Zadajac warto$¢ wylacznie jednego argumentu funkcji (jak w dwéch powyzszych
przyktadach), sugerujemy programowi postuzenie si¢ domyslnymi parametrami roz-
ktadu. W naszych przyktadach byt to zatem rozktad normalny standardowy, tzn. N (0, 1).
Przez podanie dalszych argumentéw tej funkcji pnorm mozemy okresli¢ rézne od stan-
dardowych parametry rozktadu, dla ktérego chcemy znalez¢ warto$¢ dystrybuanty, np.
> pnorm(0, 2, 1)

[1] 0.02275013

Jesli zamiast wartosci dystrybuanty chcemy wyznaczyé warto$¢ funkcji przezycia
(funkcji niezawodnosci) w punkcie x, czyli wartos¢ G(z) =1 — F(x) = P(X > z), to
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podajemy dodatkowy argument: lower.tail=FALSE, np.

> pnorm(0, lower.tail=FALSE)
(1] 0.5

OczywiScie to samo otrzymamy piszac:

> 1-pnorm(0)
[1] 0.5

3.1.1.3. Gestos¢ i prawdopodobienstwo

Przedrostek d przed identyfikatorem rozktadu prawdopodobienistwa okresla funkcje li-
czaca wartos$¢ gestosci (w przypadku rozktadéw absolutnie ciagtych) lub funkcji praw-
dopodobienstwa (w przypadku rozktadow dyskretnych) w danym punkcie x lub w punk-
tach zadanych przez elementy wektora wejSciowego, np.

> dexp(0)

[11 1

> dexp(c(0, 0.5, 1), 0.5)

[1] 0.5000000 0.3894004 0.3032653

> pr <- dbinom(0:8, 8, 0.25)

> round(pr, 3)

[1] 0.100 0.267 0.311 0.208 0.087 0.023 0.004 0.000 0.000

3.1.1.4. Funkcja kwantylowa

Wartosci kwantyli wyznaczamy piszac przed nazwa rozktadu przedrostek g, przy czym
pierwszym argumentem funkcji jest interesujacy nas rzad kwantyla. Rozwazmy naste-
pujace przyktady:

> qt(0.95, 5)

[1] 2.015048

> qt(0.95, c(1, 5, 10, 15))

[1] 6.313752 2.015048 1.812461 1.753050

> qt(0.95, Inf)

[1] 1.644854

> gnorm(0.95)

[1] 1.644854

> qt(0.95, 1)

[1] 6.313752

> gcauchy (0.95)

[1] 6.313752

> qt(c(0.95, 0.975, 0.99, 0.995), 5)

[1] 2.015048 2.570582 3.364930 4.032143

> qt(c(0.95, 0.975, 0.99, 0.995), c(1, 5, 10, 15))
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[1] 6.313752 2.570582 2.763769 2.946713

W przypadku rozktadéw dyskretnych funkcja kwantylowa zmiennej X w punkcie ¢
zwraca najmniejsza warto$¢ x € supp(X), dla ktérej P(X < z) > ¢, gdzie supp(X)
oznacza no$nik rozktadu zmiennej losowej X. W ponizszym przyktadzie zestawiono
uzyskane kwantyle z wartoSciami dystrybuanty:
> gbinom(c (0.4, 0.5, 0.6), 5, 0.5)

[11] 22 3
> pbinom(0:5, 5, 0.5)
[1] 0.03125 0.18750 0.50000 0.81250 0.96875 1.00000

3.1.1.5. Generowanie liczb pseudolosowych

Generowanie liczb pseudolosowyclﬂ z danego rozktadu prawdopodobieristwa urucha-
miamy piszac przed nazwg rozktadu przedrostek r, przy czym pierwszym argumentem
tej funkcji jest liczba wartosci, ktére chcemy wygenerowac, np.

> runif (5)

[1] 0.32861008 0.85354830 0.02343164 0.28428211 0.11805379

> runif (10, 0, 5)

[1] 1.8893373 3.0996468 2.4328564 2.0271740 0.3749589 3.2500657
[7] 0.3297165 3.7432225 0.3841311 4.7328907

> rpois(20, 4)

[11 583361625066823632251

Zauwazmy, ze kolejne wywotanie np. runif (5) da nam inny wynik:

> runif (5)
[1] 0.81382298 0.42525204 0.03425531 0.49136714 0.69579459

Jesli jednak — z jakich§ wzgledéw — chcieliby$my sprawic, by nasze wyniki byty od-
twarzalne, mozemy ustawié rgcznie tzw. ziarno generatora liczb pseudolosowych (ang.
seed). Dane ziarno zawsze generuje ten sam ciag liczb.
> set.seed(123)
> runif (5)

[1] 0.2875775 0.7883051 0.4089769 0.8830174 0.9404673
> set.seed(123)

> runif (5)

[1] 0.2875775 0.7883051 0.4089769 0.8830174 0.9404673

!Czyli bedacych rezultatem wykonania pewnego ciagu $cisle deterministycznych operacji arytmetycz-
nych. Operacje te daja w wyniku liczby przypominajqce zachowaniem liczby losowe z zadanego rozktadu,
tzn. spelniajace pewne statystyczne kryteria, ktérych spetniania spodziewalibySmy si¢ po liczbach ,,praw-
dziwie” losowych (np. powstatych w wyniku pomiaru fizycznego, rzutu moneta itp.). Dalej pomijaé be-
dziemy czasem przedrostek ,,pseudo” i méwié po prostu o liczbach losowych.
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3.1.2. Losowanie bez i ze zwracaniem

Do generowania prébek bedacych wynikiem n-krotnego losowania elementéw z danego
zbioru S mozna uzy¢ funkcji sample (). Nazwa zbioru S jest pierwszym argumentem
tej funkcji, zas$ licznos$¢ prébki n — drugim argumentem. DomySInie otrzymujemy wynik
losowania bez zwracania. Gdy chcemy losowac ze zwracaniem, to jako kolejny argument
funkcji sample () wpisujemy replace=TRUE.
Na przyktad, wynik n = 15 rzutéw moneta mozna otrzymac nastgpujaco:
> sample(c("0", "R"), 15, replace=TRUE)
[« "o "R"™ "R" "R" "Q" "R" "Q" "R" "R" "Q" "R" "O" "O" "O" "R"

Parametr n mozna takze pomina¢ — ponizszy kod wygeneruje nam losowa permuta-
cje zbioru {1,2,...,10}.
> sample(1:10)
[1] 9 7 610 4 8 3 2 1 5

3.2. Zadania rozwigzane

3.2.1. Rozktady prawdopodobienstwa

Zadanie 3.1. Utworz wykresy gestosci, dystrybuanty i funkcji przezycia dla zmiennych
losowych z rozktadéw normalnych N(0, 1), N(1,1), N(2,1).

Rozwiazanie. Dla wygody do narysowania wykreséw uzyjemy funkcji curve (). Wy-
wolanie curve (f (x), from=x1, to=x2) powoduje probkowanie wartosci funkcji £ ()
w wielu punktach x z przedziatu [x1, x2] i przedstawienie ich na rysunku.

Gestosci rozktadéw normalnych o réznych parametrach potozenia:

dnorm(x)
o
N
l

0.0
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curve (dnorm(x), from=-5, to=5, las=1)

curve(dnorm(x, 1, 1), 1lty=2, add=TRUE) # dodanie kolejnej krzywej
curve(dnorm(x, 2, 1), lty=4, add=TRUE) # ¢ jeszcze jednej
legend("topleft", c("N(0,1)", "N(1,1)", "N(2,1)"), lty=c(l, 2, 4))

vV V V V

W podobny sposéb mozemy sporzadzi¢ wykresy dystrybuant rozktadéw normalnych
o r6znych parametrach potozenia:

0.8

0.6

pnorm(x)

0.2

curve (pnorm(x), from=-5, to=5, las=1)
curve (pnorm(x, 1, 1), lty=2, add=TRUE)
curve (pnorm(x, 2, 1), lty=4, add=TRUE)
legend("topleft", c("N(O,1)", "N(1,1)", "N(2,1)"), lty=c(l, 2, 4))

vV V V V

lub wykresy funkcji przezycia tychze rozktadéw:

1.0 H

0.8

0.4

0.2

pnorm(x, lower.tail = FALSE)

0.0
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curve (pnorm(x, lower.tail=FALSE), from=-5, to=5, las=1)
curve (pnorm(x, 1, 1, lower.tail=FALSE), 1lty=2, add=TRUE)
curve (pnorm(x, 2, 1, lower.tail=FALSE), lty=4, add=TRUE)
legend("topright", c("N(O,1)", "N(1,1)", "N(2,1)"), lty=c(l, 2, 4))

V V V V

G

Zadanie 3.2. SprawdzZ tzw. regule 3-sigmowg dla rozktadu normalnego. Utwérz gra-
ficzng ilustracjg tej reguly.

Rozwiazanie. Regulg trzech sigm dla zmiennej losowej X ~ N(u, o) przedstawia sig
nastgpujaco:

P(p—30 <X < pu+30)~0.9973. (3.1)

Obliczmy to prawdopodobieristwo (czyli np. P (X € [—3,3]), gdzie X ~ N(0,1))
przy uzyciu R:
> pnorm(3)-pnorm(-3)
[1] 0.9973002

Reguta 3-sigmowa dla rozktadu N(u, o) moze byé przyktadowo zilustrowana (np.
w podreczniku do rachunku prawdopodobiefistwa) w spos6b nastgpujacy.
1. Narysujemy funkcje gestosci.
2. Pokolorujemy odpowiedni fragment pola pod krzywa (za pomoca funkcji poly-
gon (), sluzacej do rysowania wielokatow).
3. Umiedcimy odpowiednie etykietki tekstowe (funkcje arrows (), text ()).

Reguta 3-sigmowa

99.73%

™
~N-

M +- 30

Obliczenia przeprowadzimy dla rozktadu normalnego standaryzowanego. Zache-
camy Czytelnika do samodzielnego przestudiowania stron systemu pomocy dotyczacych
uzywanych funkcji graficznych.
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x <- seq(-5, 5, by=0.01)

y <- dnorm(x)
plot(x, y, type="1", main="Reguta 3-sigmowa", xlab=NA, ylab=NA,
axes=FALSE, ylim=c(-max(y)*0.2, max(y)))

+ V V VvV V

Definiujemy wspétrzedne punktéw, ktére beda wierzchotkami wielokata, ktéry nastep-
nie wypetnimy kolorem zéttym (p. 2.):

> wx <- c(-3, x[x>=-3 & x<=3], 3)

> wy <- c( 0, y[x>=-3 & x<=3], 0)

> polygon(wx, wy, col="lightgray")

Dodajemy oznaczenie punktu x = u, rysujemy podpisang strzatke wskazujaca interesu-
jacy nas przedziat na osi poziomej i dodajemy informacj¢ o wartosci pola pod fragmen-
tem krzywej (p. 3.):

points(0, 0, pch=3)

text (0, O, expression(mu), pos=1)

arrows (-3,-max(y)*0.15,3,-max(y)*0.15,angle=60, length=0.1,code=3,1lwd=2)
text (0, -max(y)*0.22,
expression(mu~"+-"~3%sigma))
text (0, max(y)*0.3, paste(round(100*(pnorm(3)-pnorm(-3)), 2),
"%, sep=""))

+ V + V V V V V

G

Zadanie 3.3. Wzrost pewnej grupy os6b opisany jest rozktadem normalnym o wartosci
oczekiwanej 173 cm i odchyleniu standardowym 6 cm.
1. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana osoba ma nie wigcej niz 179
cm wzrostu?
2. Jaka jest frakcja os6b majacych wzrost pomigdzy 167 i 180 cm?
3. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze losowo wybrana osoba ma wigcej niz 181 cm
wzrostu?
4. Wyznacz warto$¢ wzrostu, ktérej nie przekracza 60% badanej populacji oséb.

Rozwiazanie. Zal6zmy, ze mamy do czynienia ze zmienng losowa X ~ N (173,6),
opisujaca wzrost losowo napotkanej osoby z danej grupy.

Na poczatek obliczamy P (X < 179), ktére — jak wiadomo — jest réwne dystrybu-
ancie stosownego rozktadu w punkcie 179, tzn.
> pnorm(179, 173, 6)
[1] 0.8413447

Dalej obliczamy P (167 < X < 180), ktére jest rowne réznicy dystrybuant naszego
rozktadu na kraicach rozwazanego przedziatu, czyli
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> pnorm(180, 173, 6)-pnorm(167, 173, 6)
[1] 0.7196722

Trzecie pytanie dotyczy P (X > 181). Interesujaca nas wartoS¢ mozemy obliczyé
dwiema metodami:

> 1-pnorm(181, 173, 6);

[1] 0.09121122

> pnorm(181, 173, 6, lower.tail=FALSE)
[1] 0.09121122

Wreszcie szukamy kwantyla gg ¢ rozktadu N (173, 6), to jest

> gnorm(0.6,173,6)
[1] 174.5201

G

Zadanie 3.4. Utworz tablice wartodci dystrybuanty rozktadu standardowego normal-
nego.

Rozwigzanie. Stworzymy wpierw wektor z warto$ciami dystrybuanty ® (z) rozktadu
N(0,1)dlax € {0,0.2,...,3.8}.

> x <- seq(0, 3.8, 0.2)
> y <- pnorm(x)

> length(x)

[1] 20

a nastgpnie przeksztalmy 6w wektor y na macierz. Mozna to zrobi¢ w nastgpujacy
sposéb:
> dim(y)=c(5,4)
>y
[,1] [,2] [,3] [,4]
[1,] 0.5000000 0.8413447 0.9772499 0.9986501
[2,] 0.5792597 0.8849303 0.9860966 0.9993129
[3,] 0.6554217 0.9192433 0.9918025 0.9996631
[4,] 0.7257469 0.9452007 0.9953388 0.9998409
[5,]1 0.7881446 0.9640697 0.9974449 0.9999277

Zauwazmy, ze w naszej tablicy w pierwszym wierszu mamy warto$ci @ (z) dla
xz € {0,0.2,0.4,0.6,0.8}, w drugim — dla = € {1,1.2,1.4,1.8} itd. Jesli chcemy mie¢
tablice do czytania ,,wierszami” mozemy zrobi¢ np. tak:
> matrix(y, 4, 5, byrow=TRUE)

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5]
[1,] 0.5000000 0.5792597 0.6554217 0.7257469 0.7881446
[2,] 0.8413447 0.8849303 0.9192433 0.9452007 0.9640697
[3,] 0.9772499 0.9860966 0.9918025 0.9953388 0.9974449
[4,] 0.9986501 0.9993129 0.9996631 0.9998409 0.9999277

1:

>

>
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Aby bylo wygodniej korzysta¢ z tak otrzymanej tablicy, warto dodatkowo nadaé
nazwy poszczegdlnym wierszom i kolumnom:

> matrix(y, 4, 5, byrow=TRUE,
+ dimnames=1ist(0:3, seq(0, 0.8, by=0.2)))

0 0.2 0.4 0.6 0.8
0.5000000 0.5792597 0.6554217 0.7257469 0.7881446
0.8413447 0.8849303 0.9192433 0.9452007 0.9640697
0.9772499 0.9860966 0.9918025 0.9953388 0.9974449
0.9986501 0.9993129 0.9996631 0.9998409 0.9999277

W N = O

G

Zadanie 3.5. Sporzadz wykres funkcji prawdopodobienistwa nastgpujacych rozktadéw
dwumianowych: Bin(10,0.5), Bin(10, 0.25), Bin(50, 0.25).

Rozwiazanie. Wyznaczamy najpierw warto$ci prawdopodobieristwa P (X = k) w punk-
tach k = 0,1,...,10 dla zmiennej losowej X ~ Bin(10,0.5), tzn.

> x <- dbinom(0:10, 10, 0.5)

po czym podobnie postgpujemy w przypadku pozostatych rozktadéw:

> y <- dbinom(0:10, 10, 0.5)
> z <- dbinom(0:50, 50, 0.25)

Funkcje prawdopodobiefistwa tych rozktadéw rysujemy jako wykresy stupkowe, za
pomoca komendy
> barplot(x, names.arg=0:10)
> barplot(y, names.arg=0:10)
> barplot(z, names.arg=0:50)

Sporzadzenie wynikowych wykreséw i wyciagnigcie wnioskéw pozostawiamy Czy-
telnikowi. ]

3.2.2. Eksperymenty symulacyjne

Zadanie 3.6. Wygeneruj n-elementowa (n = 100) prébe losowa z rozktadu normal-
nego standardowego. Utworz histogram oraz estymator jadrowy dla tej préby. Natéz na
uzyskany obraz wykres gestosSci teoretycznej rozktadu normalnego.

Rozwiazanie. Rozwiazanie tego zadania jest bardzo proste:
> n <- 100

x <- rnorm(n)

hist(x, prob=TRUE, las=1, main=NA)
lines(density(x), 1lty=2)

curve(dnorm(x), from=-3, to=3, lty=1, add=TRUE)

V V V V
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Gestos¢ teoretyczna na rys. [3.1] narysowano linia ciagta, natomiast wykres uzyskany za
pomoca estymatora jadrowego linig przerywana.

Oczywiscie kolejna wygenerowana préba bedzie (z prawdopodobieristwem 1) skia-
data si¢ z innych obserwacji. Warto wigc przyjrzec si¢ wykresom dla kilku realizacji
tego eksperymentu, wywotujac powyzszy kod kilkakrotnie. L

Zadanie 3.7. Wygeneruj probke losowa z rozktadu Pareto z parametrem a = 2, korzy-
stajac z generatora liczb losowych o rozktadzie jednostajnym na przedziale [0, 1],

Rozwiazanie. Rozwiazujac nasze zadanie postuzymy si¢ nastgpujacym twierdzeniem:
Niech F oznacza dystrybuante zmiennej losowej X. Zdefiniujmy funkcje kwantylowq

F~1 nastepujgco
Fl(z)=inf{t: F(t) > z}. (3.2)

Wtedy zmienna losowa X ma taki sam rozktad jak Y = F~1 (U), gdzie U jest zmienng
losowq o rozktadzie jednostajnym U ([0, 1]).

Zauwazmy, ze jesli F' jest dystrybuantg ciagta, to Y = F'(X) ma taki sam rozktad
jak U. Zauwazmy przy tym, ze gdy F jest ciagla i rosnaca, to F'~! jest funkcja odwrotna
do F' w zwyklym sensie. Sposéb konstruowania generatoréw liczb losowych z zadanego
rozktadu z wykorzystaniem generatora rozktadu U(]0, 1]) nazywamy metoda odwraca-
nia dystrybuanty.

Wrécmy jednak do naszego zadania. Zmienna losowa X o rozkladzie Pareto z para-
metrem o ma rozktad o gestosci:

f@) = —, (3.3)
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dla x > 1 oraz dystrybuante postaci:

1
Stad
Fl @) =(1-a)7"",

(3.4)

(3.5)

czyli — na mocy przytoczonego wyzej twierdzenia i zaktadajac, ze U ~ U ([0,1]) —
zmienna losowa Y = F~1 (U) = (1 — U)_l/ “ bedzie miata rozktad Pareto. Podstawia-

jac a = 2 otrzymamy generator poszukiwanego rozktadu.

Prébke losowa generujemy zatem w nastgpujacy sposob:

> n <- 1000
> u <- runif(n)
> x <- u~(-0.5)

Narysujmy jeszcze histogram dla naszej prébki, wykres estymatora jadrowego gg-

stoSci oraz wykres gestosci teoretyczne;j:

> hist(x, prob=TRUE, main=NA, ylim=c(0.0, 1.2),
+ x1im=c (0, 10), breaks=100, las=1)

> lines(density(x), 1lty=2)

> curve(2/x73, add=TRUE, lty=1, lwd=3, from=1)

1.2 5
1.0

0.8

0.6

Density

0.4

0.2

0.0 -

10

Zadanie 3.8. Postugujac si¢ metoda Monte Carlo, oblicz pole powierzchni obszaru

A:{(x,y)€R2:0<m<1;O<y<x2}.

Poréwnaj uzyskane w ten sposéb wyniki z doktadnymi rezultatami otrzymanymi na dro-

dze analityczne;j.
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Rozwiazanie. Skorzystamy tu z nastgpujacego faktu: Niech X1, Y1, X2, Y, ... beda
niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie jednostajnym U ([0, 1]). Dla funkcji bo-
relowskiej f : [0, 1] — [0, 1] definiujemy
gdzie 1(-) jest funkcjq indykatorowq. Wowczas, z mocnego prawa wielkich liczb (MPWL),
z prawdopodobieristwem rownym 1 zachodzi
1 & 1
lim — Y Z; = / f(z)dz. (3.7)
0

n—oo N, 4
=1

(il Informacja

Mozliwe jest uogdlnienie powyzszego faktu na funkcje zdefiniowane dla innych
dziedzin i przeciwdziedzin niz przedziat jednostkowy. Pozostawiamy to jako éwi-
czenie dla Czytelnika.

Wré6émy do naszego zadania. Pole obszaru A mozna obliczy¢ nastepujaco:

1 T 1 1
/dxdy:/ / dy dm:/ 22 de = =.
A 0o \Jo 0 3

Skonfrontujemy ten wynik z warto$cia uzyskana w spos6b przyblizony, obliczajac catke

01 22 dx metoda oméwiona powyzej, zwana catkowaniem Monte Carl :

2

Generujemy najpierw probke losowa (U1, Vi, . .., Uy, V;,) z rozktadu jednostajnego:
> n <- 10000
> u <- runif(n)
> v <- runif(n)
Zaznaczmy te punkty na obrazku i natézmy na niego wykres funkcji y = 22 dla
z € [0, 1].
> plot(u, v, xlim=c(0, 1), ylim=c(0, 1), las=1,
+ pch=’.7)
> curve(x*x, type="1", lwd=5, add=T)

Zliczmy teraz punkty z naszej probki, ktére znalazly si¢ ponizej wykresu funkcji
y = 2
> z <= (v <= u*u)
> sum(z)

[1] 3264

*Metoda catkowania Monte Carlo zostala zaproponowana przez polskiego matematyka Stanistawa
Ulama, bioracego udziat w tzw. projekcie Manhattan.
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1.0

0.8

0.6

Dzielac otrzymana liczbg punktéw przez liczbe wszystkich wygenerowanych punk-
tow (w naszym przypadku wynosi ona 10000), otrzymamy, ze pole interesujacego nas
obszaru wynosi w przyblizeniu:

> mean(z)
[1] 0.3264

(il Informacja

W R dostgpna jest takze funkcja do calkowania numerycznego o nazwie
integrate (). Oto przyktad zastosowania tejze funkcji:

> integrate(dnorm, -1.96, 1.96)

0.9500042 with absolute error < le-11

> pnorm(1.96)-pnorm(-1.96)

[1] 0.9500042

> integrate(dnorm, -Inf, Inf)

1 with absolute error < 9.4e-05

Pamigtajmy, ze jako pierwszy argument integrate () nalezy podac funkcjg do
scatkowania. Chcac policzy¢ catki wystgpujace w naszym zadaniu, nalezy stworzy¢
wtlasng funkcje o sktadni:
> nazwaFunkcji <- function(argumentl, argument2, (...))

{

(...) roézne operacje (...)

return(wynik) # badz po prostu ‘wynik®
}

Spréobujmy wigc:
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> integrate(function(x) { return(x~2) }, 0, 1)
0.3333333 with absolute error < 3.7e-15

3.3. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 3.9. Utworz wykresy gestosci, dystrybuanty i funkcji przezycia dla zmiennych
losowych z nastepujacych rozktadéw normalnych N(0, 1), N(0,0.5), N(0, 2).

Zadanie 3.10. Utworz tablicg podstawowych kwantyli (tzn. rzedu 0.9, 0.95,0.975,0.99,
0.995) rozktadu standardowego normalnego.

Zadanie 3.11. Utworz tablice podstawowych kwantyli rozktadu chi-kwadrat o ré6znych
stopniach swobody (tzn. kwantyli rzedu 0.005,0.01,0.025,0.05,0.1,0.9,0.95,0.975,
0.99,0.995).

Zadanie 3.12. Utwérz wykresy gestoSci zmiennych losowych z rozktadu chi-kwadrat
0 5, 10 oraz 40 stopniach swobody. Przeanalizuj, jak zmienia sie gesto$é rozktadu y?
wraz ze wzrostem liczby stopni swobody.

* Zadanie 3.13. PrzeprowadzZ eksperyment symulacyjny pokazujacy, ze rozktad chi-
kwadrat, wraz ze wzrostem liczby stopni swobody, zbiega do rozktadu normalnego.

Zadanie 3.14. Utworz tablicg podstawowych kwantyli (tzn. rzedu 0.9, 0.95,0.975, 0.99,
0.995) rozktadu ¢-Studenta o réznych stopniach swobody.

Zadanie 3.15. Utwoérz wykresy gestosci zmiennych losowych o rozkladzie ¢-Studenta
z 1, 5 i 30 stopniami swobody. Poréwnaj otrzymane wykresy z wykresem gestosci
zmiennej losowej o rozktadzie normalnym standardowym.

* Zadanie 3.16. W wielu tablicach statystycznych sugeruje si¢, ze rozklad ¢-Studenta
juz od 30 stopni swobody mozna dobrze przybliza¢ rozktadem normalnym standardo-
wym. Niech ® oznacza dystrybuante rozktadu N(0, 1), a Fy; — dystrybuante rozktadu
tl4. Dla réznych liczb stopni swobody d zbadaj wartosci funkcji btedu:

e(d) = sup [Fy(x) — @(z)],
zeR
ktéra mozna aproksymowac za pomoca wyrazenia

)=, max, ,NFle) =2

gdzie np. A = 5 oraz = 0.001.
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Zadanie 3.17. Utwoérz wykresy gestoSci zmiennych losowych o nastgpujacych rozkla-
dach gamma:

1. I'(1,1),I'(0.5,1),T'(2,1),T'(3, 1),

2. I'(2,1),I'(2,2),I'(2,3).
Sformutuj wnioski dotyczace wptywu poszczegdlnych parametréw rozkladu na ksztatt
wykresu gestosci.

Zadanie 3.18. Utworz wykresy gestosci zmiennych losowych o nastgpujacych rozkta-
dach beta: Beta(1,1), Beta(2,2), Beta(5,2) i Beta(2,5). Sformutuj wnioski doty-
czace wplywu poszczegdlnych parametréw rozktadu na ksztatt wykresu gestosci.

Zadanie 3.19. Utwoérz wykresy gestosci zmiennych losowych o nastgpujacych rozkta-
dach F-Snedecora: F[10:5) , F[10,10] , Fl10,20]

Zadanie 3.20. Srednio jedna na dziesie¢ 0os6b mijajacych pewien sklep wehodzi do tego
sklepu. Niech X oznacza numer pierwszej osoby, ktéra weszta do sklepu, podczas gdy
X — 1 oséb, ktére wezesniej mijaty 6w sklep, nie weszto do Srodka. Oblicz prawdopo-
dobieristwa P(X =1),P(X =2),P(X =3),P(X =4) oraz P(X > 11).

Zadanie 3.21. W partii towaru liczacej 200 sztuk znajduje si¢ 5 sztuk niespetniajacych
wymagan jako$ciowych. Jakie jest prawdopodobiefistwo, ze w losowej probie 10 sztuk
pobranych z tej partii nie znajdzie si¢ ani jedna sztuka wadliwa?

Zadanie 3.22. Czas poprawnej pracy aparatu telefonicznego ma rozktad wyktadniczy
o intensywnoS$ci awarii 0.0001 [1/h].
1. Oblicz prawdopodobienstwo, ze aparat ten nie uszkodzi si¢ w ciagu: 1000, 10000,
30000 godzin pracy.
2. Ile godzin, co najmniej, powinien przepracowac bezawaryjnie ten aparat z praw-
dopodobieristwem 0.9?

Zadanie 3.23. Z dotychczasowych obserwacji wynika, ze liczba klientéw przybywaja-
cych w ciagu godziny do oddziatu banku ma rozktad Poissona o Sredniej 4 [klientow/h].
1. Jaki jest rozktad prawdopodobiefistwa czasu migdzy przyjSciem kolejnych klien-
tow?
2. Jaki jest §redni czas oraz odchylenie standardowe czasu pomigdzy chwilami przy-
bycia kolejnych klientéw?
3. Jezeli w danej chwili do oddziatu wszedt klient, to jakie jest prawdopodobienistwo,
ze kolejny klient przybedzie do oddziatu w ciagu najblizszych 30 minut?
4. Jakie jest prawdopodobiefistwo, ze w ciaggu godziny do oddziatu banku nie przyj-
dzie ani jeden klient?

Zadanie 3.24. Wygeneruj n = 100 liczb z rozktadu U ([0, 10]). ZnajdZz maksimum
1 minimum otrzymanej prébki.
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Zadanie 3.25. Wygeneruj n = 100 liczb z rozktadu N (3, 3). Ile z nich jest ujemnych?

Zadanie 3.26. Wygeneruj n = 1000 liczb z rozktadu N (1, 2). Ile z nich rézni si¢ od
Sredniej o wigcej niz 2 odchylenia standardowe?

Zadanie 3.27. Napisz program symulujacy n = 20 rzutéw symetryczng moneta. Ile
razy wypadta reszka?

Zadanie 3.28. W urnie jest n = 60 kul, ponumerowanych od 1 do n. Wylosuj sposréd
nich bez zwracania m = 30 kul. Jaki jest najwigkszy i najmniejszy numer wylosowanej
kuli? Powt6rz eksperyment losujac ze zwracaniem.

Zadanie 3.29. Napisz program symulujacy n = 100 rzutéw symetryczng kostka do gry.
Ile razy wypadta ,,széstka” lub ,,piatka”?

Zadanie 3.30. Wylosuj ze zwracaniem n = 1000 kart do gry. Ile otrzymaliSmy aséw?

Zadanie 3.31. Rzucamy n = 1000 razy dwiema symetrycznymi monetami. Wygeneruj
odpowiednig probke za pomoca R. Ile razy otrzymaliSmy dwa orty?

Zadanie 3.32. Korzystajac z generatora liczb losowych o rozktadzie jednostajnym na
przedziale [0, 1] wygeneruj probke losowa z rozktadu wyktadniczego z parametrem A\ =
5. Narysuj histogram dla uzyskanych danych.

Zadanie 3.33. Korzystajac z generatora liczb losowych o rozkladzie jednostajnym na
przedziale [0, 1] wygeneruj prébke losowa z rozktadu logistycznego. Narysuj histogram
dla uzyskanych danych.

* Zadanie 3.34. Postugujac si¢ metoda Monte Carlo oblicz pole powierzchni obszaru
B = {(z,y) € R2:22<y<1-— a:z}. Poréwnaj uzyskane w ten sposéb wyniki z do-
ktadnymi rezultatami otrzymanymi na drodze analityczne;j.

* Zadanie 3.35. Postugujac si¢ metoda Monte Carlo wyznacz przyblizong warto$¢
liczby .

Zadanie 3.36. Niech X oznacza zmienng losowa o rozktadzie normalnym standardo-
wym. Oblicz wartosci nastgpujacych prawdopodobieristw:

. P(-1< X <1),

2. P(-2< X <2),

3. P(-3< X <3).
Nastepnie wygeneruj n = 10000 elementowa prébe (X7, ..., X,) z rozktadu normal-
nego standardowego i por6wnaj czestosci wystapienia zdarzen: A : X; € (—1,1),
B: X; € (-2,2),C: X; € (—3,3) z wartoSciami odpowiednich prawdopodobieristw
wyznaczonych powyzej.
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Zadanie 3.37. Wygeneruj m = 100 prébek n = 200 elementowych (U1, ..., U,) z roz-

ktadu jednostajnego na przedziale [0, 1]. Utworz histogramy dla zmiennych (Z1, ..., Z,),
gdzie
7, = Ziz1 Ui — k/2
VE/12
dla k = 1,...,m. Nal6z na histogram wykres gestoSci rozktadu normalnego standar-

dowego. Sformutuj wnioski odnos$nie zmiany ksztattu histogramu zmiennej Z; wraz ze
wzrostem k.

Zadanie 3.38. Niech X oznacza zmienng losowa o rozktadzie dwumianowym Bin(n, p).
Wyznacz tablice prawdopodobieristw P(X < k) dla kilku wybranych wartosci k. Po-
réwnaj te prawdopodobienstwa z wartoSciami prawdopodobieistw otrzymanymi za po-
mocg aproksymacji

1. rozkladem Poissona,

2. rozktadem normalnym (tw. Moivre’a-Laplace’a),

3. rozktadem normalnym z korekta ciagtosci.
Poréwnaj réwniez wykres dystrybuanty zmiennej losowej X z wykresami dystrybuant
rozktadéw uzytych do aproksymacji X. Sformutuj wnioski dotyczace jakosci aproksy-
macji, biorac pod uwage rézne wartosci parametrow n oraz p np. n = 20, 30, 50 oraz
p=20.1,0.2,0.3,0.5.

3.4. Wskazéwki i odpowiedzi do zadan

Ad zad.[3.20} X ma rozkiad geometryczny.
Ad zad.3.21} X ma rozkfad hipergeometryczny.
Ad zad. X ~ Exp()\), gdzie EX = 1.

Ad zad. Dystrybuanta rozktadu logistycznego ma postaé: F' (z) = 1/ (1 +e™%).



Estymacja punktowa
i przedziatowa

4.1. Woprowadzenie

4.1.1. Dystrybuanta empiryczna

Dystrybuanta empiryczna (ang. empirical distribution function) zbudowang na podsta-
wie probki X = (X1,..., X,,) nazywamy funkcje

Fu(t) =

n
l 1(_00775] (X,L) , teR. 4.1)
iz
Dla zaobserwowanej realizacji probki x = (z1,...,x,) funkcja F, jest dystrybuantg
schodkowa, majaca skoki o wysokosci 1/n w punktach z1, ..., .

Do narysowania wykresu dystrybuanty empirycznej w programie R mozna uzy¢
funkcji ecdf (). Wektor x, zawierajacy wartosci probki x1, . .., x,, podajemy jako ar-

gument tej funkcji: ecdf (x).

4.1.2. Obciazenie i btad sredniokwadratowy estymatora

Przypomnijmy, Ze obciazenie estymatora 0 parametru # definiujemy nastgpujaco
b (é) —E (é) —9, (4.2)
natomiast btad Sredniokwadratowy estymatora jako
MSE (é) ~E (é - 9)2 — Var (9) + [b (é)r . 4.3)

W praktyce te dwie wazne charakterystyki estymatora nie zawsze daja si¢ tatwo
wyznaczy¢ analitycznie. Wowczas moga okazaé si¢ pomocne badania symulacyjne.
Zauwazmy, ze zaréwno obciazenie, jak i btad Sredniokwadratowy sa, de facto, warto-
Sciami oczekiwanymi pewnych statystyk. Stad tez naturalnymi kandydatami na empi-
ryczne oszacowanie tych wielko$ci beda Srednie z odpowiednio przygotowanych prébek
(w przypadku MSE mozemy si¢ réwniez postuzy¢ wariancja probkowa). Uzasadnie-
niem takiego postgpowania jest chocby fakt, iz §rednia arytmetyczna jest estymatorem
nieobciazonym, zgodnym (i czgsto efektywnym) wartosci oczekiwane;.
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4.1.3. Przedziaty ufnosci

W R mamy do dyspozycji funkcje pozwalajace wyznaczaé przedziaty ufnosci (ang. con-
fidence intervals) m.in. dla wartoSci oczekiwanej w modelu normalnym z nieznanym
odchyleniem standardowym oraz dla wskazZnika struktury (proporcji; prawdopodobien-
stwa sukcesu w rozktadzie Bernoulliego).

Niech (X7, ..., X, ) bedzie préba z rozktadu normalnego N (u, o) o nieznanych pa-
rametrach p i 0. Do wyznaczenia przedziatu ufnosci dla wartosci oczekiwanej p» mozna
uzy¢ funkcji t.test (). Pierwszym argumentem tej funkcji jest wektor reprezentujacy
zaobserwowang probe, na podstawie ktérych szacujemy p. Poziom ufnosci (ang. confi-
dence level) podajemy jako drugi argument tej funkcji, np. conf .level=0.9 (domysl-
nym poziomem ufnosci jest 0.95).

Niech (X7i,...,X,) bedzie préba z rozktadu dwupunktowego Bern (p). Do wy-
znaczenia przedziatu ufnosci dla prawdopodobienistwa sukcesu p (wskaznika struktury,
proporcji) mozna uzy¢ funkcji binom.test () lub prop.test(), przy czym w dru-
gim przypadku dostajemy asymptotyczny przedzial ufnosci. Pierwszym argumentem
obu tych funkcji jest liczba jedynek w naszej prébie (odpowiadajaca liczbie umownych
sukceséw w rozwazanym dos§wiadczeniu, a wigc elementéw posiadajacych interesujaca
nas cechg), a drugim — liczno$¢ préby n. Poziom ufno$ci podajemy jako kolejny argu-
ment, np. conf . level=0.9 (domys$lnym poziomem ufnosci jest 0.95).

Inne przedzialy ufnosci wyznaczamy sami, implementujac odpowiedni kod.

4.2. Zadania rozwigzane

Zadanie 4.1. Wygeneruj dwie préby losowe z rozkladu standardowego normalnego: 20
1 100 elementowa. Narysuj dla obu préb dystrybuanty empiryczne i poréwnaj je z odpo-
wiednia dystrybuantg teoretyczna.

Rozwiazanie. Generujemy préby losowe: 20 i1 100 elementowa z rozktadu normalnego
standardowego.

> y20 <- rnorm(20)
> y100 <- rnorm(100)

Dla kazdej z prébek rysujemy wykres dystrybuanty rozktadu N(0, 1) i naktadamy
na niego wykres dystrybuanty empirycznej, por. rys. 4.1}
> par (mfrow=c(1,2))
curve (pnorm(x), from=-4, to=4, lty=2, main="n=20", las=1)
plot(ecdf (y20), add=TRUE)
curve (pnorm(x), from=-4, to=4, lty=2, main="n=100", las=1)
plot (ecdf (y100), add=TRUE)

V V V V



ZADANIA ROZWIAZANE
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Rys. 4.1. Dystrybuanty empiryczne; n = 20 (po lewej) oraz n = 100 (po prawe;j)

(il Informacja

Zwr6émy uwage, ze powyzsze zadanie jest empiryczng ilustracja lematu Glivienki-
Cantellego, zwanego tez podstawowym twierdzeniem statystyki matematycznej. Za-
checamy Czytelnika do zastanowienia si¢ nad uzasadnieniem drugiej nazwy tego
twierdzenia.

Zadanie 4.2. Wygeneruj n = 500-elementowa probe Y7, ..., Y, z rozkltadu standar-
dowego Cauchy’ego (tzn. z parametrem potozenia a = 0 i parametrem rozproszenia
b=1).

1. Dlakazdej podprébki zawierajacej ¢ poczatkowych elementéw prébki wyjsciowej,
tzn. dla X; = (Y1,...,Y;), gdziei = 1,...,n, wyznacz Srednig X, oraz mediane
Med; Nastgpnie przedstaw na wspdlnym wykresie zbiory {)_(i re=1,... ,n}
oraz {Med; : i = 1,...,n}. Przeanalizuj wptyw licznosci préby na zachowanie
si¢ §redniej oraz mediany z préby. Czy statystyki te wydaja si¢ by¢ sensownymi
estymatorami parametru potozenia a w tym modelu?

2. Dla kazdej podprdbki zawierajacej ¢ = 2, ..., n poczatkowych elementéw prébki
wyjSciowej wyznacz odchylenie standardowe s; oraz odchylenie ¢wiartkowe r; =
IQR(X;)/2 (czyli potowe rozstgpu migdzykwartylowego). Nastgpnie przedstaw
na wspSlnym wykresie zbiory {s; : i =2,...,n} oraz {r; : i =2,...,n}. Prze-
analizuj wptyw licznoSci proby na zachowanie si¢ s; oraz r;. Czy statystyki te
wydaja si¢ by¢ sensownymi estymatorami parametru rozproszenia b w tym mo-
delu?
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Rozwiazanie. Zaczniemy od poréwnania estymatorOw parametru potozenia a = 0
rozktadu Cauchy’ego C(0, 1). W tym celu konieczne bedzie stworzenie jakiego$§ mecha-
nizmu, ktéry pozwoli nam na rozpatrzenie podprébek X; o réznej licznoSci, a nastepnie
wyznaczenie dla kazdej z nich odpowiednich statystyk.

Mozemy to zrobi¢ w nastgpujacy sposéb: dla kazdego i = 1,2, ..., n chcemy wy-
znaczy¢ Srednia i mediang dla podprébki X; ztozonej z elementéw (Y7, ..., Y;). Infor-
macje te moga by¢ przechowywane jako elementy ciagéw wyjsciowych X; oraz Med,.
Do zapisania powyzszego algorytmu uzyjemy petli for.

(il Informacja

Petla for w jezyku R (podobnie jak i w innych jezykach programowania) stuzy do
cyklicznego wykonywania ciagu wyrazen. Jej sktadnia jest nastgpujaca:
for (Zmienna in Wektor) {

. WyrazeniaDoWykonania ...

}

Instrukcja WyrazeniaDoWykonania zostanie wykonana zadang liczbe razy, réwna
length (WektorWartosci), z tym ze w kazdym kolejnym powtdrzeniu Zmienna
bedzie przyjmowac kolejng warto$¢ z ciagu WektorWartosci, czyli w porzadku:
WektorWartosci[1], WektorWartosci[2], ...

Dziatanie petli for najprosciej jest pokazac na przyktadzie:
> for (i in 1:5)
+ A1
+ print (i)
+ 3
[1]
[1]
[1]
(1]
(1] 5

DS W N -

Jezeli do wykonania jest tylko jedna instrukcja to mozna pominaé nawiasy
klamrowe {-}, ktore grupuja wiele poleceir w jedno.
> for (i in 1:5) print(27i)
[1] 2
[1] 4
[1] 8
[1] 16
[1] 32

W wielu sytuacjach uzycie petli for w jezyku R jest nieuzasadnione, jako mato
wydajne. Tam, gdzie si¢ da (i gdzie si¢ potrafi) nalezy staraC si¢ korzystac¢ z innych
konstrukeji jezykowych. Ilustracja takiej sytuacji moze by¢ powyzszy przykiad,
ktéry bytoby lepiej zaimplementowaé nastgpujaco:
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> print(27(1:5))
[1] 2 4 8 16 32

Rozwazmy jeszcze jeden przykiad. Sprobujmy wyznaczy¢ wektor liczb
ai, .. .,ay, gdzie a; = (1 + %)Z, tworzacych kolejne przyblizenia liczby e. Uczy-
nimy to zaréwno za pomoca petli for, jak i operacji na wektorach. Do poréwnania
obu metod postuzymy si¢ czasami wykonania obu operacji, ktére uzyskamy wywo-
tujac funkcje system.time().
> n <- 1000000

> al <- numeric(n) # pusty wektor o rozmiarze n
> system.time( for (i in 1:n) all[i] <- (1+1/i)71i ) # sposdb I
> system.time( a2 <- (1+1/(1:n))~(1:n) ) # sposéb II

Poszukiwane czasy wykonywania operacji na naszym komputerze, wyrazone w se-
kundach, wynosza odpowiednio (kolumna user):

# sposéb I:
user system elapsed
5.045 0.007 5.081
# sposéb II:
user system elapsed
0.232 0.013 0.248

Whioski pozostawiamy Czytelnikowi.

Wréémy do naszego zadania. Postugujac si¢ petla for rozwigzanie sformutowanego
problemu mozna przedstawié nastgpujaco:

> n <- 500

> X <- rcauchy(n)

> mn <- numeric(n)

> md <- numeric(n)

> for (i in 1:n) {

+ mn[i] <- mean(X[1:i])

& md[i] <- median(X[1:i])
+

}
> plot (1:i, mn, type="1", xlab="i", ylab="", las=1)
> lines(1:i, md, 1ty=2)
> abline(h=0, 1ty=3)
> legend("topright", expression(Sredniali], Medianal[i], a==0), 1lty=1:3)

Wynik zamieszczamy na rys.[4.2]

Pamigtajmy, ze rozpatrywanie réznych préb losowych prowadzi za kazdym razem
do innego wykresu. Stad tez warto powtorzy¢ kilkukrotnie symulacje i przyjrzec sig
otrzymanym wykresom. A jakie wnioski ptyna z powyzszego obrazka? OdpowiedZ na
to pytanie, jak i teoretyczne uzasadnienie wnioskéw pozostawiamy Czytelnikowi.
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Rys. 4.2

Zajmijmy si¢ teraz poréwnaniem estymatoréw parametru skali b = 1 w rozktadzie
standaryzowanym Cauchy’ego.

n <- 500

X <- rcauchy(n)

s <- numeric(n-1)

r <- numeric(n-1)

for (i in 2:n) {
s[i-1] <- sd(X[1:i])
r[i-1] <- IQR(X[1:i])/2

+ + + V V V VvV V

}

plot (2:i, s, type="1", xlab="i", ylab="", log="y", las=1)
lines(2:i, r, 1lty=2)

abline(h=1, 1lty=3)

legend("right", expression(s[i], r[i], b==1), 1lty=1:3)

vV V V V

Wynik zamieszczamy na rys. 4.3} Zwr6¢émy uwage na zastosowanie skali logarytmicznej
na osi pionowej tego wykresu.

Wyciagnigcie wnioskéw dotyczacych estymacji parametru skali w rozktadzie Cau-
chy’ego, jakie ptyna z zamieszczonego powyzej wykresu (a takze uzasadnienie tych
wnioskow) pozostawiamy Czytelnikowi.

o

Zadanie 4.3. Wygeneruj m = 10000 n-elementowych prébek (n = 20) z rozktadu
jednostajnego U ([0, 6]), gdzie § > 0. Poréwnaj empirycznie obciazenie i btad Srednio-
kwadratowy estymatora momentéw i estymatora najwigkszej wiarogodnosci parametru
0 w rozktadzie jednostajnym U ([0, 6]).
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[
Rys. 4.3
Rozwiazanie. Niech X1, ..., X, bedzie préba z interesujacego nas rozktadu jedno-

stajnego U ([0, #]). Mozna pokazaé, ze estymatory parametru ¢ otrzymany metoda mo-
mentéw (EMM) ma postaé B
f, = 2X, (4.4)

podczas gdy estymator najwigkszej wiarogodnosci (ENW) dany jest wzorem
By = Xy (4.5)

Korzystajac ze wzoréw (4.2) i (4.3) mozna wykazaé, ze obciazenia oraz odchylenia
standardowe rozwazanych przez nas estymatoréw wynosza, odpowiednio, b (01) =0,

MSE (61) = 8,6 (62) = =225 i MSE (6) = (20 .

~

Jak widaé, estymator najwigkszej wiarogodnosci 62 obarczony jest mniejszym bite-
dem Sredniokwadratowym niz estymator metody momentéw 61, ale w przeciwienstwie
do tego ostatniego jest obciazony. Nietrudno jednak zauwazy¢, iz estymator 3 mozna

499

w latwy sposéb ,,poprawic”, tak aby mie¢ zapewniong nieobcigzono$¢, otrzymujac

A n+1, n+1
03 = 0y = - Xnm- (4.6)

n

Blad Sredniokwadratowy tego estymatora wynosi MSE (ég) = n(giiﬂ)‘

PrzejdZzmy teraz do symulacyjnego badania wtasnosci podanych wyzej estymatoréw.
Mozemy zatozy¢, bez straty ogdlnosci, ze § = 1. Wygenerujmy 10000 20-elementowych
probek z rozktadu U ([0, 1]) i poréwnajemy estymatory parametru 6. Wyniki zapiszemy
W macierzy o rozmiarze m X 3, w ktérej kazdy wiersz bedzie odpowiadat innemu esty-

matorowi.
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4

m <- 10000
n <- 20
theta <- 1

vV Vv

wyniki <- matrix(nrow=3, ncol=m, # tu bedqg przechowywane wynik?

", "enmw"))) # nadajemy nazwy wierszom

>
+ dimnames=list(c("emm", "enw",
>

> for (k in 1:m) { # :—(

+ X <- runif(n, O, theta) # w kazdej iteracji petli mowa prébka
+ wyniki[1, k] <- 2#mean(X)

+ wyniki[2, k] <- max(X)

+ wyniki[3, k] <- max(X)*(n+1)/n

+ }

Rozwiazanie naszego zadania za pomoca petli for nie wydaje si¢ by¢ najszczgsliwsze.
Zobaczmy, ze przebiega ono wedlug schematu:

k razy
{

wykonaj eksperyment losowy
zapisz wynik

(i} Informacja

Bardziej wydajna implementacja powyzszej metody moze by¢ stworzona za po-
moca funkcji replicate(). Stuzy ona np. do wielokrotnego przeprowadzania
pewnego eksperymentu losowego i zapisywania wynikdw w wektorze badZ ma-
cierzy wyjSciowej. Oto sktadnia tej funkc;ji:
replicate(IleRazy,
{

. rézne operacje, np. losowanie prdéby, dziatania arytmetyczne...

wyznacz wynik eksperymentu (wynik: wektor)

A zatem zamiast pg¢tli for postuzymy si¢ nastgpujaca konstrukcja:
> wyniki <- replicate(m,
+ {
+ X <- runif(n, 0, theta)

+ c(2*mean(X), max(X), max(X)*(n+1)/n) # wynik eksperymentu

+ 1)

>

> wyniki[,1:5] # zobaczmy wyniki 5 pierwszych eksperymentiw
[,1] [,2] [,3] [,4] [,5]

[1,] 0.8793367 1.0869522 0.8018722 0.8370622 0.8537034

[2,] 0.9793075 0.9790389 0.8779666 0.9820345 0.9541463
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[3,] 1.0282729 1.0279909 0.9218649 1.0311362 1.0018536

Dzigki temu rozwiazanie uzyskuje si¢ nieco szybciej (dla m = 100000,n = 20
otrzymaliSmy czas 3.5 zamiast 4.3 s). Ponadto, co chyba wazniejsze, kod jest bardziej
zwigzly 1 zrozumialy.

W tym momencie mozemy juz oszacowac obcigzenia naszych trzech estymatoréw

> mean(wyniki[1, ]) - theta
[1] 0.001274957
> mean(wyniki[2, ]) - theta
[1] -0.04682591
> mean(wyniki[3, ]) - theta
[1] 0.000832798

oraz ich btedy Sredniokwadratowe:

> var(wyniki[1, ]) + (mean(wyniki[1, ]) - theta)”2
[1] 0.01672622
> var(wyniki[2, ]) + (mean(wyniki[2, ]) - theta)”2
[1] 0.004266179
> var(wyniki[3, ]) + (mean(wyniki[3, ]) - theta)”2
[1] 0.002286743

Uzyskane wyniki warto poréwna¢ z teoretycznymi warto§ciami obciazenia i bledéw
Sredniokwadratowych, obliczonych przez podstawienie § = 1 oraz n = 20 do podanych
wczesniej wzorow:

— obciazenie b (ég):
> -theta/(n+1)
[1] -0.04761905
— MSE (6:):
> (theta~2)/(3+n)
[1] 0.01666667
— MSE (6):
> 2x(theta™2)/(n+1)/(n+2)
[1] 0.004329004
— MSE (d3):
> (theta”2)/n/(n+2)
[1] 0.002272727
]

Zadanie 4.4. Wygeneruj m = 50 probek n-elementowych (n = 10) z rozktadu normal-
nego N (1, 2). Przedstaw na jednym wykresie przedziaty ufnosci dla wartosci oczekiwa-
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nej ¢ na poziomie ufnosci 0.95. Ile z nich powinno zawiera¢ warto§¢ p = 1?

Rozwiazanie. Dla préby X7, ..., X,, z rozktadu normalnego N (u, o), o nieznanych
parametrach p, o, przedziat ufnosci dla p na poziomie ufnosci 1 — o ma postaé

> n—1] S n—1] S
(X - tg_a/gﬁ, X+ t[l_a/]Z\/ﬁ> : (4.7)
gdzie t[ﬁ_al/g oznacza kwantyl rzgdu 1 — «/2 rozktadu ¢-Studenta z n — 1 stopniami
swobody.

Generujemy m prébek o licznosci n z rozktadu normalnego N (1, 2) i tworzymy dla
nich wektor mn, zawierajacy Srednie X oraz wektor d, zawierajacy wartosci s//n:
>m <- 50
>n <- 10
>mi <-1
> sigma <- 2
> wyniki <- replicate(m,
# 4
+ X <- rnorm(n, mi, sigma)
+ c(mean(X), sd(X)/sqrt(n))
+ 1)
> mn <- wynikil[1,]
>d <- wyniki[2,]

Nastepnie wyznaczamy granice przedziatéw ufnosci i rysujemy uzyskane przedziaty
na jednym wykresie:

50 |
40 -
5 —]
N 30
he)
(0]
N
Q 20
c
10
0 - T T T T T

granice przedziatu

> alfa <- 0.05
> q <- gqt(1-alfa/2,n-1)
> matplot(rbind (mn-g*d,mn+q*d), rbind(l:m,1:m), type="1", 1lty=1,
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i col=c("gray20", "grayb0"), las=1, xlab=’granice przedzialu’,
+ ylab=’nr przedziatu’)
> abline(v=mi)

Jakie wnioski pltyna z powyzszego obrazka? Jak si¢ ma frakcja przedziatow pokry-
wajacych warto§¢ ¢ = 1 do zatozonego poziom ufnosci? Zachgcamy Czytelnika do
chwili refleks;ji.

J

Zadanie 4.5. Wygeneruj m = 10000 prébek n-elementowych (n = 10) z rozktadu
normalnego. Nastgpnie, zakladajac, iz o prébkach wiemy tylko tyle, ze pochodza one
z rozktadu normalnego o nieznanych parametrach, wyznacz dla kazdej prébki przedziat
ufnosci dla wartoSci oczekiwanej na poziomie ufnosci 0.95. Poréwnaj frakcje pokry¢
przez przedzial ufnosci faktycznej wartosci oczekiwanej z zatozonym poziomem ufno-
Sci.

Rozwiazanie. Wprowadzamy dane do eksperymentu

> m <- 10000

>n <- 10

> alpha <- 0.05

> q <- qt(0.975,9)

a nastgpnie generujemy prébki i sprawdzamy, czy przedzialy pokrywaja teoretyczna
warto$¢ oczekiwana, tzn. p = O:

> ileWpada <- replicate(m, {

+ X <- rnorm(n)

+ mn <- mean(X)

Sl s <- sd(X)

+

+ (mn-g*s/sqrt(n) < 0) & (mnt+g*s/sqrt(n) > 0)

+

+ 1)
> ileWpadal[1:10]
[1] TRUE FALSE TRUE FALSE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE
W koficu obliczamy frakcje pokry€ liczby p1 = 0 przez wygenerowane przedziaty
ufnodci:
> sum(ileWpada)/m
[1] 0.9516

L

Zadanie 4.6. Srednia cena 50 losowo wybranych podrecznikéw akademickich wyniosta
48.40 zt. Wiadomo, ze odchylenie standardowe cen podrgcznikéw wynosi 4.75 zt. Wy-
znacz 95% przedziat ufnosci dla Sredniej ceny podrecznika akademickiego zaktadajac,
ze rozktad cen jest normalny.
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Rozwiazanie. Dla rozwazanego modelu nie zaimplementowano w R procedury wy-
znaczania przedziatu ufnosci. Dlatego tez musimy zrobi¢ to samodzielnie. Przypomnijmy
zatem postac przedziatu ufnosci dla warto$ci oczekiwanej 14 na poziomie ufnosci 1 — o

dla préby X1, ..., X, z rozktadu normalnego N (u, o), o znanym odchyleniu standar-
dowym o
= o = o
(X - Zlfa/2ﬁuX + Zla/2\/ﬁ) ; (4.8)

gdzie 21 _, /5 oznacza kwantyl rzedu 1 — /2 rozktadu N (0, 1).
W naszym zadaniu: ¢ = 4.75, n = 50, X = 48.4, 1 — a = 0.95. Zatem granice
poszukiwanego przedziatu ufnosci wynosza:
> 48.4-qnorm(0.975)*4.75/sqrt (50)
[1] 47.08339
> 48.4+qnorm(0.975)*4.75/sqrt (50)
[1] 49.71661

]

Zadanie 4.7. Przeprowadzono 18 niezaleznych pomiaréw temperatury topnienia otowiu
1 otrzymano nastgpujace wyniki (w stopniach Celsjusza):

330.0, 322.0, 345.0, 328.6, 331.0, 342.0,
342.4,340.4,329.7, 334.0, 326.5, 325.8,
337.5,327.3,322.6, 341.0, 340.0, 333.0.

Zaktadamy, ze temperatura topnienia otowiu ma rozktad normalny. Wyznacz dwustronny
przedziat ufnosci dla wartoSci oczekiwanej i odchylenia standardowego temperatury top-
nienia otowiu na poziomie ufnosci 0.95.

Rozwiazanie. Do wyznaczenia przedziatu ufnosci dla wartosci oczekiwanej p w roz-
wazanym modelu (tzn. dla préby losowej z rozktadu normalnego N (u, o) o nieznanych
parametrach i o) mozna uzy¢ funkcji t. test ():

> x <- ¢(330.0, 322.0, 345.0, 328.6, 331.0, 342.0,
+ 342.4, 340.4, 329.7, 334.0, 326.5, 325.8,

+ 337.5, 327.3, 322.6, 341.0, 340.0, 333.0)

> mean(x)

[1] 333.2667

> t.test(x, conf.level=0.95)$conf.int

[1] 329.6482 336.8851

attr(,"conf.level")

[1] 0.95
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(il Informacja

Szczegoty dotyczace funkcji t.test () poznamy w czesci dotyczacej weryfikacji
hipotez.

Poréwnajmy uzyskany wynik z przedzialem ufnosci wyznaczonym wg wzoru (4.7):
> mean(x)-qt (0.975, length(x)-1)*sd(x)/sqrt(length(x))
[1] 329.6482
> mean(x)+qt(0.975, length(x)-1)*sd(x)/sqrt(length(x))
[1] 336.8851

Przedziat ufnosci dla odchylenia standardowego o nie zostal zaimplementowany
w R, a zatem wyznaczamy go bezposrednio ze wzoru

(n—1)s2 (n—1)s2
9y 9 49
(\l X%—a/ln—l J Xi/Q,n—l ) 49

otrzymujac dolny kraniec szukanego przedziatu ufnosci réwny

> sqrt((length(x)-1)*var(x) / qchisq(0.975, (length(x)-1)))
[1] 5.460114

1 gérny kraniec przedziatu
> sqrt((length(x)-1)*var(x) / qchisq(0.025, (length(x)-1)))
[1] 10.90836

o

Zadanie 4.8. Wygeneruj m = 10 prébek n = 100-elementowych z rozktadu dwu-
punktowego Bern (p). Przedstaw na jednym wykresie przedziaty ufnosci dla parametru
p = 0.5 na poziomie ufnosci 0.9. Ile z nich powinno zawiera¢ warto$¢ p = 0.5?

Rozwiazanie. Asymptotyczny przedziat ufnosci (tzn. skonstruowany przy zatozeniu,
ze probka ma duza licznos$¢) dla prawdopodobienstwa sukcesu p w rozktadzie dwupunk-
towym Bern (p), na poziomie ufnosci 1 — «, ma postaé

A [ba—p) . [p1—p
(p_ Zl—a/Z p(np)ap—i_zl—a/Z p(np)) 5 (410)

gdzie 21 _ /5 oznacza kwantyl rzedu 1 — /2 rozktadu N(0, 1).

Tworzymy wektor pp, zawierajacy wartosci p wyliczone dla m prébek oraz wektor
d, zawierajacy wartosci 4/ @ wyliczone dla m prébek z rozktadu Bern(p) o liczno-
Sciach n:

87



88

ESTYMACJA PUNKTOWA | PRZEDZIALOWA

m <- 10
n <- 100
p <- 0.5
alfa <- 0.1

z <- gnorm(l-alfa/2)
pp <- rbinom(m, n, p)/n
d <- sqrt(pp*(1-pp)/n)

V V V V V V V

Nastgpnie rysujemy otrzymane przedzialy na jednym wykresie:

> matplot(rbind(pp-z*d,pp+z*d), rbind(l:m,1:m), type="1", 1lty=1,
+ las=1, xlab=’granice przedziatu’, ylab=’nr prébki’)
> abline(v=p)

10
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granice przedziatu
B

Zadanie 4.9. W sondazu przeprowadzonym przez magazyn ,,Time” (22 czerwca 1987)
578 sposrdd 1014 dorostych respondentéw stwierdzito, ze dla dobra dzieci lepiej jest,
gdy matka nie pracuje poza domem. Wyznacz 95% przedziat ufnosci dla odsetka doro-
stych podzielajacych t¢ opinig.

Rozwiazanie. Wlasciwym modelem matematycznym do$§wiadczenia opisanego po-
wyzej jest ciag niezaleznych obserwacji z tego samego rozktadu Bernoulliego Bern(p),
o nieznanym prawdopodobienistwie sukcesu p. Dysponujac prébka o dostatecznie duzej
licznosci (a z takim przypadkiem mamy do czynienia w tym zadaniu) mozemy wyzna-
czy¢ przedziat ufnosci dla parametru p korzystajac ze wzoru (@.10):

> p <- 578/1014

> n <- 1014

> p + c(-1,1)*qnorm(0.975) *sqrt (px(1-p) /n)

[1] 0.5395479 0.6004915
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A teraz wyznaczmy przedzial ufnosci dla p uzywajac funkcji prop.test:

> prop.test(578, 1014, conf.level=0.95)$conf.int
[1] 0.5388446 0.6006578

attr(,"conf.level")

[1] 0.95

Wynik uzyskany za pomoca funkcji prop. test rézni si¢ nieco od tego, ktéry otrzy-
mali$§my implementujac samodzielnie znany wzor na asymptotyczny przedziat ufnosci
dla p. Spowodowane jest to, w szczegdlnosci, stosowaniem przez R korekty na ciagtosé.
Mozna ja, oczywiscie, wytaczyC z obliczen, a wéwczas otrzymamy:
> prop.test (578, 1014, conf.level=0.95, correct=F)$conf.int

[1] 0.5393401 0.6001709
attr(,"conf.level")
[1] 0.95

Jak widzimy, nieznaczna réznica wynikéw nadal si¢ utrzymuje. Wskazuje to, ze
procedura stuzaca do wyznaczania przedziatu ufnosci dla proporcji, zaimplementowana
W naszym programie, nie korzysta z przyblizenia rozktadem normalnym zgodnie z cen-
tralnym twierdzeniem granicznym Moivre’a-Laplace’a. Istotnie, stosowana jest tutaj po-
prawka zaproponowana przez Wilsona (1927). Zainteresowanego Czytelnika odsytamy
do literatury. ]

Zadanie 4.10. Na 12 oddanych niezaleznie rzutow kostka otrzymano 3 ,,sz6stki”. Wy-
znacz 95% przedziat ufnosci dla prawdopodobieristwa otrzymania ,,szostki” w pojedyn-
czym rzucie kostka.

Rozwiazanie. Tym razem prébka, ktéra dysponujemy, jest matej licznoSci, co nie po-
zwala postuzy¢ si¢ wzorem na asymptotycznym przedziat ufnosci dla parametru p w roz-
ktadzie dwupunktowym Bern (p). Dysponujemy jednakze przydatna w tym przypadku
funkcja binom. test:

> binom.test(3, 12, conf.level=0.95)$conf.int

[1] 0.05486064 0.57185846
attr(,"conf.level")
[1] 0.95

4 .3. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 4.11. Wygeneruj n = 500-elementowa préobe (Y7, . ..,Y,,) z rozktadu normal-

nego standardowego.
1. Dlakazdej podprébki zawierajacej ¢ poczatkowych elementéw prébki wyjsciowe;,
tzn. dla X; = (Y1,...,Y;), gdziei = 1,...,n, wyznacz Srednia X, oraz mediane
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Med;. Nastgpnie przedstaw na wspSlnym wykresie zbiory {)_(i e=1,... ,n}
oraz {Med; : i = 1,...,n}. Przeanalizuj wptyw licznosci préby na zachowanie
si¢ Sredniej oraz mediany z préby. Czy statystyki te wydaja si¢ by¢ sensownymi
estymatorami parametru warto$ci oczekiwanej w tym modelu?

2. Dla kazdej podprébki zawierajacej ¢ = 2, . .., n poczatkowych elementéw prébki
wyjsciowej wyznacz odchylenie standardowe s; oraz d; = IQR(X;)/1.35 (czyli
rozstep miedzykwartylowy podzielony przez 1.35). Nastepnie przedstaw na wspol-
nym wykresie zbiory {s;:i =2,...,n} oraz {d; : i = 2,...,n}. Przeanalizuj
wplyw licznosci préby na zachowanie si¢ s; oraz d;. Czy statystyki te wydaja
si¢ by¢ sensownymi estymatorami odchylenia standardowego w tym modelu?

Zadanie 4.12. Na podstawie danych zawartych w pliku samochody . csv oszacuj prze-
dziatowo $rednie zuzycie paliwa i odchylenie standardowe zuzycia paliwa samochodéw
o przyspieszeniu mniejszym niz 20 m/s? (wykorzystaj zmienne mpg i przysp). Zaloz,
ze badana cecha ma rozkfad normalny. Przyjmij poziom ufnosci 0.95.

Zadanie 4.13. Pewien ichtiolog pobrat losowa prébe 15 ryb i zmierzyt ich dlugos¢.
Otrzymat nastepujace wyniki (w mm):

92, 88, 85, 82, 89, 86, 81, 66, 75, 61, 78, 76, 91, 82, 82.

Zakltadajac, ze rozktad dtugosci ryb badanego gatunku jest normalny, oszacuj przedzia-
towo na poziomie ufnosci 0.95 Srednia dtugos¢ ryb tego gatunku.

Zadanie 4.14. Wedlug sondazu przeprowadzonego przez CBOS w zwiazku z dziesig-
cioleciem cztonkowstwa Polski w Unii Europejskiej poparcie dla obecno$ci naszego
kraju w zjednoczonej Europie osiagneto rekordowy w historii poziomu 89%. Badanie
przeprowadzono na reprezentatywnej probie losowej 2118 dorostych mieszkaricow Pol-
ski. Wyznacz 90% przedziat ufnosci dla odsetka Polakéw popierajacych cztonkowstwo
Polski w UE.

Zadanie 4.15. W celu oszacowania niezawodno$ci pewnego urzadzenia dokonano 8
pomiaréw czasu bezawaryjnej pracy tego urzadzenia i otrzymano nastgpujace wyniki
(w godzinach):

1034, 2720, 482,622, 2624, 420, 342, 703.

Zaktadamy, ze czas bezawaryjnej pracy tego urzadzenia ma rozktad wyktadniczy. Osza-
cuj prawdopodobienistwo, ze dane urzadzenie nie ulegnie awarii w ciagu 750 godzin

pracy.
Zadanie 4.16. Ponizsze obserwacje:

3.91,2.57,1.18,2.21,2.25, 2.52, 4.78, —15.26,9.93, 6.22,
9.11,4.33,3.10,4.70, —5.70,0.39, 0.76, —1.14, —3.63, 3.44;
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stanowig prébg losowa z rozktadu Cauchy’ego C(a,b). Oszacuj parametry a i b postu-
gujac si¢ estymatorami wyznaczonymi metoda kwantyli.

Zadanie 4.17. Ponizsze dane przedstawiaja zarejestrowang przez radar drogowy pred-
kos¢ 10 losowo wybranych pojazdéw, jadacych pewna autostrada (w kilometrach na
godzing):

106,115, 99,109, 122,119,104, 125,107, 111.

Zaktadajac normalno$¢é rozkladu predkosci, wyznacz liczno$¢ proby, potrzebng do wy-
estymowania Sredniej predkosci, z doktadnoscia +2 km/h, na poziomie ufnosci 0.95.

Zadanie 4.18. Jak duza probe nalezy pobraé, aby z maksymalnym biedem 2% osza-
cowaé na poziomie ufnosci 0.99 procent kierowcéw nie zapinajacych paséw bezpie-
czenstwa? Uwzglednij rezultaty wstepnych badan, z ktérych wynika, ze interesujaca nas
wielkos¢ jest rzedu 16%. Poréwnaj otrzymana liczno$¢ proby z licznoscia, jaka bytaby
wymagana, gdyby pomina¢ rezultaty badan wstgpnych.

* Zadanie 4.19. Niech X, ..., X, oznacza ciag obserwacji czaséw poprawnego dzia-
tania n urzadzen pracujacych niezaleznie. Zaktadamy, ze czas poprawnej pracy kazdego
urzadzenia ma rozktad wyktadniczy z nieznanym parametrem 6. Urzadzenia te nie sa
obserwowane w sposob ciagty, lecz kontrola dokonywana jest w dyskretnych chwilach
1,2,..., k. Stad tez, de facto, obserwujemy jedynie Y7, ...,Y,, gdzie

V. — 1 gdy i—1<X; <1, dlapewnegoi=1,...,k,
Tl k+1 gdy X >k,

przy czym j = 1,...,n. Niech N; = #{j:Y; =i}, i = 1,...,k + 1. Wyznacz es-

tymator najwigkszej wiarogodnosci parametru 6. Dokonaj obliczen dla przypadku, gdy
n:10,k220razN1 :5,N2:2iN3:3.

4.4. Wskazéwki i odpowiedzi do zadan

Ad zad. 11 € (27.30534,29.69748), o € (6.45733,8.16175).
Ad zad. 11 € (76.08535,85.78131).
Ad zad. p € (0.87806,0.90091).

Ad zad. Chcemy oszacowaé prawdopodobieristwo ¢ = P(T > 750). Wystar-
czy zatem wyestymowac¢ parametr rozktadu wyktadniczego — np. ENW obliczony dla
zadanej probki wynosi A = X = 1118,375. I'stad ¢ = 0, 511.
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Adzad.4.16| a= 919 =273 (=190 197
Adzad. 417 n =90

Ad zad. Wymagana liczno$¢ probki, wyznaczona z uwzglednieniem informacji
wczesniejszych badafi, wynosi ny = 2237, podczas gdy bez uwzglednienia tych badan
konieczne jest ng = 4161 obserwacji.



Weryfikacja hipotez:
Podstawowe testy
parametryczne

5.1. Woprowadzenie

5.1.1. Test dla wartosci oczekiwanej pojedynczej proby

Niech X1, ..., X, bedzie proba prosta z rozktadu normalnego N (i, o) o nieznanych
parametrach p i 0. Do weryfikacji hipotez dotyczacych warto$ci oczekiwanej p postaci
H : = po wzglegdem jednej z alternatyw K : p # o, K’ < po lub K" @ i > po,
mozna uzy¢ funkcji t.test ().

Pierwszym argumentem tej funkcji jest wektor obserwacji. Warto$¢ po podajemy
jako drugi argument piszac: mu = g, zas posta¢ hipotezy alternatywne;j jako trzeci ar-
gument piszac: alternative="two.sided" (dla K), "less" (dla K’) lub "greater"
(dla K""). DomySlnie przeprowadzany jest test dwustronny.

Przyktadowo, dla wektora obserwacji x wywolanie funkcji t . test (x, mu=1) ozna-
cza testowanie hipotezy H : u = 1 przeciwko K : u # 1. Z kolei t.test (x, mu=1,
alternative="less") mdwi o tym, ze testujemy hipotezg¢ H : p = 1 przeciwko
K:pu<l1.

5.1.2. Test do poréwnywania wartosci oczekiwanych dwéch préb

Rozwazmy dwie niezalezne prébki proste: Xy, ..., X,, oraz Y71,...,Y,, z rozktadéw,
odpowiednio, N (u1,01) oraz N (u2,02). Za pomoca funkcji t.test () mozemy we-
ryfikowaé hipotezy o réwnosci dwéch wartosci Srednich, tzn. H : pp = po wzgledem
wybranej alternatywy K : iy # po, K' : puy < po lub K" @ iy > ps.

Dwoma pierwszymi argumentami funkcji t.test () w tym przypadku sa etykiety
wektoréw obserwacji x i y. Trzeci argument stuzy do wyboru hipotezy alternatyw-
nej (domyslnie przeprowadzany jest test dwustronny). Jako kolejny argument funkcji
t.test () podajemy informacje dotyczaca wariancji obu rozktadéw: czy wariancje o7
i 02 sa sobie réwne, czy tez nic o tym nie wiadomo. Jesli wariancje sa réwne, to poda-
jemy: var.equal=TRUE i wowczas mamy do czynienia z testem ¢-Studenta (domySlnie
réwno$¢ wariancji nie jest zaktadana).

Przyktadowo, dla wektora x zawierajacego obserwacje pierwszej probki i wektora y
z obserwacjami drugiej probki, wywolaniem t.test (x, y) zlecamy testowanie hipo-
tezy H : p1 = po przeciwko K : 1 # ue, bez zaktadania réwnos$ci wariancji obu roz-
ktadow. Natomiast t . test(x, y, alternative="less",var.equal=TRUE) jestpo-
leceniem wywotujacym testowanie hipotezy H : pu1 = pg przeciwko K’ : g < po, przy
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zatozeniu 03 = o3.

Jesli zamiast préb niezaleznych X7, ..., X,, z rozktadu N (pq,01) oraz Yi,..., Y,

z rozktadu N (u9, 02), mamy obserwacje zalezne w parach, to jako argument funkcji
t.test () podajemy dodatkowo: paired=TRUE.

5.1.3. Test do poréwnywania wariancji dwoch prob

Do weryfikacji hipotezy o réwnosci wariancji H : 07 = o3 przeciw wybranej hipotezie
alternatywnej: K : 03 # 03, K' : 03 < 03 badz K" : 02 > 03, dla dwéch niezalez-
nych prébek prostych X1, ..., X, z rozktadu N (1, 01) oraz Yi,...,Y,, z rozktadu
N (u2, 02), mozna postuzy¢ si¢ funkcja var.test ().

Jej pierwszym i drugim argumentem sa wektory obserwacji x i y. Jako trzeci ar-
gument podajemy posta¢ hipotezy alternatywnej (domySlnie przeprowadzany jest test
dwustronny).

Przyktadowo, aby przetestowaé hipoteze H : 0 = o3 przeciwko K : 07 # 03, na
podstawie wektoréw obserwacji x i y, wpisujemy instrukcje var.test(x, y).Z ko-
lei wyrazenie var.test(x, y, alternative="less") wywoluje test hipotezy H :

0? = o3 przeciwko K’ : 0% < 03.

5.1.4. Test dla wskaznika struktury (proporcji) dla pojedynczej proby

Niech X1, ..., X,, oznacza prébke prosta z rozktadu dwupunktowego Bern(p). Do we-
ryfikacji hipotezy H : p = pg wzgledem jednej z alternatyw K : p # po, K’ : p < po
badz K" : p > po mozna postuzy¢ si¢ funkcja binom.test () lub prop.test (), przy
czym w drugim przypadku przeprowadzany jest test asymptotyczny.

Pierwszym argumentem obu tych funkc;ji jest liczba jedynek w naszej prébie (odpo-
wiadajaca liczbie umownych sukceséw, tzn. elementdw posiadajacych interesujaca nas
cechg), a drugim — liczno$¢ proby n. Warto$¢ pg podajemy jako trzeci argument piszac:
P = po, za$ postaé hipotezy alternatywnej jako czwarty argument (domysSlnie przepro-
wadzany jest test dwustronny).

Dla przyktadu, polecenie prop.test (4, 100, p=0.05) oznacza test hipotezy H :
p = 0.05 przeciwko K : p # 0.05, na podstawie 100 elementowej probki, w kto-
rej zaobserwowano 4 elementy majace interesujaca nas cechg. Natomiast instrukcja
prop.test(4, 100, p=0.05, alternative="less") wywoluje test do weryfika-
cji hipotezy H : p = 0.05 przeciwko K’ : p < 0.05.

5.1.5. Test do poréwnania wskaznikéw struktury dwéch préb

Niech X;y,...,X,, 1Y1,...,Y,, beda niezaleznymi prébkami prostymi z rozktadéw,
odpowiednio, Bern(p;) oraz Bern(p2). Do weryfikacji hipotezy zerowej H : p1 = p2
przeciw wybranej alternatywie K : p1 # po, K' : p1 < pa badz K" : p1 > po, shuzy
funkcja prop.test (), przeprowadzajaca test asymptotyczny dla dwéch wskaznikéw
struktury.
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Jako pierwszy argument tej funkcji nalezy podaé wektor (k1, ko), gdzie k; oznacza
liczbe jedynek (elementéw posiadajacych interesujaca nas cechg) w ¢-tej probce (1 =
1,2). Drugim argumentem jest wektor licznosci prébek (nq,n9), natomiast trzecim —
postac hipotezy alternatywnej (domysSlnie przeprowadzany jest test dwustronny).

Na przyktad, chcac zweryfikowac hipotezg H : p; = po przeciwko K : p; # po, na
podstawie probek 100 i 120 elementowej, w ktérych zaobserwowano, odpowiednio, 4
i 6 elementéw wyréznionych, nalezy wywotac funkcje prop.test(c(4, 6), c(100,
120) ). Natomiast wywotujac prop.test(c(4, 6), c(100, 120), alternative=
"less") testujemy — dla analogicznego wyniku, jak poprzednio — hipotezg H : p1 = p2
przeciwko K’ : p; < ps.

5.2. Zadania rozwigzane

Zadanie 5.1. Nominalna waga netto kawy sprzedawanej w opakowaniu szklanym po-
winna wynosi¢ 150 g. Wystepuje jednakze duza zmienno$¢ wagi. Istotnie, préba losowa
siedmiu stoiczkéw kawy konkretnej marki sprzedawanej w sieci handlowej Zuczek wy-
kazata nastgpujace wagi netto (w gramach):

142,151,148, 151, 145, 150, 141.

Zaktadajac normalno$¢ rozktadu wagi, przetestuj hipoteze gloszaca, ze przecigtna waga
netto tej marki kawy wynosi faktycznie 150 g. Przyjmij poziom istotnosci o = 0.05.

Rozwiazanie. Obserwacje, ktérymi dysponujemy, sa realizacja proby X1, ..., X, zroz-

ktadu normalnego N(u, o) o dwéch nieznanych parametrach p oraz o. Nasz problem
decyzyjny sprowadza si¢ do weryfikacji hipotezy zerowej méwiacej, iz przecigtna waga
netto stoiczka kawy wynosi 150 g, czyli H : p = 150, wobec alternatywy gloszacej,
ze $rednia waga rdézni sie istotnie od wagi nominalnej, tzn. K : p # 150. Przyjety mo-
del matematyczny upowaznia nas do postuzenia si¢ testem ¢. Jest on zaimplementowany
w pakiecie R jako funkcja t.test ():

> kawa <- c(142, 151, 148, 151, 145, 150, 141)

> mean (kawa)

[1] 146.8571

> t.test(kawa, mu=150)

One Sample t-test

data: kawa

t =-1.9704, df = 6, p-value = 0.0963

alternative hypothesis: true mean is not equal to 150
95 percent confidence interval:
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142.9542 150.7601
sample estimates:
mean of x

146.8571

Z otrzymanego wydruku mozemy odczyta¢ m.in. warto$¢ statystyki testowej (ktéra
w rozwazanym przypadku wynosi ¢ = —1.9704) oraz p-warto§¢ = 0.0963, ktora jest
wielkoscig kluczowa do podjecia decyzji. Poniewaz w zadaniu przyjeto poziom istotno-
Sci testu a = 0.05, a otrzymana p-warto$¢ > «, zatem nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy zerowej. Oznacza to, ze Srednia waga stoiczka kawy nie rézni sig istotnie od
150 g.

(i] Informacja

Przypomnijmy, ze funkcja t.test () zwraca nam m.in. granice przedzialu ufno-
Sci dla wartosci Sredniej wagi kawy (przy domySlnym poziomie ufnosci 95%).
Zwréémy uwage, ze dysponujac tym przedzialem ufnosci jesteSmy réwniez w sta-
nie zweryfikowaé rozwazana hipotezg zerowa. Dlaczego? Albowiem istnieje wza-
jemnie réwnowazny zwigzek miedzy przedziatami ufnosci na poziomie ufnoSci
1 — « i testami na poziomie istotnosci «.. A jaki to zwigzek i co z niego wynika
— odpowiedzi na to pytanie zostawiamy Czytelnikowi (odsytajac go, w razie po-
trzeby, do literatury przedmiotu).

G

Zadanie 5.2. Wytrzymatos¢ na ci$nienie wewngtrzne jest wazng charakterystyka ja-
kosciowa szkta butelek. Pewna rozlewnia chce zamoéwi¢ butelki, ktérych §rednia wy-
trzymatosé przewyzsza 1.20 N/mm?. Na podstawie dotychczasowych do§wiadczefi wia-
domo, ze rozklad wytrzymatosci jest normalny z odchyleniem standardowym 0.07
N/mm?2. Pobrano prébe losowa 20 butelek, ktére nastepnie umieszczono w maszynie
hydrostatycznej, zwigkszajac ciSnienie az do zniszczenia butelki i otrzymano nastepu-
jace wyniki (w N/mm?):

1.36, 1.14, 1.27, 1.15, 1.20, 1.29, 1.27, 1.18, 1.23, 1.36,

1.38, 1.37, 1.30, 1.21, 1.33, 1.28, 1.32, 1.29, 1.33, 1.25.
Na poziomie istotnosci 0.04 stwierdZ, czy dana partia butelek spetnia postawione wy-
magania jako$ciowe.

Rozwiazanie. Mamy tutaj do czynienia z préba Xy, ..., X, z rozkladu normalnego
N(u, o) o nieznanym parametrze p, ale znanym odchyleniu standardowym o = 0.07.
Poniewaz nasz zleceniodawca chce by¢ przekonany o tym, ze zaméwiona partia bu-
telek wytrzyma cisnienie wewnetrzne przewyzszajace 1.20 N/mm?, naszym celem be-
dzie przetestowanie hipotezy zerowej Hy : i = 1.2 przeciw alternatywie K : pu > 1.2.
Skorzystamy tu z tzw. testu 2z, poniewaz ma on wigksza moc niz test ¢ (dysponujemy
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bowiem informacja o rozproszeniu rozktadu). Niestety, ten test nie zostal on zaimple-
mentowany w R, a wigc przeprowadzimy go ,,recznie”.

Jak wiadomo (a tych Czytelnikéw, ktérzy o tym nie wiedza, odsytamy do literatury),
hipotezg zerowa Hy : 1 = g w tescie z przy tzw. alternatywie prawostronnej K : p >
o odrzucamy, gdy statystyka testowa

X —
z = Ho

vn (6.1
o

przyjmie warto$¢ z obszaru krytycznego: W, = [z1_q, +00), gdzie z1_,, jest kwanty-
lem rzedu 1 — o rozktadu normalnego standardowego N(0, 1).

W naszym zadaniu: n = 20, a = 0.04, ug = 1.2 1 0 = 0.07. Podstawiamy te dane
do wzoru 1 wyznaczajac §rednig z naszej proby, w rezultacie otrzymujemy wartos¢
statystyki testowej:

x <- c(1.36, 1.14, 1.27, 1.15, 1.20, 1.29, 1.27, 1.18, 1.23, 1.36,
1.38, 1.37, 1.30, 1.21, 1.33, 1.28, 1.32, 1.29, 1.33, 1.25)

mu0 <- 1.2

sigma <- 0.07

(z <~ (mean(x)-mu0)/sigma*sqrt(length(x)))

[1] 4.823518

vV V. V + V

Aby wyznaczy¢ obszar krytyczny potrzebna nam warto$¢ odpowiedniego kwantyla,
ktéra wynosi:
> gnorm(0.96)
[1] 1.750686

Poniewaz warto$¢ statystyki testowej z nalezy do przedziatu krytycznego Wy o4 =
[1.75069, +00), odrzucamy hipotezg zerowa, co pozwala nam stwierdzi¢, iz wytrzyma-
tos¢ na ci$nienie badanych butelek istotnie (o = 0.04) przewyzsza 1.2 N/mm?. J

Zadanie 5.3. Wylosowana niezaleznie z partii zarowek 12-elementowa préoba data na-
stepujace wyniki pomiaru czasu §wiecenia zaréwek az do przepalenia (w godzinach):
2852, 3060, 2631, 2819, 2805, 2835, 2955, 2595, 2690, 2723, 2815, 2914.
a) Czy Sredni czas Swiecenia zaréwek jest istotnie krétszy od 2900 godzin? Przyjmij
poziom istotnosci o = 0.05.
b) Wyznacz 97% przedzial ufnosci dla Sredniego czasu Swiecenia zaréwek.

Rozwiazanie. W przeciwiefistwie do dwoéch poprzednich zadan, w niniejszym nie
mamy informacji dotyczacej rozktadu, z ktérego pochodzi préba. Gdyby czas Swiece-
nia zaréwek miat rozktad normalny, moglibySmy postuzy¢ si¢ znanym nam testem ¢.
Sprawdzimy zatem, czy mozna przyjac zatozenie o jego normalnosci, tzn. przetestujemy
hipoteze¢ Hy : rozktad proby jest normalny wobec alternatywy K : rozktad ten nie jest
normalny. Postuzymy si¢ w tym celu testem Shapiro-Wilka (wigcej informacji na temat
testowania zgodnos$ci z danym rozktadem znajdzie Czytelnik w nastgpnym rozdziale):
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> zar <- c(2852, 3060, 2631, 2819, 2805, 2835, 2955,
t 2595, 2690, 2723, 2815, 2914)
> shapiro.test(zar)

Shapiro-Wilk normality test

data: zar
W = 0.9747, p-value = 0.9532

Poniewaz p-warto$¢ obliczona dla statystyki testowej W = 0.9747 wynosi 0.9532, a
wigc jest wystarczajaco duza (w szczeg6lnosci wigksza od oo = 0.05), to nie mamy pod-
staw do odrzucenia hipotezy zerowej na zadanym poziomie istotnosci, a wigc mozemy
przyjaé, ze nasza préba pochodzi z rozktadu normalnego.

Dzigki temu do wyznaczenia jednostronnego przedziatu ufnosci dla p oraz zweryfi-
kowania hipotezy H : p = 2900 przeciw K : p < 2900, mozemy teraz uzy¢ funkcji
t.test () (gdyby zatozenie o normalnosci nie byto spetnione, powinniSmy postuzy¢ si¢
jakims$ testem nieparametrycznym, zob. nast. rozdziat):

> t.test(zar, conf.level=0.97, mu=2900, alternative="less")

One Sample t-test

data: =zar

t = -2.3855, df = 11, p-value = 0.01807

alternative hypothesis: true mean is less than 2900
97 percent confidence interval:

-Inf 2888.819

sample estimates:
mean of x

2807.833

Wartos¢ statystyki testowej ¢ wynosi —2.3855. A poniewaz p-warto$¢ = 0.0181 <
a = 0.05, wigc odrzucamy hipotezg zerowa na rzecz alternatywnej, co oznacza, ze
Sredni czas Swiecenia zarowek jest istotnie krétszy niz 2900 godzin. Na marginesie, za-
uwazmy, ze podanie parametru conf . level nie wptywa na wynik testu. Stuzy on tylko
do okreslania poziomu ufnos$ci dla przedziatu ufnosci. Natomiast parametr alternative
determinuje zaréwno postaé¢ hipotezy alternatywnej, jak i rodzaj przedziatu ufnosci.
W naszym przypadku, z uwagi na rozwazana jednostronng hipotez¢ alternatywna, uzy-
skaliSmy réwniez jednostronny przedziat ufnosci.

Gdyby$Smy chcieli otrzymaé dwustronny przedziat ufnosci dla przecigtnego czasu
Swiecenia zaréwki, musielibySmy ponownie skorzysta¢ z funkcji t.test () pomijajac
parametr alternative (co odpowiada domyslnie opcji ,,two.sided”).
> t.test(zar, conf.level=0.97, mu=2900)

One Sample t-test
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data: zar
t = -2.3855, df = 11, p-value = 0.03615
alternative hypothesis: true mean is not equal to 2900
97 percent confidence interval:
2711.605 2904.062
sample estimates:
mean of x
2807.833

Zatem 97% przedziat ufnosci dla §redniego czasu Swiecenia zaréwek (w godzinach)

ma nastgpujaca postac: [2711.605, 2904.062].
]

Zadanie 5.4. W stopie metalicznym pewnego typu zastosowano dwa rézne pierwiastki
utwardzajace. Wyniki pomiaréw twardosci stopéw utwardzanych obiema metodami wy-
gladaja nastgpujaco:

Metoda I || 145,150, 153,148,141,152, 146, 154,139, 148
Metoda II || 152,150, 147,155,140, 146, 158,152, 151,143,153

Przyjmuje sig¢, ze twardo$¢ ma rozktad normalny oraz ze wariancje dla obu metod sa
réwne. Czy na podstawie przeprowadzonych pomiaréw mozna stwierdzié, ze §rednia
twardo$¢ stopu utwardzanego druga metoda przewyzsza Srednig twardo$¢ stopu utwar-
dzanego pierwsza metoda? Przyjmij poziom istotnosci o = 0.05.

Rozwiazanie. Mamy tutaj do czynienia z dwoma niezaleznymi prébami prostymi:
X1,...,Xn, zrozktadu N(u1,07) oraz Y1,...,Y,, z rozktadu N(usg, 02), przy czym
wiadomo, ze 07 = 03.

Weryfikujemy H : py = pg przeciw K : uy < po. Uzyjemy testu ¢ dla dwoch préb
niezaleznych o takich samych wariancjach. W praktyce oznacza to postuzenie si¢ znang

nam funkcja t.test () z odpowiednio zadanymi parametrami:

> ml <- c(145,150,153,148,141,152,146,154,139,148)
> m2 <- c(152,150,147,155,140,146,158,152,151,143,153)
> t.test(ml, m2, alternative="less", var.equal=TRUE)

Two Sample t-test

data: ml and m2
t = -0.9466, df = 19, p-value = 0.1779
alternative hypothesis: true difference in means is less than O
95 percent confidence interval:
-Inf 1.758418

sample estimates:
mean of x mean of y

147.6000 149.7273
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Nietrudno zauwazy¢, ze nie ma podstaw do twierdzenia, iz §rednia twardo$¢ stopu
utwardzanego druga metoda przewyzsza Srednia twardo$¢ stopu utwardzanego pierwsza
metoda. Uzasadnienie tej decyzji pozostawiamy Czytelnikowi.

My natomiast sprawdzmy, jakie uzyskalibySmy wyniki, gdybySmy nie wiedzieli
o réwnosci wariancji obu rozktadéw. W tym celu wystarczy zmienié w funkcji t . test ()
warto$¢ argumentu dotyczacego wariancji:

> t.test(ml, m2, alternative="less")
Welch Two Sample t-test

data: ml and m2
t = -0.9496, df = 18.973, p-value = 0.1771
alternative hypothesis: true difference in means is less than 0
95 percent confidence interval:
-Inf 1.746503

sample estimates:
mean of x mean of y

147.6000 149.7273

W tym przypadku takze nie mielibySmy podstaw do odrzucenia hipotezy zerowe;.

(il Informacja

Jezeli zalozenie o réwnosci wariancji, tzn. 02 = o3, jest uzasadnione, to warto je

uwzgledni¢ dobierajac wiasciwy test (pierwszy z pokazanych w tym przyktadzie),
ktéry jest mocniejszy od drugiego z rozwazanych testow, nie wymagajacych tego
zalozenia.

G

Zadanie 5.5. Sposréd pracownikow pewnego przedsigbiorstwa wylosowano niezaleznie
15 pracownikéw fizycznych i 9 pracownikéw umystowych. Otrzymano nastgpujace dane
dotyczace stazu pracy (w latach):

Pracownicy umystowi || 14,17,7,33,2,24,26,22,12
Pracownicy fizyczni 13,15,3,2,25,4,1,18,6,9,20,11,5,1,7

Wiadomo, ze rozktad stazu pracy w przedsigbiorstwie jest normalny. Zweryfikuj hipo-
tezg gloszaca, ze Sredni staz pracy pracownikow fizycznych jest istotnie krétszy niz staz
pracy pracownikow umystowych. Przyjmij poziom istotnosci oo = 0.05.

Rozwiazanie. Mamy dwie niezalezne pébki proste: X, ..., Xy, zrozktadu N (u1,01)
oraz Y1,...,Y,, z rozktadu N (ug2, 02). Naszym celem jest weryfikacja hipotezy zero-
wej H : p1 = pg przeciw K : g > pa. Zastosujemy tu, podobnie jak w poprzednim
zadaniu, test ¢-Studenta dla dwéch préb.
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Zanim jednak to uczynimy, sprawdzimy wpierw, czy mozna przyjac zalozenie o row-
nosci wariancji obu rozktadéw. Do weryfikacji hipotezy H : 03 = o3 przeciw K : 07 #
o3 uzyjemy funkcji var.test ():
> um <~ c(14,17,7,33,2,24,26,22,12)
> fiz <- ¢(13,15,3,2,25,4,1,18,6,9,20,11,5,1,7)
> var.test(um, fiz)

F test to compare two variances

data: um and fiz
F =1.725, num df = 8, denom df = 14, p-value = 0.3557
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
95 percent confidence interval:
0.5250833 7.1238787
sample estimates:
ratio of variances
1.72505

Zatem mozna przyjac, ze nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o réwnosSci wa-

riancji. Zalozenie to, tzn. 0 = o3, uwzgledniamy w wywotaniu funkcji t . test ():

> t.test(um, fiz, alternative="greater", var.equal=TRUE)
Two Sample t-test

data: um and fiz
t = 2.2937, df = 22, p-value = 0.01587
alternative hypothesis: true difference in means is greater than O
95 percent confidence interval:
2.038754 Inf
sample estimates:
mean of x mean of y
17.444444 9.333333

Przy zalozonym poziomie istotnosci 0.05 stwierdzamy, ze Sredni staz pracy pracow-
nikéw fizycznych jest istotnie krétszy od stazu pracy pracownikéw umystowych. J

Zadanie 5.6. Grupe 10 dzieci poddano pewnemu badaniu pamigci. Po pewnym cza-
sie, w ktérym dzieci wykonywaty w domu ¢wiczenia usprawniajace pamigc, poddano
je ponownemu badaniu. Na podstawie wynikow zamieszczonych w tabeli stwierdz, czy
zaproponowane ¢wiczenia w istotny sposob usprawniaja pami¢é. Przyjmij poziom istot-
nosci réwny 5%.

Dziecko 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Wynik przed || 27 21 34 24 30 27 33 31 22 27
Wynik po 29 32 29 27 31 26 35 30 29 28

101
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Rozwiazanie. Tym razem mamy do czynienia z dwiema prébkami prostymi X7, .. .,
X, oraz Yy, ...,Y,, odpowiadajacymi wynikom poszczegdlnych dzieci przed i po ¢wi-
czeniach, ktére sa zalezne parami. Istotnie, X; oraz Y; s3 obserwacjami tego samego
i-tego dziecka, odpowiednio, przed i po ¢wiczeniach majacych usprawni¢ pamigé. Ta
sytuacja r6zni si¢ zatem od rozwazanych w poprzednich zadaniach, w ktérych mieliSmy
do czynienia z prébkami niezaleznymi.

Zakladajac, ze py 1 po oznaczaja Sredni wynik osiagnigty podczas badania, odpo-
wiednio, przed i po odbyciu éwiczefi, nasz problem sprowadzi si¢ do weryfikacji hi-
potezy zerowej Hy : 1 = po wzgledem K : py < pg. Faktycznie, odrzucenie hipo-
tezy zerowej na rzecz tak sformutowanej alternatywy §wiadczytoby o poprawie pamigci,
a wiec o skutecznosci ¢wiczen.

Zat6zmy chwilowo, Ze nasze probki pochodza z roktadéw normalnych. W celu we-
ryfikacji postawionej hipotezy postuzymy si¢ ponownie funkcja t . test (), z odpowied-
nio ustalonym argumentem:
> przed <- c(27,21,34,24,30,27,33,31,22,27)
> po <- ¢(29,32,29,27,31,26,35,30,29,28)
> t.test(przed, po, alternative="less", paired=TRUE)

Paired t-test

data: przed and po
t = -1.4302, df = 9, p-value = 0.09322
alternative hypothesis: true difference in means is less than O
95 percent confidence interval:
-Inf 0.5634468
sample estimates:
mean of the differences
-2
Poréwnujac p-wartosS¢ z przyjetym poziomem istotnosci o = 0.05 stwierdzamy brak
podstaw do odrzucenia Hy, co oznacza, ze zaproponowane ¢wiczenia nie wydaja si¢
istotnie usprawniaé pamigci dzieci.

(i Informacja

Zauwazmy, ze w celu weryfikacji naszej hipotezy mozemy réwniez uzy¢ testu ¢ dla
jednej préby utworzonej jako réznica obserwacji dwéch prébek:
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> t.test(przed-po, mu=0, alternative="less")
One Sample t-test

data: przed - po
t = -1.4302, df = 9, p-value = 0.09322
alternative hypothesis: true mean is less than O
95 percent confidence interval:

-Inf 0.5634468
sample estimates:
mean of x

-2

Zwré¢my uwage, ze stosowany przez nas test ¢ zaktada normalno$¢ rozktadéw. Po-
mingliSmy ten problem przedstawiajac sposéb postgpowania z prébkami zaleznymi pa-
rami. Teraz jednak sprawdzimy, czy faktycznie byliSmy uprawnieni do postuzenia sig¢
testem ¢. Doktadniej, zweryfikujemy hipotezg o normalnosci roktadu r6znic obserwacji
w parach. Postuzymy sie w tym celu testem Shapiro-Wilka:

> shapiro.test(przed-po)
Shapiro-Wilk normality test

data: przed - po
W = 0.9355, p-value = 0.504

]

Zadanie 5.7. W czasie poprawnej pracy maszyny frakcja wytwarzanych przez nig ele-
mentéw wadliwych nie powinna przekraczac 4%. Jezeli liczba ta bedzie wigksza, wow-
czas nalezy podja¢ czynno$ci majace na celu wyregulowanie procesu produkcji. Pracow-
nik zajmujacy si¢ kontrola jako$ci pobrat probke losowa 200 elementéw i znalazt w niej
14 elementéw wadliwych. Czy zaistniata sytuacja wymaga wyregulowania procesu pro-
dukcji? Zweryfikowac odpowiednig hipoteze na poziomie istotnosci 0.05.

Rozwiazanie. Mamy probe X7, ..., X, z rozktadu dwupunktowego Bern(p), w kt6-
rym parametr p interpretujemy jako wadliwos¢ procesu produkcji. Aby méc podjaé de-
cyzje, czy wymagane jest podjgcie czynnosci majacych na celu wyregulowanie procesu,
zweryfikujemy hipoteze Hy : p = 0.04 przeciw K > 0.04. Mozemy to zrobi¢ kilkoma
metodami. Po pierwsze, mozemy postuzy¢ si¢ doktadnym testem, zaimplementowanym
w funkcji binom.test ():

> binom.test (14, 200, p=0.04, alternative="greater")
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Exact binomial test

data: 14 and 200
number of successes = 14, number of trials = 200, p-value =

0.03121

alternative hypothesis: true probability of success is greater than 0.04
95 percent confidence interval:

0.04281265 1.00000000

sample estimates:
probability of success

0.07

Z uwagi na to, iz dysponujemy stosunkowo liczng prébka (n = 200), mozemy
skorzysta¢ z testu asymptotycznego. Dostgp do tego testu uzyskujemy poprzez funk-
cje prop.test (). Zaimplementowana wersja domyS$lna tego testu wykorzystuje tzw.
korekte ciagtosci:

> prop.test (14, 200, p=0.04, alternative="greater")

1-sample proportions test with continuity correction

data: 14 out of 200, null probability 0.04
X-squared = 3.9388, df = 1, p-value = 0.02359
alternative hypothesis: true p is greater than 0.04
95 percent confidence interval:

0.04371856 1.00000000

sample estimates:

P
0.07

Ze wspomnianej korekty ciaglto§ci mozemy zrezygnowaé, podajac odpowiedni ar-
gument funkcji prop.test():

> prop.test (14, 200, p=0.04, alternative="greater", correct=FALSE)

1-sample proportions test without continuity correction

data: 14 out of 200, null probability 0.04
X-squared = 4.6875, df = 1, p-value = 0.01519
alternative hypothesis: true p is greater than 0.04
95 percent confidence interval:

0.04570864 1.00000000

sample estimates:

p
0.07

Wyniki wszystkich testow wskazuja, ze nalezy odrzuci¢ hipotez¢ zerowa na pozio-
mie istotno$ci 0.05, co oznacza, ze proces produkcji zostat rozregulowany i nalezy pod-
jac stosowne dziatania naprawcze. J
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Zadanie 5.8. Dawno, dawno temu... (no moze nie tak dawno), obowiazywaty egza-
miny wstgpne na wyzsze uczelnie. Ot6z pewnego roku 455 sposréd 700 absolwentéw
technikéw i 517 sposréd 1320 absolwentéw liceéw nie zdato egzaminu wstgpnego z ma-
tematyki na Politechnike¢. Czy na podstawie powyzszych wynikéw mozna stwierdzié, ze
absolwenci technikéw byli stabiej przygotowani do egzaminu z matematyki niz absol-
wenci licedw?

Rozwiazanie. Modelem matematyczny rozwazanej sytuacji sa dwie niezalezne prébki
proste X1, ..., Xp, 1Y1,...,Y,, zrozktadéw dwupunktowych, odpowiednio, Bern(p; )
oraz Bern(pz). Parametry p; i po interpretujemy jako prawdopodobienstwa nie zdania
egzaminu wstgpnego z matematyki przez absolwenta, odpowiednio, technikum i liceum.

Naszym zadaniem jest weryfikacja hipotezy zerowej H : p; = po przy alternatywie
K : p1 > po. Postuzymy si¢ w tym celu testem dla dwu proporcji, zaimplementowanym
w funkcji prop.test ():

> prop.test(c(455,517), c(700,1320), alternative="greater")

2-sample test for equality of proportions with continuity
correction

data: c¢(455, 517) out of c(700, 1320)
X-squared = 121.2477, df = 1, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: greater
95 percent confidence interval:
0.2202584 1.0000000
sample estimates:
prop 1 prop 2
0.6500000 0.3916667
Zwr6émy uwage, ze w zadaniu nie wskazano poziomu istotnosci. Nie jest to jednak
przeszkoda w podjeciu decyzji, bowiem p-warto$¢ przeprowadzonego testu jest mniej-
sza niz jakikolwiek, dajacy sie uzasadnié, poziom istotnosci. Tym samym decyzja wy-
daje si¢ oczywista: faktycznie, absolwenci technikéw okazali si¢ stabiej przygotowani
z matematyki niz absolwenci licedw.
tJ

Zadanie 5.9. Niech X;,..., X, bedzie préba niezaleznych obserwacji z tego samego
rozktadu dwupunktowego Bern(6), gdzie 6 € (0, 1).
1. Przyjmujac, ze n = 20, podaj posta¢ najmocniejszego testu na poziomie istotnosci
a = 0.02 do weryfikacji hipotezy H : 6 = 0.2 wobec hipotezy alternatywnej
K:60=0.23.
2. Oblicz rozmiar tego testu.
Wyznacz metoda symulacyjna rozmiar rozwazanego testu.
4. Podaj posta¢ testu zrandomizowanego rozmiaru 0.02.

et
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5. Zbadaj metoda symulacyjna, czy rozmiar testu zrandomizowanego wynosi fak-
tycznie 0.02.

Rozwiazanie. Korzystajac z lematu Neymana-Pearsona mozna wykaza¢, ze najmoc-
niejszy test na zadanym poziomie istotnosci « do weryfikacji hipotezy H : 6§ = 0.2
wobec hipotezy alternatywnej K : § = 0.3 ma postaé

)1 gdy T(Xy,...,X,) >c,
SO(X177XH)_{ 0 gdy T(XlavXn)<07 (52)
gdzie
T(X1,...,Xn) =) Xi. (5.3)

W rozwazanym przez nas przypadku, tzn. dlan = 10 i § = 0.2 statystyka (5.3) ma
rozktad dwumianowy, a doktadniej: (X1, ..., X10) = 3212, X; ~ Bin(10,0.2).
Przy prawdziwosci hipotezy zerowej stata ¢ wystepujaca w tescie (5.2)) powinna spet-
nia¢ warunek
PH(T(Xl,...,Xn) >C)=Oé. 5.4)

Poniewaz mamy do czynienia z rozktadem dyskretnym, moze si¢ okazaé, ze przy zada-
nym poziomie istotnosci nie istnieje stata ¢ spetniajaca warunek (5.4). Wowczas zasta-
pimy go nieco stabszym warunkiem postaci

Py (T(X1,...,Xn) > ¢) < a. (5.5)

W celu wyznaczenia statej ¢, przyjrzyjmy si¢ wartosciom P(Y > y), gdzie Y ~

Bin(10,0.2):

>y <= 0:20

> p <~ 1-pbinom(y, 20, 0.2)

> data.frame(p=round(p, 10), row.names=y)
p

.9884707850

.9308247097

.7939152811

.5885511380

.3703517361

.1957922145

.0866925136

.0321426631

.0099817863

.0025948274

.0005634137

.0001017288

.0000151628
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13 0.0000018450
14 0.0000001803
15 0.0000000138
16 0.0000000008
17 0.0000000000
18 0.0000000000
19 0.0000000000
20 0.0000000000

W istocie szukamy najwiekszego c, dla ktérego zachodzi warunek (5.5)). Nietrudno
zauwazy¢, ze ¢ = 8. Stad szukany test ma wigc postaé

)1 gdy T(Xy,...,X,)>8,
*”(X“'“’X")‘{ 0 gy T(X1....X,) <8 56
Poniewaz, jak wynika z zamieszczonego wyzej wydruku, Py (T'( X1, ..., X,) > 8) =

0.0099818, zatem rozmiar naszego testu wynosi wiasnie 0.0099818.

Za chwilg przekonamy sig, czy w praktyce uda si¢ otrzymac tg warto$¢ rozmiaru
testu, obliczong analitycznie. W tym celu przeprowadzimy eksperyment symulacyjny
i wyznaczymy przyblizona warto$¢ rozmiaru testu jako iloraz liczby przypadkéw, w kt6-
rych warto$¢ statystyki testowej wpada do obszaru krytycznego oraz liczby przeprowa-
dzonych dos§wiadczen:
> n <- 10000
> wyniki <- replicate(n, {

+ (rbinom(1, 20, 0.2) > 8)
+ 1)

> (rozmiar <- sum(wyniki)/n)
[1] 0.0102

Chcac otrzymac test o zadanym rozmiarze 0.02 musimy zdecydowaé si¢ na rando-
mizacj¢. W rozwazanej przez nas sytuacji test zrandomizowany bedzie miat nastgpujaca
postac:

1 gdy }21 X; > 8,
p(X1,.. Xn) =0 7 gdy 32X =8, (5.7)
0 gdy E:igljg <8,

gdzie stala v wyznaczamy z réwnania:
10 10
azP(ZXi>8>+'yP<ZXi:8>, (5.8)
i=1 =1

przy czym « = 0.02 oznacza wymagany rozmiar testu.
Po odpowiednich przeksztatceniach otrzymamy:
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> (gamma <- (0.02-1+pbinom(8,20,0.2))/dbinom(8,20,0.2))
[1] 0.4520676

co oznacza, ze poszukiwana stata v jest rowna 0.4520676.

Teraz mozemy juz wyjasnic¢, w jaki sposéb nalezy korzysta¢ z testu zrandomizowa-
nego. Ot6z, hipotez¢ zerowa odrzucamy zawsze, gdy wartos¢ statystyki testowej 1" prze-
kracza 8. Natomiast gdy T'(X71, ..., X19) = 8, wéwczas przeprowadzamy do$wiadcze-
nie Bernoulliego (niezwiazane z rozwazanym zagadnieniem), z prawdopodobiefistwem
sukcesu rownym -y. Zaobserwowanie w tym do§wiadczeniu sukcesu prowadzi réwniez
do odrzucenia hipotezy zerowej. We wszystkich pozostatych sytuacjach nie mamy pod-
staw do odrzucenia H.

Na zakoriczenie tego zadania sprawdZmy jeszcze rozmiar podanego testu zrandomi-
zowanego metoda symulacyjna:
> n <- 100000
> wyniki <- replicate(n, {

+ probka <- rbinom(1, 20, 0.2)

+ (probka > 8) || (probka == 8 && runif(1)<gamma)
+ 1)

> (rozmiar <- sum(wyniki)/n)

[1] 0.01949

]

Zadanie 5.10. Niech X1, ..., X,, bedzie préba niezaleznych obserwacji z rozktadu nor-
malnego N(u, o). Wyznacz metoda symulacyjna funkcje mocy testu do weryfikacji hi-
potezy H : p = 2 wzgledem K : p > 2. Przyjmij, ze liczno$¢ proby wynosi 10,
natomiast poziom istotnosci jest réwny 0.05.

Rozwiazanie. Test na poziomie istotno$ci o do weryfikacji hipotezy H : p = 2 wzgle-
dem K : > 2 ma postaé

)1 gdy T(Xy,...,Xn)>c,
@O(Xl""’X")_{ 0 gdy T(Xi,...,X,) <c,
gdzie
X -2
T(X1,...,Xp) = T\/ﬁ
oraz
c:t[ln__al}.

Zatem funkcja mocy tego testu jest dana wzorem:

X -2 -
M, () =P, (S\/ﬁ > t[l_al]> . (5.9)
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Zatézmy bez straty ogdélnosci, ze 0 = 1. Empiryczne wyznaczanie funkcji mocy
testu  na poziomie istotnosci o = 0.05 mozna przeprowadzi¢ w nastgpujacy sposob:

>mi <- seq(1.00, 4.00, 0.1) # dla tych mi wyznaczamy moc
> moce <- rep(0, length(mi)) # tu bedziemy przechowywaé moc testow
> ¢ <- qt(0.95, 9)

>

> n <- 1000

>

> for (i in 1:length(mi))

+ {

+ wynik <- replicate(n,

+ {

+ x <- rnorm(10, mi[i], 1)

+ T <- (mean(x)-2)*sqrt(10)/sd(x)

i T > ¢ # TRUE(1) albo FALSE(0)

+ )

+ moce[i] <- sum(wynik) / n

+ 7}

A oto wykres funkcji mocy testu:

plot(mi, moce, xlab=expression(mu), ylab=expression(M(mu)),
type=’1’, ylim=c(0,1), las=1)

abline(v=2, lty=2)

abline(h=0.05, lty=2)

text (1.2, 0.08, expression(alpha==0.05))

vV V.V + V

M(u)
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5.3. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 5.11. Pewien ichtiolog pobrat losowa prébg 15 ryb i zmierzyt ich dlugosé.
Otrzymat nastgpujace wyniki (w mm):

92, 88, 85, 82, 89, 86, 81, 66, 75,61, 78, 76,91, 82, 82.

Zakladajac, ze rozklad dtugosci ryb badanego gatunku jest normalny, zweryfikuj hipo-
teze, ze Srednia dtugos$¢ ryb tego gatunku przekracza 78 mm. Przyjmij poziom istotnosci
a = 0.01.

Zadanie 5.12. Pewien ksiggowy przypuszcza, ze przecigtne saldo na kontach klientow
jego firmy jest mniejsze niz 31 tys. €. Zeby to sprawdzié, pobral losowa prébe kont,
otrzymujac nastgpujace wyniki dotyczace przecigtnego salda (w tys. €):

30.0, 30.0, 29.9, 31.3, 32.0, 32.0, 32.1, 30.5, 32.3, 29.5, 27.8, 27.3, 31.1,
30.7,24.5, 28.3, 31.3, 32.7, 33.3, 26.8.

Czy prawdziwe jest przypuszczenie ksiggowego? Zweryfikuj stosowna hipotezg na po-
ziomie istotno$ci 0.01.

Zadanie 5.13. Na podstawie danych zawartych w pliku samochody.csv zweryfikuj
przypuszczenie, ze Srednia moc silnika samochodéw wyprodukowanych w latach 1979—
1981 wynosi 84 KM (wykorzystaj zmienne moc i rok). Przyjmij poziom istotnosci 0.01.

Zadanie 5.14. Oszacowano przecigtng dtugos$¢ zycia w wybranych losowo 18 krajach.
Wyniki przedstawia ponizsza tabela:

Kraj Dtugosé zycia  Kraj Dlugosé zycia  Kraj Dtugosé zycia
Argentyna  70.5 Japonia 79 Sudan 53

Etiopia 51.5 Kenia 61 Tajwan 75

Niemcy 76 Meksyk 72 Tajlandia  68.5

Indie 57.5 Maroko 64.5 Turcja 70

Iran 64.5 RPA 64 Ukraina 70.5

Wrtochy 78.5 Hiszpania 78.5 USA 75.5

Czy na podstawie tych danych mozemy twierdzi¢, ze Srednia dlugos$¢ zycia przekracza
62 lata? Przyjmij poziom istotnosci 0.05.

Zadanie 5.15. Na podstawie danych dotyczacych parametréw kilku wybranych ma-
rek samochodéw (plik samochody . csv) stwierdZ, czy wystgpuje statystycznie istotna
réznica w przyspieszeniu samochodéw produkowanych w USA i w Japonii. Przyjmij
poziom istotnosci e = 0.05.

Zadanie 5.16. Badano wytrzymato$¢ 20 losowo wybranych wspornikéw betonowych,
przy czym 10 z nich wykonano metoda tradycyjna, a pozostate niedawno opatentowana,
nowa metoda. Wyniki pomiaréw (w MPa) podano w ponizszej tabeli:
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Metoda tradycyjna || 53,51,62,55,59, 56,61, 54,47,57
Nowa metoda 62, 55,61, 58, 54,49, 56, 60, 52,63

Czy na podstawie tych danych mozna stwierdzié, ze wytrzymato$¢ wspornikéw wykona-
nych nowa metoda przewyzsza istotnie wytrzymato$¢ wspornikéw wykonanych metoda
tradycyjna? Przyjmij poziom istotnosci 0.04.

Zadanie 5.17. Badano liczbe recept wypisywanych w ciagu 14 losowo wybranych dni
przez pewnych dwdch lekarzy. Otrzymano nastgpujace wyniki:

Lekarz1 || 19,21, 15, 17, 24, 12, 19, 14, 20, 18, 23, 21, 17, 12
Lekarz 11 || 17,15, 12,12, 16, 15, 11, 13, 14, 21, 19, 15, 11, 10

Zakladajac, ze badana cecha ma rozklad normalny, zweryfikuj przypuszczenie, ze lekarz
I wypisuje Srednio wigcej recept niz lekarz II. Przyjmij poziom istotnosci 0.05.

Zadanie 5.18. Badano przecigtng dtugos¢ filméw produkowanych przez dwie konku-
rujace ze soba firmy. W tym celu wylosowano do badania kilka filméw 1 otrzymano
nastgpujace dane (w minutach):

Dhugosci filméw produkcji A || 102, 86, 98, 109, 92, 102, 95, 120
Dhugosci filméw produkcji B || 81, 165,97, 134, 92, 87, 114, 120, 95, 136, 170

Czy mozna twierdzié, ze przecigtna dtugosc filméw produkcji A przewyzsza przecigtng
dtugosé filméw produkcji B? Zweryfikuj stosowna hipotezg na poziomie istotnosci 0.01.

Zadanie 5.19. Badano wplyw nowego leku na zmian¢ poziomu pewnej substancji we
krwi (w mg/ml). W tym celu zmierzono poziom tej substancji u 8 losowo wybranych
os6b, a nastepnie, po uptywie 30 minut od podania owego leku, powtdrzono badanie na
tej samej grupie os6b. Otrzymano nastgpujace wyniki:

Pacjent 1 2 3 4 5 6 7 8
Poziom przed || 2.76 5.18 2.68 3.05 4.10 7.05 6.60 4.79
Poziom po 7.02 310 544 399 521 10.26 13.91 14.53

Czy na podstawie powyzszych danych mozna stwierdzi¢, ze nowy lek powoduje istotne
podwyzszenie poziomu owej substancji we krwi? Przyjmij poziom istotnosci a = 0.05
oraz zalozenie o normalnosci rozktadu badanej cechy.

Zadanie 5.20. Badano wage (w kilogramach) losowo wybranych kobiet palacych papie-
rosy przed i 5 tygodni po rzuceniu przez nich palenia. Otrzymano nastgpujace wyniki:

Palaczka 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Wagaprzed || 67 65 62 62 66 65 61 63 64 71 69 65 61 60
Waga po 69 71 65 67 T4 62 69 64 70 68 73 71 67 62

Czy na podstawie powyzszych danych mozna stwierdzié, ze rzucenie palenia wptywa na
wzrost wagi palacej papierosy kobiety? Przyjmij poziom istotnosci o = 0.05.
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Zadanie 5.21. Wsréd pracownikéw naukowych pewnej uczelni przeprowadzono an-
kiete dotyczaca stazu pracy i stanu cywilnego. Otrzymano nastgpujace wyniki liczby
0s6b wedle stanu i stazu pracy (w latach):

Staz pracy Panna/kawaler Mezatka/zonaty

0-5 6 20
5-10 8 20
10-15 3 60
15-20 2 25
20-25 1 15

Zweryfikuj hipotezg, ze w grupie mezatek i zonatych odsetek oséb pracujacych na owej
uczelni dtuzej niz 15 lat wynosi 0.3. Przyjmij poziom istotnoSci o« = 0.05.

Zadanie 5.22. Na podstawie danych zawartych w pliku samochody . csv:
1. Podaj przedziat ufnosci dla odsetka samochodéw majacych moc wigksza niz 80
KM (wykorzystaj zmienng moc). Przyjmij poziom ufnosci 0.95.
2. Zweryfikuj hipotezg, ze ponad 50% samochodéw ma moc wigksza niz 80 KM.
Przyjmij poziom istotnosci 0.06.
3. Rozpatrz te problemy ponownie ograniczajac si¢ do samochodéw produkowanych
wylacznie w Ameryce i Japonii (wykorzystaj zmienne producent i legenda).

5.4. Wskazéwki i odpowiedzi do zadan

Ad zad. UWAGA! W tym zadaniu, jak i w kilku nastgpnych, nalezy zweryfiko-
wac hipotez¢ o normalnos$ci rozkladu, z ktérego pochodzi probka.

Test normalnosci Shapiro -Wilka: warto$¢ statystyki testowej to 1" = 0.932238, za$
p-warto$¢ wynosi 0.1705, czyli mozemy przyjac, ze proba pochodzi z rozktadu normal-

nego.
Do weryfikacji hipotezy H : p = 31 przeciw K : p < 31 wykorzystujemy test t.
Wartos¢ statystyki testowej to 7' = —1.65, za§ p-warto$¢ = 0.06. Zatem odrzucamy H

narzecz K, co oznacza, ze przypuszczenie ksiggarza okazalo sie prawdziwe.

Ad zad. Test normalnoSci Shapiro-Wilka: warto$¢ statystyki testowej to T' =
0, 9305 zas p-wartos¢ = 0.1985, czyli mozemy przyjac, ze préba pochodzi z rozktadu
normalnego.

Do weryfikacji hipotezy H : p = 62 przeciw K : p > 62 wykorzystujemy test t.
Wartos¢ statystyki testowej to T' = 3.148, za$ p-warto§¢ = 0.00295. Zatem odrzucamy
H narzecz K, tzn. §rednia dlugo$¢ zycia w badanych krajach przekracza 62 lata.

Ad zad. UWAGA! W tym zadaniu (jak i w niektérych nastgpnych) nalezy zwe-
ryfikowaé hipotezg o réwnosci wariancji w obu prébach.
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Ad zad. Latwo sprawdzié, ze préby pochodza z rozktadéw normalnych o réw-
nych wariancjach.

Do weryfikacji hipotezy H : p1 = pg przeciw K : u; < pe wykorzystujemy test t.
Wartos¢ statystyki testowej to T' = —0, 73, zas p-wartos¢ = 0.23695. Zatem nie mamy
podstaw do odrzucenia H, co oznacza, ze wytrzymato$¢ wspornikéw wykonanych nowa
metoda nie przewyzsza istotnie wytrzymatoSci wspornikéw wykonanych metoda trady-

cyjna.

Ad zad. Préby pochodza z rozktadéw normalnych, ale nie mozna przyjac zato-
zenia o réwnych wariancjach.

Do weryfikacji hipotezy H : pu1 = us przeciw K : p1 > uo wykorzystujemy test
t Welcha. Wartos¢ statystyki testowej to 7' = —1.69, zas p-warto§¢ = 0.94. Zatem nie
mamy podstaw do odrzucenia H, co oznacza, ze przecigtna dlugosc¢ filméw produkcji A
nie przewyzsza przecigtnej dtugosci filméw produkcji B.

Ad zad. Obserwacje parami zalezne.

Ad zad. Proby parami zalezne, pochodzace z rozkladéw normalnych. Do wery-
fikacji hipotezy H : p1 = po przeciw K : 3 < pg wykorzystujemy test t. Wartos§¢
statystyki testowej to T' = —3.85, za$§ p-warto§¢ = 0.001. Zatem odrzucamy H na rzecz
K, tzn. Srednio rzecz biorac, rzucenie palenia wptywa na wzrost wagi.
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Weryfikacja hipotez:
Podstawowe testy
nieparametryczne

6.1. Woprowadzenie
6.1.1. Testy dla mediany

6.1.1.1. Test rangowanych znakéw

Niech X7, ..., X, bedzie probka prosta z rozktadu ciaglego i symetrycznego. Do wery-
fikacji hipotezy zerowej dotyczacej mediany K : Med = mg mozna postuzy¢ si¢ tzw.
testem rangowanych znakéw (ang. signed rank test), ktéry w R jest zaimplementowany
jako funkcja wilcox.test ().

Wektor obserwacji x podajemy jako pierwszy argument funkcji wilcox.test, nato-
miast jako drugi argument podajemy hipotetyczna warto$¢ mediany (parametr mu). Wy-
bér hipotezy alternatywnej, tzn. K : Med # mg, K’ : Med < mg lub K" : Med > my,
mozna okresli¢ podajac jako kolejny argument alternative="twosided" (warto$¢
domy$lna), "less" lub "greater".

Dla przyktadu, gdy chcemy zweryfikowac hipotezg H : Med = 0 przeciwko K :
Med # 0, piszemy:

> wilcox.test(x, =0)

6.1.1.2. Test Wilcoxona

Niech Xi,..., Xy, 1 Y1,...,Y,, beda niezaleznymi prébkami prostymi z rozktadéw
ciaglych o medianach, odpowiednio, Med; i Meds. Test Wilcoxona (zwany tez testem
Manna-Whitneya-Wilcoxona) stuzy do weryfikacji hipotez o réwnosci median dwéch
populacji, tzn. H : Med; = Meds. Ten test jest dostgpny w R za poSrednictwem funkcji
wilcox.test().

Jako pierwszy i drugi argument tej funkcji podajemy wektory obserwacji x i y. Za
pomoca kolejnego argumentu: alternative="twosided" (warto§¢ domyslna), "less"
lub "greater", mozemy ustali¢ hipotezg alternatywna, tzn. K : Med; # Meds,
K’ : Med; < Medsy lub K : Med; > Meds.

Dla ilustracji, chcemy zweryfikowaé hipotezg H : Med; = Med, przeciwko K :
Med; # Meds, wywotujemy funkcje:
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> wilcox.test(x, y)

6.1.2. Testy zgodnosci

Do weryfikacji hipotez o zgodnosci rozktadu badanej cechy z interesujacym nas roz-
ktadem, mozna korzysta¢ w R z testu chi-kwadrat (funkcja chisq.test()) lub testu
Kotmogorowa (funkcja ks.test ()), przy czym test Kotmogorowa uzywamy w przy-
padku préb pochodzacych z populacji o rozktadach typu ciagtego. Funkcja ks . test ()
stuzy tez do przeprowadzania testu Kolmogorowa-Smirnowa o identycznosci rozktadow
badanej cechy w dwdch populacjach o rozktadach typu ciggtego. W przypadku & > 2
populacji o rozktadach typu ciaglego uzywa si¢ w tym celu testu Kruskala-Wallisa (funk-
cja kruskal.test()). Do poréwnania rozktadéw w wielu populacjach o rozktadach
dyskretnych, mozna uzy¢ funkcji prop.test (), za pomoca ktdrej przeprowadzany jest
test jednorodnosci chi-kwadrat.

6.1.2.1. Test chi-kwadrat Pearsona

Niech X1, ..., X,, bedzie probka prosta z rozktadu o dystrybuancie F'. Test zgodnosci
chi-kwadrat do weryfikacji hipotezy H : F' = Fy przeciw K : F # Fy przeprowa-
dza si¢ dla préb pogrupowanych w szereg rozdzielczy. Jako pierwszy argument funk-
cji chisq.test (), podajemy wektor zaobserwowanych licznosci poszczegdlnych klas
szeregu. Drugim argumentem tej funkcji jest wektor prawdopodobieristw p przynalezno-
Sci do poszczegdlnych klas obliczonych przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowe;.
Nalezy pamigtal, ze test zgodnosci chi-kwadrat jest testem asymptotycznym, tzn. wy-
magajacym dostatecznie wielu obserwacji.

6.1.2.2. Test Kotmogorowa

Niech X1, ..., X, bedzie probka prosta z rozkladu o ciagtej dystrybuancie F'. Weryfiku-
jemy hipoteze H : F' = Fy przeciw K : F # Fy. W tescie zgodnosci Kotmogorowa po-
réwnuje si¢ warto$¢ dystrybuanty empirycznej, zbudowanej na podstawie préby, z dys-
trybuantg teoretyczna. Jako pierwszy argument funkcji ks.test (), podajemy wektor
obserwacji x. Drugim argumentem jest nazwa funkcji wyznaczajacej dystrybuantg roz-
ktadu, z ktérym chcemy badaé zgodnos$¢, np. "punif" — gdy testujemy zgodnos¢ z roz-
ktadem jednostajnym lub "pnorm" — gdy testujemy zgodno$¢ z rozktadem normalnym.
Jako kolejne argumenty podajemy parametry interesujacego nas rozktadu.
Przyktadowo, zgodnos¢ z rozktadem U|0, 1] badamy wpisujac:

> ks.test(x, "punif")

Testowanie zgodnosci z rozktadem normalnym N(0.5, 1) dokonuje si¢ poleceniem:
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> ks.test(x, "pnorm", 0.5, 1)

natomiast zgodnos$¢ z rozktadem wyktadniczym Exp(2) testujemy nastepujaco:

> ks.test(x, "pexp", 2)

6.1.2.3. Testy normalnosci

Do weryfikacji hipotezy o normalnosci rozktadu badanej cechy mozna korzysta¢ z obu
wymienionych wyzej testéw. Jednak istniejq testy zaprojektowane specjalnie w celu ba-
dania zgodnosci z rozktadem normalnym. Takim testem jest np. test Shapiro-Wilka do-
stepny w programie R za posrednictwem funkcji shapiro.test ().

Inne dostgpne w R testy normalnosci sa zamieszczone w pakiecie nortest. Sa to: test
Cramera-von Misesa (cvm.test ()), test Andersona-Darlinga (ad . test ()), test Lillie-
forsa (1illie.test()), test chi-kwadrat Pearsona (pearson.test()), test Shapiro-
Francii (sf . test ()). Pierwszym argumentem wyzej wymienionych funkcji jest wektor
obserwacji x.

6.1.2.4. Wykres kwantylowy

Przydatna, pogladowa metoda badania zgodnosci z rozkladem normalnym jest wykres
kwantylowy dla rozktadu normalnego (ang. normal Q-Q plot badz quantile-quantile
plot), zaimplementowany w funkcji qgnorm().

Na wykresie tym poréwnujemy kwantyle obliczone dla prébki z kwantylami teore-
tycznymi rozktadu normalnego. Wektor x, zawierajacy wartosci prébki, podajemy jako
argument tej funkcji. Za pomocg wywotania metody qqline (x), mozna do wykresu
kwantylowego dorysowac prostg przechodzaca przez kwantyle rozkladu teoretycznego.
Jesli nasza préba pochodzi z rozktadu normalnego, to punkty na wykresie bedq uktadac
si¢ wzdluz tej prostej. Mozemy to zrealizowaé sekwencja komend:

> qqnorm(x)
> qqline(x)

6.1.2.5. Test Kotmogorowa-Smirnowa

Niech Xi,...,X,, 1 Y1,...,Y,, beda niezaleznymi prébkami prostymi z rozktadéw
ciagtych o dystrybuantach, odpowiednio, F' i G. Do weryfikacji hipotezy H : F' = G
mozna postuzy¢ si¢ testem Kolmogorowa-Smirnowa, ktéry poréwnuje wartosci dys-
trybuant empirycznych, zbudowanych na podstawie obu préb. Jako pierwszy argument
funkcji ks.test () podajemy wektor x, zawierajacy wartosci pierwszej probki, a jako
drugi — wektor y, zawierajacy wartosci drugiej prébki.
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6.1.2.6. Test Kruskala-Wallisa

Test Kruskala-Wallisa stuzy do weryfikacji hipotezy o identycznosci rozktadéw badane;j

cechy w & > 2 populacjach, tzn. H : F| = Fy = ... = F}. Jako argumenty funkcji
kruskal.test () podajemy wektory obserwacji x1, . . ., X3 pochodzacych z kolejnych
prébek.

6.1.2.7. Test jednorodnosci chi-kwadrat

Test jednorodnosci chi-kwadrat stuzy do weryfikacji hipotezy o jednakowym rozkla-
dzie badanej cechy kilku populacji w przypadku dyskretnym. Przeprowadzany jest na
podstawie tablicy czgstosci pojawien si¢ interesujacych nas obserwacji w kolejnych pré-
bach. Jako pierwszy argumenty stosowanej w tym celu funkcji prop. test () podajemy
wektor x zawierajacy liczno$ci elementéw wyréznionych w obserwowanych prébkach,
natomiast drugim argumentem jest wektor y podajacy licznosci préb.

6.2. Zadania rozwigzane

Zadanie 6.1. Wygeneruj 200-elementowe probki z rozktadu normalnego, Cauchy’ego,
jednostajnego, Laplace’a, wyktadniczego oraz z rozkladu o gestosci

e’ dla z <0,
flz) = { 0 dla z>0. ©6.1)

Nastepnie utworz dla kazdej probki tzw. wykres normalnosci (czyli wykresy kwanty-
lowe dla rozktadu normalnego). Jak zmienia si¢ ksztalt wykresu w zaleznosci od typu
rozktadu?

Rozwiazanie. Zanim bedziemy mogli zajac si¢ poréwnywaniem wykres6w, wpierw
wygenerujemy probki z nastgpujacych rozktadéw:

1. normalnego N(0, 1),

. Cauchy’ego C(0, 1),

. jednostajnego U|0, 1],
. Laplace’a La(0, 1),

. wyktadniczego Exp(1)
. 0 gestoscei (6.1).

W $rodowisku R zaimplementowano funkcje pozwalajace generowac prébki z pierw-
szych trzech rozktadéw oraz rozktadu wyktadniczego (por. rozdziat 3), tzn. rnorm(),
rcauchy (), runif () i rexp (). Funkcje generujace pozostale dwa rozklady zaimple-
mentujemy samodzielnie.

AN kAW
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Przypomnijmy, ze rozktad Laplace’a La(a, b), gdzie a € R, b > 0, dany jest dystry-
buantg

F(xz) =0.5+0.5sgn (z — a) (1 — exp (—MZM)) . (6.2)

Fatwo pokazaé, ze jezeli U ~ U[—0.5,0.5], wtedy a—bsgn(U) In (1—2|U|) ~ La(a, b)
(rozktad ten wybraliSmy nieprzypadkowo, bowiem jest on symetryczny i ma taka sama
kurtoze jak rozktad normalny).

Nietrudno zauwazy¢, ze wykres funkcji danej wzorem (6.1) dostajemy w wyniku
przeksztalcenia symetrycznego wzgledem osi 0Y wykresu gestosci rozktadu wyktadni-
czego Exp(1). Tym samym prébke z rozktadu o gestosci (6.1) mozemy otrzymac ge-
nerujac liczby losowe z rozktadu wyktadniczego Exp(1), a nastgpnie mnozac je przez
(—1).

Zatem generowanie probek z zadanych rozktadéw przebiega nastgpujaco:

>n <- 200

> a <- rnorm(n)

> b <- rcauchy(n)

> ¢ <- runif(n)

> U <~ runif(n, -0.5, 0.5)

> d <- -sign(U)*log(1-2*abs(U))
> e <- rexp(n, 1)

> f <- -rexp(n, 1)

po czym pozostaje ,,wrzuci¢” kazda z prébek na siatkg wykresu kwantylowego utworzo-
nego dla rozktadu normalnego:

> par (mfrow=c(3,2))

>

> qqnorm(a, main="N(0,1)", las=1)
> qqline(a)

>

> qqnorm(b, main="C(0,1)", las=1)
> qqline(b)

>

> qgnorm(c, main="U[0,1]", las=1)
> qqline(c)

>

> qqnorm(d, main="La(0,1)", las=1)
> qqline(d)

>

> qqnorm(e, main="Exp(1)", las=1)
> qqline(e)

>

> qqnorm(f, main="NegExp(1)", las=1)
> qqline(f)

Szczegblowa analize powyzszych obrazkéw pozostawiamy Czytelnikowi. Zwré¢my
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tylko uwage, ze zastosowanie wykresu kwantylowego rozktadu normalnego wykracza
daleko poza cel, dla ktérego 6w wykres zostat stworzony, tzn. do sprawdzania, czy ba-
dana prébka pochodzi wtasnie z rozktadu normalnego. Chocby pobiezne przyjrzenie si¢
otrzymanym obrazkom pozwala stwierdzié, ze w sytuacjach, w ktérych mieliSmy do
czynienia z rozkladami innymi niz normalny, na wykresie kwantylowym ujawniaja si¢
charakterystyczne cechy rozktadéw informujace nas, czy jest to rozktad symetryczny,
czy asymetryczny (i o jakim znaku owej asymetrii), czy ma ,,cigzsze ogony” niz rozktad
normalny itd. L

Zadanie 6.2. Utworz wykres ,,jednostajnosci” i ,,wyktadniczos$ci”, czyli wykresy kwan-
tylowe do poréwnywania losowych préob, odpowiednio, z rozktadu jednostajnego i roz-
ktadu wyktadniczego, z kwantylami teoretycznymi tych rozktadéw.

Rozwiazanie. Zadane wykresy utworzymy w ten sposéb, ze na osi odcietych poto-
zymy kwantyle teoretyczne danego rozktadu, natomiast na osi rzgdnych uporzadkowane
rosnaco wartosci wygenerowanej probki.

Oto kod Zrédtowy i wykres kwantylowego dla rozktadu jednostajnego, por. rys. [6.2}
> u <- runif (100)
> qu <- qunif (ppoints(100))
> qqplot(qu, u, las=1)
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Rys. 6.2. Wykres kwantylowy dla rozktadu jednostajnego

a ponizej kod i wykres kwantylowy dla rozktadu wyktadniczego, zob. rys. [6.3}

> e <- rexp(100)
> ge <- gexp(ppoints(100))
> qqplot(qge, e, las=1)
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ge

Rys. 6.3. Wykres kwantylowy dla rozktadu wyktadniczego

L

Zadanie 6.3. Badania grupy krwi 200 oséb daty nastepujace wyniki: grupe O miaty 73
osoby, grupe A — 74 osoby, grupe B — 34 osoby, natomiast grupe AB miato 19 oséb.
1. Czy na podstawie tych wynikéw mozna przyjac hipoteze o réwnomiernym roz-
ktadzie wszystkich grup krwi?
2. Zweryfikuj hipoteze, ze grupa krwi O wystepuje Srednio u 36.7% ludzi, grupa A
—u37.1%, B —u 18.6%, natomiast grupa AB wystepuje u 7.6% ogétu ludzi.
W obu przypadkach przyjmij poziom istotnosci o = 0.05.

Rozwiazanie. Zaczniemy od weryfikacji hipotezy o réwnomiernosci rozktadu grup
krwi. Mdéwiac nieco bardziej formalnie, mamy do czynienia z rozkladem czteropunk-
towym, przyjmujacym poszczegdlne wartosci (odpowiadajace grupom krwi) z prawdo-
podobienstwami: pg, pa, pp 1 pap. Tym samym pierwsze z rozpatrywanych zagadnien
sprowadza si¢ do weryfikacji hipotezy H : pg = pa = pp = pAB = i, przy alternaty-
wie K : -H méwiacej, iz nie mamy do czynienia z rozktadem réwnomiernym.

Ze wzgledu na to, ze dysponujemy w miarg liczna prébka, mozemy postuzy¢ sig
testem zgodnoSci chi-kwadrat:
> krew <- c(73, 74, 34, 19)
> praw <- rep(0.25, 4)
> chisq.test(krew, p=praw)

Chi-squared test for given probabilities

data: krew
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X-squared = 46.44, df = 3, p-value = 4.572e-10

Wynik testowania jest oczywisty — odrzucamy hipoteze zerowa. Oznacza to, ze roz-
ktad grupy krwi nie jest rownomierny. Warto zwrdci¢ uwage na to, ze w zasadzie decyzja
ta nie zalezy od przyjetego poziomu ufnosci, bowiem p-value < 0.0001.

Rozwazmy teraz hipotezg H : pg = 0.367, p4 = 0.371, pp = 0.186, pap = 0.076,
przy alternatywie K : - H mdéwiacej, iz faktyczny rozklad grup krwi rézni sig istotnie od
wskazanego w hipotezie zerowej. Ponowne zastosowanie testu zgodnos$ci chi-kwadrat da
nam nastgpujacy rezultat:

> praw2 <- c(0.367, 0.371, 0.186, 0.076)
> chisq.test(krew, p=praw2)

Chi-squared test for given probabilities

data: Kkrew
X-squared = 1.228, df = 3, p-value = 0.7463

Jak wida¢, tym razem nie mamy podstaw do odrzucenia hipotezy zerowe;j. tJ

Zadanie 6.4. Postanowiono zbadad, ile zadan rozwiazuja studenci w czasie egzaminu
ze statystyki. Ponizsza tabela zawiera wyniki badania przeprowadzonego w grupie 120
losowo wybranych studentéw:

Liczbarozwiazanychzadan | O 1 2 3 4
Liczba studentéw 10 32 46 26 6

Na poziomie istotno$ci 0.05 zweryfikuj hipoteze, ze liczba rozwigzanych zadan ma roz-
ktad dwumianowy Bin(4, 0.5).

Rozwiazanie. Niech X oznacza zmienng losowa wskazujaca liczbg zadah rozwiaza-
nych przez studenta podczas egzaminu ze statystyki. Naszym celem bgdzie Weryfikacja
hipotezy H : X ~ Bin(4,0.5), wobec alternatywy K : =H mdwiacej, iz rozktad liczby
rozwiazanych zadan rézni si¢ istotnie od wskazanego przez hipoteze H. A oto kod Zré-
dtowy procedury wykorzystujacej test zgodnosci chi-kwadrat:

> licznosci <- c(10, 32, 46, 26, 6)

>

> (pstwa <- dbinom(0:4, 4, 0.5))

[1] 0.0625 0.2500 0.3750 0.2500 0.0625

> chisq.test(licznosci, p=pstwa)

Chi-squared test for given probabilities

data: 1licznosci
X-squared = 1.8222, df = 4, p-value = 0.7684
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W swietle uzyskanych wynikéw nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy, ze liczba
rozwigzanych zadai ma rozktad Bin(4, 0.5). O]

Zadanie 6.5. Wsrdd studentow, ktorzy nie zdali egzaminu z rachunku prawdopodobien-
stwa przeprowadzono sondaz majacy wskazad, ile zadan rozwigzali oni samodzielnie
w ramach przygotowan do tego egzaminu. Ponizsza tabelka przedstawia wyniki badania
przeprowadzonego w grupie 120 losowo wybranych studentéw:

Liczbarozwigzanychzadan || O 1 2 >3
Liczba studentéw 64 30 18 8

Na poziomie istotnosci 0.05 zweryfikuj hipoteze, ze liczba rozwigzanych samodzielnie
zadan ma rozktad Poissona.

Rozwiazanie. Niech X oznacza zmienna losowa opisujaca liczbg samodzielnie roz-
wigzanych zadan. Naszym celem jest weryfikacja hipotezy zerowej H : X ma rozktad
Poissona, wzglgdem hipotezy alternatywnej K : —H moéwiacej, iz rozklad liczby roz-
wigzanych samodzielnie zadan nie jest rozktadem Poissona. Zwr6émy uwage, ze w prze-
ciwienistwie do rozwazanych poprzednio zadan dotyczacych testowania zgodnosci, tym
razem hipoteza zerowa jest ztozona (a nie prosta). Oznacza to, iz testowanie zgodnosci
musimy poprzedzi¢ estymacjq parametréw rozktadu wystgpujacego w hipotezie zero-
wej.

W naszym przypadku, z uwagi na to, iz jest to rozktad Poissona, mamy do osza-
cowania tylko jeden parametr A. Latwo pokazaé, ze estymatorem metody najwigkszej
wiarogodnos$ci tego parametru jest Srednia arytmetyczna, tzn. A= X. Dopiero po wy-
estymowaniu tego parametru mozemy przystapi¢ do weryfikacji hipotezy o zgodnosci
probki z rozktadem doprecyzowanym dzigki dokonanej estymacji. A oto kod naszej pro-
cedury testowe;j:
> zadania <- c(64, 30, 18, 8)
> zadania / sum(zadania)

[1] 0.53333333 0.25000000 0.15000000 0.06666667

> (lambda <- sum(zadania*(0:3))/sum(zadania))

(1] 0.75

> pstwa <- dpois(0:2, lambda)

> (pstwa <- c(pstwa, 1-sum(pstwa)))

[1] 0.47236655 0.35427491 0.13285309 0.04050544

> chisq.test(zadania, p=pstwa)

Warning: Chi-squared approximation may be incorrect

Chi-squared test for given probabilities

data: zadania
X-squared = 6.9204, df = 3, p-value = 0.07448
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Zwré¢my uwage, ze — formalnie rzecz biorac — zaimplementowany w R test nie
uwzglednia zmniejszenia o 1 stopni swobody (df, ang. degrees of freedom), spowo-
dowanego estymacjq parametru z proby. W zwiazku z tym wyznaczymy samodzielnie
obszar krytyczny, ktéry pozwoli nam podjac ostateczng decyzje:
> qchisq(0.95, 3)

[1] 7.814728
> qchisq(0.95, 2)
[1] 5.991465

Z uwagi na to, ze otrzymana warto$¢ statystyki testowej x> = 6.9204 wpada do
obszaru krytycznego Ko o5 = [5.9915, +00), odrzucamy hipotezg zerowa, co oznacza,
iz rozktad liczby samodzielnie rozwiazywanych zadan nie jest rozktadem Poissona. [

Zadanie 6.6. Wygeneruj n = 20-elementowg prébe losowa z rozktadu Cauchy’ego
C(myg, 1). Za pomoca testu znakéw zweryfikuj hipoteze, ze mediana rozktadu, z kt6-
rego pochodzi préba, wynosi mg = 4. Poréwnaj otrzymany rezultat z wynikiem testu
rangowanych znakéw.

Rozwiazanie. Niech X, .., X, oznacza prébke prosta z rozktadu ciaglego w otocze-
niu mediany. Do weryfikacji hipotezy dotyczacej mediany H : Med = mg przeciw
alternatywie K : Med # my stuzy np. test znakéw (ang. sign test), ktérego statystyka
testowa ma postac

n
T =) I(X; > mo), (6.3)
i=1
za$ obszar krytyczny jest dany wzorem

K, = [O,TQ/Q} U [n — ra/z,n] , (6.4)

gdzie 1,/ jest kwantylem rzedu /2 rozktadu Bin(n, 0.5). W naszym zadaniu: n = 20,
a = 0.05, mg = 4.
Po wygenerowaniu prébki

>n <- 20

> m0 <- 4

> x <- rcauchy(n, m0)
> median(x)

[1] 4.636915

wyznaczamy warto$C statystyki testowej oraz kwantyl wymagany przez obszar kry-
tyczny

> (T <- sum(x>m0))

[1] 13

> alfa <- 0.05

> (r <- gbinom(alfa*0.5, n, 0.5))

[1] 6
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Z uwagi na to, ze otrzymana warto$¢ statystyki testowej I’ = 13 nie wpada do
obszaru krytycznego Ky g5 = [0, 6]U[14, 20], nie mamy podstaw do odrzucenia hipotezy
zerowej, iz mediana rozktadu jest réwna 4.

Dla poréwnania, zastosujmy test rangowanych znakéw (ang. signed rank test):

> wilcox.test(x, mu=4)
Wilcoxon signed rank test
data: x

V = 125, p-value = 0.4749
alternative hypothesis: true location is not equal to 4

(i] Informacja

Nalezy pamigtaé, ze jednym z zalozen (obok ciagtosci rozktadu), ktére powinno
by¢ spetnione, jesli chcemy postuzy¢ sig testem rangowanych znakéw, jest symetria
rozktadu.

J

Zadanie 6.7. Zmierzono czas trwania siedmiu rozméw telefonicznych i otrzymano na-
stepujace dane (w minutach):

2.5;1.8;6.0;0.5;8.75;1.2; 3.75.

Na poziomie istotnosci & = 0.01 zweryfikuj hipoteze¢, ze czas trwania rozmowy ma
rozktad wyktadniczy o wartosSci Sredniej 4 minuty.

Rozwiazanie. Niech X oznacza zmienng losowa, ktérej warto§¢ odpowiada dtugosci
rozmowy telefonicznej. Naszym zadaniem jest weryfikacja hipotezy, ze czas trwania
rozmowy ma rozklad wykladniczy o wartoSci §redniej 4 minuty, co jest rOwnowazne
stwierdzeniu, ze jest to rozklad wyktadniczy z parametrem A = %. Tak wigc bedziemy
testowad hipoteze H : X ~ Exp(%) przeciw hipotezie alternatywnej K : —H. Poniewaz
dysponujemy stosunkowo nieliczna probka z rozktadu ciagtego, mozemy postuzy¢ sig
testem zgodnoS$ci Kolmogorowa:

> telefony <- c(2.5, 1.8, 6, 0.5, 8.75, 1.2, 3.75)
> ks.test(telefony, "pexp", 0.25)

One-sample Kolmogorov-Smirnov test
data: telefony

D = 0.1175, p-value = 0.9997
alternative hypothesis: two-sided
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Jak widaé, w §wietle uzyskanych danych, nie mamy podstaw do odrzucenia hipotezy
Zerowe;j. UJ

Zadanie 6.8. Na podstawie danych dotyczacych parametrow kilku wybranych marek
samochodéw (plik samochody . csv), zweryfikuj hipoteze o jednakowym rozktadzie zu-
zycia paliwa przez samochody produkowane w USA i w Japonii (wykorzystaj zmienne
mpg i producent). Przyjmij poziom istotnosci o = 0.05.

Rozwiazanie. Dysponujemy dwiema niezaleznymi prébkami losowymi X1, ..., X,
iY,...,Y,, z rozktadéw o ciagtych dystrybuantach, odpowiednio, F' i G. Weryfi-
kacja hipotezy o jednakowym rozkladzie zuzycia paliwa przez samochody amerykarn-
skie i japoriskie, zapisana formalnie, sprowadza si¢ do testowania hipotezy zerowej
H : F(x) = G(x) dla kazdego x € R, przeciw alternatywie K : F(z) # G(x) dla
przynajmniej jednego x.

Po zatadowaniu zbioru danych

> auta <- read.csv(
+ "http://www.ibspan.waw.pl/~pgrzeg/stat_lab/samochody.csv",
< head=TRUE, dec=",", sep=";")
> head(auta)

mpg cylindry moc przysp rok waga producent marka model
143.1 4 48 21.5 78 1985 2 Volkswagen Rabbit D1
2 36.1 4 66 14.4 78 1800 1 Ford Fiesta
3 32.8 4 52 19.4 78 1985 3 Mazda GLC Deluxe
4 39.4 4 70 18.6 78 2070 3 Datsun B210 GX
5 36.1 4 60 16.4 78 1800 3 Honda Civic CVCC
6 19.9 8 110 15.5 78 3365 1 Oldsmobile Cutlass

cena legenda

1 2400 America=1
2 1900 Europe=2
3 2200 Japan =3
4 2725
5 2250
6 3300

przechodzimy do weryfikacji postawionej hipotezy. Mozemy postuzy¢ si¢ w tym celu
testem Kolmogorowa-Smirnowa:

> mpga <- auta$mpglauta$producent == 1]

> mpgj <- auta$mpglauta$producent == 3]

> ks.test(mpga, mpgj)

Warning: cannot compute exact p-value with ties
Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: mpga and mpgj
D = 0.5963, p-value = 2.229e-09
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alternative hypothesis: two-sided

ktérego wynik jednoznacznie wskazuje na odrzucenia H oznaczajace, iz wystepujq istotne
réznice migdzy rozktadami zuzycia paliwa przez samochody produkowane w Ameryce
1 w Japonii.

Jak pamietamy, w te$cie Kotmogorowa-Smirnowa mierzymy odlegto§é migdzy dys-
trybuantami empirycznymi badanych préb. Wykresy dystrybuant empirycznych obu préb
mozemy uzyskaé nastgpujaco:
> plot(ecdf (mpga), xlim=range(c(mpga,mpgj)), main="", las=1)
> plot(ecdf (mpgj), add=TRUE, pch=2, lty=2)

1.0 H

0.8

0.6

Fn(x)

0.2

Innym testem, ktéry moze by¢ wykorzystany do weryfikacji rozwazanej hipotezy
jest test Wilcoxona, zwany takze testem Manna-Whitneya-Wilcoxona:

> wilcox.test(mpga, mpgj)
Wilcoxon rank sum test with continuity correction

data: mpga and mpgj
W = 607, p-value = 3.547e-10
alternative hypothesis: true location shift is not equal to O

Ten test potwierdza decyzj¢ sugerowana przez test Kotmogorowa-Smirnowa. Mamy
zatem mocne podstawy do odrzucenia hipotezy o réwnosci badanych rozktadéw. J

Zadanie 6.9. W celu zbadania, czy nowy rodzaj paliwa lotniczego ma istotny wptyw na
zasigg lotu pewnego samolotu sportowego, wykonano 10 pomiaréw zasiggu samolotéw
napedzanych stosowanym dotad paliwem oraz 10 pomiaréw dla samolotéw zasilanych
nowym paliwem. Otrzymano nastgpujace wyniki (w km):
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Stosowane dotad paliwo || 1039, 1168, 1008, 1035, 1035, 1025, 1059, 1012, 1212, 1039
Nowy rodzaj paliwa 1096,1161,1210,1088,1154,1111,1103, 1094, 1059, 1177

Czy na podstawie tych danych mozna stwierdzi¢, ze nowy rodzaj paliwa lotniczego ma
istotny wptyw na wzrost przecigtnego zasiggu samolotu? Przyjmij o = 0.05.

Rozwiazanie. JesteSmy zainteresowani doborem jak najmocniejszego testu. Przykta-
dowo, gdyby okazato sig, ze rozktady, z ktérych pochodza prébki, sa normalne, wow-
czas mielibySmy mocny test do weryfikacji odpowiedniej hipotezy dotyczacej Sredniego
zasiggu. SprawdZmy zatem, czy zasadne byloby przyjecie zatozenia o normalnosci oby-
dwu rozktadéw:

> stare <- c(1039, 1168, 1008, 1035, 1035, 1025, 1059, 1012, 1212, 1039)

> nowe <- c(1096, 1161, 1210, 1088, 1154, 1111, 1103, 1094, 1059, 1177)
> shapiro.test(stare)

Shapiro-Wilk normality test

data: stare
W = 0.7223, p-value = 0.001641
> shapiro.test(nowe)

Shapiro-Wilk normality test

data: nowe
W = 0.9355, p-value = 0.5043

Jako ze pierwsza prébka nie pochodzi z rozkladu normalnego, nie mozemy sko-
rzystaé z testu ¢ dla Srednich w dwdéch prébach niezaleznych. Mozemy jednak problem
poréwnania przecigtnego zasiggu wyrazi¢ za poSrednictwem median, po czym przetesto-
wac odpowiednig hipotezg testem nieparametrycznym. Doktadniej, oznaczajac mediany
obu prébek, odpowiednio, przez m; i meo, zweryfikujemy hipoteze H : m; = mo,
przeciw K : m; < ma, testem Wilcoxona:

> mean(stare)

[1] 1063.2

> mean(nowe)

[1] 1125.3

> wilcox.test(stare, nowe, alternative="less")
Warning: cannot compute exact p-value with ties

Wilcoxon rank sum test with continuity correction

data: stare and nowe
W = 18.5, p-value = 0.009487
alternative hypothesis: true location shift is less than 0

Uzyskana p-wartos¢ 0.00949 wskazuje odrzucenie hipotezy zerowej, co oznacza, iz

129
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zastosowanie nowego rodzaju paliwa wptywa na wzrost zasiggu lotu.

Zadanie 6.10. W celu poréwnania trzech metod nauki stenografii, przeprowadzono
sprawdzian na losowych prébach oséb szkolonych poszczegdlnymi metodami. Otrzy-
mano nastepujace wyniki:

Metoda A || 147, 188, 162, 144, 157, 179, 165, 180
Metoda B || 153, 161, 157, 155, 163, 160, 154
Metoda C || 173, 152, 194, 186, 166, 194, 178, 192, 186

Zbadaj, czy te trzy metody sa tak samo efektywne. Przyjmij poziom istotnosci o = 0.05.

Rozwiazanie. Niech mi, ms imgs oznaczaja, odpowiednio, mediany rozktadéw, z kt6-
rych pochodza rozwazane trzy prébki. Zadanie weryfikacji hipotezy o jednakowej efek-
tywnoSci metod A, B i C ujmiemy formalnie jako problem testowania hipotezy H :
m1 = mo = m3 wobec alternatywy K : ~H orzekajacej, iz co najmniej dwie z median
si¢ r6znia. Do rozstrzygnigcia tego problemu uzyjemy testu Kruskala-Wallisa:

> A <- c(147, 188, 162, 144, 157, 179, 165, 180)

> B <- c(153, 161, 157, 155, 163, 160, 154)

> C <- c(173, 152, 194, 186, 166, 194, 178, 192, 186)

> kruskal.test(list(A,B,C))

Kruskal-Wallis rank sum test

data: 1list(A, B, C)
Kruskal-Wallis chi-squared = 7.7436, df = 2, p-value = 0.02082

Przyjmujac poziom istotnosci 0.05 odrzucamy hipotez¢ zerowa, czyli stwierdzamy,
ze rozwazane metody nie sa jednakowo efektywne.

Warto réwniez zilustrowaé uzyskane wyniki za pomocg wykresu skrzynkowego po-
réwnujacego na jednym obrazku rozktady trzech prébek:
> boxplot(list(A,B,C), names=c("A", "B", "C"), las=1)



ZADANIA ROZWIAZANE 131
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Wyciagnigcie wnioskéw plynacych z poréwnania powyzszych wykreséw pozosta-
wiamy Czytelnikowi. L

Zadanie 6.11. Sposrdd studentow czterech wydziatéw, na ktérych pan Iksinski wyktada
najciekawszy przedmiot Swiata (osobom niezorientowanym wyjasniamy, ze mowa tu
oczywiscie o statystyce matematycznej), pobrano prébki losowe i zliczono studentéw
(zwanych dalej ,,szczgSliwcami”), ktérym udato si¢ zdaé egzamin z tego przedmiotu.
Wryniki zamieszczono w ponizszej tabeli:

’ Wydziat Licznos¢é probki  Liczba szczesliwcow
Nauk niepotrzebnych 206 61
Mniemanologii stosowanej 164 34
Nauk ciekawych 98 38
Nauk przydatnych 102 35

Czy w §wietle zebranych danych mozna stwierdzié, ze wystepuja istotne réznice migdzy
odsetkami 0s6b na poszczegdlnych wydziatach, ktére zdaty statystyke? Przyjmij poziom
istotnosci o = 0.05.

Rozwiazanie. Niech p;, gdzie ¢ = 1,...,4, oznacza prawdopodobieiistwo zdania eg-
zaminu ze statystyki przez studenta i-tego wydziatu. Testujemy hipoteze H : p1 = p2 =
p3 = p4 przeciw hipotezie alternatywnej K : —H. Postuzymy si¢ w tym celu testem
jednorodnosci chi-kwadrat:

> prop.test(c(61,34,38,35), c(206,164,98,102))

4-sample test for equality of proportions without continuity
correction
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data: c(61, 34, 38, 35) out of c(206, 164, 98, 102)
X-squared = 11.2601, df = 3, p-value = 0.0104
alternative hypothesis: two.sided
sample estimates:

prop 1 prop 2 prop 3 prop 4
0.2961165 0.2073171 0.3877551 0.3431373

Na zadanym poziomie istotno$ci odrzucamy hipotez¢ zerowa, co oznacza, ze wyste-
puja istotne réznice migdzy odsetkami studentéw, ktére zdaty egzamin ze statystyki na
poszczegblnych wydziatach.

L

6.3. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 6.12. W losowo wzigtym tygodniu wydarzylo si¢ w Warszawie 414 wypadkéw
i kolizji drogowych, przy czym ich rozktad w poszczegdlnych dniach tygodnia wygladat
nastgpujaco:

Dzien Pon. | Wt. | Sr. | Czw. | Pt | Sob. | Ndz
Liczba wypadkéw || 78 | 56 | 52 | 58 | 83 | 42 45

Zbadaj, czy rozktad liczby wypadkéw w poszczegdlne dni tygodnia jest rtOwnomierny.
Przyjmij poziom istotnosci 0,05.

Zadanie 6.13. W celu zbadania, czy program generujacy liczby losowe z rozktadu dwu-
mianowego o parametrach 3 i 0,5 dziata prawidtowo, wygenerowano 100 liczb i otrzy-
mano nastgpujace wyniki:

Wygenerowana liczba losowa || 0 | 1 2|3
Liczba uzyskanych wynikéw || 12 | 37 | 38 | 13

Zweryfikuj odpowiednia hipoteze¢ na poziomie istotnosci 0,05.

Zadanie 6.14. Policzono liczbg btedéw drukarskich na 100 losowo wzigtych stronach
encyklopedii i otrzymano nastgpujace wyniki:

Liczba btgdéw | Liczba stron

0 50
1 36
2 14

Czy mozna uznaé, ze rozktad liczby btedéw na stronie jest rozktadem Poissona? Przyj-
mij poziom istotnosci 0,05.
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Zadanie 6.15. Zweryfikuj hipoteze, ze ponizsza prébka pochodzi z rozktadu wyktadni-
czego o wartosci oczekiwanej 100.

112, 66,81, 124, 140, 72, 155, 94, 145, 116.

Przyjmij poziom istotnosci 0,05.

Zadanie 6.16. Dla 200 prébek betonu przeprowadzono badanie wytrzymatosci na Sci-
skanie 1 otrzymano wyniki (w MPa):

’ Wytrzymato$¢ Liczba prébek

19 — 20 10
20-21 26
21 —22 o6
22 —23 64
23—-24 30
24 — 25 14

Zweryfikuj hipotez¢ gtoszaca, ze wytrzymatosé na Sciskanie ma rozktad normalny. Przyj-
mij poziom istotnosci a = 0.05.

Zadanie 6.17. Na podstawie danych zawartych w pliku samochody. csv, zweryfikuj
przypuszczenie, ze rozktad przyspieszenia samochodéw o wadze 2500-3000 funtéw jest
normalny (wykorzystaj zmienne przysp i waga). Czy mozna twierdzié, ze przecigtne
przyspieszenie tych samochodéw przekracza 15 ft/s>? Przyjmij poziom istotnosci 0.01.

Zadanie 6.18. Postanowiono zbada¢ zdawalno$¢ egzaminu na prawo jazdy w réznych
wojewddztwach. W ramach prowadzonego badania wylosowano 100 0s6b, ktére w ostat-
nim roku ubiegaly si¢ o prawo jazdy w wojewddztwie mazowieckim i okazato sig, ze
tylko 25 sposréd nich zdato egzamin przy pierwszym podejsciu. Na 80 wybranych lo-
sowo 0s6b w wojewddztwie 16dzkim egzamin przy pierwszym podejsciu zdato 21 oséb.
Natomiast dla wojewddztwa matopolskiego i dolnoslaskiego liczno$¢ préby oraz liczba
tych, ktérzy przy pierwszym podejiciu zdali egzamin wyniosty, odpowiednio, 110 i 40
os6b oraz 90 i 29 os6b. Na poziomie istotnosci 0,05 stwierdZ, czy frakcje oséb, ktére
zdaty przy pierwszym podej$ciu egzamin na prawo jazdy w tych czterech wojewddz-
twach réznia sig istotnie

Zadanie 6.19. Wytrzymato$¢ pewnych elementéw konstrukcji lotniczej zalezy w duzym
stopniu od zawartoSci tytanu w stopie, z ktérego te elementy sa wykonane. Przecigtna
zawarto$¢ tytanu w stopie o pozadanych wilasnoSciach powinna wynosi¢ 8,5%. Ponizsze
dane przedstawiaja zawarto$¢ tytanu (w procentach) w 20 losowo wzigtych prébkach:

8,32; 8,05; 8,93; 8,65; 8,25; 8,46; 8,52; 8,35; 8,36; 8,41; 8,42; 8,30; 8,71;
8,75; 8,60; 8,83; 8,50; 8,38; 8,29; 8,46.
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1. Postugujac si¢ testem znakow stwierdz, czy stop, z ktérego zostaty pobrane prébki,
spetnia postawione wymagania jako$ciowe. Przyjmij poziom istotno$ci 0,05.

2. Zakladajac, ze rozktad zawartoSci tytanu w stopie jest ciagly i symetryczny, zwe-
ryfikuj rozwazana hipotez¢ za pomoca testu rangowanych znakow.

Zadanie 6.20. W celu poréwnania dwoch uktadéow wtrysku paliwa w silniku wysoko-
preznym przeprowadzono nastgpujacy eksperyment. W silnikach 12 losowo wybranych
samochoddéw zainstalowano najpierw jeden z uktadéw wtrysku, po czym zmierzono zu-
zycie paliwa na ustalonym dystansie. Nastgpnie w tych samych samochodach zmieniono
uktad wtrysku paliwa na uktad drugiego typu i ponownie zmierzono zuzycie paliwa na
tym samym dystansie. Otrzymane wyniki (w mpg) przedstawia ponizsza tabela

Samochéd 1 2 3 4 5 6
Uktad I 17,6 | 19,4 | 19,5 | 17,1 | 15,3 | 15,9
Uktad 11 16,8 | 20,0 | 18,2 | 16,4 | 16,0 | 15,4
Samochéd 7 8 9 10 11 12
Uktad I 16,3 | 184 | 17,3 | 19,1 | 17,8 | 18,2
Uktad II 16,5 | 18,0 | 16,4 | 20,1 | 16,7 | 17,9

1. Postugujac si¢ testem znakow stwierdZ, czy wystgpuja istotne réznice w prze-
cigtnym zuzyciu paliwa migdzy samochodami wyposazonymi w uktady wtrysku
paliwa obu typow. Przyjmij poziom istotnosci 0,05.

2. Zakladajac, ze spelnione s3 wymagane zalozenia, zweryfikuj rozwazang hipotezg
za pomoca testu rangowanych znakéw.

0.4. Wskazéwki i odpowiedzi do zadan

Adzad.[6.12] Test zgodnosci chi-kwadrat: wartos$¢ statystyki testowej to 7' = 25.0386,
za$§ p-warto§¢ = 0.0003359. Zatem odrzucamy hipoteze o réwnomiernosci rozktadu
liczby wypadkow.

Ad zad. Test zgodnosci chi-kwadrat: warto$¢ statystyki testowej to 7' = 0.0533,
za$ p-warto$¢ = 0.9968. Zatem nie mamy podstaw do odrzucenia hipotezy, ze generator
dziata prawidtowo.

Ad zad.[6.15] Test zgodnos$ci Kotmogorowa: wartos$¢ statystyki testowej to 7' = 0.4831,
za$ p-warto$¢ = 0.01137. Zatem, na poziomie istotnos¢i 0.05 nie mozemy przyjaé, ze
préba pochodzi z rozktadu wyktadniczego Exp(0,01).

Ad zad. [6.16] Postuz si¢ testem zgodnosci chi-kwadrat. W tym celu rozpatrz naste-
pujace klasy wartosci wytrzymatosci: (—oo, 20], (20, 21], (21,22],..., (25, +00). Wy-
estymuj z proby warto$¢ oczekiwang i odchylenie standardowe. Nastgpnie, zaktadajac
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ze zmienna losowa X, oznaczajaca wytrzymatos¢, ma rozklad normalny o wyestymowa-
nych parametrach, wyznacz prawdopodobienistwa przyjecia przez X wartosci nalezacej
do poszczegdblnych klas, np. P(20 < X < 21).

Ad zad. Test normalnosci Shapiro-Wilka: warto$¢ statystyki testowej to T' =
0.858, zas p-warto$¢ = 0.8471. Zatem mozemy przyjac, ze proba pochodzi z rozktadu
normalnego.

Do weryfikacji hipotezy H : p = 15 przeciw K : u > 15 wykorzystujemy test
t. WartoS¢ statystyki testowej to T = 2.5702, zas$ p-warto§¢ = 0.006812. Zatem od-
rzucamy H na rzecz K, co oznacza, ze przecigtne przyspieszenie tych samochodéw
przekracza 15 ft/s2.
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Testowanie niezaleznosci
i analiza regresji

7.1. Wprowadzenie

7.1.1. Test niezaleznosci

Do weryfikacji hipotezy o niezalezno$ci dwdéch cech badanej populacji stuzy np. test
niezaleznoSci chi-kwadrat (ang. chi-square test). Jest on przeprowadzany na podstawie
danych zapisanych w tablicy kontyngencji. W R test ten jest zaimplementowany pod po-
stacig funkcji chisq.test (). Jako argument tej funkcji podajemy odpowiednig tablica
kontyngencji.

Test chi-kwadrat jest testem asymptotycznym. Majac do dyspozycji nieduzg liczbe
obserwacji mozna uzy¢ tzw. doktadnego testu Fishera (ang. exact Fisher test), dostep-
nego poprzez funkcje fisher.test ().

7.1.2. Wspaétczynniki korelacji liniowej i rangowej

W srodowisku R wspétczynniki korelacji wyznaczamy za pomoca funkcji cor (). Do-
myS$lnie wyliczany jest probkowy wspoétczynnik korelacji liniowej Pearsona. Wektory
x 1y, zawierajace obserwacje nalezace do badanych préb, podajemy jako pierwszy
i drugi argument tej funkcji.

Jesli chcemy obliczy¢ wspétczynnik korelacji rangowej Spearmana badZ Kendalla,
jako trzeci argument funkcji cor (), podajemy, odpowiednio, method="spearman" albo
method="kendall".

Do weryfikacji hipotezy o istotnosci wspdtczynnika korelacji liniowej g, tzn. H :
0 = 0 przeciw K : p # 0, stuzy funkcja cor.test (). Wektory zawierajace obserwacje
nalezace do badanych préb, na podstawie ktérych przeprowadzamy test, podajemy jako
pierwszy i drugi argument tej funkcji. Jesli chcemy testowac istotno$¢ wspétczynnika
korelacji rangowej Spearmana albo Kendalla, jako trzeci argument podajemy, odpowied-
nio, method="spearman" badZ "kendall".

7.1.3. Regresja prosta liniowa
Rozwazmy model regresji liniowej postaci
Y =00+ b1 X1+ BeXo+ -+ BnXn t+ &, (7.1)

gdzie Y jest tzw. zmienng objasniang (zalezna), X1, ..., X,, — zmiennymi objasniaja-
cymi (niezaleznymi), za$ € odpowiada btgdowi losowemu.
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Estymatory wspétczynnikéw g, 51, ..., B, W rOwnaniu regresji wyznaczamy za
pomoca funkcji 1m () (ang. linear model). Ponadto procedura ta umozliwia weryfikacje
dopasowania modelu.

Pierwszym argumentem funkcji 1m () jest tzw. formuta opisujaca model, tzn. sym-
boliczny opis zalezno$ci migdzy zmiennymi. Jej sktadnia jest nastepujaca:

Y~Xy 4 Xo + - - - + Xq. (7.2)

Wigcej informacji na temat formut znajdziemy w dokumentacji: ?1m.

Nas w dalszym ciagu interesowaé bedzie przypadek n = 1, zwany regresja liniowa
prosta. Zmienna zalezng wyrazamy jako funkcj¢ liniowa jednej zmienne niezaleznej:

Y=a+bX +e. (7.3)

Informacj¢ o dopasowanym modelu, zwracanym przez 1m(), mozna zapisaé jako
zmienna, co z kolei pozwala na wykonywanie na tej zmiennej m.in. nastgpujacych funk-
cji: summary() — informacje szczegélowe, predict() — prognozowanie, plot ()
— diagnostyka za pomoca wykresow.

Po wpisaniu wektoréw danych, oznaczonych przyktadowo jako wektory x i y, funk-
cje 1m() w zagadnieniu regresji liniowej prostej wywotuje si¢ nastgpujaco:
> 1lm(y~x)

Jesli zaobserwowane wartoSci x i y przechowywane sa jako kolumny w pewnej ramce
danych, to nazwe tej ramki podajemy jako argument parametru data funkcji 1m (), np.
> Im(y~x, data=dane)

> Im(dane$y~dane$x)

Aby otrzymac¢ peten opis dopasowania modelu, uzywamy funkcji summary ().
> model <- lm(y~x)
> summary (model)

Mozemy tez odwotywac si¢ bezposrednio do wybranych elementéw tego opisu, np.

model$coefficients
model$residuals

opis <- summary(model)
opis$r.squared

V V V V

Funkcja predict () stluzy do prognozowania warto$ci zmiennej zaleznej na podsta-
wie dopasowanego wczesniej modelu. Gdy, na przyktad, chcemy przewidzie¢ warto$é
zmiennej objasnianej Y dla zmiennej objasniajacej z = 8, mozemy napisac:
> nowy <- data.frame(x=8)
> predict(model, nowy)
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{.2. Zadania rozwigzane

Zadanie 7.1. W celu zbadania, czy istnieje zwiazek pomigdzy dochodem i posiadanym
wyksztalceniem, przeprowadzono badanie na 450 osobowej probie losowej i otrzymano
nastgpujace wyniki:

Roczny dochdéd (tys. zt.)
ponizej 100 10 — 200 powyzej 200
Wyksztalcenie wyzsze 80 115 55
Brak ukoriczonych studiéw 95 70 35

Zweryfikuj odpowiednig hipoteze na poziomie istotnosci av = 0.01.

Rozwiazanie. Do weryfikacji hipotezy H : nie ma zwiqzku miedzy dochodem i posia-
danym doswiadczeniem, przeciw hipotezie K : badane cechy sq zalezne, uzyjemy testu
niezalezno$ci chi-kwadrat. Wymaga on zapisania danych w formie tzw. tablicy kontyn-
gencji:

> ww <- c(80, 115, 55)

> bw <- c(95, 70, 35)

> (ct <- rbind(ww, bw))

[,11 [,2]1 [,3]
wW 80 115 55
bw 95 70 35

po czym mozemy juz przej$¢ do testu chi-kwadrat:
> chisq.test(ct)

Pearson’s Chi-squared test

data: ct
X-squared = 11.2596, df = 2, p-value = 0.003589

Otrzymana p-warto$¢ wskazuje na istnienie zwigzku migdzy wyksztatceniem i osia-
ganymi dochodami. tJ

(i} Informacja

Warto pamigtaé, ze test niezaleznosci chi-kwadrat orzeka wytacznie o istnieniu
badz nieistnieniu zaleznoSci migdzy badanymi cechami, a nie o charakterze ewen-
tualnego zwiazku. Oznacza to, w szczegdlnosci, ze odrzucenie hipotezy zerowej
o niezaleznosci cech nie oznacza tym samym, iz jedna z cech wptywa bezposrednio
na druga (by¢ moze istnieje jeszcze inna zmienna, zwana ukryta, ktéra ma wptyw
na obie badane zmienne). Odnoszac to do naszego przyktadu, choé udato si¢ nam
stwierdzi¢ zwiazek migdzy wyksztatceniem i dochodem, nie nalezy z tego automa-
tycznie wyciagac np. wniosku, ze dochody rosna wraz z poziomem wyksztatcenia.
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Nawet, gdyby faktycznie tak byto w badanej populacji, nie bytby to wniosek pty-
nacy wprost z testu chi-kwadrat.

Zadanie 7.2. Wygeneruj 200-elementowa prébe z rozktadu dwuwymiarowego normal-
nego

1. N»(0,1,0,1,0),

2. N»(0,1,2,1,0.6).
Dla uzyskanych prébek oszacuj wspétczynniki korelacji, a nastgpnie zweryfikuj hipo-
tezg o niezaleznosci zmiennych X i Y oraz o istotnosci wspéiczynnika korelacji linio-
wej.

Rozwiazanie. Realizacje wektora losowego (X, Y') z rozktadu N2 (0, 1,0, 1,0) mozna
stworzy¢ generujac dwa niezalezne wektory danych z rozktadéw N(0, 1):

> n <- 200

> x <- rnorm(n)

> y <- rnorm(n)

Wartosci wspétczynnikéw korelacji Pearsona, Spearmana i Kendalla wyznacza si¢
za pomocg funkcji cor ():

> cor(x, y)

[1] 0.0584777

> cor(x, y, method="pearson")
[1] 0.0584777

> cor(x, y, method="spearman")
[1] 0.0561689

> cor(x, y, method="kendall")
[1] 0.0358794

Test istotnosci wspotczynnika korelacji liniowej Pearsona, tzn. zadanie weryfikacji
hipotezy H : p = 0 wzgledem K : p # 0, przeprowadza si¢ w nastgpujacy sposob:
> cor.test(x, y)

Pearson’s product-moment correlation

data: x and y
t = 0.8243, df = 198, p-value = 0.4108
alternative hypothesis: true correlation is not equal to O
95 percent confidence interval:
-0.08091984 0.19563150
sample estimates:
cor
0.0584777
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(il Informacja

Pamigtajmy, ze przeprowadzony powyzej test istotnosci wspoéiczynnika korelacji
liniowej Pearsona zaktada normalnosé rozktadu (dwuwymiarowego), z ktérego po-
chodza obserwacje.

Generowanie prébek wektora losowego (X,Y') w przypadku, gdy zmienne X i YV

sg zalezne, wymaga odpowiedniego modelowania danego rodzaju zaleznosci. W przy-
padku dwuwymiarowego rozktadu normalnego jest to zadanie stosunkowo proste, bo-
wiem catkowita informacja dotyczaca relacji migdzy zmiennymi brzegowymi jest za-
warta we wspotczynniku korelacji.

(i} Informacja

Niech U i V oznaczaja dwie niezalezne zmienne losowe o rozktadzie N(0,1).
Mozna pokazac, ze wéwczas wektor losowy (X, Y), dla ktérego X = p; + 01U

oraz Y = o + 09 <QU + 41— Q2V), ma rozktad No (i1, 01, 2, 02, 0).

Korzystajac z przytoczonego wyzej stwierdzenia wygenerujmy probke z rozktadu

N3(0,1,2,1,0.6).

>

>
>
>

u <- rnorm(n)

v <- rnorm(n)

X2 <- u

y2 <= 2+(0.6%ut+sqrt(1-0.672)*v)

(il Informacja

Macierz kowariancji rozktadu No(u1, 01, 12, 02, 0) ma postac:

2
. %] 00102
C = l . J% ] , (7.4)

czyli w naszym przypadku:

> (C <- matrix(c(1, 0.6, 0.6, 1), nrow=2))
[,1]1 [,2]

[1,] 1.0 0.6

[2,] 0.6 1.0

Do wygenerowania n-elementowej proby z rozktadu N9 (0, 1,2, 1, 0.6) mozna r6w-
niez wykorzysta¢ funkcje mvrnorm() z pakietu MASS.

> library(MASS)
> mvrnorm(n, c(0, 2), C)
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Wyznaczamy, jak poprzednio, warto$ci wspdtczynnikow korelacji — tym razem dla

naszej nowej probki:

> cor(x2, y2)

[1] 0.6475526

> cor(x2, y2, method="spearman")

[1] 0.6279967

> cor(x2, y2, method="kendall")

[1] 0.4510553

oraz przeprowadzamy test istotno$ci wspétczynnika korelacji liniowej Pearsona:
> cor.test(x2, y2)

Pearson’s product-moment correlation

data: x2 and y2
t = 11.9575, df = 198, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: true correlation is not equal to 0
95 percent confidence interval:
0.5590366 0.7214748
sample estimates:
cor
0.6475526

Na zakoriczenie poréwnajmy wykresy rozproszenia obu préb:

> par (mfrow=c(1,2))
> plot(x, y, main=expression(N[2](0,1, 0,1, 0.0)), las=1)
> plot(x2, y2, main=expression(N[2](0,1, 2,1, 0.6)), las=1)

N,(0, 1,0, 1, 0) N,(0, 1, 2,1, 086)

L

Zadanie 7.3. Dwaj profesorowie postanowili oceni¢ zdolnosci swoich 11 studentéw
dyplomantéw. W tym celu uszeregowali oni studentéw od najzdolniejszego do najmnie;j
zdolnego. Numery w ponizszej tabeli wskazuja rangi nadane poszczeg6lnym studentom
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przez kazdego z profesoréw.

Student A B C
Profesor X || 1 7 8
ProfesorY || 4 8 10

E F G H I J
6 9 2 11 4
5 9 11 3 7 2 6

K
)

Czy mozna uznaé, ze istnieje zalezno$¢ migdzy opiniami obu profesoréw? Przyjmij po-
ziom istotnosci 0.05.

Rozwiazanie. W niniejszym zadaniu mamy do czynienia z poréwnaniem dwdéch syste-
moéw preferencji (rankingéw). Do analizy tego typu danych okazuje si¢ przydatny wspot-
czynnik korelacji rangowej Spearmana. Tak wigc po wprowadzeniu danych

>x <-c(1, 7, 8, 3, 6, 10, 9, 2, 11, 4, 5)
>y <- c(4, 8, 10, 1, 5, 9, 11, 3, 7, 2, 6)

obliczamy warto$¢ tego wspdtczynnika:

> cor(x, y, method="spearman")
[1] 0.7909091

Otrzymana warto$¢ sugeruje na stosunkowo silng korelacje migdzy opiniami obu
profesoréw. Dodatkowo, mozemy sig¢ pokusic o test istotnosci dla wspétczynnika kore-
lacji rangowej Spearmana:

> cor.test(x, y, method="spearman")
Spearman’s rank correlation rho

data: x and y
S = 46, p-value = 0.006061
alternative hypothesis: true rho is not equal to O
sample estimates:
rho
0.7909091

Oczywiscie, na poziomie istotnosci o = 0.05 odrzucamy hipoteze o braku zalezno-
Sci miedzy badanymi zmiennymi. Reasumujac, mozna wigc przyjaé, ze istnieje istotny,
dodatni zwiazek migdzy opiniami przez profesorow. tJ

Zadanie 7.4. W zamieszczonej ponizej tabeli podano wysoko$¢ rocznego dochodu (w tys.
zt.) dziewigciu rodzin wybranych w sposéb losowy sposréd mieszkaicOw pewnego osie-
dla oraz warto$¢ domu (w mln zt.) posiadanego przez dana rodzing:

Dochéd 360 640 490 210 280 470 580 190 320
Wartos¢ domu || 1.49 3.10 2.60 092 126 242 288 0.81 1.34

1. Wyznacz prosta regresji warto$ci domu wzglgdem dochodu.
2. Przeanalizuj dopasowanie modelu.
3. Oszacuj warto$¢ domu rodziny, ktérej roczny dochéd wynosi 400 000 zt.
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4. Wyznacz 95% przedzial ufnosSci dla szacowanej warto$ci domu tej rodziny.

Rozwiazanie. Zaraz po wprowadzeniu danych

> dochod <- c(360, 640, 490, 210, 280, 470, 580, 190, 320)

> dom <- c(1.49, 3.10, 2.60, 0.92, 1.26, 2.42, 2.88, 0.81, 1.34)
sprawdzamy na wykresie, czy zalezno$¢ migdzy zmienna niezalezng X (dochdd), a ob-
jasniang Y (warto$¢ domu) jest typu liniowego:

> plot(dochod, dom, xlab="Roczny dochod rodziny [tys. zl.]",
+ ylab="Wartosc domu [mln. z1]", las=1)
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Uzyskany wykres sugeruje, ze rozpatrywanie w tym przypadku zaleznosci liniowe;j
migdzy badanymi zmiennymi, wydaje si¢ by¢ uzasadnione. Dopasowujemy zatem mo-
del prostej regresji liniowe;j:

> (opis <- summary(modl <- 1lm(dom~dochod)))

Call:
Im(formula = dom ~ dochod)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.197759 -0.109247 0.006951 0.047323 0.205835

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -0.2684395 0.1281678 -2.094 0.0745 .
dochod 0.0054339 0.0003042 17.863 4.25e-07 x**x

Signif. codes: O ’*%x’ 0.001 ’*x’ 0.01 ’x’ 0.05 ’.” 0.1 7 ’ 1
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Residual standard error: 0.1378 on 7 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9785,Adjusted R-squared: 0.9755

F-statistic: 319.1 on 1 and 7 DF, p-value: 4.254e-07

Wiersz zaczynajacy si¢ od (Intercept) zawiera estymator ¢ wyrazu wolnego oraz
pewne informacje dotyczace tego estymatora. Podobnie w wierszu zaczynajacym si¢ od
nazwy zmiennej objasniajacej (w naszym przypadku dochod) — wspotczynnik b stojacy
przy zmiennej X wraz ze stosownymi informacjami. Wyestymowane parametry modelu
Y =a+ bX + € mozemy odczyta¢ z kolumny Estimate tabelki Coefficients, badZ

za pomoca wywotania:

> modl$coefficients
(Intercept) dochod
-0.268439463 0.005433886

Tak wigc poszukiwana funkcja regresji przyjmuje postaé:

Y = —0.2684 + 0.0054 X

A oto wykres obserwacji wraz z otrzymang prosta regresji:

> plot(dochod, dom, xlab="Roczny dochod rodziny [tys.

+ ylab="Wartosc domu [mln. zl]", las=1)
> abline(modl, col="red")
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600

Pamigtajmy, ze zaimplementowana funkcja wyestymuje ,,optymalny” (w sensie
najmniejszych kwadratéw) model regresji liniowej, nawet w sytuacji, gdy rozpatry-
wanie tego typu zaleznosci jest ewidentnie pozbawione sensu. Stad tez estymacja
parametréw modelu jest wytacznie pierwszym krokiem analizy regresji. Niezbed-
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nym, drugim krokiem, powinna by¢ weryfikacja poprawnosci modelu.

Weryfikacj¢ poprawnosci modelu mozemy przeprowadzié, odczytujac i interpretujac
wyniki zwracane przez funkcje summary ().

Analiza wspéltczynnika determinacji. Wspétczynnik R? wskazuje, jaka cze$é zmien-
nos$ci zmiennej zaleznej jest wyjasniana przez rozpatrywany model:

> opis$r.squared
[1] 0.9785324

Test istotnosSci dla wspolczynnika korelacji. Testujemy hipotezg H : p = 0 wobec
K:p#0O:

> cor.test(dochod, dom)
Pearson’s product-moment correlation

data: dochod and dom
t = 17.8626, df = 7, p-value = 4.254e-07
alternative hypothesis: true correlation is not equal to O
95 percent confidence interval:
0.9476475 0.9978124
sample estimates:
cor
0.9892079

Test F' (analiza wariancji w analizie regresji). Celem tego testu jest stwierdzenie
adekwatno$ci modelu. Formalnie rzecz biorac rozpatrujemy hipotezg zerowa H : b =0
(nie ma zalezno$ci liniowej migdzy zmiennymi) przeciwko K : b # 0:
> opis$fstatistic

value numdf dendf
319.0721 1.0000 7.0000
> anova(modl)

Analysis of Variance Table

Response: dom

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr (>F)
dochod 1 6.0590 6.059 319.07 4.254e-07 **xx*
Residuals 7 0.1329 0.019

Signif. codes: 0O ’*%x’ 0.001 ’x*x’ 0.01 ’x’ 0.05 ’.” 0.1’ ’ 1
> anova(modl)$"Pr(>F)"[1]
[1] 4.254379e-07

Test ¢ (test istotnoSci wspotczynnikéw regresji). Testujemy hipotezy o nieistotnosci
wspotczynnikéw przy alternatywie, ze sa one istotnie rézne od zera, tzn. H; : a = 0
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przeciwko K7 : a # 0 oraz Hs : b = 0 wzglgdem K5 : b # O:

> opis$coefficients

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) -0.268439463 0.1281677764 -2.094438 7.448037e-02
dochod 0.005433886 0.0003042048 17.862589 4.254379e-07

Analiza reszt. Wykreslamy wykres reszt w zaleznosci od X:

> plot(dochod, modl$residuals, ylab=’Rezydua’, las=1)
> abline(h=0, 1lty=2)

0.2 H o
o

0.1
S o o
©
3 00 —----------- e e e L e T L o--------
[
o

-0.1 o

o
-0.2 o
T T T T T
200 300 400 500 600
dochod

Narysujmy jeszcze wykres normalnosci reszt:

> gqnorm(modl$residuals, las=1)
> qqline(modl$residuals)

Normal Q-Q Plot
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i zweryfikujmy hipoteze o normalnosci rozktadu reszt testem Shapiro-Wilka:
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> shapiro.test(modl$residuals)
Shapiro-Wilk normality test

data: modl$residuals
W = 0.9706, p-value = 0.9002

Reasumujac, biorac pod uwage wyniki wszystkich wspomnianych wyzej procedur
stluzacych weryfikacji poprawnosci modelu, mozemy stwierdzié¢, ze postugiwanie sig¢
W rozwazanej przez nas sytuacji modelem liniowym jest uzasadnione.

Dysponujac juz pozytywnie zweryfikowanym modelem regresji mozemy wykorzy-
sta¢ 6w model np. do prognozowania.

W naszym zadaniu chcieliby§Smy oszacowaé warto§¢ domu rodziny majacej dochéd
réwny 400 tys. zt. W tym celu wywolujemy nastgpujaca funkcje:
> (nowe <- data.frame(dochod=400))

dochod
1 400

> predict(modl, nowe)
1
1.905115
Oprécz wartosci estymatora punktowego warto rowniez wyznaczy¢ przedziaty ufno-
Sci dla prognozy. W naszym przypadku 95% przedzial ufnosci dla prognozy ma postac:

>

> predict(modl, nowe, interval="prediction", level=0.95)
fit lwr upr

1 1.905115 1.561606 2.248624

>
> predict(modl, nowe, interval="confidence", level=0.95)

fit lwr upr
1 1.905115 1.796393 2.013837

Granice przedziatéw odczytujemy z kolumn lwr (ang. lower — dolna) i upr (ang. upper
— gbrna). L

Zadanie 7.5. W ponizszej tabeli podano liczbg ludnosci USA (w milionach) w latach
1890-2007:

Rok 1890 1900 1910 1920 1930 1940 1950
Ludnos¢ || 62947 75994 91972 105710 122775 131669 150697
Rok 1960 1970 1980 1990 2000 2007

Ludnos¢ || 179323 203235 226542 248718 281422 301 140

1. Przyjmujac wyktadniczy model wzrostu populacji, oszacuj parametry tego mo-
delu i zweryfikuj jego dopasowanie.
2. Oszacuj przewidywana wielkos$¢ populacji USA w 2020 i w 2025 roku.
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Rozwiazanie.

> rok <- c(1890, 1900, 1910, 1920, 1930, 1940, 1950,

+ 1960, 1970, 1980, 1990, 2000, 2007)

> pop <- c(62.947, 75.994, 91.972, 105.710, 122.775, 131.669, 150.697,
+ 179.323, 203.235, 226.542, 248.718, 281.422, 301.140)

WprowadZmy dane wejsciowe:

i sporzadZzmy dla nich wykres:

> plot(rok, pop, xlab="Rok", ylab="Populacja", las=1)
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Zadania regresji nieliniowej rozwiazuje si¢ dokonujac uprzedniej linearyzacji mo-
delu. Oznacza ona takie przeksztalcenie wyjSciowego modelu, ktére sprowadzi go
do funkcji liniowej. Dysponujac juz pozadanym przeksztatceniem transformujemy
za jego pomocg dane, a nastgpnie stosujemy dobrze nam juz znang funkcje 1m().
Nalezy pamigtaé, ze wyznaczone przez t¢ funkcje estymatory wspotczynnikéw re-
gresji moga nieraz wymagac odpowiedniego przeksztatcenia (odwrotnego do trans-
formacji prowadzonej w celu linearyzacji).

Dopasowanie do danych funkcji wyktadniczej y = exp(a + bx) poprzedzimy line-
aryzacja modelu wyktadniczego: z := In (y) i stad z = a + bx. Dla przeksztatconych
we wskazany sposéb danych otrzymujemy:
> logpop <- log(pop)
> usa <- 1m(logpop~rok)
> summary (usa)

Call:
Im(formula = logpop ~ rok)

149
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Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.08869 -0.02785 0.00062 0.03788 0.05693

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -2.045e+01 6.516e-01 -31.39 4.07e-12 **x*
rok 1.306e-02 3.341e-04 39.09 3.72e-13 *x*x

Signif. codes: O ’*%x’ 0.001 ’x*x’ 0.01 ’x> 0.05 ’.” 0.1’ ’ 1

Residual standard error: 0.04464 on 11 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9929,Adjusted R-squared: 0.9922
F-statistic: 1528 on 1 and 11 DF, p-value: 3.719e-13

Zwréémy uwage, ze otrzymane wartosci estymatoréw wspotczynnikow regresji nie
wymagaja dokonania przeksztalcenia i wynosza, odpowiednio:
> usa$coefficients

(Intercept) rok
-20.45450963 0.01306111

Tym samym otrzymaliSmy nastgpujaca funkcje regresji:

Y = exp(—20.4545 + 0.0131.X).

Nietrudno tez zauwazy¢, ze model wyktadniczy jest dobrze dopasowany do danych.
Aby dokona¢ prognozy wielkosSci populacji USA w roku 2020 i 2025, wywolujemy
nastgpujaca funkcje:
> nowyrok <- data.frame(rok=c(2020,2025));
> (nowylogpop <- predict(usa, nowyrok, interval="prediction"))
fit lwr upr
5.928929 5.814638 6.043219
5.994234 5.878235 6.110233
exp (nowylogpop)
fit lwr upr
375.7517 335.1700 421.2469
401.1093 357.1784 450.4435

v N~

N =

o

Zadanie 7.6. Dokonano o$miu niezaleznych pomiaréw wielkosci drgain pionowych
(w cm) gruntu, powstatych w wyniku trzgsienia ziemi, w réznej odlegtosci od epicen-
trum trzgsienia (w km). Otrzymano nastgpujace wyniki:

Odlegtos¢ 20 30 40 50 80 140 200 250
Wielko§¢ drgad || 4.8 32 25 25 15 18 12 08
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1. Wyznacz funkcje regresji wielkosci drgaf gruntu wzgledem odlegtosci od epicen-
trum.

2. Zweryfikuj dopasowanie modelu.

3. Oszacuj wielkos¢ drgan w odlegtosdci 100 km od epicentrum.

Rozwiazanie. Wprowadzamy dane i rysujemy wykres rozrzutu:
> odl <- c(20, 30, 40, 50, 80, 140, 200, 250)

> wys <- c(4.8, 3.2, 2.5, 2.5, 1.5, 1.8, 1.2, 0.8)
> plot(odl, wys, las=1)
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Z powyzszego rysunku wynika, ze interesujaca nas zalezno$¢ mozemy modelowaé
przy uzyciu réznych funkcji malejacych. Przystgpujemy zatem do poszukiwania najlep-
szego modelu. Rozpatrzymy w tym celu kilka modeli i poréwnamy si¢ je ze soba.

Zaczniemy od funkcji wyktadniczej: y = exp(a + bx). Po dokonaniu linearyzacji
:= In (y) otrzymamy z = a + bz i dalej stosujemy metody regresji liniowej:
yp <- log(wys)
tl <- 1m(yp~odl)
summary (t1)

vV V. V

Call:
Im(formula = yp ~ odl)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.41291 -0.09903 0.01523 0.10161 0.38665

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 1.303166 0.142135 9.169 9.48e-05 **x*
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odl -0.006060 0.001099 -5.516 0.00149 x*x*

Signif. codes: 0 ’***’ 0.001 ’**x’ 0.01 ’x’ 0.05 >.” 0.1 ” ’ 1

Residual standard error: 0.2503 on 6 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8353,Adjusted R-squared: 0.8078
F-statistic: 30.42 on 1 and 6 DF, p-value: 0.001493

Kolejnym rozwazanym przez nas modelem begdzie model multiplikatywny (potg-
gowy), czyli interesowaé nas bedzie funkcja postaci: y = aa®. Linearyzacja tej funk-
cji przebiega nastgpujaco: z := In (y), u := In(z), @’ := In(a) i stad otrzymujemy
2z = da’ + bu. Po odpowiednim przeksztatceniu danych uruchamiamy znang nam proce-
durg regresji liniowe;j:
> xp <- log(odl)
> t2 <= 1m(yp~xp)
> summary (t2)

Call:
Im(formula = yp ~ xp)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.21649 -0.12952 -0.01131 0.10844 0.29685

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 3.21390 0.33119 9.704 6.87e-05 **x
Xp -0.59150 0.07607 =7.776 0.000238 *x**

Signif. codes: O ’*%x’ 0.001 ’*x’ 0.01 ’x’ 0.05 ’.” 0.1’ ’ 1

Residual standard error: 0.1853 on 6 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9097,Adjusted R-squared: 0.8947
F-statistic: 60.46 on 1 and 6 DF, p-value: 0.0002382

Zwréémy uwage, ze wyestymowana wyzej warto$¢ nie jest warto§ciag wyrazu wol-
nego modelu potegowego, ale jest to estymator a’. Zatem, aby otrzymaé estymator para-
metru ¢ musimy zastosowaé przeksztaltcenie odwrotne, tzn. a’ := In (a).

Nastgpnym rozwazanym modelem bedzie tzw. model odwrotnosciowy wzgledem
zmiennej zaleznej, tzn. bedzie nas interesowac funkcja postaci: y = ﬁ. Linearyzacja
modelu w tym przypadku sprowadza si¢ do przeksztatcenia: v := 1/y, dzigki ktéremu
otrzymujemy v = a + bx. Przeksztalcamy odpowiednio dane i uruchamiamy procedurg
regresji liniowe;j:
> yb <= 1/wys
> t3 <- 1m(yb~odl)
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> summary (t3)

Call:
Im(formula = yb ~ odl)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.165680 -0.080000 0.003884 0.066478 0.166753

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 0.2048174 0.0694234 2.950 0.025604 x*
odl 0.0036887 0.0005366 6.874 0.000467 **x

Signif. codes: 0O ’*%x’ 0.001 ’x*x’ 0.01 ’x’ 0.05 ’.” 0.1’ ’ 1

Residual standard error: 0.1222 on 6 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8873,Adjusted R-squared: 0.8686
F-statistic: 47.25 on 1 and 6 DF, p-value: 0.0004672

Jako ostatni rozpatrzymy tzw. model odwrotno$ciowy wzgledem X, reprezentowany
przez funkcje postaci: y = a+ %. Linearyzacja tego modelu za pomoca funkcji w := 1/x
prowadzi do pozadanego modelu liniowego y = a + bw, co pozwala na uruchomienie
procedury regresji liniowej:
> xb <- 1/0dl
> t4 <- 1m(wys~xb)
> summary (t4)

Call:
lm(formula = wys ~ xb)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.26756 -0.21344 -0.05194 0.15094 0.48701

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 0.7552 0.1656 4.559 0.00385 **
xb 78.0908 6.7037 11.649 2.41e-05 **x*
Signif. codes: O ’***’ 0.001 ’*x’ 0.01 ’x’ 0.05 *.” 0.1’ ’ 1

Residual standard error: 0.2847 on 6 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9577,Adjusted R-squared: 0.9506
F-statistic: 135.7 on 1 and 6 DF, p-value: 2.411e-05

Zwré¢my uwagg, ze kazdy z rozwazanych wyzej modeli mégtby stuzy¢ jako model

153
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regresji wielko$ci drgant wzgledem odlegtosci od epicentrum, o czym $wiadczy niezle
dopasowanie udokumentowane na wydrukach (szczegéty pozostawiamy Czytelnikowi).
Ktéry z nich powinni$§my zatem wybraé? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie musimy zde-
cydowad si¢ na jakie$ rozsadne kryterium. Moze nim by¢ np. warto§¢ wspétczynnika
determinacji R2. Kierujac si¢ tym wiasnie kryterium stwierdzamy, ze sposréd zbada-
nych modeli najlepiej dopasowany jest ostatni, tzn. model odwrotnosciowy wzgledem
x:y = a + b/z o wspélczynnikach:
> t4$coefficients
(Intercept) xb

0.7551998 78.0908318

Tym samym otrzymali$my nastgpujaca funkcje regresji:

N 78.0908
Y =0.7552 + ———

Uzyskana na tej podstawie prognoza wielkosci drgafn w odlegtosci 100 km od epi-
centrum jest nastepujaca:
> pw <- data.frame(xb=1/100)
> predict(t4, pw, interval="confidence")
fit lwr upr
1 1.536108 1.243547 1.82867

]

Zadanie 7.7. Metoda najmniejszych kwadratéw dopasuj proste regresji opisujace zalez-
no$¢ kazdej z par zmiennych (X;,Y;), i = 1,2, 3,4, ze zbioru anscombe. Wyznacz war-
tosci wspétczynnikéw korelacji prébkowych i wspétczynnikéw determinacji R2. Spo-
rzadZ wykresy rozrzutu oraz nanie$¢ na nie wykresy dopasowanych prostych.

Rozwiazanie. Rozwazany w tym zadaniu zestaw danych, zwany niekiedy kwartetem
Anscombe’a (ang. Anscombe’s quartet), sklada si¢ z czterech prébek dwuwymiarowych
o niemal identycznych charakterystykach probkowych. Zostat on stworzony w 1973
roku przez amerykanskiego statystyka, Francisa Anscombe’a, aby pokazac, jak wazne
jest sporzadzanie wykresOw rozrzutu zanim przystapi si¢ do analizy danych. Dane te
ilustruja zarazem jak obserwacje odstajace (ang. outliers) moga wptywaé na estymatory
uzyskiwane metoda najmniejszych kwadratow.
Zacznijmy od poréwnania Srednich i wariancji zmiennych objasniajacych X; dla

t=1,...,4:
> data(anscombe)
> sapply(anscombe[c("x1", "x2", "x3", "x4")], mean)
xl x2 x3 x4

9 9 9 9
> sapply(anscombe[c("x1", "x2", "x3", "x4")], var)
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x1 x2 x3 x4
11 11 11 11

Jak widaé, zaréwno Srednie, jak i wariancje z tych probek sa sobie réwne. Podobnie ma
sig sprawa ze zmiennymi objasnianymi:
> sapply(anscombe[c("y1", "y2", "y3", "y4")], mean)
yi y2 y3 y4
7.500909 7.500909 7.500000 7.500909
> sapply(anscombe[c("y1", "y2", "y3", "y4")], var)
yi y2 y3 y4
4.127269 4.127629 4.122620 4.123249
gdzie réznice, w przypadku Srednich, pojawiaja si¢ na czwartym, a w przypadku wa-
riancji — na trzecim miejscu po przecinku. Wyznaczmy teraz wartosci wspélczynnikéw
korelacji dla kazdej z par (X;,Y;), i =1,...,4:
> cor(anscombe$xl, anscombe$yl)
[1] 0.8164205
> cor(anscombe$x2, anscombe$y2)
[1] 0.8162365
> cor(anscombe$x3, anscombe$y3)
[1] 0.8162867
> cor(anscombe$x4, anscombe$y4d)
[1] 0.8165214

Widzimy, ze wartosci wspotczynnikéw korelacji Pearsona dla wszystkich czterech par
zmiennych zgadzaja si¢ az do trzeciego miejsca po przecinku. Wyznaczmy zatem réw-
niez proste regresji dla kazdej pary zmiennych:

> modell <- 1m(yl~x1l, anscombe)

> summary (modell)

Call:
Im(formula = y1 ~ x1, data = anscombe)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1.92127 -0.45577 -0.04136 0.70941 1.83882

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 3.0001 1.1247 2.667 0.02573 *
x1 0.5001 0.1179 4.241 0.00217 **
Signif. codes: 0O ’*%x’ 0.001 ’x*x’ 0.01 ’x’ 0.05 ’.” 0.1’ ’ 1

Residual standard error: 1.237 on 9 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.6665,Adjusted R-squared: 0.6295

155
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F-statistic: 17.99 on 1 and 9 DF, p-value: 0.00217

> model2 <- 1lm(y2~x2, anscombe)
> summary (model2)

Call:
Im(formula = y2 ~ x2, data = anscombe)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1.9009 -0.7609 0.1291 0.9491 1.2691

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl|)
(Intercept) 3.001 1.125 2.667 0.02576 *
x2 0.500 0.118 4.239 0.00218 *x*
Signif. codes: O ’*%x’ 0.001 ’x*x’ 0.01 ’x> 0.05 ’.” 0.1’ ’ 1

Residual standard error: 1.237 on 9 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.6662,Adjusted R-squared: 0.6292
F-statistic: 17.97 on 1 and 9 DF, p-value: 0.002179

> model3 <- 1m(y3~x3, anscombe)
> summary (model3)

Call:
lm(formula = y3 ~ x3, data = anscombe)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1.1586 -0.6146 -0.2303 0.1540 3.2411

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 3.0025 1.1245 2.670 0.02562 *
x3 0.4997 0.1179 4.239 0.00218 *x
Signif. codes: O ’***’ 0.001 ’**’ 0.01 ’x’ 0.05 *.” 0.1’ ’ 1

Residual standard error: 1.236 on 9 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.6663,Adjusted R-squared: 0.6292
F-statistic: 17.97 on 1 and 9 DF, p-value: 0.002176

> model4 <- 1lm(y4~x4, anscombe)
> summary (model4)
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Call:
Im(formula = y4 ~ x4, data = anscombe)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1.751 -0.831 0.000 0.809 1.839

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 3.0017 1.1239 2.671 0.02559 *
x4 0.4999 0.1178 4.243 0.00216 **
Signif. codes: O ’**x’ 0.001 ’xx’ 0.01 ’x’ 0.05 ’.” 0.1 7 ’ 1

Residual standard error: 1.236 on 9 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.6667,Adjusted R-squared: 0.6297
F-statistic: 18 on 1 and 9 DF, p-value: 0.002165

Okazuje sig, ze w czterech rozwazanych przypadkach prosta regresji wyznaczona
metoda najmniejszych kwadratéw ma w przyblizeniu réwnanie ¥ = 3.00 4 0.005X,
przy czym réznice migdzy wartoSciami estymatorow pojawiaja si¢, odpowiednio, na
trzecim i czwartym miejscu po przecinku. Wspétczynniki determinacji R? sa sobie
réwne z doktadnos$cia do czwartego miejsca po przecinku.

Te wszystkie zaobserwowane podobiefistwa nie powinny jednakze sugerowaé, ze
mamy do czynienia z niemal identycznymi zestawami danych. Najlepiej pokaza nam to
rysunki rozrzutu dla kazdej pary zmiennych:
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11
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anscombe$y1

~ 000N

anscombe$y3

anscombe$y2

anscombe$y4
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4 -
3 -

anscombe$x2

T T T T T
10 12 14 16 18

anscombe$x4

(.3. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 7.8. Psycholog pracujacy w poradni rodzinnej zebral dane dotyczace przyczyn
kryzyséw malzenskich, ktére wymieniane byty przez przychodzace do poradni pary.
Dane te, zamieszczone w ponizszej tabeli, pokazuja Zrédta kryzysu postrzegane przez

kazde z matzonkow.

’ Zona \ Maz H Pieniadze Dzieci Zainteresowania Inne
Pieniadze 86 31 132 19
Dzieci 17 64 43 13
Zainteresowania 54 39 132 33
Inne 30 17 37 54

Czy na podstawie zebranych danych mozna stwierdzi¢, ze istnieje zalezno$¢ migdzy
pogladami m¢zéw i zon co do przyczyn kryzysu w ich malzenstwach? Przyjmij poziom

istotnosci o« = 0.05.

Zadanie 7.9. Badano istnienie zwigzku migdzy ciSnieniem krwi a nadwaga. W poniz-

szej tabeli zebrano dane na temat losowo wybranej grupy oséb:
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| Cisn. ++ Cisn. OK

57 18
24 91

Nadwaga
Brak nadwagi

Czy na podstawie tych danych mozna stwierdzi¢ istnienie takiej zaleznoSci? Przyjmij
poziom istotnosci 0.05.

Zadanie 7.10. Badano, czy istnieje zalezno$¢é migdzy zawodami ojcow i ich dorostych
synéw. W tym celu zbadano losowo wybrang grupe ojcéw i synéw. Otrzymano nastgpu-
jace wyniki:

’ Ojciec \ Syn H Polityk  Prawnik Lekarz

Polityk
Prawnik
Lekarz

33
21
7

48
38
8

17
12
68

Na podstawie powyzszych danych stwierdzié, czy istnieje taka zalezno$¢. Przyjmij po-
ziom istotnosci testu 0.01.

Zadanie 7.11. Pewien przedsigbiorca zainteresowany jest oceng ryzyka planowanych
inwestycji. Dwoch zatrudnionych przez niego analitykow uszeregowato planowane in-
westycje od tej o najwigkszym ryzyku (10) do tej o najmniejszym (1):

Inwestycia |A B C D E F G H I I
Analityk I 1 4 9 8 6 3 5 7 2 10
AnalitykII || 1 5 6 2 9 7 3 10 4 8

Czy mozna uznac, ze istnieje zalezno$¢ migdzy opiniami obu analitykéw? Przyjmij po-
ziom istotno$ci 0.05.

Zadanie 7.12. Wyznacz prosta regresji poziomu cholesterolu wzglgdem wieku dziesig-
ciu losowo wzigtych mezczyzn. Zweryfikuj dopasowanie modelu.

58 69 43 39 63 52 47
189 235 193 177 154 191 213

Wiek
Cholesterol

31
175

74
198

36
181

Zadanie 7.13. Niech X oznacza przecigtng liczbe samochodéw poruszajacych si¢ au-
tostrada w ciagu dnia (w tys.), natomiast Y — liczbe wypadkéw samochodowych, ktéra
miata miejsce w ciggu miesigca na autostradzie.

X120 23 25 26 28 30 3.1
Y || 15 27 20 21 31 26 22

34 37 38 40 4.6 438
23 32 39 27 43 53

Na podstawie danych zamieszczonych w tabeli wyestymuj parametry funkcji regresji

\/}7:a+bX,
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opisujacej zalezno$¢ liczby wypadkdéw od natgzenia ruchu na autostradzie. Oszacuj liczbg
wypadkéw, jakiej mozna si¢ spodziewac przy natgzeniu ruchu odpowiadajacemu 3500
samochodom poruszajacym si¢ autostradg w ciagu dnia.

Zadanie 7.14. Korzystajac z danych zawartych w ponizszej tabeli, wyznacz funkcjg re-
gresji, opisujaca zalezno$¢ migdzy liczba cykli do zniszczenia pewnego detalu (w mln),
a wywieranym na ten detal napr¢zeniem (w MPa):

Naprezenie 55 505 435 425 42 41 357 345 33 32
Cykle 0223 0925 6775 181 29.1 505 126 215 445 420

Oszacuj liczbe cykli do zniszczenia detalu, na ktéry wywierane jest naprezenie 40 MPa.
Zadanie 7.15. Badano wptyw dawki pewnego leku na puls pacjenta. Oto wyniki uzy-
skane dla 10 losowo wybranych oséb:

Dawkaleku | 2 2 4 4 8 8 16 16 32 32
Puls 68 58 63 62 67 65 70 70 74 73

Dopasuj model regresji do powyzszych danych.

Zadanie 7.16. Zbadano zalezno$¢ zuzycia paliwa (mile/galon) od mocy silnika 15 wy-
branych losowo samochodéw pewnej marki. Wyniki przedstawia ponizsza tabela:

Zuzycie paliwa || 43.1 203 17 21.6 162 315 319 254
Moc 48 103 125 115 133 71 71 77
Zuzycie paliwa || 27.2 373 415 343 443 434 364

Moc 71 69 76 78 48 48 67

Dopasuj optymalny model regresji do powyzszych danych. Zweryfikuj jego dopasowa-
nie. Podaj przewidywane zuzycie paliwa samochodu o mocy 150.

Zadanie 7.17. Zapytano dziesigciu losowo wybranych mezczyzn, stojacych pod osie-
dlowa Pijalnia Jogurtu, ile litréw tego napoju mlecznego wypijaja w ciagu tygodnia.
Wyniki przedstawia ponizsza tabela:

Wiek 37 42 25 14 48 78 18 34 20 57
Spozycie || 3 2 4 5 1 03 8 25 7 05

Dopasuj wyktadniczy model regresji do powyzszych danych. Zweryfikuj jego dopaso-
wanie. Podaj przewidywana wielko$¢ tygodniowego spozycia jogurtu przez 40-latka.

Zadanie 7.18. Ponizsza tabela zawiera informacje o miesigcznych wydatkach na roz-
rywki i o wysoko$ci miesigcznych dochodéw 7 losowo wybranych mieszkaricow pew-
nego miasta:
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Wydatki 186 700 490 385 266 357 613
Dochody || 2800 4200 3500 3150 2975 3175 3850

1. Wyznacz optymalny model regresji opisujacy zalezno$¢ miesigcznych wydatkéw
na rozrywki od dochodéw.

2. Zweryfikuj dopasowanie modelu.

3. Podaj przewidywang wysoko$¢ wydatkéw na rozrywki osoby o miesigcznych do-
chodach wysokos$ci 4000 zt.

Zadanie 7.19. Badano zalezno$¢ migdzy liczba wypalanych dziennie papieroséw a praw-
dopodobienistwem zachorowania na raka ptuc w populacji 40-letnich palaczy, palacych
od 10 lat. Uzyskane dane zamieszczono w ponizszej tabeli:

Liczba papieroséw 5 10 20 30 40 50 60
Prawdopodobienstwo || 0.061 0.113 0.192 0.259 0.339 0.401 0.461

1. Wyznacz potggowy model regresji opisujacy badang zaleznos¢.

2. Przeanalizuj dopasowanie modelu.

3. Oszacuj prawdopodobiefistwo zachorowania na raka ptuc przez palacza wypala-
jacego 35 papierosow dziennie.

[.4. Wskazéwki i odpowiedzi do zadan

Ad zad. Dopasowana liniowa funkcja regresji:
y = 162.7852 + 0.5433x
Model liniowy jest Zle dopasowany: R? = 0.13.
Ad zad. Model odwrotnoSciowy wzgledem zmiennej zaleznej. Dopasowana funk-

cja regresji:
y = 1/(—0.0009 + 0.00045x)

Dobre dopasowanie: R? = 0.89. Prognozowana warto$¢ y dla z = 150 to 14.8668.

Ad zad. Model wyktadniczy. Dopasowana funkcja regres;ji:
y = exp(2.77 — 0.05x)
Dobre dopasowanie: R? = 0.94. Prognozowana wartos¢ y dla = = 40 to 2.15.
Ad zad.[7.18] Model odwrotnosciowy wzgledem zmiennej niezaleznej. Dopasowana

funkcja regres;ji:
y = 1736,91 — 4343442 /x

Dobre dopasowanie: R? = 0.99.
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Ad zad. Model multiplikatywny. Dopasowana funkcja regresji:
y = exp(—4.07449)20-8077

Dobre dopasowanie: R? = 0.99.



Analiza warianciji

8.1. Woprowadzenie

8.1.1. ANOVA

Analiz¢ wariancji — zaréwno jednoczynnikowa, jak i dwuczynnikowa — realizujemy
w §rodowisku R za posrednictwem funkcji anova (). Wszystkie dostgpne obserwacje
musza by¢ zapisane w postaci ramki danych, dla przyktadu:

> dane <- data.frame(y, poziomy)

gdzie pierwszy argument, czyli y, zawiera obserwacje zmiennej obja$nianej, natomiast
drugi argument, tj. poziomy, kody pozioméw, na ktérych wystepuje badany czynnik,
dzigki ktérym mozliwe jest jednoznaczne zidentyfikowanie, ktéra z obserwacji wektora
y nalezy do danego poziomu czynnika.

Wywotanie funkcji anova () wyglada nastgpujaco:

> anova(lm(dane$y~dane$poziomy))

W rezultacie otrzymujemy tzw. tablice analizy wariancji, ktdrej kolejne kolumny zawie-
raja liczbe stopni swobody (Df), sum¢ kwadratow odchyleri (Sum Sq), Sredni kwadrat
odchylen (Mean Sq), warto$¢ statystyki testowej (F) oraz p-wartosc¢ testu F.

W przypadku odrzucenia hipotezy zerowej testem F, przeprowadzamy testy porow-
nan wielokrotnych, np. metoda Tukeya. W R dokonujemy tego przy uzyciu funkcji
TukeyHSD():

> TukeyHSD (aov(dane$y~dane$poziomy) )

W przypadku dwuczynnikowej analizy wariancji, uwzgledniajacej interakcje migdzy
poziomami, funkcje anova () wywotujemy w nastepujacy sposob:

> dane <- data.frame(y, A, B)
> anova(lm(dane$y~dane$A*dane$B))

przy czym argument y oznacza tu obserwacje zmiennej objasnianej, natomiast A i B sa
wektorami kodéw poziomdw pierwszego i drugiego czynnika. W tym przypadku wywo-
tanie procedury poréwnan wielokrotnych wygladatoby nastgpujaco:

> TukeyHSD (aov(dane$y~dane$A*dane$B))

Do analizy ewentualnych interakcji czynnikdw przydaja si¢ rowniez tzw. wykresy
interakcji, ktére uzyskujemy przy uzyciu funkcji interaction.plot ().
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8.1.2. Weryfikacja zatozen ANOVY

Zanim przystapimy do testu F powinni§my sprawdzié, czy sa spetnione zatozenia po-
zwalajace postuzy¢ si¢ wspomniang metoda:

1. niezalezno$¢ obserwacji,

2. normalno$¢ rozktadéw w kazdej z podpopulacji wyznaczonych przez poziomy

czynnikéw,

3. jednorodno$¢ wariancji podpopulacji wyznaczonych przez poziomy czynnikow.

Weryfikacj¢ zatozenia o normalnosci rozktadéw przeprowadzimy za pomoca odpo-
wiedniego testu zgodnoSci. W szczegdlnosci moze to by¢ test Shapiro-Wilka, wyzna-
czany przy uzyciu funkcji shapiro.test ().

Weryfikacja zatozenia o jednorodnosci wariancji sprowadza si¢ do przetestowania
hipotezy o réwnosci wariancji podprobek wyznaczonych przez poziomy czynnikow.
Mamy tu do wyboru kilka testéw, z ktérych najpopularniejszy jest test Bartletta, por.
bartlett.test().

8.1.3. Nieparametryczna ANOVA

W R mamy do dyspozycji funkcje pozwalajace przeprowadzi¢ wnioskowanie w sytuacji,
gdy zatozenia analizy wariancji nie sa spetnione. Nieparametrycznym odpowiednikiem
jednoczynnikowej ANOVY jest test Kruskala-Wallisa, ktéry w srodowisku R dostepny
jest przy uzyciu wywotania funkcji kruskal . test ().

8.2. Zadania rozwigzane

Zadanie 8.1. Wykonano po cztery niezalezne pomiary wytrzymatosci na Sciskanie trzech
rodzajéw betonu. Otrzymano nastepujace wyniki (w kG/cm?):

I 204 200 198 204
I 197 205 213 209
I | 190 208 202 210

Stwierdz, czy badane gatunki betonu réznia si¢ istotnie pod wzgledem Sredniej wytrzy-
matosci na Sciskanie. Przyjmij poziom istotnosci 0.05.

Rozwiazanie. Testujemy hipotezg zerowa H : uy = pg = ps3, méwiaca, iz — Srednio
rzecz biorac — badane gatunki betonu nie r6zniq si¢ istotnie pod wzgledem wytrzymato-
Sci na Sciskanie, wobec hipotezy alternatywnej K : —H orzekajacej, iz te gatunki r6znig
si¢ wytrzymatoscia.

Postawiony problem decyzyjny sugeruje zastosowanie analizy wariancji. Zanim jed-
nak przystapimy do ANOVY, sprawdZmy, czy sa spetnione zatozenia wspomniane w par.
tzn. niezaleznos$¢ obserwacji, normalnos$¢ rozktadéw i jednorodno$¢ wariancji.
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Odnosnie pierwszego wymagania przyjmijmy, ze w trakcie przeprowadzania ekspe-
rymentu zadbano o to, by obserwacje byly niezalezne. Weryfikacj¢ zalozenia o normal-
nosci rozktadéw przeprowadzimy za pomoca testu Shapiro-Wilka:

wyt <- c(204, 200, 198, 204, 197, 205, 213, 209, 190, 208, 202, 210)
gat <- gl(3, 4, labels=1:3)
beton <- data.frame(wyt, gat)
simplify2array(tapply(beton$wyt, beton$gat,

function(x) shapiro.test(x)[1:2]))

1 2 &

statistic 0.8494024 0.9713737 0.8945062
p.value 0.2242305 0.8499708 0.4042863

A\

+ V Vv V

Otrzymane p-wartoSci sugeruja, ze nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o normalno-
Sci rozktadéw zadnej z trzech podpopulacji.

Weryfikacja zatozenia o jednorodnosci wariancji sprowadza si¢ do przetestowania
hipotezy H : 0? = 05 = 03 wzgledem K : = H. W tym celu skorzystamy z testu
Bartletta:

> bartlett.test(beton$wyt,beton$gat)
Bartlett test of homogeneity of variances

data: Dbeton$wyt and beton$gat
Bartlett’s K-squared = 2.6706, df = 2, p-value = 0.2631

Duza p-warto$¢ (p-value = 0.2631) Swiadczy o tym, ze nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy o jednorodno$ci wariancji. Po pozytywnym zweryfikowaniu zatozen testu F
mozemy przystapi¢ do weryfikacji hipotezy H : puy = ps = ps3, wzglgdem hipotezy
alternatywnej K : - H:

> anova(lm(beton$wyt~beton$gat))

Analysis of Variance Table

Response: beton$wyt

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
beton$gat 2 44.67 22.333 0.4902 0.6279
Residuals 9 410.00 45.556

Otrzymana p-warto$¢ testu F wskazuje na brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowe;.
Oznacza to, ze badane trzy gatunki betonu nie réznig si¢ istotnie pod wzglgdem Sredniej
wytrzymatosci na Sciskanie.
Na marginesie, aby przeprowadzi¢ analiz¢ wariancji mozemy takze wywotac:
> summary (aov (beton$wyt~beton$gat))
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

beton$gat 2 447 22.33 0.49 0.628
Residuals 9 410.0 45 .56

165
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Zadanie 8.2. Zbadano czas reakcji trzech rodzajéw ukladéw stosowanych w kalkulato-
rach elektronicznych i otrzymano nastgpujace wyniki (w mikrosekundach):

I 19 22 20 18 25 21 24 17
Imi{20 21 33 27 29 30 22 23
mrj 16 15 18 26 17 23 20 19

Sprawdz, czy istnieje statystycznie istotna réznica migdzy przecigtnymi czasami reakcji
badanych trzech uktadéw. Przyjmij poziom istotnosci 0.05.

Rozwiazanie. Testujemy hipoteze¢ zerowa o braku istotnych réznic migdzy Srednimi

czasami reakcji badanych uktadéw elektronicznych, tzn. H : p1 = po = ps, przeciw

hipotezie K : - H wskazujacej na istnienie ré6znic migdzy czasami reakcji tych uktadéw.
Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, sprawdzamy wpierw, czy sa spetnione za-

tozenia analizy wariancji: niezalezno$¢ obserwacji, normalno$¢ rozktadéw i jednorod-

no$¢ wariancji. Ten fragment zadania pozostawiamy Czytelnikowi. My za$ — zaktadajac,

iz owe zatozenia sa spetnione — przejdziemy juz bezposrednio do testu F.

> czas <- c(19, 22, 20, 18, 25, 21, 24, 17, 20, 21, 33, 27,

+ 29, 30, 22, 23, 16, 15, 18, 26, 17, 23, 20, 19)

> typ <- gl(3, 8, labels=c(1, 2, 3))

> uklad <- data.frame(czas, typ)

> anova(lm(uklad$czas~uklad$typ))

Analysis of Variance Table

Response: uklad$czas

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
uklad$typ 2 177.75 88.875 6.0036 0.008668 **
Residuals 21 310.88 14.804

Signif. codes: O ’*%x’ 0.001 ’*x’ 0.01 ’x> 0.05 ’.” 0.1’ ’ 1

Mata p-warto$¢ testu F wskazuje na konieczno$¢ odrzucenia hipotezy zerowej, tzn. na
istnienie istotnych réznic migdzy czasami reakcji uktadéw.

Poniewaz mamy tu do czynienia z trzema rodzajami uktadéw, warto sprawdzié, czy
kazdy z uktadéw rézni si¢ od pozostatych, czy tez moze dwa sposréd nich tworza tzw.
grupe jednorodna. Ponadto ciekawe byloby stwierdzenie, ktéry z badanych uktadéw
bylby najlepszy z punktu widzenia konstrukcji kalkulatora, tzn. ktérego czas reakcji jest
najkrotszy.

W celu uzyskania odpowiedzi na pierwsze z pytafi zastosujemy tzw. poréwnania
wielokrotne metoda Tukeya:
> TukeyHSD (aov(uklad$czas~uklad$typ))

Tukey multiple comparisons of means
95}, family-wise confidence level
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Fit: aov(formula = uklad$czas ~ uklad$typ)

$‘uklad$typ®
diff lwr upr p adj
2-1 4.875 0.02600137 9.723999 0.0486299
3-1 -1.500 -6.34899863 3.348999 0.7192770
3-2 -6.375 -11.22399863 -1.526001 0.0088750
Zamieszczone w ostatniej kolumnie p-wartosci testéw poréwnujacych parami poziomy
badanego czynnika sugeruja, iz nie ma istotnych réznic migdzy I i III rodzajem uktadu,
jednakze uktady te r6znig si¢ istotnie od uktadu II rodzaju.

i Informacja

Metoda Tukeya wymaga, by plan badania byt zréwnowazony, tzn. aby we wszyst-
kich , klatkach” macierzy eksperymentu bylo tyle samo obserwacji. Jesli warunek
ten nie jest spetniony mozemy postuzy¢ si¢ np. metoda LSD (ang. Least Significant
Difference) Fishera.

Z kolei odpowiedZ na drugie z postawionych wczes$niej pytari, mozemy uzyskac,
analizujac wykres skrzynkowy:

> boxplot(split(uklad$czas,uklad$typ), las=1)

25

20 - —_—

15 —

Z wykresu wynika, ze niewatpliwie uktady Il rodzaju sa najgorsze z naszego punktu
widzenia, bo przecigtnie charakteryzuja si¢ najdtuzszym czasem reakcji. Ponadto prze-
cigtnie najkrétszy czas reakcji wykazywaty uktadu III rodzaju, te jednak nie sa istotnie

lepsze od uktadéw I rodzaju.
]
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Zadanie 8.3. W pliku zarobki . csv zamieszczono historyczne dane dotyczace wyso-
kosSci miesigcznych zarobkéw wybranych losowo oséb w czterech miastach: w Warsza-
wie, Krakowie, Wroctawiu i Katowicach. Zbadaj, czy wysoko$¢ miesigcznych zarobkéw
w tych miastach rézni sig istotnie (przyjmij poziom istotnosci 0.05).

Rozwiazanie. Po zaladowaniu pliku z bazy danych

> salary <-
¥ read.csv2("http://www.ibspan.waw.pl/~pgrzeg/stat_lab/zarobki.csv")

mozemy sprawdzi¢ zawartos$¢ pliku:

> summary (salary)
zarobki miasto
Min. :1070 Katowice:11
1st Qu.:1394 Krakow :10
Median :1752 Warszawa:13
Mean 12214 Wroclaw :10
3rd Qu.:2525
Max. : 7900

Nastegpnie przystgpujemy do weryfikacji zatozen analizy wariancji:

> simplify2array(tapply(salary$zarobki, salary$miasto,

+ function(podprobka)

¥ shapiro.test(podprobka) [c("p.value", "statistic")]))
Katowice  Krakow Warszawa  Wroclaw

p.value 0.00145374 0.09815871 0.04345169 0.03952855

statistic 0.7380793 0.8693207 0.8639536 0.8360177

> bartlett.test(salary$zarobki,salary$miasto)

Bartlett test of homogeneity of variances

data: salary$zarobki and salary$miasto

Bartlett’s K-squared = 15.9819, df = 3, p-value = 0.001144

Czytelnik bez trudu stwierdzi, ze zalozenia ANOVYY nie sg spelnione (brak jednorod-
nosci wariancji oraz ,.ktopoty z normalnoscia” rozktadéw niektérych podprébek). Tak
wigc zamiast testu F postuzymy si¢ jego nieparametrycznym odpowiednikiem, tj. testem
Kruskala-Wallisa. Zajmiemy si¢ zatem weryfikacja hipotezy H : Fy = Fy = F3 = F),
gdzie F; oznacza rozktad zarobkéw w i-tym miescie, przeciw K : = H:

> kruskal.test(salary$zarobki~salary$miasto)
Kruskal-Wallis rank sum test

data: salary$zarobki by salary$miasto
Kruskal-Wallis chi-squared = 8.0529, df = 3, p-value = 0.04493

Okazuje sig¢, ze rozklady wysokoSci miesigcznych zarobkéw w rozwazanych czterech
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miastach réznig sig¢ istotnie (na poziomie 0.05). Aby zobaczy¢, gdzie sa one przecigtnie
wyzsze, a gdzie nizsze, narysujemy wykres skrzynkowy:

> boxplot(split(salary$zarobki, salary$miasto), las=1)
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Zadanie 8.4. W pewnych zakladach lotniczych stosuje si¢ dwie metody nakladania
farby podktadowej na czg¢Sci aluminiowe: malowanie zanurzeniowe i natryskowe. Czyni
si¢ tak w celu zwigkszenia przylegania wlasciwej farby nawierzchniowej, ktéra poz-
niej sa malowane owe czgsci. We wspomnianych zaktadach stosowano do tej pory trzy
rodzaje farb podktadowych. Inzynier technolog, odpowiedzialny za ten etap produkcji,
postanowit zbadad, czy rodzaj farby podktadowej oraz sposéb jej nakladania na detal
maja istotny wptyw na site przylegania wtasciwej farby nawierzchniowej. W tym celu
przeprowadzono eksperyment, w ktérym zmierzono sitg¢ przylegania farby nawierzch-
niowej do kilku detali malowanych najpierw r6znymi farbami podktadowymi, nanoszo-
nymi obiema metodami. Wyniki pomiaréw zamieszczono w ponizszej tabeli.

Rodzaj farby | Malowanie zanurzeniowe | Malowanie natryskowe
A 4.0;4.5;4.3 54;4.9;5.6
B 5.6;4.9;54 5.8;6.1;6.3
C 3.8;3.7;39 6.5;6.0; 5.0

Jakie wnioski powinien wyciagna¢ inzynier na podstawie powyzszych wynikéw?

Rozwiazanie. Tym razem mamy przeprowadzimy dwuczynnikowa (dwukierunkowa)
analiza wariancji: pierwszym czynnikiem jest rodzaj farby, natomiast drugim — sposéb
malowania. Pierwszy czynnik wystgpuje na trzech, zas drugi na dwéch poziomach.
Zacznijmy od przypomnienia modelu dwuczynnikowej analizy wariancji, w ktorej
k-ta obserwacje wystepujaca na i-tym poziomie pierwszego czynnka oraz na j-tym po-
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ziomie drugiego czynnika, wyobrazamy sobie jako
Yijk = p+ a; + B + vij + €iji,

gdzie p jest tzw. Srednig ogdlna, o; 0znacza swoisty wplyw i-tego poziomu pierwszego
czynnika, $; — swoisty wplyw j-tego poziomu drugiego czynnika, -y;; — interakcje
i-tego poziomu pierwszego czynnika oraz j-tego poziomu drugiego czynnika, natomiat
€;jk jest blgdem losowym obserwacji Yij, przy czym ¢ = 1,...,7, j = 1,...,s oraz
k=1,...,n. Wnaszym przypadku r = 3, s = 2 oraz n = 3.

Stojacy przed nami problem dwuczynnikowej analizy wariancji sprowadza si¢ do
weryfikacji nastgpujacych hipotez:

1. Hy: a1 = ag = ag = 0 przeciw Ky : = Hy,

2. Hs : By = Ba = 0 przeciw Ko : ~Ho,
3. H3 Y11 = Y12 = ... = (032 = OpI‘ZGCiW Kg : —|H3.

Po pozytywnym zweryfikowaniu zatozen analizy wariancji (ten etap pozostawiamy
Czytelnikowi, por. zadanie [8.1)) przechodzimy bezposrednio do weryfikacji postawio-
nych powyzej hipotez ANOVY.

X <- c(4.0, 4.5, 4.3, 5.4, 4.9, 5.6, 5.6, 4.9, 5.4,
5.8, 6.1, 6.3, 3.8, 3.7, 3.9, 6.5, 6.0, 5.0)

farba <-gl(3, 6, 18, labels=c("A", "B", "C"))

m <- gl(2, 3, 18, labels=c("mz", "mn"))

dane <- data.frame(X, farba, m)

anova(lm(dane$X~dane$farba*dane$m))

Analysis of Variance Table

V V. V V + V

Response: dane$X
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr (>F)

dane$farba 2 3.1244 1.5622 9.5646 0.003282 **
dane$m 1 7.3472 7.3472 44.9830 2.174e-05 ***
dane$farba:dane$m 2 1.3378 0.6689 4.0952 0.044077 *
Residuals 12 1.9600 0.1633

Signif. codes: 0O ’*%x’ 0.001 ’xx’ 0.01 ’x’ 0.05 ’.” 0.1’ ’ 1

Z tablicy analizy wariancji wnioskujemy, ze na poziomie istotno$ci 0.05 nalezy odrzu-
ci¢ wszystkie trzy hipotezy zerowe, co oznacza, ze zaréwno rodzaj uzywanej farby, jak
i spos6b malowania, maja wplyw na site przylegania farby nawierzchniowej. Co wigcej,
wystepuja interakcje migdzy rodzajem farby i sposobem jej naktadania. Tym samym
nie zakoriczyliSmy jeszcze rozwigzywania naszego zadania, albowiem odrzucenie hipo-
tez zerowych sktania nas m.in. do przeprowadzenia poréwnan wielokrotnych, ktérych
celem bedzie blizsze przyjrzenie si¢ wplywowi poszczegdlnych pozioméw badanych
czynnikéw na zmienng objasniajaca.
Do przeprowadzenia poréwnan wielokrotnych postuzymy si¢ metoda Tukeya:
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> TukeyHSD(aov(dane$X~dane$farba*dane$m), which=c("dane$farba","dane$m"))
Tukey multiple comparisons of means
95}, family-wise confidence level

Fit: aov(formula = dane$X ~ dane$farba * dane$m)

$‘dane$farba‘

diff lwr upr p adj
B-A 0.90000000 0.2774985 1.5225015 0.0059684
C-A 0.03333333 -0.5891682 0.6558349 0.9883224
C-B -0.86666667 -1.4891682 -0.2441651 0.0076976

$‘dane$m®
diff lwr upr p adj

mn-mz 1.277778 0.8626794 1.692876 2.17e-05
Z otrzymanej tabeli wynika, ze farby typu A i C stanowia grupe jednorodna, tzn. réznice
miedzy nimi sg statystycznie nieistotne. Z kolei farba typu B istotnie rézni si¢ zaréwno
od farby A jak i farby C.

Tabela potwierdza réwniez istotng roznice migdzy sposobami naktadania farby, ale
o tym juz wiedzieliSmy z tablicy ANOVY (z uwagi na to, ze drugi czynnik wystgpuje
tylko na dwéch poziomach, poréwnania wielokrotne w tym przypadku nie wnosza ni-
CZego nowego).

Relacje migdzy poziomami poszczegdlnych czynnikéw i ich wpltyw na zmienng ob-
jasniang mozna zilustrowaé wykresami skrzynkowymi:
> par(mfrow=c(1,2))
> boxplot(split(dane$X,dane$farba), las=1)
> boxplot(split(dane$X,dane$m), las=1)
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Do oceny interakcji migdzy czynnikami postuzymy si¢ wykresami, w ktérych na osi
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odcigtych mamy poziomy wybranego czynnika, natomiast na osi rzgdnych wartosci ba-
danej cechy. Z uwagi na to, ze mamy do czynienia z analiza dwuczynnikowa, uzyskamy
w ten spos6b dwa wykresy.

> interaction.plot(dane$farba, dane$m, dane$X, xlab="farba',

+ ylab="wytrzymalosc", trace.label="malowanie", las=1)
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> interaction.plot(dane$m, dane$farba, dane$X, xlab="malowanie",

+ ylab="wytrzymalosc", trace.label="farba", las=1)
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O istnieniu interakcji S$wiadczy brak ,réwnolegltosci” odcinkéw (famanej) tworzacych
powyzsze wykresy.

Reasumujac stwierdzamy, ze najlepsze wyniki, jesli chodzi o przyleganie farby na-
wierzchniowej, daje malowanie natryskowe farba typu B. J
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8.3. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 8.5. Do gimnazjum osiedlowego trafiaja uczniowie z trzech okolicznych szkét
podstawowych. Wylosowano niezaleznie po czterech uczniéw wywodzacych si¢ z kaz-
dej z tych szkdét i okazalo sig, ze mieli oni nastgpujace Srednie z ocen na Swiadectwie
ukoriczenia sz6stej klasy:

Szkota A | Szkota B | Szkota C

4.2 44 3.8
4.4 4.0 3.6
4.3 4.7 4.0
4.5 4.3 3.7

Zbadaj, czy istnieja statystycznie istotne réznice migdzy przecigtnymi wynikami absol-
wentéw tych trzech szkét podstawowych.

Zadanie 8.6. Przeprowadzono nastgpujace do§wiadczenie: 18 mgzczyzn i 18 kobiet roz-
mieszczono losowo w 9 pokojach w ten sposéb, ze w kazdym pokoju byty po dwie osoby
tej samej ptci. W pokojach tych utrzymywano stalg temperature: 18, 21 albo 24 stopnie
Celsjusza (przydziat temperatur poszczegdlnym pokojom byt takze losowy). Po upty-
wie trzech godzin oceniano samopoczucie kazdej z badanych oséb (zastosowano oceng
punktowa, w ktdrej 1 = zbyt zimno, 8 = idealna temperatura, 15 = zbyt ciepto).

M K

18 | 5,4,5,4,4,2 1,2,5,5,1,3

21| 8,8,6,3,5,7 | 10,7,8,8,7,8
24 1 12,8,8,7,6,6 | 11,13,8,8,6,7

Zbadaj wptyw, jaki na samopoczucie 0s6b wywiera temperatura panujaca w danym po-
koju. Czy ocena samopoczucia zalezy od pici? Czy wystepuja tu istotne interakcje mig-
dzy badanymi czynnikami (tzn. temperatura i ptcia)?

Zadanie 8.7. W celu zbadania wptywu czterech dawek nawozenia azotowego (w ilo-
Sciach 0, 40, 80 i 120 kg/ha) na wysokosé plonéw lucerny przy trzech sposobach siewu
(siew czysty C oraz dwa rodzaje wsiewu M i P w jeczmien jary) zalozono doSwiadczenie
w czterech powtdrzeniach. Dla kazdej kombinacji nawozenia ze sposobem siewu zmie-
rzono plon zielonej masy (w kg z poletka). W pierwszym pokosie uzyskano nastgpujace
obserwacje:
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0 40 80 120
C | 33.2;36.2; | 42.2;41.4; | 50.2; 53.0; | 46.2; 52.4;
44.2;51.0 | 50.6;45.2 | 52.6;45.0 | 49.0;43.6
M | 18.6; 13.0; | 18.0; 20.0; | 24.2; 21.6; | 34.2; 17.2;
14.6; 18.8 | 14.2;19.1 | 16.4;19.0 | 15.5;22.2
P | 20.4;14.4; | 21.9;42.0; | 18.2;21.0; | 16.4; 15.0;
11.0;22.6 | 16.2;25.6 | 27.3;27.6 | 21.6;27.8

Ustal, ktory z badanych czynnikéw miat istotny wpltyw na wysoko$¢ plonéw masy zie-
lone;.

Zadanie 8.8. W celu poréwnania trzech §rodkéw antykorozyjnych pobrano po 10 pré-
bek losowych drutu zabezpieczanego kazdym z tych §rodkéw i zmierzono glebokosé
zaistniatej korozji (razy 10~3 mm). Wyniki pomiaréw przestawia ponizsza tabelka:

| Srodek A | Srodek B | Srodek C

98.5 100.2 56.7
98.5 99.2 82.0
98.5 99.9 67.8
97.5 97.8 58.3
99.3 99.8 61.2
102.0 100.5 67.8
101.8 99.8 117.4
98.3 99.0 103.4
102.0 101.1 43.8
101.2 100.8 86.1

Czy na podstawie tych danym mozna stwierdzi¢, ze Srodki te réznia si¢ istotnie pod
wzgledem jakoSci tworzonego przez nie zabezpieczenia antykorozyjnego?

8.4. Wskazéwki i odpowiedzi do zadan

Ad zad. Zatozenia jednoczynnikowej ANOVY sa spelnione.

Test F: warto$¢ statystyki testowej F' = 10.239, p-warto$¢ = 0.004802. Zatem Srednie
wyniki absolwentéw tych trzech szkét réznig sig istotnie.

Test HSD Tukeya: istotna réznica miedzy Srednimi wynikami uczniéw szkét A i C oraz
BiC.

Ad zad.[8.6f Zatozenia dwuczynnikowej ANOVY sa spetnione.

Test F istotnoSci czynnika temperatura: warto$¢ statystyki testowej F' = 21.902, p-
wartos¢ = 1.37e — 06.

Test F istotnoSci czynnika ptec¢: wartos¢ statystyki testowej F' = 0.776, p-warto$¢ =
0.385.
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Test F istotnosci interakcji czynnikéw temperatura i pteé: warto$¢ statystyki testowe;j
F =2.011, p-wartos¢ = 0.152.

Zatem istotny wplyw na samopoczucie ma tylko czynnik temperatura.

Test HSD Tukeya: istotna réznica migdzy Srednim samopoczuciem tylko przy tempera-
turach 18121 oraz 181 24.

Ad zad. Zatozenia dwuczynnikowej ANOVY sa spetnione.

Test F istotnoSci czynnika a (rodzaj wysiewu): wartos¢ statystyki testowej F' = 101.369,
p-warto$¢ = 1.62e — 15.

Test F istotnosci czynnika b (sposdb nawozenia): wartos¢ statystyki testowej F' = 2.842,
p-warto$¢ = 0.0514.

Test F istotnoSci interakcji czynnikéw a i b: warto$¢ statystyki testowej F' = 0.819,
p-warto$¢ = 0.5625.

Zatem istotny wptyw na Srednig wysoko$¢ plonéw ma rodzaj wysiewu oraz nawozenia
ale brak jest istotnosci interakcji tych czynnik6w.

Test HSD Tukeya dla czynnika a: istotna réznica migdzy Srednig wysoko$cia plonéw
tylko dla rodzaju wysiewu C i M oraz C i P.

Test HSD Tukeya dla czynnika b: istotna réznica migdzy Srednia wysokoscia plonéw
tylko dla nawozenia w dawce 0 i 80.

Ad zad.8.8 Zatozenia jednoczynnikowej ANOVY nie sg spetnione.
Test Kruskala-Wallisa: wartos¢ statystyki testowej I' = 7.0019, p-warto§¢ = 0.03017.
Zatem skuteczno$¢ badanych §rodkéw antykorozyjnych jest istotnie rézna.
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