Statistical Physics&Comp. Simulations
Newton Mechanik

Vorgehen

1. Formulierung der Zwangsbedingungen g und Aufstel-

lung der Lagrangegleichungen.

Newtonsche Herleitung
Die Zwangsbed. miissen fiir beliebige g; gelten und sind damit
unabhingig von den verallg. Koordinaten.

Proof 2.2: Herleitung der E.L. Gl. mittels Hamiltonprinzip

Sei: V() :=q(t) + e (t) mit Xers
t2 t2

Sei: P ::j ZL(y(t),y(t),t)dt :J ZLedt
t1 t1

Wir wissen das S[x] ein Minimum fiir x = q hat = ®(e) muss
ein Minimum fiir € = 0 haben.
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Wenn e = 0 gilt y, = q(¢t) und £ = £(q,q,t)
, de to [0.2 o .
Yo - =[S o+ o)
de -0 tq oq oq
IL.B.P. (t2 |02 d o% 0. |t2
= f - (f)+[(t)—4]
t1 oq dt oq oq tq
=0
o F.L.C.V 0.L d 0%
B oq dt a4

4. Hamilton Formulation

L2 . ) 3N
Darstellung von Bahnkurven 2 E{lmmatlon Gl Agio . A _dgu =0 Cha:;: R. 990 _aa:” = k=1 f
3. Loésung der Bewegunngsgleichungen = x und bestim- v ERER
el 11 . dqy oxy Oqp
T mung der Integrationskonstanten. n
r=uzey +yey, +ze,:=y|=R 4. Bestimmung der Zwangskréften. Equation (2‘2)/ -0z /0q
# 2. Lagrangegleichungen 2. Art 3N 3N
Acht R LI S S
ST ® 7 Ist man an den Zwangskraften nicht explizit interessiert Z MnXn 241 - Z n 24, + e=1...,f
Dies kann man gut sehen anhand einem gedrehten KS’ sehen: |ist es bequemer eine Formulierung zu wahlen, bei der die n=1 — n=1 :
, Zwangskrifte Z aus den Bewegungsgleichungen eleminiert 7
, , , 1?/ , werden. 1 d Dot = Oxy, Oy,
r=ze; tye +ze =y =R Idee: Bei R Zwangsbedingungen g sind nur f = 3N — R der || " azn(q( ), t) = Z dar, qk + ot
2! 3N kartesischen Koordinaten voneinander unabhéingig. S —— k
. = wir konnen f verallgemeinerte koordinaten wéhlen. 2 azl(q’ q,t) _ 0z (q,t)
Lagrange lv‘[eCha‘nlk Generalisierte Koordinaten q1,92,---,4f oq, gy,
i . Fir ke ti Kraft ilt
1. Lagrangegleichungen 1. Art 1. Diese miissen alle andern Koordinaten festlegen: 3 bl Gt oW
Verallgemeinerung der Newtonschen Axiome zur Lésung von Tn = Tn(q1,q2,- -, as, t) n=12...,3N Fr = —grad W(q;(t),t) = _(7_
Problemen mit Zwangsbedingungen g. 2. Die Zwangsbed. fiir beliebige Werte der g; erfiillen. 2 2 P Tn
r _ Ty x, OW ow
mi=F + Z Zwangskraft: Z (2.1) ga(z1(q1,---,qf,t), -, 23N (q1s---,qf,t),t) =0 = —F=— = _
2q;. dq); O0zn dqy;
Definition 2.1 Definition 2.4 Lagrangefunktion: 3N ov
Holonome/Integrable Zwangsbedinungen: Sind Z(q,q,t) = K(q,q,t) — W(q, q,t) (2.3)|| = Z My Xy —r = E=1,...,f
Zwangsbedingungen die als Gleichungen zwischen den " 04,
Ortsvariablen r; des Systems und der Zeit in flogender Form || Definition 2.5 Lagrange Gleichungen 1. Art: )
formuliert werden kénnen: c R
d 0¥ 0L dg . . _ 1 2 .
go(r1,r2,...,rN,t) =0 a=1,...,R (R-Zw.Bed.) B M k=1,...,f (2.4)|Froof2.1: Sei: K= 3mv® und bemerke:
dt 0%, 0x), 0x,
o=
Definition 2.2 .
Anholonome Zwangsbedinungen: Sind Zwangsbedingun- || Definition 2.6 Euler-Lagrange Gleichungen (2. Art):
gen die nicht als holonome Zwangsbedingungen geschrieben d 0L 0L d
werden kénnen e.g. Ungleichungen oder: - A = e —p=F 2. —
.o . dt 29, oq;. dt ¢
go(ri,ra2,...,rNy,F1,02,...,FN,t) =0 a=1,...,R é’_, J*_, - 24y, 9qy, dt 9qy, oq, dt
. . . 2.Newt. Axi 3N 3N
Note: Zwangsbedingungen fiir ein Teilchen Kan. Imp Kan. Kraft A,eftl Xlor; @5 = Z _ ow
1. Eine Zwangsbed. = Einschrankung auf Flache. ’ ’ n=1 n=1 &0
2. Zwei unab. Zwangsbed. = Einschriankung auf Kurve. Bemerkungen
3. Drei unab. Zwangsbed. = alle drei Koordinaten z, y, z 1. Nur f = 3N — R anstatt 3N + R-Gleichungen fiir die |3 oK i OW(q;(t),t) —0
sind festgelegt, keine Bewegung mehr erlaubt. Lagrange Gleichung 1. Art. oq, o4
Note: Zwangsbedungen fiir mehrere Teilchen 2. System von f Dgls 2. Ordnung fiir die Bahnkurven | ~  coooove e
1. Die mégliche Anzahl R der Bedi ist durch R < B (). g E-W)  HE-W)
o LIS WEHNENG Low eriBedingungenfistidurc = 3. Benotigt 2f Anfangsbendingungen fiir q;, (0) und g, (0). | — = M .
e ~. 1.beglfenzt. . 4. Aufstellung fiir komplexe Systeme viel einfacher als dass dt 29, oqy.
2. Damit ist die Anzahl der Freiheitsgrade f = 3N — R. Aufstellen der Bewegungsgleichungen selbst, da die L.G. — = =
ips . . 2. Art eine skalare Grésse ist. IBElSplel: freie Kreisbewegung |
Definition 2.3 Rheonome Zwangsbedingung: Sind > |
zeitabhingige Zwangsbedingungen im Gegensatz dazu sind = Obwohl die Newton Gleichung nur 3N gekoppelte Dgl. l J
& nsune oeeensarz 2. Ord. (m# = F(r)) hat wird haufig die L.G. 2. Art 3. Hamiltonsches Prinzip
skleronome Zwangsbedingungen zeitunabhéngig. b "
evorzugt. — - -
Zwangskrafte Z 5. Nicht nur fir Inertialsysteme giiltig. Definition 2.7 Wirkunsfunktional:
Problem: wir kennen nur die Zwangsbedingungen g sind @ 1ol konservaEI\{e K.rafte gilt W(qlq,t) = Wi(a, 1), .da t2 . t2 . .
. . X W wegunabhénig/eine Zustandsgrosse sein muss (=eine S[q] := Z(q,q,t)dt = K(g,q,t) — W(q, q,t)dt
nach eq. (2.1) aber an den Zwangskriften Z interessiert. . . X . ¢ t
Idee: Eine Einschrankung eines Teilchens durch eine Gz dlie muw vom O wmdl cler Zei albibng), ! !
| 7. Euler-Lagrange Formulierung ist gleichbedeutend mit

holonome Zwb. g beschrinkt die Bewegung des Teilchens auf
eine Fliche ein. Dies bedeutet aber wiederum das sich das
Teilchen frei auf der Fliache bewegen kann und dies wiederum
impliziert das die Kraft nur orthogonal wirken kann:

g(r,t) =0 e Z || grad g(r, t)

= Ansatz: Z(r,t) = A(t) grad g(r, t)

Lagrangegleichungen 1. Art

. u dga(z1,. .., 23N, t)
Mp¥kn =Fn+ Y Ao (2.2)
Oxp
a=1
ga(z1,...,23N,t) =0 a=1,...,R n=1,...,3N
Bemerkunge
1. 3N + R Gleichungen fiir 3N + R unbekannte Funktionen

zy (t) und Ao ().
2. 3N dgl. 2. Ordnung.
3. R algb. Gleichungen.

Definition 2.8 Symmetrie: Invarianz eines Systems unter
einer Transformationsoperation.

Definition 2.9 Symmetrietransformation: Transforma-
tion die den Zustand eines physikalischen Systems nicht an-
dert.

Definition 2.10 Erhaltungsgrdsse:
Q die zeitlich konstant ist.

45
dt ©

Physikalische Grosse

Q = consty

Definition 2.11 Zyklische Variable:
Lagrangefunktion nicht abhéngig ist.

Variable von der die

5. Noether Theorem

Theorem 2.1 Noether Theorem: Zu jeder kontinuierlichen
Symmetrie eines physikalischen Systems gehort eine Erhal-
tungsgrofe.

ZL(T(q;)) = ZL(q;) — Erhaltungsgrésse (2.7)
Zeittranslations-Invarianz ——>  Energieerhaltung
Translations-Invarianz —  Impulserhaltung
Dreh-Invarianz —>  Drehimpulserhaltung
Spezielle Symmetrie —>  Spez. Erhaltungsgrossen

6. Hamilton Formalismus

Newtons zweitem Gesetz.
d o% 0L
dt ory

=mpt — Fp =0
67”;, k k

Principle 2.1 Hamilton Prinzip:

Die Wahre entwick-

elung q eines Systems beschrieben durch N generalisierten

Koordinaten

a = (ap,..-

,apy), im Konfigurationsraum R/,

zwischen zwei Zusténden q(t1) und q(t2) is ein stationérer
Punkt(=Pkt. an dem die Variation Null ist).

(2.6)

Definition 2.12 Hamiltonfunktion:
N 2
P

m;

H=T+W= 3

e oord 4

+U(r1,...,ry) = H(p,r) (2.8)
1
Die Hamiltonfunktion kann auch in abhingigkeit der La-

grange Funktion eq. (2.3) formuliert werden.

f
H= ) p;4; — %(a,4,t)
i=1

(2.9)

Bemerkung

Dies ist einlduchtend wenn man sich tberlegt dass man fir
den Weg des geringsten Widerstandes eine moglichst kleine
kinetische Energie und grosse pot. Energie mé&chte.




Bemerkungen

1. Die 2f Variablen q = i, ---,qyf und p = P1,---, Py
heissen kanonische Variablen des Set.
2. Die Hamilton Funktion beschreibt die Gesamtenergie
falls:
a) Die Zwangsbed. nicht explilzit von der Zeit abhén-
gen.
b) Die potentielle Energie unabhéngig von der
Geschwindikeit ist, also nur vom Zustand abhédngt.
= H(p(t),a(t)) = H(p(0),a(0)) = B

Proof 2.3:

dt

+ —
2q; op;

dH N (aH, 8HA>
=1

0H 0H 0H oH
—_——t— | =0
1 \949; 0p;  9p; 0q;

I
Iz

i

Proof 2.4: using theorem 2.1 Z(t + §t) = £ (t)

0% 0¥ 0¥ . 0%
0= 5t = - —q; —
ot ot oq; 04,
eq. (2.3) (0.2 doy o2 d .
= | == - —— =]t
ot dt o4, oq, dt

P.R. d

Definition 2.13 Hamilton Bewegungsgleichungen:
0

a4 = — P, = ——_ 2.10
‘o op; ‘ 0q; ( )

Bemerkung

1. Reduktion von f Dglis 2. Ordnung [eq. (2.5)] zu 2-f
gekoppelten Dgls 1. Ordnung

2. Ermoéglicht viele schlaue transformationen.

3. Wieder unabhéingig vom Inertialsystem.

Proof 2.5:
¥ ez o
d% = ——dq; + —daq; + dt
0q; q;
eq. (2.5) 44 + b, da. + 07 at it 0 dd<Z
= ) mi _ =
Pifdi T P ddi T 0 =dt dq;
0%
dH = dp;q; + p; dq; — p; dg; — p; da; — dt
. . 0L
=dp;q; — p; dq; — e dt
oH 0.4 K=T(q,q) OW
= E.g.: — = —— = _—
ot ot ot

dp=dq=0

7. Lagrange Multiplikator Methode

Definition 2.14 Lagrange Multiplikator Methode:




Phénomenologische Thermodynamik

Definition 3.1 Zustandsvariablen: Gréssen die den Zus-

tand eines Systems eindeutig festlegen.
.B.
FUET (B, V,N) (T, V, N), (T, P,N), (S, V. N), ...

= Zustandsgrossen miissen wegunabhéngig sein §df = 0.

Definition 8.2 Zustands-funktionen/gréssen: Sind
grossen die alleine durch Zustandsvariablen eindeutig bes-
timmt werden und damit nur vom momentan Zustand abhén-
gen.
Zustandsgroéssen: p,T,V,n,S,U,H,A,G, m

-

Thermod. Potentiale

Bemerkung

1. Mit Ausnahme des Volumens werden extensive Grossen
i.d.R. klein geschrieben.
2. Extensive Grossen koénnen in intensive Groéssen umge-

Law 3.4 1. Hauptsatz der Thermodynamik II: Bei einem
System Ugyg, dass mit seiner Umgebung Uy in Kontakt
steht, muss die Gesamtenergie Upyq erhalten bleiben.

Definition 3.3 Prozessgrossen: Sind wegabhéngige
Groéssen und sind damit keine Zustandsgrossen.
Prozessgrossen: AW |AQ,...

Thermodynamische Schreibweise

1. Wert= S “Z S(T,V) & S(E, V)

Wichtig: S(E, V) und S(T, V) sind verschiedene Funk-

tionen d.h.

S =S(E,V) = f(E,V) = 5(T, V) = g(T, V).
2. Partielle Ableitung

0S(E, V) ( oS )
0E  \0E/v

3. Totales Differential von Zustandsfunktionen f

af = of (z,y) . af(am,y) dy
x y
= (%> dz + (%) dy =: a(z,y)dz + b(z,y) dy
ox /4 0y /&

Aus der zweimaligen Differenzierbarkeit von f(z, y) und
dem Satz von Schwarz folgt:

Pf@y) _ Pi(@y) - <ﬂ) _ (‘i)
oxdy dyox 0y / o ox / y
4 " da _ 0
eydot ey dy &).- &),

vollstd. Differnzial

Verschiedene Arten von Arbeit
1. Expansion gegen konst. Druck=Isobarer Prozess:
Va
W = _Pextf dV = —pext(VE — Va)
VE
2. Reversible isotherme Expansion:

Va i.d.G. Va dV

W=—j p(V,T)dV "= —nRT —

Vg Vg V
Ve
= —nRTIn —
Va

3. Isochore Expansion und freie Expansion ins Vakuum
Pext = 0
Pext = 0 = W =0

4. Enthalpie H

wandelt werden. ot AUret = AUgys + AUymg =0 AUgys = —AUymg
Fine, = L 3.1) 3.5)
NSys.
1. Thermodynamische Zustandsgleichungen Deﬁ“itio\']‘ 3'13tW§L‘Tm9kapaZit5t v :CO%S&’
=cons J
d = — dT v o= | — 3.6
Setzen die Zustandsgréssen p,V,T,n zueinander in a (aT )V v (aT ) v ( )
Beziehung.
cy beschreibt also das Verhéltnis von zugefiihrter Wéarme vs
Law 3.1 Ideales Gasgesetz: R Temperaturdnderung bei konstantem Druck:
niiT dq
p= (3-2) cy = — oder dq = ¢y dT 3.7
\ V=97 a=cy 3.7)
Annahmen Molare Wirmekapazitit
1. Gasteilchen werden als starre Kiigelchen angesehen (£
nicht verformbar). Cv,m = cy/m (3-8)
2. Keine W.W. zwischen Teilchen: da die Bewegunsen- < = e
ergie der Teilche viel grosser ist als die zwischenmoleku- Spemiiseic Wi epertit
lare Krafte (=elektr. W.W.). Cv.m = cv/n (3.9)

3. Betrachtung der Teilchen als Punktmassen: da der
Abstand der Teilchen gegeniiber ihrem Abstand zueinan-
der und dem zu verfiigung stehendem Volumen sehr klein
ist.

4. Die ZusammenstéBe der Teilchen miteinander und mit
der Wand sollen vollkommen elastisch sein, d.h. es geht
dabei keinerlei Energie verloren.

Giiltigkeitsbereich

1. Fir hohe Temperaturen T 1 und kleine Driicke p |, da
hierdurch das Volumen gross wird.

2. Vorallem fiir Wasserstoff und Edelgase, aufgrund des
kleinen Radius und der “unverformbarkeit”.

Die meisten Reaktionen im Labor laufen in offenen Gefassen
ab, sie laufen also nicht bei constantem Volumen sondern
unter konstanem Druck ab.

Wir suchen daher eine neues Zustandsfunktionen die fiir kon-
stanten Druck besonders einfach wird.

Law 3.2 Van der Waals Gleichung:
a RT

=——=+
P )

mit  a, Stoffabhingige Parameter
n—

(3.3)

Definition 3.4 Phase: Ist ein Stoff (=reine Phase) oder
Stoffgemisch (=Mischphase) in dem es keine Trennflichen
zwischen makroskopischen Teilen des System gibt, an de-
nen sich Eigenschaften und Zusammensetzung voneinander
unterscheiden=ridumlich konst. Eigenschaften.

Verbesserung
Beachtet Eigenvolumen der Teilchen und V.d.W. Wechsel-

wirkungen realer Gase.

2. Kalorische Zustands-/Energiegleichungen

Law 3.5 1. Hauptsatz der Thermodynamik III: In einem
geschlossenen System, in dem keine chemische Reaktionen
oder Phaseniiberginge stattfinden besteht die Anderung der
inneren Energie aus einer Anderung der Wirme q, Arbeit W
oder kombination von beidem.

’-> Heat added to the system
dU = dq + dW -

Iy Work dons on Syst

[P Work done by Syst

dq — dW (3.10)

Mit W = Wyor + Wrleks = —PdV + WEieke
ou ou
Tot. Differential dU = <—> dT + <_) dv
oT /v oV /T
=dq — pdV
eq. (3.20)

TdS — pdV

ou ouU
(), ()
oS /v ov /)T

Definition 3.19 Entahlpie:

H:=U+p-V und dH = dq + Vdp (3.16)
=TdS + Vdp
oH oH
Totales Diff. dH = (—) T+ (_) dp
T/ p op /T

oH oH
= (—) ds + (—) dp
IS /p op /T

p = const fur Welek. = 0

Bemerkungen

1. H ist eine Zustandskuntion da sie aus Zustandsfunktio-
nen zusammengestzt ist.
2. dH =dU + d(pV) =dq — pdV + pdV + dpV

5. Wairmekapazitdtp =const

Definition 3.5 Homogenes System:
einer Phase besteht.

System das nur aus

Definition 3.6 Heterogenes System:
mehrern Phasen besteht.

System das aus

Definition 3.12 Thermodynamische Potentiale: Sind
Zustandsgrossen mit der dimension Energie, die das Ver-
halten thermodynamischer Systeme im Gleichgewicht voll-
stdndig beschreiben.

Diese sind: S, U, H, A, G und das grosskanonische Ensemble
Q.

Definition 3.14 Fundamentalgleichung: Fiir eine rev Zu-
standsidnderung (dgrey. = T ddS) in einem geschlossenen Sys-
tem gitl:

dU = TdS — pdV (3.11)

Betrachten wir die Anderung der Enthalpie H bei konstantem
Druck 0H/dp = 0, so fillt uns auf dass : —Vdp = 0.

= dH = dq

fiir p = const und Wi = 0 ‘

Vergleichen wir nun mit dem totalen differential von H, so
folgt:

2. Waiarmekapazitédt V =const

Definition 3.7 Offenes System: Stoffaustausch tiber die
Grenzen des Systems ist moglich.

Definition 3.8 Geschlossenes System: Stoffaustausch
tiber die Grenzen des Systems ist nicht moglich.

Definition 3.9 Abgeschlossenes/Isoliertes System: Sys-
tem das weder Materie (=geschlossenes System) noch Energie
mit seiner Umgebung austauschen kann.

Problem: beschreibung des inneren energetischen Zus-
tands/thermodynamische potential eines Systems ist allein
durch die thermodynamischen Zustandsgleichungen nicht

moglich.
H = H(T, p)

= Kalorische Zustandsgleichungen:

U = U(T, V)

(3.4)

Betrachten wir die Anderung der inneren Energie U bei kon-
stantem Volumen 0U/0V = 0, so féllt uns auf dass keine Volul-
menarbeit verichtet wird:

—pdV =0dadV=0= W =0.

= dU = dq V = const und W =0

fiir

Vergleichen wir nun mit dem totalen differential von U, so
folgt wieder eq. (3.6)

Definition 3.20 Wiarmekapazitédt p =const:
p=const oH oH
dq = cp = | ==

T /p

=) ar
T/ p
cp beschreibt also das Verhéltnis von zugefiihrter Warme vs

Temperaturdnderung bei konstantem Druck:
dq

T ar

(3.17)

Cp oder dq = ¢p dT (3.18)

3. Spontanitit von Prozessen

1. Innere/Interne Energie U

3. Verschiedene Arten von Prozessen

Definition 3.10 Extensive Grossen: Sind propartional zur
Grosse des Systems, also zu den Stoffmengen des Systems.
Geg.: @ + b = homogenes System und f eine Zustandsgrosse.

f=fa+f = f
E.g.: m,V,G,n,U,S,...

extensiv

Innere Energie eines Systems ist bestimmt durch:
1. FEyj, der Teilchen.
2. Epot der Systembestandteile.
3. Eyip und Erot der Teilchen.
4. Die Energie der chemischen Bindung der Teilchen.

Definition 3.15 Isothermer Prozess:

Definition 3.21 Reversibler Prozess: 1. Sind
bungslos, da Reibung Warme produziert.
2. Quasi Statisch = Prozess befindet sich immer so gut wie
im Glg, als im Quasigleichgewicht.

rei-

Bemerkung

In der Makrowelt gibt es keine wirklichen reversiblen Prozesse.

Definition 3.11 Intensive Grossen: Bleiben bei Anderung
der Systemrésse, unter sonst gleichen Bedingungen konstant.
f=f.=17F — f intensiv

E.g.: T, P, Energiedichte,. ..

Law 3.3 1. Hauptsatz der Thermodynamik I: Die innere
Energie U eines isolierten Systems ist konstant.

T = const (3.12)
Definition 3.16 Isochorer Prozess:

V = const (3.13)
Definition 3.17 Isobarer Prozess:

p = const (3.14)
Definition 3.18 Adiabatischer Prozess:

q = const (3.15)

Law 3.6 2. Hauptsatz der Thermodynamik: Es gibt
keine Zustandsinderung, deren einziges Ergebnis die Uber-
tragung von Warme q von von einem Korper niederer Tem-
peratur auf einen Koérper héherer ist.

¢

fiir spontane Prozesse in abgeschlossenen

(3.19)

dSsyer. > 0
Systemen

Proof 3.1: Fiir abgeschlossene Systeme [4°f 39 gilt dq = 0.
Mit der Clausiussche Ungleichung [def. 3.23] folgt dann sofort
der 2. HS.




Definition 3.22 Entropie: Da Warme eine Prozessgrdosse ist
definieren wir eine neue Zustandsfunktion, die den 2. Haupt-
satz der Thermodynamik law 3.7 mathematisch beschreibt:

darev. (3.20)

dSgyst. = T

1. Clausiussche Ungleichung

Unter reversiblen Prozessbedingunen wird mehr Arbeit
verrichtet als unter irreversiblen.

Dies ist, da Arbeit eine Prozessgrosse ist
und in der Form von Wirme verloren geht.
Da die innere Energie eine Zustandsfunktion ist gilt:
dU = dq + dW=daqrev. + dWrev.
= darev. —dq = dW — dWrey. =0
darev. dqg
= erev,qu:TVBF
Definition 3.23 Clausiussche Ungleichung:
dq
ds = — (3.21)
T

Exothermer Prozess AH > 0
Wirme wird an Umgebung abgegeben.
Endothermer Prozess AH < 0
Wirme wird von Umgebung aufgenommen.
Exergonischer Prozess AU > 0
Prozess lauft freiwillig ab.
Endergoner Prozess AU < 0
Prozess lauft nicht freiwillig ab.
Bemerkung
dF = dgrey. — pdV — TdS — dTS
=dF = —pdV — SdT

dG = TdS + Vdp — TdS —dTS
=dG = Vdp — SdT

Definition 3.27 Chemisches Potential: j # 4

Relationen

Umgebungsentropie

Die Umgebung entspricht einem Resevoir konstanten Volu-

V=const
mens = AUmg, = Aqug‘

Da die innere Energie eine Zustandsgrésse ist (=Wegunab-
hingig), hidngt sie nicht davon ab ob ein Prozess reversible
od. irreversible ablauft:

dqumg.

T (3.22)

ASUrng‘ =

Aus den totalen Differentialen der einzlnen Potentiale lassen
die folgenden Beziehungen ablesen:

(§ v - (%)S =P (3.29)
<%)V - (%)S =-p (3.30)
(%)p =T (a—I:)S =V (3.31)
<§>p - (ZS)T =V (3.32)

ou oH
p= —) p= (—) (3.37)
Mni/ s von, i/ spom,
< oF ) ( oG ) (3.38)
o= M= .
on; V,T,n; on; p.T.n;
Definition 3.28 Thermodynamischen Potentiale:
U =TdS —pdV + pdN (3.39)
F=—-5dT — pdV + pdN (3.40)
H=TdS + Vdp + pdN (3.41)
G = —=5dT + Vdp + pdN (3.42)
Duhem-Gibbs-Relation
Das chemische Potential hat eine besonders einfache

Beziehung zur freien Entahlpie G = G(T,p,N): Als exten-

sive Grosse lasst sich G schreiben als:
\ eq. (3.1)
G(T,p,N) ~ = " nGmn(T,p,N)

Mit G = np folgt dann fir das totale Differential:
eq. (3.42
dG = Zni dpg +Z/J,,i dn; = 7§dT + Vdp +Z/J,,i dn;

i i i

Definition 3.29 Duhem-Gibss-Relation:
n; dp; = —SdT + Vdp (3.43)

i

Grosskanonisches Potential

Bemerkungen

1. Arbeit erfodert eine geordnete Teilchenbewegung.

2. Um Wamrme von einem System niederer Temperatur T
zu einem System hoherer Temperatur To zuzufiihren,
miissen wir Arbeit am System verrichten.

Dies erfordert zwar Ordnung und damit eig. eine ver-
minderung der Entropie des Systems, allerdings bleibt
die Entropie fiir das ges. System=Syst.+Umgb. fiir re-
versible Prozesse konstant.

Fiir irreversible Prozesse geht arbeit in Form von Rei-
bungswarme verloren = dS > 0.

Maxwell Relationen

Mittels des Satzes von Schwartz und egs. (3.29) to (3.32)
lassen sich die so genannten Maxwell Relationen Herleiten z.B.
angewendet auf die innere Energie:

EdENRIEEIRN

7], - [,

Q=F—nu=U—-TS —np
dQ2 = —SdT — pdV —ndp

= Q= Q(T,V, 1)

Law 3.7 3. Hauptsatz der Thermodynamik/Nernst
Theorem: Es ist nicht moglich ein System bis zum abso-
luten Nullpunkt abzukiihlen.

2. Weitere Thermodynamische Potentiale

Betrachten wir die Clausiussche Ungleichung bei bei kon-
V =const

stantem Volumen dqy dU bzw. konstantem Druck

Law 3.8 Maxwell-Relationen:

WaTS = (%)V (3.33)
(%).- (&), TN
(%)T B (%)V = ; (3.35)
- <§)T - (%)p -V (3.36)

4. Das Chemische potential

Einleiung

dgp PG dH so folgt mit B 825
dU—-TdS <0 fiir V = const (3.23)
dH —-TdS <0 fiir p = const (3.24)
Definition 3.24 Freie/Helmoltz Energie:
F:=U—TS (3.25)
Tot. Differential dF : = dU — d(TS)
= —pdV —SdT

ou ou
- (-) av + (—) dT
ov/)T oT /v

Definition 3.25 Freie Enthalpie/Gibbs Energie:
G:=H-TS
G :=dH —d(TS)
= Vdp —SdT

oG oG
() (),
op /T oT /) p

(3.26)
Tot. Differential

Bis jetzt haben wir die Anderung der thermodynamischen Po-
tential nur fiir Systeme mit konstanten Stoffmengn betrachtet.
Da chemische Reaktionen aber Reaktanten (=Reaktionspat-
ner) verbrauchen und Produkte erzeugen erfordet es jedoch,
dass wir die Definitionen der Potentiale Anpassen.

Spontanitédt von Prozessen

Mit eqs. (3.23) and (3.24) folgt fiir die Spontanitdt von

Prozessen
dF(T,V)
dC(T, p)

fiir V=
fir p =

(3.27)
(3.28)

const

<0
<0 const

oG oG
zB. dG =(— dp + | — dT
op T,n1,n9,... oT P12,
N
oG
*2(5)
8 on; Typsnjzi
Definition 3.26 Partielle Molare Gréssen Y;: Die par-

tielle molare Grésse Y; einer Mischkomponente ¢ ist definiert
als die Anderung von Y bei zugabe von 1mol der Komponente
i, bei konstanten anderen Gréssen.

oY
Y =Y(zy1,2z1,n) Y; = (—)
on;

Sei :
T1,T2,M oty

Bemerkungen
1. Aus eq. (3.43) folgt das T und p die natiirlichen Vari-
ablen des chemischen Potentials sind:
wu = p(T,p)
2. Im Glg. ist das chem. Pot. jedes einzelnen Stoffes der
Ganzen Mischung Gleich.




Statistische Thermodynamik
1. Einleitung

Definition 4.7 Ensemble: Betrachte eine grosse Anzahl von
Systemen gleicher makroskopischer Eigenschaften (2Kopien).

Axiom 4.1 First Probability Axiom:
an event is a non-negative real number.
(E) eR, (E) =0, VE € F
F : Event Space E : Event

The probability of

(4.1)

Ensemble Durchschnitt/Scharmittel

Axiom 4.2 Second Probability Axiom: The sum of the

probabilities of all events equals to one <= there is a cer-

tainty that anything will happen:
Q) =1

F=1  (4.2)

= D8

€ : Sample Space FcQ

Der Wert einer makroskopischen Observable (X) lasst sich aus
einer Summe berechnen.

Dabei multipliziert man die Wahrscheinlichkeiten p;, i €
{1,..., N} der N Mikrozustinde mit dem Wert der Observ-
ablen X, der entsprechenden Mikrozustédnde.

= der Makrozustand kann also durch ein statistisches Ensem-
ble representiert werden.

Definition 4.11 Gewicht: Ist die Anzahl der Real-

isierungsmoglichkeiten einer gegebenen Konifguration

{@0,a1,...,an} in einem System von N Teilchen.

Damit Entspricht das Gewicht einer gegebenen Energiekon-

figuration also der Anzahl an Mikrozustandei.
eq. (4.5) ( N N!

N!
uo,“1,~~,“n> T oagloagl- ...

Tam! I ag!
(4.9)
N: Anzahl der Einheiten, iiber die die Energie verteilt wird.

2. Die Boltzmann-Verteilung

Axiom 4.3 Third Probability Axiom: If two sets are dis-
joint, then the sum of either happening is the sum of their
probabilities.

e8] 2]
U E;|= Z (E;) (4.3)
i=1 i

Definition 4.8 Ensemble Durchschnitt/Scharmittel:

B Ansabl an Mikwosustanden

Corollary 4.1 Diskrete Gleichverteilung

(Laplace Experiment): Nach postulate 4.1 folgt fir die

Wahrscheinlichkeitsverteilung die Gleichverteilung:
4 | Al Anzahl giinstiger Falle

ﬁ "~ Anzahl moglicher Fille

(4.10)

N
Xy =YX, (4.6)
i
Definition 4.9 Zeitmittel: "
X = lim -f X(r)dr (4.7)
t—oo t Jo

Definition 4.1 Permutation N!: Auf wieviele Arten lassen
sich N unterscheidbare Objekte (e.g. Kugeln verschiedener
Farbe) anordnen.

(N) = N! (4.4)

Bemerkung

Nach einer unendlich langen Zeit werden alle moglichen
Mikrozustdnde durchlaufen.

Definition 4.12 Wahrscheinlichkeit einer

Konfiguration i := {ag,a1,...,an}: Ist nach [ 1] gle-
ich:
i ;
i = = (4.11)
1+ + Wi Zj\] j

Bemerkung

Fir die erste Kugel gibt es n mégliche Anordnungen, fiir die
Zweite dann noch (n-1) usw.

Law 4.1 Erdogenhypothese: Fir lim gilt:
t—00

X(t) =<{X) (4.8)

Schlussfolgerung

Definition 4.13 77 @ Dominante Konfiguration: Ist

Es stellt sich nun die Frage wie sich diese dominanten Konfig-
uration identifizieren lasst.

Wir wissen das die dominante Konfiguration das grosste
Gewicht hat = Um die dominate Konfiguration {a]"**}7" |
zu berechnen suchen wir das Maximum des Gewichts [4°f 4-11],
Da bei molekularen Systemen sehr gross ist, und es zu
vereinfachungen fiihrt erweist es sich als einfacher In zZu
maximieren.

d = dlIn

Dabei verlangen wir zwei Einschrankungen:

n
N = Z a; < Anzahl der Teichen ist konstant (4.13)
&

<

n
. (4.6
Etot «d é ) Z a; B; Energie ist konstant  (4.14)

i

Bemerkung

Dies Einschriankungen entsprechen gleich dem kanonischem
Ensemble, wie wir im nédchsten Abschnitt sehen werden.
Achtung: die Energien der einzelnen Mikrozustidnde E; sind
nich konstant, die Temperatur aber schon = nicht mit dem
mikrokanonischen Ensemble verwechseln.

Problem: die ¢; sind nicht ldnger unabhédngig voneinander
= koénnen nicht einfach partiell nach allen «; ableiten.
Losung: Lagrange Multiplikator Methode section 7.

Zwangsbedingungen

Definition 4.2 Poly/Multinominalkoeffizient: Gibt es
unter N Objkten nj gleiche (e.g. 5 rote) sowie na, ..., ng gle-
iche so ist die Wahrscheinlichkeit/mégliche Anzahl an Anord-
nungen geringer.

Dies liegt daran das es uns gleich ist ob die 1. oder 5. rote
Kugel neben einer Schwarzen liegt.

N N!
< , ):— (4.5)
MLty .. NE nil-.. . ng

1. man kann die Entwicklung tiber einen langen Zeitraum
verfolgen und iiber diese Zeit mitteln, also den Zeitmit-
telwert bilden, oder.

Ein Wiirfel wird unter den gleichen Bedingungen n-mal
geworfen.

2. man kann alle moéglichen Zustidnde betrkachten und
iiber diese mitteln, also das sogenannte Scharmittel
(Ensemble-Mittel) bilden.
n-Gleichartige Wiirfel werden einmal geworfen.

Definition 4.3 Mikrozustand:
fizierter Zustand des Systems.
z.B. die spezifische Anordnung von Energie auf einen Oszilla-
tor.

Ist ein eindeutig spezi-

Definition 4.4 Besetzungszahlen a;: Anzahl a; der Ein-
heiten die den i-ten (mikro-)Zustand besetzen.

Definition 4.5 Konfiguaration {ag,aq,...
Angabe der Besetungszahlen ag,aq, ...
eines Systems in der Form {ag, a1,...,an}.

Entspricht damit der Momentanen Anordnung der gesamten,
dem System zu verfiigung stehenden Energie Etot tiber die
verfiigbaren Zustidnde des Systems.

,an}: Ist die
aller Mikrozustédnde

Bemerkungen

1. Gilt nur fiir Systeme im Gleichgewicht.

2. Nachteil 1 des Zeitmittel: benotigt Anfanfsbedingung.

3. Nachteil 2 des Zeitmittel: Eine Trajektorie (Bahnkurve)
im Phasenraum besucht jeden Mikrozustand (Punkt)
nur selten.

Fragen
@ ‘Welche Energiekonfiguration ist am

Wahrscheinlichsten?
@ Sind alle Mikrozusténde gleich wichtig?

@ Wie Approximiert man die Mikrozustidnde?

Bemerkung

1. Dabei entspricht a9 der Anzahl an Molekiile die den Zu-
stand Eg besetzen, usw.

2. Die Konfiguration ander sich stdndig, da sich die Bese-
tungszahlen der Niveaus andern.

Definition 4.10 77 (2) Gleichgewicht:

Sind Makrozustdnde maximaler Entropie in denen bestimmte
makroskopische Observablen (in abhg. des Ensembles) kon-
stante Werte annehmen.

Bemerkung

Wie Wahrscheinlich ein Mikrozustand ist, wird von den
ausseren Bedingungen abidhngen, dem dass System unterwor-
fen ist.

Definition 4.6 Makrozustand: Spezifiziert die
makroskopischen Eigenschaften, wie etwa Druck od. Tem-
peratur eines Systems.
Die makroskopischen Eigenschaften ergeben sich dabei
aus den gemittelten Werten, der Eigenschaften der
Mikrozusténde.
Wahe. fir Miworust. 1 4
Makrozustand = {p} = (p1,...,PN)
Wahr. fir Mikrogust. + 4
Idee

Postulate 4.1 Gleicher a priori Wahrscheinlichkeiten:
Fir ein isoliertes System [def- 3.9] §m Gleichgewicht sind alle
Mikrozustidnde eines Ensembles gleichwahrscheinlich.

const

= die Art des Ensembles hidngt von der Art der konstanten
Observablen (X) ab.

Wir Interessieren uns eig. nur fir die die makroskopis-
chen Eigenschaften des System und nicht fir die exakten
Mikrozustande.

die Konfiguration j := {ag,a1,...,an} mit dem Groéssten
Gewicht 117 = max !1"; und damit diejenige mit der gréssten
Wahrscheinlichke;t:
i i
= m?x 1+—+N = m?x Zf\]—; (4.12)
Bemerkungen
1. = 1 <= es gibt nur eine einzige Moglichkeit

diese Konfiguration zu realisieren/die Energien auf die
Mikrozustande aufzuteilen = sehr unwahrscheinlich.

2. Wenn sich das System aus N teilchen vergrossert, so
sinkt zwar die absolute Wahrscheinlichkeit der einzel-
nen Konfigurationen. Dies liegt daran das die Gewichte
der Konfigurationen grosser werden.
= Zahler in eq. (4.12) wichst im vergleich zum Nenner
Starker.

Allerdings sinkt die Wahrscheinlichekeit der Dominan-
ten Konfiguration langsamer im vergleich zu den An-
deren.

= die relative Wahrscheinlichkeit/das Gewicht nimmt
also im Vergleich zu den anderen Konfigurationen zu.
Resultat: fiir sehr grésse Systeme/im Limit N — o0
wird also nur noch die Dominante Konfiguration zu
beobachten sein.

n
1
C1=)0;—N=0 (4.15)
(2
n 1
Cy =) a;E; — Brot = 0 (4.16)

i

Lagrange Funktion

" B N!
< =1n aCq Co In <H:” o aC1 Co
n
=In(N!) — Y In(a;!) — aC1 — BCa
i
77 n
=NInN-—N-=3Y(a;lna; —a;) — aC1 — BC2

i

Maximum
ON Y™ a;
Mit: — =0 und L =1 folgt:
da; da;
a7
oL -- !
o =Ilna; —a—-PE; =0
J
a;=e e E (4.17)

Damit haben wir einen Ausdruck fiir die Besetzungszahlen der
dominanten Konfiguration gefunden.

‘Wahrscheinlichkeiten

Fir die Wahrscheinlichkeiten der Bestungszahlen der Dom-
inanten Konfiguration — ‘Wahrscheinlichekiten der
Mikrozustédnde, erhalten wir:

—ag—BE; —ag—AE

aj e e e e J e J
ITN T n “\n.-a.—E, SNn.— E
N Z}V ag 2/,' e— e k Zl,‘ e K
=aj=e "7
‘Wahrscheinlichkeiten

Fir den Mittelwert einer Observablen O folgt dann mit
eq. (4.6):

wd o Eroe
= Z 7 (2 Z’"’ = E}\
- e

i

0=

z| =

n
> a;0;
7




6. Das kanonische Ensemble (N, V,T)

1. Bezug zur inneren Energie

Problem

Problem: das mikrokanonische En-
semble ist experimentel nicht wirk-
lich realisierbar.

Idee: Die Temperatur ist jedoch im
Vergleich zur Energie leicht einstell-
bar = (N, V,T) Ensemble.
Problem: da das System Wérme
mit seienr Umgebnung austauschen
kann handelt es sich nicht langer um ein abgeschlossenes Sys-
tem und wir konnen nicht langer postulate 4.1 benutzen. Ziel:
Berechnen der inneren Enerie U aus den r Mikrozustidnden,
die unterschiedliche Energien E, haben kénnen.

USyst =(E) = Z rEp

Reservoir/Bad (N, V, E) =const.

Nebenbemerkung

Spezialfall: System = 1 Gasmolekiil und Bad = Alle restlichen
Gasmolekiile.

— B,
e 1 _4E
U= E, = E, = e "E
2 prEx ZZ<N,v,T) ' Z(N,v,T>Z '
1 0 Se- B, 1 0Z(N,V, T)
- _fv. -
Z(N,V, T) ) Z(N,V,T) )
.
dl IR. 10
Mit : nu(f) G.R. 1 2ulB)
du u 0

21nZ(N,V,T)
=oc——— - Meist einfacher fiir berechnungen

E
Mig: 95 _ 4 (kgT) ! kg (kgT) 2 !
it : = = — —
dT _ dT B BsS T2
dInZ(N,V, T
— kT2 n Z( )

oT

—GBj (4.18) Law 4.2 Wahrscheinlichkeit eines Mikrozustandes:
: Nach postulate 4.1 folgt fiir die Wahrscheinlichkeit eines
ay e By (4.19) Mirkozustandes ),
= — = = .
N yre/ Bk Z(N,V,T) Ll _ fir E-SE<E, <E
7Z(N,V,BE)
. S (4.24)
Z(N,V,T) = Ze— Ep (4.20) 0 fiir sonst
k
_ 1 n _8E Law 4.3 Diskrete Mikrokanonische Zustandsumme:
O = m Z Oje ! (4.21) || Aus axiom 4.2 folgt Quantenmechanisch:
Z(N, V, T) Z(N,V,E) = 3 1 (4.25)
. ar — .
Lo —exp[—4(B, — B, (4.22) E—SE<E,<E
J @j
Law 4.4 Stetige Mikrokanonische Zustandsumme:
Definition 4.14 Boltzmann Verteilung: Die Boltzmann || Nach der Molekiilmechanik gilt:
Ver‘tellung 1stA eine Wahr§chemllchkeltse{tellung von  ver- Z(N,V,E) = 4E — dSNrdSNp (4.26)
schiedenen Teilchen in einem System {ber verschiedene E_6E E_6E
Zusténde. : Zustandsdichte
Sie besagt das die Wahrscheinlichkeit eines Teilchens X, bei
konstanter Temperatur T im Zustand x zu sein mit steigender || Verkniipfung zur phinomenologischen
Energie exponentiell abnimmt. Thermodynamik (Systemtheorie)
1
—IE(z)
(X = z)oce =c(l) ———— (4.23) Bemerkun
exp(—E(x)) &
Setzt abzidhlbare E voraus — bedingt M-
3. Maxwell-Boltzmann Geschwindigkeitsverteiluy ) Beschreibung. ! gt Q
4. Zustandsumme/Partizipationsfunktion : Z(N,V,E)
B eq. (4.6) < . .
Definition 4.15 Zustandssumme: U=E = Z rEr (mikrokanonisch)
1. Ist ein Mass fiir die Zahl von Zustdnden, die fiir ein =1
System bei gegebener Temperatur thermisch erreichbar (4.27)

sind.
2. Ist die Summe der Wahrscheinlichkeitsterme tiber alle
Energieniveaus.

2. Entropie nach Boltzmann: Mass fiir die Anzahl
moéglicher Konfigurationen/Zusténde (engl. “states”
=8) < Mass fiir die Zustandssumme.

Frage: Wie bekommen wir nun einen Ausdruck fiur die p,.7

3. Ist notwendig um die Summe der Wahrscheinlichkeiten
zu normieren.
n

by

7

nooePEr Z(N,V, T)
= = =
N

7Z(N,V,T) Z(N,V,T)

Eigenschaften

1. Fur Eg = 0 folgt fur lim Z =
T—0
im Grundzustand und der Anteil der Teilchen im An-

1 = alle Teilchen sind

Beispiel

Gegeben: System aus N Teilchen, von denen jedes in einem

von X versch. Zustédnden sein kann.

Frage: Wieviel mogliche Konfigurationen/Zustédnde des Sys-
2-tes Teilchen -

tems gibt es? #mogl. Zustinde= X1 - Xo,..., Xy = xN

Frage: Was passiert wenn wir das Volumen der Box plétzlich

vergrossern? Jedes Teilchen kann nun in 2X-Zustidnden sein,

Idee: Fir das Gesamtystem=System-+Bad gilt noch immer

das mikrokanonische Ensemble=> alle Z(E) Mikrozusténde

sind gleichwahrscheinlich.

Annahme: System befindet sich im r-ten Mikrozustand=>

dann gibt es noch Zp,q (E—E,) := Zp,q (N,V,E—-E,)

Zustande fiir das Gesamtszstem.

Die Wahrscheinlichkeit unter den Z(E) Mikrozustinden des

Gesamtsystems einen der Zg (N,V,E — E,) Zustinde zu
_ Zp(E-E;)

e Z(E)

Tool: Da E, « E kénnen wir Taylorentwickeln:

07 (e
Zg (E — E,) Zg(E) + % de + O(de?)
€ E
de=(E—E,) —E=-E,
O(deQ) = 0 aufgrund der Definition des Bades E, « E

Problem Konvergenz und Partielle Ableitung wird fiir Tay-
lorentwickelnungen fiir grosse Zahlen problematisch = wech-
sele auf gutartige Funktion mit dnlichen Eigenschaften = Log-
arithmus.

cor. 4.1]

finden ist dann nach gleich:

Taylor

e=

Definition 4.18
Statistische Energie (kanonisch):

21n7Z(N, V, T) 5 @InZ(N, V, T)
S R R A N ik RS Rt

U(Z(N,V,T)) = . —

(4.32)

Bemerkung q

Wenn wir mit q anstelle von Z rechnen, dann berechen wir
das Mittel eines Mikrozustandes als die Summe tber alle
Mikrozustiande geiteilt durch die Anzahl:

A _ ZrprAr le .
N N e
-

(A, = —=
Das bedeutet aber das wir fiir Agot dann auch mit N multi-
plizieren miissen:

Atot = N<AY

2. Bezug zur Entropie

77 1
Mit: pP= ——— . e
Z(N,V,T)
7?7 —JE
Z(N,V,T) = Ye J

—BE,

J
= olnZ .stat. 77 1
geregten Zustand ist Null. da Voip = 2Va. N InZg (E—E,;) =InZg(E)— —B(E) E, + O(E?) SRl =T Z( Slnyp) folgt:
2. Fir Eg = 0 folgt fiir lim Z = o0 = jeder Wahrschein- Ansatz: S=kglnX". Oe e=E = 7
T—o0 oN x N I ~ =0

lichkeitsterm der Zustandssummer ist e =% = 1 = Zus- AS = Sfin. — Sinit. = kpln XN kg In2 B 25 (E—B,) gstat. . Z 1 4|, " 1 _gE,

tandssumme ist gleich der Zahl der Molekiilzustédnde (in _ _ N _B-E ) B = By =~ ¥B Ee L ze

Makroskopischen Systemen also ®0) <= alle Zusténde el ZL‘I‘St(fL = 2 '?Xz’ U 25y B (Q_X) =Zp(E—Er)=Zp e "l pp = 7(E) i

sind erreichbar. Angeregten Zustand ist Null. = Anzahl der méglichen Zustidnde/die Entropie nimmt zu Zp(E) P 1 -k i Ze_ B, [—InZ— FE,]

. . = Entropie “Mass fiir Unordnung” Anzahl moglicher = o= e PEr S = —FEr B 7 "

5. Das Mikrokanonische Ensemble (N, V, E) Zustinde. Z(E) Z(N,V,T) L r L
Definition 4.16 Statistische Entropie Mit Z 1o Z ;e_ E. L 1 :kBZ Ze— Ernz Tkp Z 287 E,.E,‘
Mikrokanonisches Zustandssumme Z = Z(N, V, E): Frage: Wie verkniipfen wir nun die phdnomenologische Entr- r r ZONCED) d 4
Anzahl der Mikrozustande 1), eines isolierten Systems zu . ophn. darev :

. . popie S E = zur stat. Thermodynamik? =Z(N,V,T) eq. (4.6)
gegebenem N,V und E, deren Energie E, in dem Intervall Syst. T Law 4.5 Diskrete Kanonische Zustandssumme: AS (E>
[E — §E, E] liegt. Problem: Phinomenologisch weiss man das die entropie ex- : Z(E) E )
= = te}lsiv.e ist: Su4p = Sa + S ) Z(N,V,T) = 7B = Ze7 7 (4.29) Definition 4.19

Cmersung Fiir die Zustandssumme gilt allerdings, dass Z = Zj - Za. B(E) J b Bottzmann Fakior Statistische Entropie (kanonisch):
Fiir ein abgeschlossenes System ist die Energie zwar eine Er- |Ansatz: S ~InZ da In (Z1-Z2) =InZy +InZy 1 stat (E)
haltungsgrosse = S, U, H, A, G sind also nach eq. (4.6), bei bekanntem Z im || Bemerkung : = .o Er (4.30) S%*8Y = kg InZ(N, V,E) + —~ (4.33)
= Die Energie E,. (Eigenwerte der Lsg. der stationdren Schrd. mikrokanonischen Ensembel berechenbar. Z(N,V,T) B Proportionalititskonstante
Gl.) der Mikrozustinde miissen eig. mit E {ibereinstim- Definition 4.17
men. Die Energie E kann jedoch nur mit einer endlichen Statistische .Entro ie (mikrokanonisch): Law 4.6 Stetige Kanonische Zustandssumme: 3. Bezug zum Druck
Genauigkeit SE bestimmt werden (JE « E) ot ; : Z(N. V. T) = 1 P g—rAENpN) 3N | 43N
= Zahle alle ¢, im infinitesimal schmalen Intervall [E—JE, E] s =kpInZ(N,V,E) (4.28) N, V,T) = NUSBN J_ o ) € v P Mit: _pphn- av A Z . dE, folgt:
System (Bad) Proportionalivatskonstante. 4 (4.31)
B k E (E—E,) E=E, <E : .
emerkung: E, « —E, ~E=E, < 3B
....... —pPP AV =31 dE, = Yoy (_') av
ov
r r
OE,
= pphen, — _Z , <_7)
ov

e




Fordert man nun das pPP®™ = (p), wobei (p) der mittlere
Durck ist, so folgt:

1
PP =(p) = Y prpr = ), —e "Erp,

VA
r ™
Ly [(Ee Dy e evn)
Z ov
r
rev. C.R.11 @ Z —CE, 1 1 0Z(N,V,T)
= S e = o
Z B oV } Z(N,V,T) ov
.
N
Z(N,V,T)
rev. C.R.1 0lnZ(N,V,T)
B ov

Es folgt also

1

— dQiY = —5d | Xrrlnpy
dQstat, 1
= asgit = — = = o=d Xrrinpy
.

1

= SIRT(ZEN,V,T) = iy Do Inpy + const.
.

konvent.

Sstat-(T = 0K) 0 = const. = 0

8. Das Grosskanonische Ensemble (u, V, T)

Lagrange Multiplikator Methode

Principle 4.1 Maximum Entropie Principle: Die
Wahrscheinlichkeitsverteilung, die den momentanen Zustand
am besten beschreibt ist diejenige, mit maximaler Entropie.

Problem

Was ist mit 37

Definition 4.20 Statistischer Druck (kanonisch):
1 0In%(N,V,T)

3 oV

stat. __
p =

(4.34)

4. Bezug zur freien Energie F

Im kanonischen Ensemble filt U = (E}, also folgt mit ?7?:
E
F=U—TS=(E)—T [kban(N,V,T) + <T—>]
= — kT %(N,V,T)

Definition 4.21 Statistische freie Energie

(kanonisch):
FstaL -

—kgTInZ(N,V,T) (4.35)

7. Ein Allgemeiner Ausdruck fiir die Entropie S

IR.IR
duset —q [y ,,‘E,‘) LB dpy + Y0 dE,
Recall : dUPI™ — qq@phn _ pphn gy
PP AV = Y dEdQERY = YE.dj,
(4.36)

Problem wir besitzen keinen Ausdruck fiir E,. = finde einen
Ausdruck der Form E,. = E,. (p,, Z(N,V,T))
1

= ———e B Sy, = —0E, —InZ(N,V,T)

Z(N,V,T)
1
= E, =—=[lnp, + InZ(N,V,T)]

phn. _
= Qrev. -

1
—=>[np, +nZ(N,V,T)]dp,
T ’ ke

1
,._—’ZInZ(N,V,T)d .

7 7

Bemerkung da

= Inp,.dp,. +dp,

|)-:a
= Y(np,dps) +Y,dp,

(4.37)

Idee: Ausdruck fiir die Entrpie gilt allgemein = wir kénnen
unser Wissen aus dem mikrokanonischen Ensemble benutzen
?7.

mikrok. Z(N,V.E) 1 1
Z r Inpp E In
Z(N,V,E) Z(N,V,E)
-
1 1 Z(N,V,E)
= In . 1
Z(N,V,E) Z(N,V,E)
1
= 7Z(N, V,E) = —In%(N, V,E)

In
Z(N,V,E)  Z(N,V, E)

tat. tat. 0o 11
Smik. = Salig. «— kglnZ(N,V,E) = —InZ%(N, V,E)
1
= ] = —
kgT

Fir verschiedene Exper-
imente ist es Vorteilhaft AQ, AN
anstelle Teilchenzahl N,

dass chemische Potential p 10 1 |
vorzugeben.

Frage: wie finden wir nun
einen Ausdruck fiir die
Anzahl an Mikrozustéan-
den?

Idee: verallgemeinere das kanonische Ensemble durch
Betrachtung vieler kanonischer Ensemble zu varierender
Teilchenzahl N im System und Nutze das maximum Entropy
Principle um die Wahrscheinlichkeitsfunktion zu bestimmen.

77
595 4 315 (pr, v 107, )
r N

Eg =E—E,
N =N-—N,

7B Zustiande

Mikrozustd. I
S

= bestimmer {y, n} so, dass SS*2f maximiert wird!
Problem: Nebenbedingungen fiir das grosskanonische En-
semble miissen eingehalten werden.

Nebenbedingungen

Definition 4.22 Statistische Entropie (allgemein):
1
gstat. _ _:_TZ( ~Inp,.) mit J =
.

4.38
o (4.38)

Tprw = 1
N r
Yo n BN LBy

N r

SN N 2 (N
N r

(T ist konstant)

(p ist konstant)

Definition 4.23 Boltzmann Konstante/Faktor:
1

3 = 4.39
o (4.39)

f=s—a| N pn-1|-8[3 [ ,.1NE$‘N)]—<E>
r,N r,N
1
v | 2 [pr,nN] =< Ziel: § £ =0
r,N
Mit (i, M) € {(r, N)} und E®) .= E,.(V,N,) folgt dann:
In 7:"\[4—1
3 —or
oz 1 @ps, 01 10 p; \
= —kp Gl Gl o — rES\I) —yM =0
Opi, M P4, M g
ke 1 (M) 1
=—kplnp; vy —kp—a—BE;" ' —yM =0
=0=-Inpy—[1-— |- (=M - (XM
’ kp kg kg
i=al =51 i=~!
—al— ‘/E(.'U)—fyll[
= Pi,M =€ <

Frage: Wie konnen wir diesen Ausdruck nun weiter verein-
fachen?
Idee: Benutze die Normierungsbedingung.

1_prg(N) s
S¥rrn == 3 e B
N r N
— ,’E(‘\” ’
i, M ,976{9 i e .
= i, M — =
’ 1 (N)
- Zr*,fo(57 /'E, —v'N
rg(M) -
R (4.40)
Z(p, V, T) ’
Analog zum kanonischen Ensemble findet man / = kB;T

somit folgt:
’
Z(p, V,T) = Y Z(N,V, T)e " N

N
[ —)

kanonische Zustandsumme




Bedeutung von ~

1. Bezug zur Entropie

Bemerkung

Siehe auch Herleitung ?7.

und 77?7 sowie 77 folgt:

gstat. def.7?

1
Mit: - > (prInp,)
-

dUPhn: — mqgPhn. _ pphen. gy phen. gy (4.41)
vttt =g | 3, yEY (4.42)
N
=Y EMda, v+ Y o ndEY (4.43)
N N
oEN
=Y E™dap v+ Y pn—dV  (4.44)
' Nav
r, N r,N
_<p>E_pstat.
= Y EMdp, xy = TSP 4 uPRe™ AN (4.45)
r, N

Mit der Hilfe von ?? erhalten wir einen Ausdruck fiir E{V

1 EY  n
) = —————exp| ——— —
N T 2 v TP TkeT
e = 7kBT{1n/r,»1N +1nZ(u, V,T) + 'y/N}

Einsetzen in 77 liefert:

N EMdp, v = —kgT

3 [(np, N)dpy, N]
N

TN

Sst. — =

)]

1
Bz

Se (

=2(p,V,T)
(50—

Ze_ ((EE'N)_“NYD [71nZ —B (ES,N) = /,LN,)]

)an

E(N)—MNr

T

+ kp iZ%e

>

7

eq. é46)<E>
om0 )

P

1
— kp /;J.Z—e
B Z

eq. L4.6)<N>

Definition 4.24
Statistische Entropie (gross kanonisch):

E) — u(N
SR e InZ(N, V, B) + a2 = ID

b T
Proportionalitatskonstante

(4.48)

N r,
=0,da¥p, ny=1
’
+InZ(u, V,T) > dpp,n +7 Y, Ndpr N
N r,N
L
d(N)=dN
€6
g ’
= —kgTd| Y »,,nInp, v |—kgTy dN
r,N
=+ = ——~_ und ds*** — _kpTd > pr,NInp. N
T R "
L

Law 4.7 Grosskanonische Zustandssumme:

2 v, Ty = Yo (B (VNN
J

= 32N, V, T) exp {kBLTNj} (4.46)
j
(5™
= ! (ET “N') (4.47)

Pr =

—_—€
Z(p, V,T)




Statistische Thermod. fir Gase

1. Molekulare Zustandssume (idealisierter Fall)

TD-Funktionen kénnen durch Zustandsummen ausgedriickt
werden, dies ist aber nur niitzlich, falls die Zustandssummen
berechenbar sind.

Annahme die grosse Anzahl der Systeme/Einheiten in einem
Ensemble werden éhnliche/gleiche thermodynamische Eigen-
schaften aufweisen. Die Temperatur in einem Bad im Glg.
wird an einer Stelle nicht plétzlich komplett verschieden sein
vom Rest des Bades.

= die thermodynamischen Eigenschaften (A) der Einheiten
des Ensembles sind representativ fiir die thermodynamischen
Eigenschaften des Ensembles.

= versuche die Zustandsumme des Ensemble 7 mit der
molekularen Zustandssumme » der einzelnen Mitglieder
des Ensembles, in Verbindung zu setzen.

Definition 5.3 Kanonische Molekiilzustandssumme:

3. Rotation (£ starrer Rotator)

(5.2)

g @
K

K
Berechnung der molekularen Zustandssumme

Definition 5.1 Idealisiertes System:
Um die Zustandssumme 7 mit der molekularen Zus-
tandssumme - in verbindung zu setzen, die die einzelnen Mit-
glieder (Atome, Molekiile, Oszillatoren,...) des Ensembles
beschreibt, limitiert sich unsere Betrachtung auf idealisierte
Systeme:
System besteht aus N nicht W.W. Teilchen <= ideales
Gas siehe section 1
Keine Koppelung der Bewegungsformen (z.B. Rotation,
Vibration, ...) innerhalb eines Molekiil/einer Einheit
des Ensembles.
Vernachlidssigung weiterer Beitrige zur Energie (z.B.
mag. Effekte der Kernspins auf die Energie des
Molekiils)

@ Alle Gasmolekiile des Ensembles sind gleich.

Aus der Annahme der Trennung der Bewegungsformen 7?7 und
H("Gasmolekiile") - W = E W

folgt das /X' eine zusammengesetzte Quantenzahl ist, die die
Quantenzustdnde durchnumeriert und aus folgenden Beitra-
gen gebildet wird:

@ Abtrennung der Schwerpunktskoordinaten

— Translation.

@ Abtrennung der Rotationsbewegung — Rotation.

@ Losung des internen Problems — Vibration.

@ Elektronische Beitrage.

= K = K(gn, qv,qJ, qA) mit qv = {quv;}

K _ pan(K) qJ(K) qu(K) qA(K)
‘ BV = Bians” T Bt~ T B, T+ Egler, (5.3)
‘ = tr. intern _  tr. rot. vib. el ‘ (5.4)

Kann durch die Energieeigenwerte eines starren Rotators
beschrieben werden.

Bemerkung: wir betrachten hier der Einfachtheithalber nur
den Spezialfall eines linearen Molekiils.

) _ amad o g
rot. _ Z |:que o || = Z (29J + 1)e Eixsr
aJ qJ
2
EYY = J(aJ + 1)h— I: Tragheitsmoment
Gy & @G by E g

Entartungsfaktor g,; = 2qJ + 1 der Energien E;‘c{t

aMy y=—aJ,...,0,...,+aJ

4. Elektronische Beitrige (£ Elektr. Schrdséd. Gl.)

1. Translation (£ Teilchen im 3D Kasten)

Definition 5.2
Zerlegung der Systemzustandssumem:

N.@N

N ~ 10%* Teilchen

Kann durch die Energieeigenwerte eines Teilchens im 3D-
Kasten beschrieben werden:

1D-Box qn“h q'ﬂzhzﬂz fir 3D 2
aneN20 = emIZ — amIZ iir 3D: m = 3, qng, any,
m m
-B. 2
Eqn % = Y E; = Eqzst. - ), an;
2_2
= (qni + qni + qni) o
2mL2
_ ppan(K)
tre Z Sl transt qn = qng, qny, qny (5.5)

qn

Kann durch die Energieeigenwerte der elektonischen
Schrédingergleichung beschrieben werden (sehr kompliziert).

el. _ 2 B

[que_ el ] 9gqaA ¢ Entartungsfaktor des
A

(5.7)

Verschiebt man die Energieskala, sodass der Energienullpunkt
beim Grundzustand liegt, so ergibt sich

A_ L0

1. -B(EF -ET)
b= S lgqae el el’| =3
qA qA

a0 _ qA
(Eel Eel)

e

Da meistens gilt E:ll > E:lo wird héufig genédhert:

1. —B-
=Y ~gge " =gq0 (58)
qA
1 fur gewohnliche Molekiile
ol gqo = {2 fir Radikale (5.9)

3 fiir Ausnahmen z.B. Biradikale

2. Vibration (£ harm. Oszillator)

Eq. Energieeigenwert der stat. Schrédingergleichung
fiir das i-te Molekiil im k-ten Eigenzustand.
Proof 5.1: by Example

kan. Zustd.summe — .
7 t Yo~ (EatE))

n

= (e_ B +e” Eay +...).(57‘E“‘0 +e Eoy +)

(‘,)(3)@2

Ununterscheidbare Molekiile

Wenn sich die einzelnen Molekiile nicht eindeutig zuordnen
lassen wie z.B. bei einem Kristall, in dem die Molekiilpositio-
nen fixiert sind, so miissen wir die molekulare Zustandssumme
anpassen.
N
Z = il (5.1)

Beispiel: harmon. Oszillatoren

Geg.: 3 harm. Oazsillatoren «, b und ¢ die die Eigenzustédnde
1,2,3 annehmen kénnen.

a 2 2 1 0 1 0
b 1 0 2 2 0 1
@ 0 1 0 1 2 2

Wenn die harm. Oszillatoren nicht unterscheidbar sind
besteht allerdings kein Unterschscied zwischen den verschei-
denen Anordnungen der Eigenwerte der Liste.

Kann durch die Energieeigenwerte des harmonischen Ozsilla-
tors beschrieben werden:

w =2V = || —

m
k : Federkonstante

1 1
Eqv = hv(qu + 5) = hw(qu + 5)

vib. fiir lin. Molekiile

- H (vav) o= {%% 28 fir nichtline M.

@

s: Anzahl an Schwingungsfreiheitsgraden.
©

0
?Tm. Osz. _ Z o~ Bav; _ Z = hw,;(rwi-%—%)
10;
qu; =0 qv; =0
=a i —Bhw;qu;
—e 3 Z e AV
(|’U1/=
1
—1pn
Geonl._Rnihcefé‘hwq, 1 e 2 Vi
1 — e~ Fhw; 1 — e—Fhw;
- S ex {—1 hw;
vib. _ _ p{—5/hw;} .
=) =T |
5

i @

Beispiel: zusammengesetzte kanonische Entropie

Mit Hife der Stirling Formel In N! &~
N(nN —Ine) = NIn N — N finden

wir:

Jede TD-Funktion
InZ

berechenbar durch o
kgInZ + kgT (—)
B B oT

-

w
Il

Zerlegung = kp:Nln
d(Nln~  —InN!)
—kgInN! + kT ([ ————
VA oT
S—kgln —kgNlnN + kyTN 2
- no - n =
Zerlegung B B B oT
-
| _ tr. . rot. . vib _ el
m =
Reaktion TASy | TASir TASy, TASq|TASH TASgy
OH,0 — (H,0); | —406| —33 129 00 | —3L0 |—23.2+17 [1]
2ACOH —> (AcOH)y | —45.1| —23.6  20.7 0.0 | —480 |—443+13 [2]
2NOy —» NyOy —44.1| —164 12.1 —34 —51.8 —52.7 [3]




Molekiihl Mechanik (MM)

Ziel

Bisher haben wir idealisierte Systeme betrachtet 77.

Nun wollen wir jedoch Wechselwirkungen (£ pot. Energie)
zwischen Teilchen zulassen. Hierbei miissen wir zwischen der
Quantemechanik und der klassischen Molekiilmechanik unter-
scheiden.

Problem

Z¢r. KLassisch 1. Bindende/Intramolekulare W.W. Van der Waals W.W. (6-12-/Lenard-Jones Potential)
2 2 2 S N12 \6

Py + Py +p i i VAW Gij Tij

Ansatz: e BHKL. — exp | —/ Ty 7 Biegewinkel W Z de; [(T = :

Bie @ ederwinkel Pfj;? & 2

2 i)2 i)2 Streckschwingun Interne Rotation
. R “’S) +p{) e (Torsion) Mit: e ¢ Potentialtopftiefe
+ o0 3N a0 2m 3N Fir diese intramolekularen Freiheitsgrade ist es iiblich fol- @55 12
kr1: =c J d” ' r j e d”"p | gende Beitrige fiir W zu definieren: <—) B Abstossend & kurzreichweitige Energie
- - rij

= Dominiert bei kurzer Reichweite
o;i\6
(l> 3 Anziehend & langreichweitige Energie
rij

= Dominiert bei langer Reichweite

T Streckschwingung (harm. Parabelpotential)
‘ Zustandssumme ‘*»‘ TD-Funktionen | Verbindung mit der v 2 2 2\1N el I T .
n n o .
QM nur méglich, da wir diskrete, abzdhlbare Energiezustin- — . JOO 3N, _IOO exp | -8 Pz + Py TPz d3Np WHEORE(r ) = Z Eki ° [bi(l‘ ) — b,;] Vi € Bonds
de/Eigenwerte haben = nur lésbar fiir einfache Modelsys- —® —© 2m i
teme. —_— e bond |
Problem: In der klassische Mechanik fiir molekulare Ob- vN Clic ki N : Kailoustants
jekte (MM) sind die Energien allerdings kontinuirlich und 'Z N [27mmk T]% bi(r™) : Abstand von zwei Atomen zu denen eine
damit nicht abzdhlbare = Summe iiber Zustdnde nicht ein- S BEF R chem. Bindung postuliert wird
fach berechenbar. tr. K.Poogr, L 11 b? 8 Glg. Bindungslidnge der i-ten Bindung
> Zastandeenersic diskret durchmum kl. = QM = T N1 8N < Minimums E_;_
q M : Bek: t fir El tarteilchen.
Pot. Energie: W = Q e. annt tur Blementarterichen N 3N Biegeschwingung (harm. Parabelpotential)
MM : leicht berechenbar. . = — [2amkpT] 2 (6.2)
. Zustandsensrie kontinuislich kontin. =y 3N LZTTEB ’ . 1 0 N
: wangle Ny _ ¥ Ekj“g < [9‘, Ny - ej] Vj € Angle
Vorgehensweise 2. Rotation (£ starrer Rotator) j
@ Finde einen analytischen Ausdruck oder eine “verniin- 0 Bt Mit: k?“gle 8 Kraftkonstante
ftige” . X fii . ) . . X . . rot. _ —
tlge' Approximation fir 'dle pot. Energie W in eine || Wiederhohlung: = Z (2qJ + 1)e rot 0 '(rN) . Eindungewinlelronts e tomentat
klassischen mech. Beschreibung. o J . h Bi I n
@ Bestimme Z und draus TD-Funktionen. K2 ® denenfoinefchem g ind: pt.:tstu fertpvizd
E?(;It = qJ(aJ + 1)— Gj 8 Glg. Bindungswinkel der j-ten Bindung
Principle 6.1 Korrespondenzprinzip: L . 21' <= Minimums E.;
Fiir makroskopische Systeme muss die q.m. Beschreibung in Annahme: fiir ein makroskopisches System kann die Summe -
die kl he Mechanik iib h als kontinuierlich betrachtet werden. Torsion
e hrissic(]ejls:(:qar?ll Euneerrggl:) en- kont. Energic Mit Hilfe der Substitution u := qJ(qJ 4+ 1) = qJ? + qJ folgt . W 1 .
Nesoo = ’ dann: whersion (p Ny — 3 Ekif’““’“ {1 + cos[m;, @, (r) — 5,1}
qn
k
1. Berechnung von W = 0 = i =2qJ +1=dqJ = 3 f;u : Vk € Diederwinkel Mit: &), Diederwinkel
q aJ + <
1. Translation (2 Teilchen im 3D Kasten) % Fitparameter
_— 0 3R <|J((1J+l) o) h u) B - Drera]
Betrachte System aus N Teilchen ohne W.W. (W = 0). kontin. ~ jo (2aJ + 1)e ™ = J k; ond kion ,my., 6
N 2
Klassisch: H = Eyp = Y] ;’_7: 40 27 [7 21 e,ﬂg_Iu] “ _ (0 B (7 21 )) 2. Nicht bindende Wechselwirkungen
—2m Jh2 3 h2
A @) n@ an® ! 0 ! Nat CIZ c-  co
QM: H = Egin.(ang’,any’,an;”) +0 . o7 @ @ @ @
rot. _
N 2p2 @ () ) ) kontin. = o (6-3) Coulomb W.W./Ladung Van der Waals WW
= Z omL2 (q"z tany’ +ang ) Vi Fiir diese intermolekularen Freiheitsgrade ist es iiblich fol-
i 2. Berechnung von W # 0 gende Beitrdage fiir W zu definieren:
t hanisch W,
erQuantonmechanise Fir W # 0 ergibt sich fiir die kanonische Zustandsfunktion: CotlombRAWAW,
1 o0 o0 (N N 1 i
N N EQM —FH(rY,pY) 43N 43N Coulomb ;. N 4495
1 Z(N,V,T) = ——— e d*rd” p W )= —— —
QM _ _tr _ - TkpT T k v 1,3N
Z3. (N,V,T) = = 1% v Z ‘ B in. . NI,\;L . N N ATeger Paare r;;
P ORSONINC AN, pY) = Bl (p™) + W(Y) i<J
Da L eine Makroskopische Groésse ist, kann man die Summe || Mit Ortskoordinaten: N = (ri,...,7N)
. . . X . N
im Limes durch ein Integllirz‘l e{rffef:. Impulskoordinaten: pN = (p1,...,pN)
_pm2h2 2 e AT o _p.m2h2 o Ny 1o o
Z e 2mL2 A J e m dz Frage: wie kann/soll man W(r") wéhlen?
® K.P 0
® Ansatz: Zerlegung+Parameterisierung
?? 1 1
. w % 2 r 1 /2mL?2\2 2mL2\ 2 1. Zerlegung: Abhingig davon was man beschreiben
Mit fo e 2mL do = 5 W = m méchte: Atome, Atomgruppen £ “united Atom” (z.B.

Methylgruppen) = Coarse grained.
= bestimmt durch “Teilchen im System”
2. Parameterisierung: Empirisch oder aus Eg .

Idee: Molekiile werden durch
Scheiben,. . . representiert.
Frage: was sind die Freiheitsgrade dieser Entitdten?

W = Bindende W.W. + Nicht bindende W.W.

Stabe, Kugeln,

W
r;;ml;ion
2 r
€
attTaction
Rmin = 1.120
(b)
Rmin
d 12_-—12 6 _—6
F(r) = —VW(r) = —4e [70' r +o°r ]
dr
1
= 4e [12012r_13 — Gaer_7] =0 « r%=25°
Ruin = V20 (6.4)
Fitparameter

Qi Qjs€ij,0i;
Nebenbemerkung
1. Paarpotentialndherung:
wurde vernachléssigt.

2. Die Krifte auf alle “Teilchen” des Systems erhdhlt man
als Gradienten der pot. Energie
)T

F, = -V,Wk") =
Kraft die von Atom j verursacht wird und auf Atom i
wirkt

Mehrkérperwechselwirkung

L2 2 2
3z, dy; o=

; B OW(r;,r;) Ir;
e = — -’ e LA
i 2 or;; ox;
i#]
Ein Nachbaratom oW (r;, rj) 67‘”
or;; Ghi

OW(r;,r; o5\ 12 o;;\61 1
CICEL [_12 <_f> +6<4) ]

or;; rij rij r;j

0 1
= [(11‘ — )%+ (i —v)? + (2 — 2_7)2] 2
i

i
1 2 2 21— %
:E[(wi—wj) + (vi —yj) +(zi_zj)] 2 2(z; — z5)
_ 2
I‘,
o \12 i3 \8]] z;
fo; = —4eij _12( ”) 6<£) ]i
¢ rij rij r§j

Damit ergibt sich

W = Wbond + Wangle + Wtorision + WCoul. + WVdW
(6.5)




3. Berechnung der Zustandsfunktion

4. Stochastische Losungen/Samplingsmethoden

Wir haben nun einen analytischen ausdruck fiir W gefunden
und kénnen nun die komplette Zustandsfunktion berechnen:
)

1 - I:I(rN,pN) 3N_ 3N
Z(N,V,T)—W er d“rd°p
—o0
N N2
AN pN) = Y —L 4+ we)
) 2m;
i=1
N_2
w#0 1 @ P;
(N, v, T) "2 7I exp (=5 Y =2t |a3N
W3SNN! J_o br 2m;
=
0 N
J o~ W) yaN
-0
N 0
27 1 3 N
77 2 —sw(elV) 3N
= i 2 .
TN H(2""mszT) f e d="r
N -

Mit der Annahnme gleicher Massen: m; = m Vi folgt:

o
1 3N N

= m(27rf772kaT) 2 . I e TIWET) g3N,
S o

—0
e )
=Q(N,V,T)

Damit ergibt sich fiir Observablen Q:
fi(eN N
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1. Random Sampeling
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Volumen der Domain

r=(rg,ry,Tz)

_ N
(rip —Tia) € W)

N
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Anzahl der gewidhlten

Effizienz der Beprobung

1. Schrittgrésse Ar sehr/zu gross = AW gross:
A _ AW jd.R.

= e kBT 3

= verwerfen fir AW > 0 so gut wie immer.
2. Schrittgrésse Ar zu klein:

Limitierte Beprobung, suchen nur kleinen Teil des
Raumes ab.

= Effizienz hingt von der Balance zwischen der Schrittgrése

und der Akkzeptanz/Verwerfungsrate ab.

_ AW
=e kBT nx o

Nebenbemerkung

‘Wir benutzen hier die Boltzmann-Gewichtung und beproben
das kanonische Ensemble.

=> falls man einen anderes Ensemble beproben will muss man
sich iiberlegen wie man dies am besten macht.

4. Replica Exchange Simulation/Parallel tempering

Konfigurationen
Note
1. Die n, Konfigurationen im Intervall [rfy,rN] werden
zuféafllig gewahlt.
2. Alle r; haben diesielbe Wahrscheinlichkeit.

3. Sehr ineffizient, da n, sehr gross sein muss.

2. Importance Sampeling

Idee: beprobe/sample nicht zufillig sondern wihle die {rfv}
anhand einer Wahrscheinlichkeitsverteilung, so dass der Boltz-

W(rf\’)

mann Faktor e gross wird.

3. Metropolis-Monte-Carlo Algorithm
(Variante des Importance Sampling)

—o0
Q(rN) P (rN) a3Ny
Definition 6.1 Konfigurationszustandssumme/integral:

o0
QIN,V, T) = j e WG gaN (6.6)

—©

—sw(elN)
. N, _ ©

Mit A(r) = —Q(N,V,T) (6.7)

o0
und I f QM) ¥y a N (6.8)

— o0

Grundidee:

Zuféllige Auswahl an Konfigurationen rN

@ Ubernehme oder verwerfe die Konfigurationen r,fv auf
Grund der Boltzmann Verteilung.

1. Berechnung von Q(N,V,T)

Problem: Analytische Losung i.d.R. nicht méglich.

= Nummerische Integration.

Problem: Bei 10 Gitterpunkten pro Freiheitsgrad ergeben
sich 103" Punkte an denen der Integrand zu berechnen ist.
Mit N = 1024 Teilchen schon nicht mehr moglich.

Recall:

o0
Zitassisen (N, V, T) ~ Q(N, V, T) =f

—o0

N
o= W(r )dSNT

Problem: MD-Simulationen erfordern héaufig ergodisches
Peproben von (Energie)konfigurationsrdume mit vielen Min-
ima und Barrieren zwischen Minima. Diese sind bei
Raumtemperatur nur schwer zu durchequeren = Die Ergeb-
nisse der MD-Simulationen sind oft durch die Wahl der
Startbedingunen (inital conditions) beschrankt.

Frage: konnen wir dieses Problem der limitierten Beprobung
beheben?

Idee: Es geht uns draum das Integral zu sampeln, wie wir auf
das Ergebnis kommen/die er wahlen ist nicht so relevant.
= simuliere simultan viele unabhingige Kopien von Ensem-
bles/Systemen e.g. & und &’ und vertausche die entsprechen-
den Konfigurationen r{v mit rf’; von Zeit zu Zeit. Typischer-
weise werden die Kopien so géwéihlt, dass das eine Extrem
der Kopien das System ist das wir beproben wollen und das
andere Extrem ein System ist in dem die Barrieren leichter
tberwunden werden kénnen.

@ Berechne () v T aus den akzeptierten rIN Kopien kénnen dabei simuliert werden fiir:
1. Verschiedene Thermodynamische Randbedingungen
Konkrete Implementation (z.B. Temperatur).
Voraussetzung: grosse Anzahl an Schritten. 2. Verschiedene Hamilton-Funktionen (z.B. verschiedene
@ Generiere eine neue Konfiguration: rﬁ_l = ri\’ + ArY Kraftfelder).
ArN: gibt verschiedene Moglichkeiten dies zu wéahlen. Vorgehen

@ Berechne die Anderung der Energie

AW =Wl ) - wE))
@ Akzeptiere rﬁrl auf Grund der Boltzmann-Verteilung
falls:

1. AW < 0 (pot. Energie nimmt ab) oder
A

T

]

2. AW >0
Mit
ansonsten verwerfe r

@ Repeat.

und e
der Zufallszahl:
N
i+1°

> €

Tk
e € [0,1]

—

—AW

e BT

AW

Accept
A

Accept B.F.> ¢
W =<0

Reject

In bestimmten Intervallen werden nun die Konfiguratio-
nen/Koordinaten rfl und rf‘v/ zweier Kopien & und &’ mit einer
‘Wahrscheinlichkeit » ausgetauscht.

N
(ko k') = min (1,6) i= {1A e ASC (6.9)

e fir A >0

_ r v Ny N
M:LBTk kBT“][H(r,‘J) H(r)]

Temperatur :

Verschiedene Kraftfelder : Aw =

[H(rN W) — H(r{Y,W;\,)] - [H(rN

v ;‘v/’WL’)_H(rfLVaWL’)]

kpT

Parameter des MC-Algorithmus

1. Anzahl der Schritte.
2. Ar™.




Molekiil Dynamik (MD)

1. Leap Frog Algorithmus

Idee: Beprobung des Konfigurationsraumes durch Verflogung
einer Trajektorie, unter Verwendung einer adequaten Bewe-
gungsgleichung.

In anderen Worten: Beprobung durch explizite zeitliche
Propagation des Systems per Newton Bewegungsgleichung.

MD-Simulation und andere Ensemble

Die Lésung der Bewegungsgleichung konserviert die Energie
= Mikrokanonisches Ensemble!

Frage: wie kommen wir zuriick zum kanonische Ensemble?
Stochastische Beprobung unter Verwendung des Boltzmann-
Gewichts <= MMC.

Zu 16sen
2
d?r; N Ogi
M = VW (N ®) vi= |7 (7.1)
9z;

Diese Dgl 2. Ordnung kann zu zwei Dgls 1. Ordnung reduziert

werden:
F(r(t)

r(t) = v(t) und v(t) = ——— (7.2)

Problem

Analytische Losung auf Grund der Form des Kraftfeldes W
nicht moglich = Diskretisierung.

1. Gitter von dquidistanten Punkten {tn}ffzy

2. Maschenweite (Stepsize): A%A

. At wird in abhingig von der Dynamik des Systems
gewdhlt, damit die komplette Dynamik erfasst wird. At
typischerweise 10~ 15,

Notation: r —

o Vi

r;
Gegeben: rl(t%) zum Zeitpunkt t;z o
Gesucht: r;(t), + At)

ri(t, + At) =

to-
Vi = Taylor Entwickelung.

1 5 d%r;

ety +ar Tl 1A, +oAtd)
e dt |, 2 dt?
tn
Problem: 2% ist nicht explizit bek
roblem: oz ist nicht explizit bekannt.

2
Idee: wahle den Zeitschritt geschickt um dTrl zu eliminieren.

P At
ri(th 5 ) = (7.3)
, At dr; 1 /At\2 d3r,; .
=ri(th) + — — + - (—) + O(AtY)
2 dt |, 2\ 2 de2 ”
n
P At
r;|t, — =)= (7.4)
, At dr; 1 /At\2 d?r; 8
=r;(t) - — —| +-= —) + O(At7)
2 dt |, 2\ 2 a2 |,
n
At dr; 3
77 —-77 = —_ + O(2- AtY)
;é dt
’ At ’ ’ 3
=r; t"+? =r;|t, — — )+ At -v;(t,) + O(At")
Kosmetik: um dies nun wieder zu ganzen Zeitschritten

umzuwandeln setzen wir einfach: t;z =tn + %:
At
= 1 (tn + At) = 1; (tn) + At - v (tn + ?) + o)

Problem: v; (tn 9 %) ist auch unbekannt = Taylor en-

twickelung.
At
viltn + ?) = (7.5)
(tn) + S I (At>2 ki +o(at®)
=W 2 8% (2
e dt 2\ 2 aez |,
® ®
At
Vi (tn - ?) = (7.6)
(tn) = 28 Vi L (At>2 Pvi +o(at?)
= _ 2 (2
B dat |, 2\ 2 a2 |,
® ®
At dv;
2orr=4. 2 Lo@-ad)
# dt |,
@
At 3
= vi (tn + 55) = vi (tn = 5F) +mutw)ar + 0(ar%)

Mit Newton F; = m;a; und —V; W (rN(t)) folgt:

r; (tn, + At) wird berechnet aus:

1. Ort zum Zeitpunkt ¢,,.
2. Geschwindikeit zu den Zeiten: t,, — % und t, + %
3. Der Kraft zum Zeitpunkt t,,.

Initalisierung des Algorithmus

@ Lege Position aller “Teilchen” verniiftig fest.
Leicht machbar: chem. verniiftige Struktur.
@ Bestimme Anfangsgeschwindikeiten anand von stat.
Uberlegungen:
1. Maxwell-Boltzmann
oder
2. Mittler gleichverteilte Geschwindigkeitsverteilung.

Geschwindigkeitsverteilung

Geschwindkeitsverteilungen

3. Velocity-Verlet-Algorithmus

l 1. Maxwell-Boltzmann-Geschwindikeitsverteilung

[
I 2. Gleichverteilung
[

2. Verlet-Algorithmus

Entwickle um r(¢t + At): Nebenbemerkung: indices der ein-
fachheithalber weggelassen.

dr 1 2 d?r
r(t + At) =r(t) + At — | + —At® —
I de |, 2 dt? a
+iadd é + oAt (7.8)
6 a3 ’
dr 1 5 d%r
r(t — At) =r(t) — At —| + -A —
,,,,,,,,, dt|, 2 dt2 o
1 5 d% a
— =At" —| + O(AtY) (7.9)
6 a3 |,

Mit 7?7-77 folgt:
r(t + At) = 2r(t) + r(t — At) + a(t)At? + O(At?h)

. F(r(t)
Recall 77: r(t) = v(t) und (t) = ———
m
Mit Taylor folgt dann wieder:
X dr 1 5 d?r 3
r(t + At) =r(t) + At — | + —At° —| + O(AtY)
dt 2 de? |,
2
Fiir F benutzen wir a(t) = _%ﬁ) und fiir d—: = v(t).
Fiir v(t) folgt dann analog:
dv 1 5 d?v 3
=v(t) + At —| + —At° —| + O(AtY)
dat|, 2 de? |,
Fiir (cii—: benutzen wir wieder a(t) = —%(t) und fir 92 —
dt
d2v q q
o benutzen wir wieder Taylor:
da 2
a(t + At) =a(t) + At % + O(At?) (7.12)

Es ist ausreichen bis zur Ordnung O(At?) zu entwickeln da

2 2
wir einen Ausdruck fir A= 4V
2 dt? .
At? da At (a(t + A8) — at)
—_— = — (al(t L) —a
2 dt + 2

suchen: ?77- % 3

) + O(AL?)

Definition 7.3 Velocity-Verlet:

2
@  r(t+ At =r(t) + At %‘ + %AtQ Tr L o@ed)
® a(t + At) = _ywee+an t
® v(t + At) = v(t) + WAt
Error = O(At%) (7.13)

Problem

1. a(t) unbekannt = benutze Differenzquotient.

2. Bei MD-simulationen wird die Energie nicht automatis-
che erhalten = sollten darauf achten das E = Ey;, +
W =konstant.

Problem: v in Ey;, = %va
aber mit Taylor folgt auch:

ist hier nicht bekannt,

r(t + At) — r(t — At)
v(t) =

Problem: Fehler nicht mehr O(At4) sondern O(At?).

Definition 7.2 Stérmer/Verlet-Algorithmus:

Definition 7.1 Leap-Frog Algorithm:
(t i At) <t At) At v ( N(t ))
v — | =v; , — — | — —V,; W (r
(2 n 2 2 n 2 m; 3 n

At
r; (tn + At) =r; (tn) + At - v, <tn, + ?) (7.7)
Error = O(AtS)
r(t) r(t+ At) r(t + 2At)

v(t = gAY ot — LAY @ v(t — BAL)
/——é );‘\—\ t

r(t + At) = 2r(t) + r(t — At) + a(t)At2 + O(AtY)  (7.10)
® d%r(t)  r(t+ At) —2r(t) + r(t — At)
a(t) = —
dt2 At2
Error = O(At4)
t At) —r(t — At
E=K+W mit v(t) = rE+ Ay —rt-AY o(at?)
2At
(7.11)
Proof T.1: (tHAD-r() _ r(O—r(t-A0)
d?r(t) At - At
a(t) = =
dt2 At
_r(t+ At) —2r(t) + r(t — At)
N At2
Vorteil

1. Kommt ohne halbe Zeitschritte aus.
2. Kommt ohne Geschwindigkeit aus.

Nebenbemerkungen

1. Fiir den Velocity-Verlet Algorithmus miissen wir zur Ini-
talisierung auch einmal v(t) bestimmen/setzen.

2. Alle drei
symetrisch bezuglich der Zeit.

Algorithmen sind Zeitinvariant,

sind also




Stochastische Molekiil Dynamik
1. SMD/Langerin-Dynamik

1. Mittlere Geschwindigkeit fiir ein Teilchen

Bestimmung von ¢

(Ir@® = rol?)

Einfithrung

Ist eine stochastische Variante der MD zur Beschreibung kom-
plexer Systeme.
Aufgabenstellung: simulation von “Teilchen” die einer
schneller fluktuierenden Umgebung ausgestzt sind Bsp.:

1. Fettblasen in Suppe.

2. Polymere in Lésung.

3. Pollen in einem Wassertropfen.

4. Gefragt sind nicht die exakten Werte von v(¢) und r(t)

sondern deren Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Die (Lésungsmittel-)Teilchen verursachen rasch variierende
stochastische Krifte und Dampfung. Idee: Wenn die explizite
Dynamik dieser Umgebung nicht von Interesse ist, dann ist die
Dynamik des Systems mittels zusdtzlichen Reibungsterms und
einer flukturierenden Stochastischen Kraft FS* modelierbar.

Mit dem Aquipartitionstheorem ?? und dem Fakt das die

tt
(o= T = ]
00

— e_”(“‘/)) Fot . (1 — e‘”“‘t”)) F7,°>] at’ a¢”

&S oo ap

. .<F5t(t’) . FSt(tN)>] at’ at”
T —

1
+2m2

S

JI

77
=6ymkpgTs(t' —t")

Nebenbemerkung

Ist ein Spezialfall der Brownschen Dynamik (Brownian MD).

—vt
<v(t)> =(voe "t + b J e""IFSt(t’)dt’ Energie eins Gases durch die kinetische Energie der Atome
— 0 gegeben ist Eg;, = 3mv® (pro. Teilchen), folgt:
B A L — .| 2Eq, 77 3kpT
=voe 7t 4 f et <FSt(t’)>dt’ v(t)2 = lim <v(t)2> = == & i W S
m 0 N 9 t—o0 T 2ym?2 m m
@0 = ¢ = 6ymkgT
= (v()) = Voe_’yt = () = lim (Voe_'yt) -0 Definition 8.1 Autokorrelationsfunktion:
to> <Fs°(t1) . FSt(t2)> = 6ymkpTo(t' —t) (8.11)
(8.7)
Theorem 8.3
B k
CHESREEG Second Fundamentgl Theorem of Calculus:
Die mittlere Geschwindikeit verschwindet also, dies macht @
Sinn, da F = —VW = 0. <= nur F°' bewegt das Teilchen E Ju fOdt = f(e) (8.12)

und diese Kraft verschwindet im Mittel = auch v5% sollte im
mittel Verschwinden.

t

J (1 = e*“'(t*t'))z at’

0

2
Yo

~2 (1 _e*T’t)z 4 6ymkpgT

~2m2

Theorem 8.1 Satz von Fubini:

Law 8.1 Langerin-Geleichung (pro. Teilchen):

mv + myv =F + F°" (8.1)
ratio actio
v : Atomarer Reibungskoeffizient (8.2)

Corollary 8.1 Quadrat von Integrallen:
2

[re0ax| = [[reor@ axay

a aa

(8.8)

Bemerkungen

1. Die Langevin Gleichung ist eine stochastische Differen-
tialgleichung.

2. Da F(t) eine Zufallsvariabel ist, muss auch v(t) eine Zu-
fallsvariabel sein.

Lomv?

2. Mittlere kinetische Energie Eyj, = 3

Formale analytische L&sung fiir F' = 0

F=0 — W =0 — freies Teilchen (8.3)
= Materialkonstante/Reibungskoeffizient
— et rt el st ,
Ansatz  v(t) =vg-e '+ I e 7V FSN(t)dt’ (8.4)
0
Proc:if 8(1) .
v(t -y t
P.R. — e —~t s
—— = — v |vpe L J et F“(t/)dt/
dt m 0
e Fst(t
+ ——e VTR (t) = —yv(t) + e
m
dv(t s
= m% + myv(t) = Fst

2. Mittlere Grossen

Sind besonders wichtig/niitzlich fiir die Langerindynamik, da
F* eine Stochstische Kraft ist.

Recall :eq. (4.8) v(t) = lim {v(t))
—2 ey S
Zeitmittel Scharmittel

Annahmen:
Die Fluktuationen zeigen keine Tendenz und geben im

Mittel 0.
) -

@ Es gibt keine Korrelation zwischen Stoéssen der Teilchen
d.h. Stosse der Teilchen zwischen t; und t2 sind un-
korreliert und werden als unabhédngige Zufallsvariablen
betrachtet.

Autokorrelationsfunktion/Gleitender Mittelwert

(8.5)

1 fur ¢t = to
0 fir t1 # to

(P (t1) - F** (t2) ) o6 (t1 — t2) i= {

(8.6)

Um die kinetische Energie zu berechnen bendtigen wir v(t)2.

N eVt rt ’ 2
<v(t)2> = voe 7t 4 et FU () dt’
— m 0
—29t
e ! t ’
:vge727t + 2vg f et <Fst (t/)> at’
m 0 « 7

o
et v o \? Fub.Thr. 5 _as
ol j eV F(t) dt = vge 77
m 0
vt Bt
e ! gl ”
+ Jje”(f HO (R () B ) at! ar”
> 72
00
@:nd(t/—t/)
=t o oy e r 2+t
= voe_ RAGNTE c‘,je "t at’
m?2
0
—t
—vZe—27t | ! 1t
=v 5 5
m y @
2 24t ce 27t c
=vje —-—t —
© 2ym?2 2ym?2
Damit folgt:
s . 2 ©
v(t)2 = lim <v(t) >:
t—oo T 2ym?2

Einleitung:
Diffusion und mittleres Verschiebungsquadrat

Unter Diffusion versteht man die Durchmischung von zwei
oder mehreren verschiedenen, miteinander in Beriihrung ste-
henden Stoffen.

Diese Durchmischung entsteht durch die thermische Bewegung
(Brown’sche Molekularbewegung) der Teilchen und verlauft
gleichmaBig in alle Richtungen.

Die treibende Kraft der Diffusion ist der lokale Konzentra-
tionsunterschied der diffundierenden Teilchen. Die Diffusion
fiihrt ohne Einwirkung von dufleren Kriften zum Abbau des
Konzentrationsgradienten.

Die Geschwindigkeit der Diffusion wird {iber das mittlere Ver-

schiebungsquadrat <r2> beschrieben.

t
[1_25—w(t—t') +e—27(t—t/)]dt/

3. Das Mittlere Verschiebungsquadrat

Theorem 8.2 Aquipartitionstheorem: Im thermischen
Gleichgewicht bei der Temperatur T besitzt jeder Freiheits-
grad f die gleiche mittlere Energie (E) = %kBT:

E) = ngTf : Anzahl an Freiheitsgraden (8.9)
Bemerkung
Ein punktférmiges Teilchen hat drei
Translationsfreiheitsgrade
3
(E) = EkBT (8.10)

Ist ein Maf fiir die Strecke, die ein Teilchen im Mittel, von
einem gewissen Refernzpunkt r(tg) = rg in einer gewissen Zeit
zuriicklegt. Das mitteler Auslenkungs/Verschiebungsquadrat
ist definiert durch:

<|r(t) - r0|2> 0=0 <r(t)2> mit r(t) = ro + f: v(t'ydt’

r(t)—ro = Lt v('ydt'

’
27 [t o e~ Yt rt!
L vg-e 7t +—J VU RS (Y dat” | at’
0 m 0
t ’
t —~t ’
1 e 7 t ”
=vo [——e f’] +f f eV FSt 4 at’
Y 0 5 m 0
/
u
t
— ’
P.I. Vi — e Y/
:—(1 e /t)+— = I AR s 2
y m vy 0

"
st g4 | qy’

1 e_'“'/ d rt
_Ej B 'Jfo
—

0
u
o0 t ’ ’ t
Sl eV GV RSt gy 1 (pst gy
™o o
Vo —t Lo i [P At st
:T(I—e )+ —me Oe F*dt” — (=0)
Y
t
4 1 j stdt/
ym
0
v & 1 t o (p—i!
=—0(17e_"t)+— (17e vt ”)F“dt’
Y ym Jo

t

0 o, ze— y(t—t') ie—2'y(t—t/):|
o 2y

0

1 -
= & —g=2 "t]
2y

T
[271& Q== & e_2wt]
Damit folgt dann:

{® —r0)%) = tim {(x(t) = r0)?) = BL4 _
t—00 moy

phinomenologische Thr

6Dt

kpT
D=-2_

Diffusionskoeffizient
my

(8.13)

Phanomenologische Diffusionstheorie

1. 1. Ficksches Gesetz:
Flussdichte durch Konzentrationsgradienten.

Konzentration
J(r,t) = =D Ve(r, t)
N

e &

(8.14)

Konzentrationsgadietn
2. Kontinuitatsgleichung:
Differentielle Massen/Stofferhaltung.
de(r, t)
dt

3. 2. Ficksches Gesetz/Diffusionsgleichung:
Flussdichte durch Konzentrationsgradienten.
dc(r, t)
=% = -V .(—DVc) = DAc
t

=—divl=-V-J (8.15)

(8.16)

Nebenbemerkung

Damit kann der atomare Reibungskoeffizient v 7?7 also en-
tweder experimentel bestimmt werden oder berechnet werden.

3. Algorithmus der Langerindynamik W # 0

Bisher wurde F = —VW =
analytische Losung zu finden.
Nun betrachten wir den Fall F = —VW # 0. Eine Lésung
kann hier nur noch nummerisch gefunden werden.

0 also Null betrachtet um eine

. _ st
mv + myv =F 4+ F

ratio actio

Anpassen des Ansatzes 77 mit tg < t liefrt dann:
(8.17)
et
v(t) = voe 770D L 2

t ’
et (F(t’) + FSt(t')) at’
m

to

® ) =r(to) + Lt v(t')dt’ (8.18)
0]

ISolution via Leap Frog

(




4. Fluktuationen

Definition 8.2 Varianz: Ist der Mittelwert der quadrierten
Abweichung einer Observablen O von ihrem Mittelwert (O):

<(o - <o>)2> = <02 —20(0) + <o>2> (8.19)
=<0y (0%) —<0)*

—2(0)(0) +(0)*

Nebenbemerkung

1. Die Fluktuation der inneren Energie nimmt also mit
steigender Temperatur zu, was enlauchtend ist.

2. (E?) -
timmt werden z.B. bei gefahrlichen Stoffen.

3. cy kann aber auch Experimentel bestimmt werden.

(EY? kann mittels Computersimulationen bes-

2. Radius of Gyration

Isotherm-isobares Ensemble

Definition 8.3 Fluktuationen: Sind Zufallige Abweichun-
gen von Systemeingenschaften vom Durchnschnitt, eines Sys-
tems im Gleichgewicht.

Als Mass fiir die Fluktuation einer Observable O kann die
Varianz dienen.

(N, p, T) =konstant=> V darf flukturieren.

. N
Rayr =, | 1~ [ri(tn) — Rem(tn)]?
“ n=0
1 Na
Rom(tn) i mpr;(ty,) (Massenschwerpunkt)
n=0
Ng
= Z =mn (Massenschwerpunkt)
n=0

# Atome im Molekiil

Fluktuation = <02> — <O>2 (8.20)
Kanonisches Ensemble
(N, V,T) =konstant=> E darf flukturieren.
Recall
1
Z(N,V,T) =Y e "®"  und e o~
—_— Z(N,V,T)
.
d0lnZ(N,V,T)
Mit  U(Z(N,V,T)) =Y p B, = ——————— (8.21)

7]

P

Studiere: die Anderung der inneren Energie mit der Temper-
atur Toc

o(-U) o°Inz a(aan)

o8 82 @ o
c;R.a<1az>p7pc(a 1)az+1a2z
T B \zao ~ \esz) o 7 032

o1 ez 1
77 2 —BE,
=——|—) 4+ =) E’e !
72 (a) zZ '
2?7 1 /07Z\2 2
(&) g
-
Revers C.R.
(Ban) < >

eq. (4 6)
- @) +(B%) = (B%) — (&

Wir kénnen allerdings auch einen anderen Ausdruck ableiten:

77
eq. (4.6)

( ®) = ( v _ ou ouU oT
< = kB
....... ‘' er et
- oU oT ou o(T—1)~1
B T oT-1  PoT oT-1!
cr kp 9U 9T~ a kp U _ | 120U
T-2 9T oT-1 T-20T B T

phén. Thermod.

<v2> — (V)2 = kgT?Vk (8.25)
D R P &
Grosskanonisches Ensemble
(1, V, T) =konstant=> N darf flukturieren.
Tetenengicie 4
<N2> —(NY2 = kyT?N&p (8.26)
leotherme Kompresaibilitat 4

3. Root Mean Square Atom Positon (RMSD)

Typen von Systemeigenschaften

Ist ein Mass fiir die Ahnlichkeit zweier Konfigurationen m und
n:

Ny
2 [ri(m) —ri(m)]?

i=1

RMSD(m, n) =
N,

Uberblick

4. Diffusionskoeffizient

@ Strukturelle Eigenschaften:
1. Teilchenposition
2. Radiale Verteilungsposition
3. Orientierungskorrelationsfunktion
4. Losungsmittelzugéangliche Fliachen
(z.B. wohin fliesst das Wasser)
5. Gyrationradius=Tragheitsradius
(radius of gyration)
@ Thermodynamische Eigenschaften:
. Energie/Freie Energie
. Warmekapazitat
. Entropie
. Kompressibilitat
. Thermodynamischer Ausdehenungskoeffizient

O U WN

@ Dynamische Eigenschaften:
1. Diffusion
2. Viskositat
@ Elektrodmagnnetisch Eigenschaften:
1. Dielektrische Permitivitat
2. Spektrokopische Eigenschaften (NMR, IR,...)

S ([r(®) = r(t0)]?)

t—s00 6t

5. Radiale Verteilungsfunktion

1. Mittlere Atomposition

t
@ = [rhat s — 3 riten) ©.1)

stkxu. t

0 n=0
+ :Anzahl der Zeitschritte

. (3.6
«d ; ) kBTch
Gleichsetzen der beiden Ausdriicke liefert dann:
<E2> —(E>? = kpT2cy (8.22)
Bemerkungen
9%Z cr. @ _sE, | C.R. B i
PLer 2 (-mmem )R Tt
r r
az=l -
— R
= = — | Epe == (8.24)
0 0

Niitzlichkeit

Zum Beispiel zur Berechnung von Fluktuationen in Atompo-

sitionen:
V@i —@? ) =

= Experimentelle Messgrosse um die Fluktuation zu berech-
nen.
(Kristallographie:

1 Mt .
~ néo [r; —<ri)]

-Faktor von Atom 1)

Gegeben: System von N Teilchen in einem Volumen mit Par-

tikelkoordinaten r;, ¢ = 1,..., N. Die potentielle Energie

als Resultat von Teilchen-Teilchen W.W. ist W (r1,...,ry).

Die Wahrscheinlichkeit einer elementaren Konfiguration, also

das Auffinden von Partikel 1 in dry, Partikel 2 in dro usw. ist

gegeben durch:

MN(ey, .. r drq ---dr :e—dr ---dr
(r1,...,rn)dry N = amv N

(9.2)

Die totale Nummer der Teilchen ist riesig, so dass (N) nicht
sehr niitzllich ist. Es ist aber auch moglich die Wahrschein-
lichkeit einer reduzierten Konfiguration zu berechnen, bei der
die Position von legdiglich n < N Teilchen ry, ..., r, fixiert
ist. Die restlichen N — n Teilchen kénnen sich dann frei be-
wegen. = damit miissen wir dann noch iber die restlichen
Koordinaten ry, 11, ...,ry integrieren:

M (g, ...

=mf”'fe_ Wd

Falls es identische Partikel gibt, ist es von grosserer Interesse
die Wahrscheinlichkeit zu berechnen das n gleiche Teilchen
die Positionen r1,...,ry, (in beliebigen Permutationen) be-
setzen.

- (9.3)

,In) =

-dr (9.4)

Formale Eigenschaften

1. Kurz vs. Langreichweitig

Kurzreichweitig lim g(r) =0 (9.8)
r—0
Langreichweitig lim g(r) = (9.9)
r—o
2.
™27
{ § sin6d6de¢
[ee) 0 o
0 ——
J]Ig(r)pdm dydz = fo g(r)p 4m r2dr=N—-1
0 dz dy dz=r2 drsin 6 do dé
(9.10)
Bemerkungen

1. p= % durchschnittliche Dichte.

2. Falls das System aus sphérischen Koordinaten besteht
dann hangt Korrelationfunktion zwischen zwei Partikeln
p(2)(r1,rn) nur von deren Distanz ri2 = |[r2 — r1| ab.
Sei nun Partikel 1 das Zentrum des Koordinatensystems,
so entspricht p - g(r) dr der Durchschnittlichen Zahl der
Teilchen (unter den verbleibenden (N — 1) die im Volu-
men dr um das Zentum r gefunden werden.

3. Dies ist z.B. wichtig um zu bestimmen wieviel Wasser-
stoffbriicken im Mittel zu einem O-Atom in wéssiriger
Losung gebildet werden.

Beispiel Wasserstoffbriicken

g('r) 1. Koordinatenschale
i 2. Koordinatenschale
1 5 VAR
: = (6] ]
0 i H | 7
1. Hiigel/1. Koordinatenschale entspricht den normalen

zwei H-Atomen. Die weitern Extrema entsprechen weitern
schwéacheren H-Briicken.

= g(r) & Anzahl an Wasserstoffbriicken.

Spezialfall

Bei 1000° gibt es gar keine H-Briicken mehr.

Bemerkung

1. Thermodynamische Randbedingungen

=pM(r1,...,rn) = ﬁ (M ey, .. en)  (9.5)
Definition 9.1 Korrelations Funktion g("):
pM 1, en) ="M (r1, ) (9.6)
o1, ) = (NL (9.7)
Q(NVT)I J +10dry

Das gewéhlte Ensemble gibt konstante intensive Grossen
vor z.B. T,p, u,..., diese miissen von der MD-Simulation
beachtet/beibehalten werden.
Methoden um dies zu verwirklichen sind:

Constraint Methods

@ ‘Weak-Coupliong Methods (z.B. Berendson Thermostat)

@ Extended System Methoden (z.B. extended-Lagrangian-
Method)

@ Stochastische Methoden (Lagrangian Dynamik)




Bsp. Thermostat: T =konst

1. Constraint-Method

Idee: Modifiziere die Netwon Bewegungsgleichung so, dass
T =konst. a a
Vi P;
== F, — 9.11
o e i — &Py (9-11)
- Zwangskraft

Frage: wie kann £ gewidhlt werden?
pro. Teilchen

p.(0)%) 77
2m;

N

)Y

i=1

3
Wir wissen das: Elt(?:] = N EkBT(t)

Dies wiirde aber implizieren das T varien kann, was nicht sein
darf.
Idee: sollten fordern das sich T nicht d&ndern darf.

Vorteil

Erlaubt Temperaturfluktuationen einzlner Teilchen und damit
korrete Bewegungsgleichungen.

3. Extended-Lagrangian-Method

Verallgemeinerte Integration

T = konst — — =0 (9.12)
dt
!
0=
N
: v;(t) - F;(t
L e o ERavi® i) (0.1
2Ekin (t)
Probleme

1. T(tp) kommt in diesem Verfahren nicht vor und
T(t) =konst. ist nicht notwendigerweise T(t) = T(to)
=> nicht so leicht die Anfangstermperatur ein zu stellen.

2. Einfaches scalen der Geschwindigkeit lasst keine Tem-
peraturfluktuation einzlener Teilchen zu, die im kanon-
ischen Ensemble aber vorhanden sind:

new Qld

Vi = AN

= g
mit = —
tot
To 3NkpELo
= Wenn wir nun jeden Zeitschritt die Temperatur an-
passen, wird die kinetische Energie aller Teilchen einen

konstanten Wert Annehmen, dies entspricht nicht dem
kanonischen Ensemble.

A=

Herleitung
Idee: vieW = Av?ld, Vi=1,...,N
& a 2 2 & a 2
= AEyin = Z Em,z;)\ vi(t) — Z Emivi (t)
i=1 i=1
Yo
2 2
=(A"-1) Z 3™V (t)
i=1
7?7
=3 3
=302 - DN kg T(t)

Fir das kanonische Ensemble gilt aber auch:

=3
ABEw, =% cyaTtet = N3cdefaT
= =

pro. Teilchen

Nebenbemerkung

T ist die aktuelle Temperatur und AT ist Temperaturdn-
derung pro. Zeitschritt.

AEykin = AEkin

1 kgT(t
AT :<*2—1)5?chf)
dof v
~do
2 _ AT 20y

T(t) kp

Idee: Regulierung der Temperatur durch Einfiihrung eines
zusétzlichen Freiheitsgrades.

dr;
V; =8 dl = Konjugierter Impuls: p. = m;v;
t
5 1 ds\?
= in=—-m;: [ —
kin 2 at

Ankoppelung an die Temperatur durch Wahl der pot. Energie:
Wichtig fiir harm. Ensemble

W. = 3N 4 1kgTy - In(s)
s = Pr Blo - In(s

# aller Dofs

= Lagrange Fkt. : 2 = Elt::l —wtot =
il 2 _wq |l N (3N — 1)kpTo In(s)
= —-—m,;vS — -m. [ — - — n(s
L g 2 dt 5O
i=1
| (9.16)

Hamilton Prinzip

Euler-Lagrange Bewegungsgleichungen ‘

A
OH())
AOw) — AQAa) = f< > dr (9.22)
oA A
Aa
Abschluss
In der MM ist W zu wéhlen, dies ist unschén. Die Loésung

dafiir ist Quantenmchanisch zu arbeiten.
= Propagation der Zeitunabhéingigen Schrédingergleichung
(Quantendynamik).
Problem: Nur machbar fir wenige Atome ~ 5. Lésung: Sp-
periere das Problem = Ab-inito Molekiilldynamik=Born Op-
penheimer Molekiil Dynamik.

« Klassische Beschreibug (Newton) der Kerne.

« QM. Beschreibung (stationdre S. GL.) der Elektronen.

1. Born Oppenheimer Niherung (BOMD)

4. Langerin-Method

m;a; =F; = —V;Eq (10.1)
Mit : He1 Ve = Eq1We
Damit muss fiir jeden Zeitschritt <= fixe Konfiguration, die
stationdre Schrodingergleichung gelést werden.

E.] £ Eigenwerte von :

Idee: Benutze Langerin-Dynamik (£Stochastische Methode)
— Einfithrung eines Reibungsterms:
(s2)

6m;v;kp

dv;

st
o =F, —m;v;v; + F; = (T) =

m; =To

(9.17)

2. Car-Parrinello MD (CPMD)

Frage: wie wahlen wir nun )\, so das T und AT an die Ziel- Berechnung der Freien Energie

temperatur T angepasst werden?
Mit der Diskretisierung von 7?7 folgt:

AT 1 AT  At[ To
— =—[To-T®)] = ——=—|7—7="-1
At T(t) Tz(t)
At T 2cd At T 2¢cd
A= __0_1_V+1%__0_1 —V 1
T(t) kg A T(t) kg

Vorgehen

Einsetzen in die Bewegungsgleichung

2. Weak-Coupeling/Berendson-Thermostat

Thermostate/Temperaturregler: helfen dabei korrekte
Proben von bestimmten Ensembles (N, V,Tz), (N, p, T) zu er-
halten. Dies verwicklichen sie durch Anpassung der T Tem-
peratur des Systems in einer bestimmmten Art und Weise.
Meist wird in MD-Simulatonen mittels Aquipartitionstheorem
77 die Temperatur T, {iber die kinetische (gesamt) Energie des
Systems berechnet.
MD-Simulationen sind meistens relativ klein und weisen da-
her eher grossere Fluktuationen auf.
Ohne Fluktationen der Temperatur <= kin. Energie einzel-
ner Teilchen kénnen MD-Simulationen jedoch nicht die Ko-
rrekten Bewgungsgleichugen, die z.B. mit dem Kanonischen
Ensemble iibereinstimmen beschreiben. Das Ziel des Thermo-
stat ist es daher dafiir zu sorgen das:

1. Die korrekte gemittelte Temperatur des Systems kon-

stant bleibt.

2. Die Fluktuationen die korrekte Grosse aufweisen.
Im Beredson Thermostat wird die Temperatur des Systems,
iber die Geschwindiglkeiten so skaliert, dass die Fluktuatio-
nen exponentiell mit einer Zeitkonstante A abhnehmen.
In anderen Worten: versucht das Beredson Thermostat die
Abweichung der aktuellen Temperatur T von der vorgegebe-
nen Tgp zu korregieren in dem es die Geschwindigkeiten
mit einem Faktor A\ multipliziert <= Ubertrangungsrate der
‘Wirme, so das sich die Systemdynamik an T anpasst.

dT 1
= —[To — T=()]

t
— T=Tg—ce 7
dt

(9.14)

Eigentlich: bendtigt man Z um daraus dann S und daraus
dann A (oder auch G) zu berechnen.
A(N,V,T) =

1 HpV,rM) | N~
— kpTIn _Jjex - T 3dr'' d
B [h3NN! p{ kpT v

Z

Allerdings interessieten wir uns nur fiir die Anderung der
freien Energie und nicht deren exakten Wert.

Idee: Kombiniere klassisches und quantenmechanisches Sys-
— —_—

Kern
tem per extended Lagrangian.

Elektronen

M N
1 m .
2= Emi,v? +5 > Jd3r|\ll,;(r, )12 —Eq1  (10.2)
i=1 i=1

—_—
kin. Energie d. Kerne kin. Energie d. Elektronen
N :  Gesamtzahl der Elektronen= Gesamtzahl der Orbitale
N : Gesamtzahl der Kerne
o Kopplungskosntante £ fiktiver Masse

Nebenbemerkung

Einelektronenfunktion=Orbital
Pauli P.

Vep  ~ det(P1(r1) - Pa(r2) - 2(ry))

Frage: was ist die quantenmechanische kinetische Energie von
N Elektronen fur ¥q?

N h,2 P.I hz N
Exin = o, — —A‘d): 2 Vo, |V,
i = 3 (] - gmalor) -2 3 (vave)
i=1 i=1
| (10.3)
Hamilton Prinzip
‘ Euler-Lagrange Bewegungsgleichungen ‘
Damit: Newton Bewegungsgleichung fiir die Atomkerne +

Bewegungsgleichung fiir die Orbitale.

d(A\v;) P.R. dX dv;
mia; = m; T = my d_Vi + miEA =F; Partielle Integration
dv; 1 dX AN+1,V,T) — AN,V,T) = (9.18)
> g TP aw
—_— 7kBTlnj<exp (7—>> da3eNF1 (9.19)
Mit dx A 1 at[ T S ) ff o1 oy
it: —_—r— = —— = — = X
dt At T(t) Tz(t) Mit : AW = W(ry,...,rn41) — W(ry,...,ry)
Temperatur Integration
Folgt dann : "
T
A(T A(T, 1
(9.15) ATy)  ATa) _ f (Hyp d— (9.20)
T Tq —— T
Probleme TL —yphan.
1. Auch der Berendson Thermostat kann die Fluktuationen “
9 A U
nicht akkurat darstellen. Mit : A=U-TS = — = ——8
2. Funktioniert schlecht in Systemen mit wenigen Freiheits- T T
graden z.B. zur Berechnung der freien Energie eines Sys- d%
tems mit Komponenten die im Glg. sehr wenig Freiheits- HYy=U= aT-1
grade besitzen (kleine nicht interagierende Molekiile).
Druck Integration
\4
A(Vy) —A(V,) = f pdV (9.21)
Va




Mathematischer Anhang

Definition 11.1

Euler-Mac Lauri-Summenformel:

; £0) :L: Fle)dui + f(n)+2f(m)
kB,

; ;
_E:l (25)!

Bj : Bernoulli-Zahlen Roj ¢

effektives Restglied
Definition 11.2 Stirling-Formel:

(11.1)

(F)> 7 = F(m)* 1) + Rop(n,m)

InN!=NInN — N
Proof 11.1:

(11.2)

InN!=In(N-(N —-1)---1)

N
= Z Inm

m=1
N InN +1n1l
Inzdx +

7?7

1

Law 11.1 Differentiale:

N
%f Inzdx
2 1
=NInN—-N+1~NInN—-N

‘Inz+ —z=Ilnz+1 (11.3)
x
Law 11.2 Integrale:
P.I 1
f1~1nwdw = xlnw—f—wdx:wlnx—x+C (11.4)
z
0 2 1 [=
J‘ e—HI dz —
[0

(11.5)




