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1 Messwert und MaBeinheit

Zu jeder phys. GréBe gehoren Messwert und Mafleinheit, d.h. Zahlenwert - Einheit

1.1 Beispiel

Geschw. v = kms™

1

1.2 Bezeichnungen

Abkiirzung Bedeutung

time

mass

velocity
acceleration
Force

Energy
Temperature
momentum
electric current
potential

<V HEmHEe <5 <

Wenn das lateinische Alphabet nicht ausreicht: griechische Buchstaben

a’ﬁ”y757A’F’€7C’777@’/Q’A?M?U7E77r’p70-’7-7¢’x7w’w79



1.3 MaBeinheiten

Mafleinheiten werden iiber Mafistabe definiert.

1.3.1 Beispiel:

1m = Strecke, die das Licht in MS zuriicklegt.

1.3.2 Sl-Einheiten

Internationaler Standard (auBer die bosen Amerikaner :D)

Grofle Einheit Symbol
Léange Meter m

Zeit Sekunden s

Masse Kilogramm kg
elektrischer Strom Ampere A
Temperatur Kelvin K
Lichtstéarke Candela cd
ebener Winkel Radiant rad
Raumwinkel Steradiant  sr
Stoffmenge Mol mol

Radiant Kreisumfang U = 27r Bogenmafl b = ¢r

Umrechnung in Winkelgrad

omrad = 360°

WinkelinRadiant _ WinkelinGrad

27 360
Steradiant 4
Q==
r2
Abgeleitete Einheiten
Grofe Einheit Symbol  Aquivalent
Frequenz Hertz Hz 1/s
Kraft Newton N kgms?
Energie Joule J Nm
Leistung Watt W Js7!
Druck Pascal Pa Nm~—2
elektrischer Ladung Coulomb C As
elektrisches Potenzial Volt \Y Jo!
elektrischer Widerstand Ohm Q VAL
Kapazitét Farad F CN-!
magn. Fluss Weber Wb Vst



Prafix / GroBenordnungen
Prifix log{10} Abkiirzung

Dezi -1 d
Zenti -2 ¢
Milli -3 m
Mikro -6
Nano -9 n
Piko -12 p
Femto -15 f
Atto -18 a
Zepta 21z
Yokto 24  y
Deka 1 D
Hekto 2 h
Kilo 3 k
Mega 6 M
Giga 9 G
Tera 12 T
Peta 15 P
Exa 18 E
Zetta 21 7Z
Yotta 24 Y

1.4 Natiirliches Einheitensystem der Teilchenphysik
1.4.1 Grundlage
2.9979 x 108 ms™*

h
h=— =6.5822 x 107> MeV s
2w

betrachte y¢— =197.33 x 1071%

1.4.2 natiirliches Einheitensystem

h = ¢ =1 In diesem Fall ist 1/MeV = 197.44fm In diesem Einheitensystem ist die
Einheit von [Energie] = [Masse] = [Lange|~1 = [Zeit] 1

1.5 Endliche Messgenauigkeit
z.B. Plancksches Wirkungsquantum

i =1.05457168(18) x 1073 J s

Das bedeutet, dass der Wert von s mit einer Wahrscheinlichkeit von 68 % zwischen den
beiden Schranken liegt

1.05457150 x 10724 Js < K < 1.05457186 x 107>* J s



2 Zeichen und Zahlen

2.1 Symbole

Zeichen

Bedeutung

+

NV A

LRVAIFFRIVIARSI

8

<s~liﬂpjﬂﬂmc|mmm

2.1.1 Summenzeichen
Beispiel
1.

plus

mal

gleich

ist kleiner als

ist grofer als

Windel zwischen

minus

geteilt

ungleich

kleiner gleich

grofer gleich

ungefiahr gleich

plus oder minus

steht senkrecht auf

ist identisch gleich

ist klein gegen

ist grofl gegen

grofler als jede Zahl

eine Grofle wéchst iiber alle Grenzen \ Limes
Summe

Element von

ist Untermenge von oder gleich
Vereiningungsmenge

es existiert ein

daraus folgt, ist hinreichende Bedingung fiir
gilt wenn, ist notwendige Bedingung fiir
es existiert genau ein

kein Element von

ist definiert durch

Nullmenge

fiir alle

3
Zan:a1+a2+a3

n=1

2. Summe der ersten m natirlichen Zahlen



m

1
Zn—1+2+...+(m—1)+m—m(m;_)
n=1
1. Summe der ersten m Quadrate der natiirlichen Zahlen

m(m+1)(2m +1)

m
donP=1+4+. . +(m—1)°+m’ =
n=1

6
1. Summe der ersten m Potenzen einer Zahl (q # 1)
m L 1— qm+1
D
n=0 —4
sog. geometrische Summe
o Beweis
Sm=1+...+¢™
@Sm=q+...+¢""!
Sm*qsmzsm(lf(ﬁ:l*qm—kl
Rechenregeln
1.
n n
Su-3a
k=m j=m
2.
n n
DL e
k=m k=m
3.
n n
Zakiank: Z akibk)
k=m j=m k=m
4.
n p p
doat ) =) a
k=m k=n+1 k=m
5.
n n+p n—p
)DL S 3
k=m k=m-+p k=m—p
6.

falls n =m



2.1.2 Produktzeichen
Beispiel

2.1.3 Fakultatszeichen

2.2 Zahlen

Erinnerung natiirliche Zahlen N = 1,23, ... ganze Zahlen Z = NUOU —a | a € N ratio-
nale Zahlen Q = ZU? | a € Z \ {0}b € Z reelle Zahlen R = QUunendliche Dezimalbriiche
Die reellen Zahlen lassen sich umkehrbar eindeutig auf die Zahlengerade abbilden, dh.h
jedem Punkt entspricht genau eine reelle Zahl und umgekehrt

2.2.1 Rassengesetze fiir reelle Zahlen

Addition
o Assoziativitit (a +b) +c=a+ (b+c¢)
o Kommutativitit a +b=5b+a
e mneutrales Element a +0=a

o Existenz des Negatives a+x = b hat immer genau eine Losung: z =b—a fir 0 —a
schreibe wir —a

Multiplikation:
o Assoziativitdt (a-b)-c=a- (b-c)
o Kommutativitit a-b=10-a
o neutrales Element a-1=a

e Inverses a - x = b hat fiir jedes @ # a genau eine Losung x = gfiir% schreiben wir
a”1

 Distributivgesetz a- (b+c¢)=a-b+a-c



Ordnung der reellen Zahlen Die kleiner-Beziehung a < b, oder auch b > a hat folgende
Eigenschaften:

e Trichotomie: Es gilt immer genau eine Beziehung a < b, a =ba > b

o Transitivitdt: Aus a < b und b < ¢ folgt a < ¢

Beispiele, Folgerungen

Rechenregeln fiir Potenzen 0" :=b-b-...-bn € N Faktoren
=1
_ 1
b n = 67
bn bm bn+m
(a-b)"=a"-b"
Betrag einer reellen Zahl
lal a a<0
a =
—a a>0
Eigenschaften
la| > 0Va€eR
la| =0

nur fira =0
la+ b <la| + ]

Dreiecksungleichung
2.2.2 Satz des Pythagoras
a? +b* =

2.2.3 binomische Formeln:
(a+b)? =a®+2ab+b?
(a+0b)(a—0b)=a®>—1?
Allgemein:

(atb)' =" k!(ﬁk)!an—k(i)k
k=0

(Klammer) Binominial koeffizienten

10



2.2.4 Pascalsches Dreieck

n=01
n=111
n=2121
n=31331
n=414641
n=515101051

2.2.5 Beweisprinzip der Volistandigen Induktion

Beispiel Fiir alle n € N soll die Summe der ersten n Quadratzahlen bewiesen werden
= 1
A(n) = Zkl =124+224 ... +n2=-nn+1)2n+1)
6
k=1
1. Induktionsanfang A(1) =1 v
2. Induktionsschritt Falls A(k) richtig ist, wird gezeigt, dass auch A(k + 1) richtig ist

A(k+1):12+22+...+k2+(k+1)2:ék(k+1)(2k+1)+(k+1)2
ne

_ é(k +1)(k(2k + 1) + 6(k + 1))
= SOk 4 1)+ 2)(2h +3)
= SOk )+ 20+ 1)+ 1)

2.2.6 Quadratische Erganzung
2 4ar+b=0

2
a a

=——44/=—b
x1,2 2 4

3 Folgen und Reihen

3.1 Folge
3.1.1 Definition

Vorschrift, die jeder natiirlichen Zahl n eine reelle Zahl a,, zuweist.

(an)nEN

11



3.1.2 Beispiele

e die natirlichen Zahlen selbst
npeny = (1,2,3,...)

o alternierende Folge
((_1)n+1)n€N = (1, —1, 1, —1, .. )

e harmonische Folge

¢ inverse Fakultaten

o Folge echter Briiche
n 1

2 3
(m)nEN - (57 gu 17 .. )

o geometrische Folge
(¢"nen = (0:4°,4%, )
charakteristische Eigenschaft der geometrischen Folge a;’l—:l = g q heiit Quotient

der Folge allgemeines Bildungsgesetz a,, = a1¢" !

o Folge der Ungeraden Zahlen (arithmetische Folge)
(I+(n—1)*2)pen = (1,3,5,7,...)

an+1 — an = d d heifit Differenz der Folge allgemeines Bildungsgesetz a, = a1 +
(n—1)d

o 7zusammengesetzte Folgen” (hier Exponentialfolge)

1., 32 42
((1"‘;) )HEN_(27§7§7~-)
3.1.3 Frage

Kann man etwas iiber das Verhalten von (a,)nen fiir n — oo aussagen, ohne tatséichlich
”die Reise ins Unendliche” anzutreten”

3.1.4 Beschranktheit

Fine Folge heifit nach oben beschrénkt, wenn es eine obere Schranke B fiir die Flieder
der Folge gibt: a, < B, d.h. 3B : a, < BVYn € N Nach unten beschréankt: 94 : A >
ap,Vn eN

12



3.1.5 Monotonie

o FKine Folge heifit monoton steigend, wenn aufeinanderfolgende Glieder mit wach-
sender Nummer immer grofler werden: a, < an41Vn € N

o streng monoton steigend a, < any+1Vn € N

e monoton fallend a, > apy1Vn € N

e streng monoton fallend a,, > an4+1Vn € N

3.1.6 Konvergenz
Eine Folge (a,)nen konvergiert gegen a oder hat den Grenzwert a, wenn es zu jedem
€ > 0 ein N(e) € N gibt mit |a — ap| < €¥Vn > N(e) Wir schreiben lim;,, o an = a
Beispiel

e limpoo s =0

o lim, ,oo(1— L) =1

Vvn
Grenzwertfreie Konvergenzkriterien

e jede monoton wachsend, nach oben beschriankte Folge ist konvergent, entsprechend
ist jede monoton fallende, nach unten beschrinkte Folge konvergent

o Cauchy-Kriterium: Eine Folge (ap)nen konvergiert genau dann, wenn es zu jedem
€ > 0 ein N(e) € N gibt, so dass

|an, — am| < e¥n,m > N(e)

Fiir harmonische Folge (1),cx

1 1 m-—n
‘an—am‘:’*_%’:‘ mn

1 1
\<]ﬂ]:f<efiirn>N(e):f
mn' n €

3.2 Reihen (unendliche Reihen)

Sei (ap)nen eine Folge reeller Zahlen, Die Folge

n
Sy 1= g ar,n €N
k=1

der Partialsumme heifit (unendliche) Reihe und wird oft mit > ;7 ; ar bezeichnet Kon-
vergiert die Folge (sp)nen, so wird ihr Grenzwert ebenfalls mit y ;2 | aj bezeichnet

13



3.2.1 Bemerkung

Ergebnisse fiir Folgen gelten auch fiir Reihen

3.2.2 Rechenregeln fiir konvergente Reihen

Seien Y 77, ap und Y 7, by zwei konvergente Reihen und A € R, dann sind auch die

Reihen
oo oo oo
D ak+be, Y ak—bi, > Aag
k=1 k=1 k=1
konvergent und es gilt

Z(ak :I:bk) = Zak ﬂ:Zbk
k=1 k=1 k=1
i /\ak = i Qg
k=1 k=1

Bemerkung: Fiir das Produkt zweier unendlicher Reihen gilt i.A. keine so einfache
Formel

3.2.3 Beispiel

geometrische Reihe

1—gq 1
n__ 1 1 _ .
Eﬁq —nglm(g q)—m%lm - —1_qfurq<1,q7é0

3.2.4 Absolute Konvergenz
Eine Reihe

00
>
k=1

heifit absolut konvergent, wenn die Reihe

o0
> lal
k=1

konvergiert. Absolut konvergente Reihen kénnen ohne Anderung der Grenzwertes umge-
ordnet werden, d.h. jede ihrer Umordnungen konvergiert wieder und zwar immer gegen
den gleichen Grenzwert.

14



4 TODO what was done after this? (Funktionen? (only?))

5 Funktionen

5.1 Normal-Hyperbel
1
y== Dy=R\{0} Wy=R\{0}

5.1.1 Physik-Beispiel
o Boyle-Mariettsches Gesetz

e Druck p eines idealen Gases in einem Volumen V bei konstanter Temperatur und
cons

Gasmenge: p = <

5.2 kubische Parabel

Yy =ax
5.2.1 Physik-Beispiel
4
V = §7T7“3

5.2.2 Verallgemeinerung
y=az" mneN
5.3 y=ax?
5.3.1 Physik-Beispiel
Coulomb Gesetz der Elektrostatik

1
F—_- 1%
dme 12

5.4 Symmetrieeigenschaften der Potenzfunktionen
y=f(z)=2z"
o gerade n: fist symmetrisch, d.h. f(—x) = f(z)

o ungerade n: f ist antisymmetrisch, d.h. f(—z) = —f(z)

15



5.5 Potenzfunktionen als "Bausteine” in zusammengesetzten Funktionen

Polynom m-ten Grades

m
y=Pn(x)=ap+a1x+ ...+ apx™ :Zakmk
k=0

5.6 Rationale Funktionen

P ()
V=) Dr={reR|Qu@ #0)
P, (z) Polynom m-ten Grades, Q,(z) n-ten Grades
5.6.1 Beispiel
1
o=

"Lorentz-Verteilung beschreibt die Linienbreite einer Spektrallinie”

5.7 Trigonometrische Funktionen

sinq = — = cos B
c
b .
cosa = — =sinf
c
a sin o 1
tana = - = =cot =
b cosa cot o
b cosa 1
cota = — = — =tanfB =
a sin « tan o
cosa® +sina® =1
« sina cosa tanoa
0 0 1 0
o 1 V3 1
30° 3 S A
o V2 V2
45 % e 1
° 1
60°  %° 3 3
90° 1 0 — 00

5.7.1 TODO Table Formula?
5.7.2 TODO Veranschaulichung am Einheitskreis

sina = y Periodische Erweiterung auf o <0, a > §
Periodische Funktion:
sinx + 27w =sinz Periode: 27

cosx + 2w = cosx Periode: 27

16



Beispiel
sinx + 7= —sinx

COST + T = —Cosx

.
COS$:SID§—$

TODO Graphik

5.7.3 Tangens/Cotangens

TODO Graphik

5.7.4 Additionstheoreme
sina + 8 = sinacos 8 & cos asin 5
cosa+ B = cosacosf + sinasin
sin 2a = 2sina cos «

cos2a = cosa® —sina? =1 —2sina? = 2cosa? — 1
5.8 Exponentialfunktionen

y=f(x)=b" b>0 z€R

5.8.1 Rechenregeln
bUHY = 6"V (b*)Y = b

natiirliche Exponentialfunktion mit Zahl e als Basis

k=0
5.8.2 Beispiel radioaktiver Zerfall
N(t) = N(0)e+
5.9 Kosinus hyperbolicus
1
y = coshz := 3 (" +e™™)

17



5.10 Sinus hyperbolicus

y =sinhz == (e" —e™?)

N | —

Es gilt:
cosh?z —sinh?z = 1

5.11 Tangens hyperbolicus

sinh z e —e %

= tanhz := =
y cosh x et +e %

5.12 Cotangens hyperbolicus

th 1 et + e *
= cothz = =
y tanh x er — e %

5.13 Wurzelfunktion
Umkehrfunktion der Potenzfunktionen
y=f(z)=2" neZ

Wurzelfunktion: )

y=flz)=Vo=2zn
n gerade: vor der Umkehrung ist die Einschrankung des Definitionsbereichs auf x > 0
notwendig

5.13.1 Beispiel
y=f(z)=2*+1 >0
Umbkehrfunktion:

y=vzr—1

6 Funktionen mit Ecken und Spriingen

6.1 Betragsfunktion

2] T x>0
= || =
Y -z <0

6.2 Heavyside-Stufenfunktion

1 >0
y=0(x):=<0 <0
b oa-

18



6.2.1 TODO Graphik
6.2.2 Beispiel

y=0(z)0(—z +a)
TODO Graphik

6.3 "symmetrischer Kasten” der Breite 2a und der Hohe - (Dirak Delta

Funktion)
O +a)O(—z +a)
O4(z) == o
lim ©, = "(Dirak) é-Funktion”
a—0
6.3.1 TODO Graphik
7 Verkettung von Funktionen
Seinen
f : Df - R
g:Dy—R

mit wy € Dy, dann ist die Funktion f o g: Dy — R definiert durch
(fog)(z):= flg(x)) VaeD,

7.1 Beispiel
z=g(x)=1+2> W,:2>1
y=f(z)=- Dy=R\{0}

also W, C Dy, sodass

(fog)a) = flg(x)) = — =

7.2 Spiegelsymmetrie (Spiegelung an der y-Achse, d.h. z — —x)
Eine Funktion f(z) heifit

o gerade(symmetrisch) wenn f(—z) = f(x)

o ungerade (antisymmetrisch) wenn f(—z) = —f(x)

19



7.2.1 Beispiel

gerade Funktionen
e flx)=2" neN
o f(x)=-cosx

o f(z) = |z

ungerade Funktionen

keins von beidem
o f(x)=sx+c
7.2.2 Zerlegung
Jede Funktion lidsst sich in einen geraden und ungeraden Anteil zerlegen

o gerader Anteil:
(f(x) + f(=2)) = f1 (=)

N | =

f+(z) =

o ungerader Anteil:

o check:
o)+ f-(2) = fx) v
8 Eigenschaften von Funktionen

8.1 Beschranktheit

f heiBt nach oben beschrankt im Intervall [a, b], wenn es eine obere Schranke gibt, d.h.
dBeR: f(z) < BVzx € [a,b]
analog: nach unten beschrénkt

JAeR: f(x) > AVz € [a,b]
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8.1.1 Beispiel

f(x) = 2% durch A = 0 nach unten beschrinkt
flz)=06(z) B=1,A=0

8.2 Monotonie

Eine Funktion f : Dy — R heifit monoton steigend im Intervall [a,b] C Dy, wenn aus
x1,T2 € [a,b] mit 1 < za stets folgt f(z1) < f(x2) Gilt sogar f(x1) < f(x2) so heifit
f streng monoton steigend im Intervall [a, b] Analog heift f monoton (streng monoton)
fallend, wenn stets folgt f(z1) > f(x2) (f(z1) > f(x2))

8.2.1 Beispiel

f(x) =23 streng monoton steigend

9 Umkehrfunktion

Sei f : Dy — W; eineindeutig(bijektiv), dann kann man die Gleichung y = f(z) ein-
deutig nach = auflésen

v=f"y) =gy Dg=W;, W,=Dy

f_lzg:Wf—>Df

Die urspriingliche Abbildung y = f(z) und die Umkehrabbildung = = f~1(y) = g(y)
heben sich in ihrer Wirkung auf

FHfa) =2

9.1 Graph der Umkehrfunktion

1. Gegebenenfalls Einschrdnkung von Dy, sodass eine bijektive Funktion vorliegt
2. Auflésen der Gleichung y = f(z) = =z = f~1(y)

3. Umbenennung der Variablen: die unabhéngige Variable y wird wieder x genannt,
die abhéingige wieder y: y = f~!(z)

9.1.1 Beispiel y = z°
1. Einschrénkung Dy auf x > 0
2. y=22>0 xr=./y

3. Umbenennung: y = \/z = r2
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9.1.2 Graphisch
Spiegelung an y = x

10 what after this?

11 Integral und Differenzialrechnung

b
/f@NxZF@—FW)

)= T g)

d
= [ f(z)dz f(x) Bemerkungen

Hauptsatz:

const 0
z" re™ b reR
o «"  —1#reR

11.1 Die Kunst des Integrierens

‘1
/ —dzr=Inz|j=lne—Inl=1
1 X

2 jus
/ cos(t)dt = sint |§ = sing —sin0 =1
0

b1
/a mdx = arctanz |!

11.2 Ableiten iiber Umkehrfunktion

df~1(xz) 1
de f(f1(2)

11.3 Integrationsregeln

11.3.1 Lineare Zerlegung

/az cf(z) + bg(z)dx = c/a2 f(x)dx + b/a2 g(x)dx
Beispiel

1 1 1 9 4 1
:/ \/E—x2dx:/ \/de—/ z?dr = Sz \(1) — g3
0 0 0 3 3

1 1 1
/(1—x2)2dx:/ 1—2x2+:c4d:c:/ 1d:z—2/ 2dx+/ ztde = s
0 0 0

22
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1
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11.3.2 Substitutionsregel
b , g(b)
[ #ang@as = [ sy
a g

merke: %dx = ¢'(x)dz = dy

dy
y=9g(@), = J(z), dy=g'(z)dz

Beweis F sei die Stammfunktion zu f, F/ = f

(F(g®) = F'(g(t)d'(t) = f(g(t)d'(t)
b / b g(b) 9(b)
/f@mmwazF@m>fF@@wwwmnzﬂmg@zf f(y)dy
a g

Beispiel

5 | 26
1 1

d 1
y=2z—1 y/:g/(x):d—y:g’(x):2:dy:2d$:>idy:dx

T

* b —ab?
1 1 2
tatht:—/ Vdy = —— (e~ — 1
/0 c 2a0 Jy e 2a(e )
dy 1

=g(t)=-a? = L =20t = dy=2atdt = dt=-——4d
y=9(t) = —a & a y o 5o 1Y

T 1 wT
/ coswtdt = — / dy
0 wJo

b o g9(b)
/’9@“dx:1/ Ly = tnfyl 120)
a g($) gla) Y gl

dz 1
/Cmib—aln\ax:th-c

b
/ywwmmzf Y dy
a g(a)

11.3.3 Partielle Integration

b b
/ f'(@)g(x)de = f(z)g() |g —/ f(2)g (x)dx
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Beweis

F(x) = f(z)g(x) = F'(z) = f'(z)g(x) + f(x)g'(x)

/F’ d:c—/f dx+/f
!a/f dw+/f
\b/f dx—/f

Beispiel

b b
1 1 51 1 1
/ zlnzdr = —2%In(x) ]Z—/ r?=dr = 2% In(x) Z—/ xdx
a 2 a 2 x 2 2/,

1
/1lnxdx::cln:c—/xda::xlnx—/1dx:mlnx—x+c:x(lnm—1)+c
x

/msinmdx: —xcosx—i—/cosxdx: —xrcosx +sinx

Kreisflache
y=[flz)=v1-a?

arcsin b

1
V1 —sin?t cos ttd = / costcostdt = i(arcsin b+by/ 1 — b2—arcsin a—a\/I
a

rcsin a

arcsin b

b
/ V1—2%2dx =

X
r =sint = t = arcsinz, T cost, dx = costdt

arcsin a

sintcost+t

/costcost:sintcost+/sin2tdt:sintcost—l—/l—cosztdt: 5

In Polarkoordinaten

y =sint
T = cost
dx = sintdt

dA = ydz = sin® tdt

iy
A:/ siHQtZE
0 2
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Zerlegung
dA = 27rdr

R 1
/dA = / 2nrdr = 27757“2 = 7 R?
0

11.3.4 Weitere Integrationstricks

Partialbruchzerlegung — Integration rationaler Funktionen

b d
/1_3:2 mit {—1,1} ¢ [a, P

1-2*=(1—-2)1+2)

1« B _al+a)+Bl—z a+Bta(a—p)
l—22 1l-2 1+2z  (1-2)(1+2) 1 — a2

b dx 1,/ 1 b1
2:7( + )
o 1—x 2° ), 1+=2 o 1+

11.4 Uneigentliche Integrale

1
fr— = —
@ 52

11.4.1 Unendliches Integralintervall

Definition Sei f : [a,00) — R eine Funktion, die iiber jedem Intervall [a, R), a < R <
oo (Riemann-)integrierbar ist. Falls der Grenzwert limp_, o faR f(z)dx existiert setzt

/aoof(x)da::RlEI;O/aRf(m)dx

/Oodx_ L s>1
1 X8 oo s<1

man

Beispiel

11.5 Cauchy Hauptwert

—0 c—00 —c

P/Oo f(z)dx := lim ) f(z)dx

P := 7principal Value”

oo c b
22" dx = lim 22" dx + lim 22" dr = oo
—o0 a—0 J_ o b—oo J.

00 (&

1

P/ r*tdr = lim ez = lim (= (c*" = (=¢)*")) = 0
o c—=oo J_ . c—o00 27 N e
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11.5.1 Unbeschrankter Integrand

Situation: Integrand wird an einer Stelle zg € [a, b] unbeschrénkt

Definition Sei f : (a,b] — R eine Funktion, die iber jedem Teilintervall [a + n,b], 0 <
n < b — a (Riemann-)integrierbar ist. Falls der Grenzwert lim,_,o ff o (z)dx existiert,

heifit das Integral f: f(x)dz konvergent

b b
/ f(x)dz = lim f(z)dz
a +n

n—0 Jq,

Beispiel

b b
1 1 1 1
/ dz =lim | ——dz = lim —(b* — 1) = =b°
0 n

xl—e n—0 CCl_ n—0 €

Principal value
b

f(z)dx —I—/ f(z)dx

To+n

ro—n

P/f d:L‘—hm

a

11.6 Integralfunktionen
do
X

arctanx =

=
[ e
Ny

erf(z

%\

Elliptisches Integral

11.7 Gamma-Funktion
11.7.1 Definition

[(z):= / t"letat
0
Satz: Esgilt I'(1) =1, T'(m+1) =m!Vn eN, al'(x) =T(z+ 1)
(1) = / etdt = —e P |P=1
0
R R
[(z+1) :/ te~tdt = t%e |§+x/ t"le~tdt
€ S~—— €

R—oot

ft) == = fi{t)=e"
g(t) =t* = zt'™t =g'(t)
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12 Vektoren

12.1 R3
12.1.1 Orthonormal

Lénge eins, senkrecht aufeinander und sie bilden eine Basis, also jeder Vektor hat genau
eine Darstellung:

3
a = ai1€] + ases + azéz = E aRera = arek
k=1

Einsteinsche Summenkonvention

12.2 Skalarprodukt und Kronecker-Symbol
12.2.1 Motivation: mechanische Arbeit
12.2.2 Definition

-,

<@ b>=d-b:=|a|b| cos £(a,b)

12.2.3 Spezialfille

@ und b antiparallel:

12.2.4 Betrag:

12.2.5 Eigenschaften

o Kommutativgesetz
o Homogenitat

e Distributivgesetz
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12.2.6 Orthonormalbasis der kartesischen Koordinatensystem

Basisvektoren €,k = 1,2,4 Orthogonalitit < e, >=0 [ #k Firk =1: <
€k, €, >= cos(0) = 1 Orthonormalitat

12.2.7 Kronecker Symbol

1 k=1
Ot ==
0 k#I

Entspricht Komponenten der Einheitsmatrix Symmetrie gegen Vertauschung der Indizes
$=0{1k} Spur:

3
Ok =Y Ope =3
k=1
Einsteinsche Summenkonvention

12.2.8 Komponentendarstellung des Skalarprodukts

3
a= g ap€r = aR€r
k_
=1 Einsteinsche Summenkonvention
3
b= E bk(‘i?C = bk(‘i?C
k=1
= Einsteinsche Summenkonvention
3 3 3 3
<a,b>:(g ake_;;)-(g brer) = E aipby < €, €] > = g ayby,
~———

13 Matrizen

13.1 Determinante

det A=Y g (sgn(o) T2, @i (;)) Summe iiber alle Permutationen von S, Vorzeichen
der Permutation ist positiv, wenn eine gerade Anzahl an Vertauschungen notwendig ist,
und entsprechend negativ bei einer ungeraden Anzahl.

13.2 Homogenes Gleichungssystem

a1 a2 a13 1
AZI? = O asy agy as3 T2
a3zl agzz ass 3
a1 a2 a3 0
1 a1 +T2 aze +w3 az =0
asy as2 azgz 0

~— ~— ~—

ai as as
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sind a1, a3, a3 linear unabhéngig, dann gibt es nur die Losung 1 = 2o = 23 = 0
Nichttriviale Losung nur wenn dj, a3z, d3 linear abhingic =— A, u € R, sodass z.B.
a1 = Aaa + paiz Wenn ai, da, a3 linear unabhéngig, dann det A = 0.

13.3 Levi Civita Symbol

+1, falls (4,4, k,...) eine gerade Permutation von (1,2,3,...) ist,

€ijk.. = —1, falls (i,7,k,...) eine ungerade Permutation von (1,2,3,...) ist, (1)
0, wenn mindestens zwei Indizes gleich sind.
Ty — 1
1<p<g<n P

Ehm = Ok1(0120m3 — 0130m2) + 9k2(0130m1 — 0110m3) + Ok3(8110m2 — 0120m1)  (3)

13.4 Vektorprodukt / Kreuzprodukt

ai b1 azbz — azby
axb= as X bg = a3b1 — a1b3 (4)
as b3 arby — azby
€ ar b
axb=det 52 ao bQ (5)
3 a3 by
o a2 b2 - |al bl - |al bl
-t as bg €2 as bg‘ + €3 a9 bz (6)
= (GQ b3 — as bg) 51 + (a3 b1 — a1 b3> 52 + (a1 bg — az bl) 53 s (7)

3
axb= E Eijkaibjek = €ijkaibjek
1,5,k=1

13.5 Spatprodukt

(@ % b)&] = Volumen eines Spats

—

(@hd) = (@x b)e= (Ex )b = (bx &)ad = —(b x a)c

13.6 Geschachteltes Vektorprodukt
(b x ¥) = (ad)b — (ab)é = b(ac) — &(ab)

13.6.1 Beweis

ad= (bx ) =ax (eyrbicj€) = epgmapeijrbicjem
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