Projet Hypothése de Riemann — hprzeta 11 mai 2026

Analyse des problémes — Phase 0

de compute_zeros_v2.py a compute_zeros_v3.py

Projet : Hypothése de Riemann — hprzeta
Date : 11 mai 2026
Collaboration : hprzeta & Claude (Anthropic)

Scope : Calcul des 10000 premiers zéros non triviaux de ((s) sur Re(s) = %

Contexte : état de la v2 avant corrections

La version 2 (compute_zeros_v2.py) calculait les zéros non triviaux de ((s) via :

Détection : évaluation point par point de Z(¢) via mpmath.zeta(mpc(0.5, t))
Affinage : méthode d’Illinois (bissection améliorée) via mpmath.findroot ()
Validation : comparaison avec 10 valeurs de référence LMFDB
Parallélisation : aucune (boucle séquentielle pure)

Reésultat : 10142 zéros pour 7' < 10000, durée ~ 21h

L’analyse croisée avec Kimi Al a identifié 6 problémes initiaux. L’analyse du code source par Claude en
a ajouté 2, et 'exécution de la v3 en a révélé 2 autres. Total : 10 problémes identifiés et résolus.

Probléme 1 — Durée excessive : 21h pour T—10 000

Gravité : l Haute

Cause mathématique détaillée
> La fonction Z de Hardy
La fonction Z de Hardy est définie par :

Z(t) = €W . (L +it)

ot 6(t) est la phase de Riemann-Siegel. Z(¢) est une fonction réelle (malgré la présence de 4) : le facteur
e?®) compense exactement la partie imaginaire de ¢ (% +it). Ses zéros coincident avec les zéros non triviaux
de ¢ sur la droite critique.
La v2 calculait directement ((4+it) via mpmath sans exploiter cette structure. Chaque appel mpmath.zeta(mpc (0.5,
t)) déclenche I’algorithme d’Euler-Maclaurin interne MPFR & 50 décimales : cott O(t°) avec une constante
tres élevée.

> La formule de Riemann-Siegel (1932) — d’ou vient N ?

Etape 1 — Rappel de la formule.

La question clé : d’on1 vient ce N ?

Etape 2 — L’origine de N : ’équation fonctionnelle. La fonction zéta vérifie ’équation fonctionnelle :

C(s) = x(s)¢(1—s)
Pour calculer ¢ (% + it), on développe chaque coté en série de Dirichlet :

o0

)=

n=1
La série compléte est infinie : impossible & sommer directement. Riemann a montré qu’on peut tronquer
cette somme & un N fini et compenser l'erreur par un reste R(t).
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Etape 3 — La borne naturelle N. La coupure optimale apparait en cherchant ot les termes de la série
cessent de décroitre. Le terme général est 1/n'/2%% de module 1//n. En suivant le col de la phase ¢Inn,
on trouve que la contribution devient négligeable quand :

/1
n > g

Donc on tronque a :

C’est la borne de Riemann-Siegel. Au-dela de n = N, les termes oscillent trop vite et leur contribution
moyenne est capturée par R(t).

Etape 4 — Calcul numérique concret.
t t/2r  \/t/2mr N =]
100 15.9 3.99 3
10000 1591 39.9 39
100 000 15915 126 126
1000000 159155 399 399

Etape 5 — Pourquoi 60x plus lent entre 7" = 10000 et 7= 1000000 ? Chaque évaluation de Z(t)
colite exactement N (t) additions :
t

Cotit(t) < N(t) = o

Le rapport de vitesse :
Cout(10°)  N(10°) 399 10
Cout(104) ~ N(10%) — 39 ~

Mais il y a aussi 10x plus de zéros & trouver (1747146 vs 10142), donc :

Temps total(10°) 1747146
~10x ———— ~ 1720
Temps total(10%) x 10142 *

En pratique : si 7 = 10000 prend 1h — T = 1000000 prend = 70 jours sur 4 coeurs avec notre
méthode actuelle. C’est pourquoi l'utilisateur a lancé le calcul & 21h et il tournait encore le lendemain
matin.

Solution apportée : formule de Riemann-Siegel implémentée
Stratégie hybride adoptée en v3 :

1. Détection des changements de signe — Z_RS (rapide, O(v/t), sans appel mpmath)
2. Affinage dans [t,,1p] — Z_fast avec mpmath (précis, uniquement au voisinage du zéro détecté)

Fichier créé : riemann_siegel.py
Terme de reste R(t) : avec u = 2(\/t/27r — N) — 1 € [-1,1] et ¥(u) = cos(m(u?/2 + 3/8))/ cos(ru) :
R(t) ~ (-1)N7' - (t/2m) % [Co U (u) + C1 T (u)]

Le terme Cp - ¥(u) seul donne une erreur O(t=3/%), suffisante pour détecter les changements de signe.
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Résultats mesurés

Meéthode T=1000 Vitesse Gain

v2 (mpmath.zeta direct) ~ 2h 0.1z/s —
v3 (RS + paralléle 4 coeurs) 6.8 min 1.6 z/s  x17

Probléme 2 — 0(t) lent via loggamma

Gravité : Bl Haute (identifié par Claude, absent du rapport Kimi)
Cause mathématique
La phase de Riemann-Siegel est définie exactement par :
0(t) = Im|l Lo & i 1
(#) = Im[InT(3 + 3)] - glnw
La v2 appelait mpmath.loggamma() & chaque évaluation de Z(t), soit des millions d’appels MPFR & 50
décimales. Or loggamma utilise I’arithmétique MPFR interne — trés cotiteux.

Solution : expansion asymptotique de Stirling

Pour t — oo, ’expansion asymptotique de Stirling de InT" donne :

g(t)_flni_f_ﬁ_,_ 1 + v 38l
2 2 2 8 48t 5760t3 80640 t°
~—~ ———  ——
terme Bo terme By terme Bg

+O(t™7)

Coefficients de Bernoulli utilisés : Les termes correctifs proviennent du développement de Stirling :

Bsy,
2k (2k — 1) 2h1

avec By = %, By = —%, Bg = 4—12, d’ou :
1 7 31
48t7 576037 80640t

Précision : erreur < 107 pour ¢t > 20, erreur < 107'® pour ¢ > 100. Pour ¢t < 20 (premiers zéros
seulement), bascule automatique sur mpmath exact.

Cette formule n’utilise que des opérations flottantes standard (math.log, divisions) — aucun
appel mpmath, aucune arithmétique multi-précision.

Fichier créé : theta_rapide.py
Gain mesuré : ~ x10 sur 6(t) seul (200 points dans [100,5000], erreur max < 10~!%).

> Optimisation supplémentaire de Z(t)

La v3 calcule aussi Z(t) plus efficacement en évitant la création de nombres complexes intermédiaires :
Z(t) = cosO(t) - Re[¢(% +it)] —sinf(t) - Im[¢(5 + it)]

Cette formule extrait directement la partie réelle sans créer .

Probléme 3 — Dépendance totale & mpmath.zeta()

Gravité : l Moyenne
La v2 n’avait aucune implémentation propre de Z(t) : tout reposait sur la boite noire mpmath.zeta().
Cela rendait impossible :

e toute optimisation du coeur de calcul
e la transition vers C/C++ ultérieurement
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e la compréhension de la source d’erreur en cas de zéro manqué
Solution : riemann_siegel.py implémente Z(¢) from scratch. La stratégie hybride adoptée :

1. Détection des changements de signe — Z_RS (rapide, O(v/1))
2. Affinage dans [t,,t;] — Z_fast avec mpmath (précis, uniquement au voisinage)

Probléme 4 — Pas de validation rigoureuse (méthode Turing)

Gravité : M Haute

Probléme avec la v2

La v2 vérifiait uniquement les 10 premiéres valeurs LMFDB. Cette vérification prouve la précision des
zéros calculés, mais ne prouve pas que tous les zéros ont été trouvés : si un zéro est manqué, il
n’apparait pas dans la liste et aucune alarme n’est déclenchée.

Théorie : formule de Riemann—von Mangoldt

Le nombre exact de zéros non triviaux p = 5+ iy avec 0 < v < T est :

o(T
N(T) = % +1+8(T)
ou :
e §(T)/m + 1 — estimation continue (formule de Weyl)
o S(T) = Larg((5 +iT) — correction entiére, bornée par |S(T)| < C logT/loglog T

Méthode de Backlund (1914)

S(T) se calcule en suivant la variation de I'argument de ¢ le long du chemin horizontal Im(s) = T, de
Re(s) = +00 & Re(s) = § :
o=1/2

S(T) ! [arg C(o+ ZT)}

- ; o=4+0o0

Pour o — 400 : ((6+4T) — 1, donc arg = 0. On discrétise le chemin en n, = 50 points de omax = 3 jusqu’a
o= %, en accumulant la variation d’argument (correction de branche 427 pour suivre la détermination
continue).

Critére de Turing (1953)
Enoncé : si pour tout 7}, dans la liste calculée :

1. Z(Ty, —¢€) - Z(Ty, +€) < 0 (vrai changement de signe)
2. N(Tmax) = #{tn < Tmax dans la liste}

alors aucun zéro n’a été omis dans [0, Tiyax]-

Bug d’affichage découvert et corrigé

La premiére implémentation affichait MANQUE -1 quand le comptage était en surplus. Un surplus vient
du chevauchement des workers aux jonctions de segments : ce n’est PAS une erreur.

T Calculés Attendus Delta Statut avant
Statut aprés
169.91 64 63 -1 x MANQUE -1
A SURPLUS +1
338.34 162 160 -2 x MANQUE -2

A SURPLUS +2

Logique corrigée :

e =0— v OK
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e § >0 — x MANQUE (zéros vraiment absents)
e § <0 — A SURPLUS (zéros en trop — normal avec chevauchement)

Fichier créé : turing_validation.py

Probléme 5 — Pas de calcul paralléle

Gravité : M Moyenne

Pourquoi joblib est incompatible avec mpmath
mpmath utilise GMP (GNU Multiple Precision) via MPFR. GMP maintient un état global (allocateurs
meémoire, précision courante) non thread-safe :

e joblib avec backend="threading" — corruption mémoire (méme espace GMP partagé)
e joblib avec backend="loky" (fork) — comportement indéfini sur Linux aprés fork+GMP

Solution : multiprocessing avec processus isolés

Chaque processus enfant obtient sa propre copie de ’'état GMP aprés fork. Architecture :

Processus principal (orchestrateur)
Partitionne [T_min, T_max] en N segments avec chevauchement 4x*STEP
Lance N processus via multiprocessing.Pool

+-- Worker 0 : [14, 25111 --> resultats partiels
+-- Worker 1 : [2509, 5008] --> resultats partiels
+-- Worker 2 : [5005, 7504] --> resultats partiels
+-- Worker 3 : [7502, 10000] --> resultats partiels

|

Fusion + deduplication (distance < 0.01 --> meme zero)

Liste finale triee

Note sur le chevauchement : chaque segment chevauche le suivant de 4 x STEP pour garantir qu’aucun
zéro a la jonction n’est raté. La déduplication supprime ensuite les doublons.

Résultats mesurés — T=1000, 4 workers

Worker Segment Zéros Durée Pourquoi plus lent ?

0 [14, 261] 115 83s N =~ 3-6 termes RS
1 [259, 508] 162 219s N =~ 6-9 termes RS
2 [505, 754] 182 249s N =~ 9-11 termes RS
3 [752, 1000] 195 296s N ~ 11-12 termes RS

Les workers traitant les grands ¢ sont plus lents car N(t) = |\/t/27] croit — plus de termes & calculer
par évaluation de Z(t).

Fichier créé : parallel_scanner.py
Gain : x4 sur 4 ceeurs (overhead de communication =~ 10%)

Probléme 6 — Précision fixe a 50 décimales

Gravité : M Moyenne
La v2 fixait mp.dps = 50 pour toutes les opérations, y compris la détection des changements de signe ou
15 décimales suffisent.

Opération Précision v2 Précision v3
Détection de signe (Z_RS) 50 dps 0 dps (float64 pur)
Affinage Illinois 50 dps 35 dps
Vérification LMFDB 50 dps 35 dps
Validation Turing N (T') 50 dps 30 dps

35 dps donne une précision de ~ 10735, largement suffisant pour localiser les zéros & 107! prés.
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Probléme 7 — Double appel zeta() redondant

Gravité : Bl Moyenne (identifié par Claude)
Dans la v2, aprés laffinage Illinois, le code vérifiait le résidu via un second appel & zeta() :

# v2 -- double appel inutile
t0 = findroot(lambda x: Z_fast(x), ...) # Illinois --> appel zeta
residu = abs(zeta(mpc(0.5, t0))) # verification --> 2eme appel zeta

Ce double appel doublait le cotit de chaque zéro trouvé. Il est supprimé en v3 car si Illinois a
converge, | Zest(to)| < € par définition — la vérification est redondante.

Probléme 8 — STEP trop grand : zéros manquants

Gravité : Bl Haute (découvert a ’exécution)

Cause mathématique

L’espacement, moyen entre zéros consécutifs est donné par la formule de Weyl :

— 2

A ~ -
O ~ S

t A(t)

100 1.59

1000 1.24

10000  0.84

100000 0.70

Mais ’espacement minimum entre deux zéros consécutifs peut étre bien plus petit. Certaines paires de
zéros sont espaceées de seulement ~ 0.1 (zones de forte densité, prés des zéros “‘jumaux”).
Illustration du probléme avec STEP = 0.413 :

STEP = 0.413
Zéro Z¥ro B _
grille grivlle

cement, = (.12 ; ,
STEE enjambe ?os deux zéros = manqués !

Diagnostic sur les résultats réels
Avec STEP = 0.413 (formule +3), T'= 1000 :

T Calculés Attendus Delta Statut
169.91 64 63 -1 /A SURPLUS +1
792.89 484 486 +2 x MANQUE 2
998.83 646 647 +1 x MANQUE 1

Avec STEP = 0.28 (formule +3), 7= 10000 — le probléme s’aggrave :

T Calculés Attendus Delta Statut
1425.87 1005 1004 -1 A\ SURPLUS +1
3050.80 2513 2518 +5 x MANQUE 5
5499.61 5026 5056 +30 x MANQUE 30
7797.94 7539 7599 +60 x MANQUE 60

9998.85 10052 10141 +89 x MANQUE 89
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Le nombre de manquants s’aggrave avec t : confirmation que le STEP est trop grand aux grands ¢, 1a
ou les zéros se resserrent.

Solution : plafond de sécurité

STEP = min(A(j;maX), 0.10)

Le plafond 0.10 est justifié par la conjecture de Montgomery : pour 7 < 10°, I’espacement minimum
entre deux zéros consécutifs ne descend pas sous ~ 0.05. Un STEP = 0.10 garantit au moins 2 points dans
Iintervalle le plus étroit.

Impact sur le temps de calcul :

Tinax STEP ancien STEP nouveau Ralentissement détection
1000 0.413 0.10 x4.1
10000 0.280 0.10 x2.8
100000 0.230 0.10 x2.3

Ce ralentissement est compensé par le batch numpy (probléme 1 — solution étendue).

Probléme 9 — plt.show() bloquant

Gravité : Bl Faible (mais bloquait la génération du log)
matplotlib.pyplot.show() est une fonction bloquante : le programme Python s’arréte sur cette ligne
et attend la fermeture manuelle de la fenétre graphique. Tout le code suivant ne s’exécute pas.

# v3 initiale -- bloquant

plt.savefig(...)

plt.show () # programme gele ici

ecrire_log(...) # jamais atteint tant que la fenetre est ouverte
# v3 corrigee -- non bloquant
plt.savefig(str(dossier / nom_png), dpi=150)
plt.close () # fermeture immediate, pas de fenetre
print(f" Graphique sauvegarde --> ouvrir manuellement")
ecrire_log(...) # atteint immediatement

Récapitulatif global des corrections v3

# Probléme Gravité Fichier Statut
1 Durée 21h B Haute riemann_siegel.py v
2 6(t) lent via loggamma B Haute theta_rapide.py v
3 Dépendance mpmath.zeta M Moyenne riemann_siegel.py v
4  Pas de validation Turing B Haute turing_validation.py
5 Pas de paralléle B Moyenne parallel_scanner.py v
6  Précision 50 dps fixe B Moyenne compute_zeros_v3.py v
7 Double appel zeta() B Moyenne compute_zeros_v3.py v
8 STEP trop grand B Haute compute_zeros_v3.py Vv
9 plt.show() bloquant H Faible compute_zeros_v3.py v
10 Bug affichage Turing B Moyenne turing_validation.py




Projet Hypothése de Riemann — hprzeta

11 mai 2026

Gains mesurés

Métrique v2 v3 Gain
Durée (T=1000) ~ 2h 6.8 min x17
Vitesse 0.1z/s 1.6 z/s x16

Validation Turing x absente v implémentée —

Fichier log
Vérif. LMFDB

X absent
10 zéros

v’ généré —
20 zéros X2

Architecture finale — 5 fichiers

src/calculs/optimisation/
|-- theta_rapide.py

|-- riemann_siegel.py

|-- turing_validation.py
|-- parallel_scanner.py
-- compute_zeros_v3.py

theta(t) asymptotique
Z(t) formule RS

N(T) Backlund

4 workers multiprocessing
Orchestrateur principal

x10 vs loggamma
x50 vs mpmath.zeta
completude garantie

Questions ouvertes et perspectives hardware

Méthode d’Odlyzko-Schonhage (OS) — pourquoi elle change tout

La méthode OS (1988) utilise la FFT pour évaluer Z(t) sur un bloc de M points simultanément avec une
complexité réduite de O(N) a O(N'/3) par point en moyenne.

Principe du batch numpy (version simplifiée implémentée) :

Au lieu de boucler sur ¢ :

# Ancien -- boucle Python
for t in grille: # boucle Python lente
for n in range(1l, N+1): # N additions par t
Z += cos(...) / sqrt(n)

On calcule la matrice de phases (M x N) en une seule opération :

# Nouveau -- vectorise numpy
phases = thetas[:,None] - ts[:,None] * log_ns[None,:] # (M x N)
Z = 2 * np.dot(np.cos(phases), inv_sqn) # somme vectorielle

Le CPU traite 8 flottants a la fois (AVX2) au lieu de 1. Gain : x7 & x15.

Méthode Cott /zéro Python ? Gain
mpmath.zeta direct (v2) O(t°) élevé v lent —

RS scalaire (v3) O(Vt) v x17
Batch numpy (v3 étendue) O(+/t/SIMD) v xT7-15 supp.

Odlyzko-Schénhage vrai O(t'/6+¢) x C+NUFFT x 100+

Limites hardware — i7 4 cceurs, 8 GB RAM + 16 GB swap

Contrainte RAM (batch numpy) : Pour un bloc de M points et une borne N, la matrice de phases
occupe :
RAMyorker = M X N x 8bytes (float64)

Exemple & T = 10° (N = 399, M = 1000) : 1000 x 399 x 8 = 3.2MB par worker, soit ~ 13MB pour 4
workers. La RAM n’est pas le facteur limitant jusqu’a 7 = 107.
Projection compléte :
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Trnax Zéros N RS v3 actuelle -+ batch numpy
10* 10142 39 ~ l1h ~ 8 min
10° 138067 126  ~ 20-40h ~ 4-6h

5x 10>  ~ 750000 281 ~ 3 sem. ~2j
106 1747146 399 ~ 70 j ~5]
107 ~20x 10% 1261 années mois

« Estimation initiale erronée : voir section |12.2

Saturation CPU 1 semaine : T ~ 200000 (v3+batch) ou T =~ 10° (vrai OS)

Roadmap vers C/C++/ASM

1. Etape A — Module C via ctypes (gain x5-10)
Réécrire Z_RS et Z_batch en C avec libmpfr. L’orchestrateur Python reste inchangé, seul le cceur de
calcul passe en C compilé : Python (orchestration) — ctypes — C (calcul Z_RS, Z_batch)

2. Etape B — Bibliothéque Arb (gain x10-50)
Arb (Fredrik Johansson) implémente larithmétique d’intervalles en C et contient une version partielle
de ’algorithme OS, accessible via python-flint.

3. Etape C — Intrinséques AVX2/AVX-512 (gain marginal)
Vectorisation manuelle des boucles critiques. Utile seulement si étapes A et B ne saturent pas déja le

pipeline.

4. Etape D — GPU (CUDA /OpenCL)
La somme RS est parfaitement parallélisable sur GPU. Un GPU moderne (4000+ cceurs CUDA) peut

traiter des blocs de millions de points

Correction : ’erreur d’estimation sur

> L’erreur commise

simultanément.

T = 100000

Dans la session du 11 mai 2026, une estimation erronée a été donnée :

Estimé (erroné) Réel
N (100000) 49 346 138067
Temps v3 CPU ~ 10h ~ 20-40h
Temps + batch ~ 45 min =~ 4—6h
> Pourquoi ’estimation était fausse
La formule de Weyl exacte pour N(T') est :
T T
N(T) = —ln—
2 2me

Calcul correct pour T'= 100000 :

N(100000) =

100000 100000
-In

= 15916 x 8.68 ~ 138067

2me

L’erreur provenait d’une mauvaise application de la formule : % -In % (sans le facteur e au dénominateur),

donnant ~ 49000 au lieu de 138 000 — soit

Conséquence pratique :

un facteur ~ 2.8x.

l'utilisateur a lancé T" = 100000 & 22h et le calcul tournait toujours le

lendemain matin aprés > 10h, conformément a ’estimation corrigée (20-40h sans batch). Le calcul a
été interrompu pour passer d’abord & la validation 7' = 10000 + activation GPU.

> Tableau des N(T) exacts

T Formule N(T) exact Erreur si e oublié
1000 1000y, 1000 649 —-35%
10000 % In @ 10142 —28%
100000 10000 1 100000 35 067 —64Y%
1000000 A%, 100 1747146 ~57%
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L’erreur relative augmente avec T car In(7'/2me) diverge de In(T'/27) proportionnellement & 1/1n(T'/27).

GPU NVIDIA GTX 960M — analyse et intégration

> Spécifications et impact pour le projet

Spec Valeur Impact pour Riemann
Modele GTX 960M GPU laptop Maxwell 2014
Coeurs CUDA 640 640 opérations simultanées
VRAM 4096 MB Limite la taille des blocs
VRAM libre ~ 4040 MB Quasi tout disponible
Compute capability 5.0 CUDA 12 supporté

Version CUDA installée 12.0 (V12.0.140) cupy-cudal2x requis

> Pourquoi le GPU accélére la somme de Riemann-Siegel

Le cceur du calcul est la matrice de phases :

phases[k,n] = 0(ty) — tx - In(n) (M x N valeurs)

Sur CPU (i7, 4 coeurs) : AVX2 traite 4 doubles simultanément par coeur, soit 4 X 4 = 16 opérations/-

cycle.

Sur GPU (GTX 960M, 640 CUDA cores) : 640 opérations simultanées — mais avec une latence

mémoire plus élevée (transfert PCle CPU«+GPU).

Unité Op. simultanées Latence

CPU i7 (AVX2) 4x8=232 faible (L1/L2 cache)
GPU GTX 960M 640 élevée (PCle, = 5-10us)
Ratio théorique 640/32 = 20x —

Gain réel x8-12 (overhead copie)

> Calcul de la taille de bloc optimale (VRAM 4 GB)

RAMpje = M X N x 8bytes < 1500MB (sécurité)

1500 x 106
Mpyax = ——5—
& N x 8

T N termes RS M.« GPU RAM bloc
10000 39 4807692 ~ 1.5 GB
100000 126 1488095 ~ 1.5 GB
500000 281 667617 ~ 1.5 GB
1000000 399 470677 ~ 1.5 GB

Conclusion :
Le facteur limitant reste le temps de calcul des 640 cceurs vs les 10 142+ zéros a trouver.

> Projection avec GPU GTX 960M

Trnax Zéros v3 CPU seule + batch CPU + batch GPU 960M

10000 10142 ~ 1h =~ 8 min ~ 3-5 min

100000 138067 ~ 20h ~ 4h ~ 1lh

500000 = 750000 ~ 3 sem. ~ 2] ~ 5h
Intégration CuPy — problémes rencontrés et solutions

> Probléme 1 : cupy-cudalix installé mais CUDA 12.0 sur le systéme

Erreur obtenue :

OSError:

RuntimeError:

libnvrtc.so.11.2:

cannot open shared object file

CuPy failed to load libnvrtc.so.11.2
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Cause : CuPy est compilé contre une version spécifique de libnvrtc (le compilateur JIT CUDA).
cupy-cudalix cherche libnvrtc.so.11.2 mais le systéme a CUDA 12.0 installé : seule libnvrtc.so.12 est
présente.

Pourquoi libnvrtc est nécessaire : CuPy compile les kernels CUDA a la volée (JIT — Just In Time)
via nvrtc (NVIDIA Runtime Compilation). Chaque opération numpy-like (cp.cos, cp.dot...) génére
du code CUDA au premier appel. Sans 1ibnvrtc, aucun kernel ne peut étre compilé.

Solution : faire correspondre la version CuPy avec la version CUDA du systéme.

> Découverte de la version CUDA installée

$ nvcc --version

nvcec: NVIDIA (R) Cuda compiler driver

Cuda compilation tools, release 12.0, V12.0.140
Build cuda_12.0.r12.0/compiler .32267302_0

CUDA 12.0 confirmé — il faut cupy-cudal2x.

> Probléme 2 : conflit numpy lors de I’installation simultanée

cupy-cudal2x 14.0.1 requires numpy<2.6,>=2.0
cupy-cudalll 12.3.0 requires numpy<1.29,>=1.20
ERROR: cupy-cudal2x requires numpy>=2.0, but numpy 1.26.4 installed

Les deux versions de CuPy avaient des exigences numpy incompatibles. Solution :

pip uninstall cupy-cudalll -y
pip install cupy-cudal2x
pip install "numpy>=2.0"

> Architecture du fallback CPU dans riemann_siegel_batch.py

Pour éviter tout blocage si CuPy est instable, le fichier implémente un fallback automatique CPU a
trois niveaux :

1. Import CuPy : si import cupy échoue — mode CPU numpy silencieusement

Détection GPU : si getDeviceCount ()==0 — mode CPU (CuPy installé mais pas de GPU)

3. Erreur runtime : si le premier calcul GPU échoue (ex : libnvrtc manquant) — bascule CPU +
message explicatif

o

# Niveau 1 -- import
try:
import cupy as cp

except ImportError:
Xp = np # fallback silencieux

# Niveau 3 -- runtime dans _bloc_gpu()

try:
phases = thetas_g[:,None] - ts_gl[:,Nonel*log_ns_g[None,:]
Z_g = 2.0 * cp.dot(cp.cos(phases), inv_sqn_g)
return cp.asnumpy(Z_g)

except Exception as e:
_GPU_DISPONIBLE = False # desactiver GPU pour la suite
return _bloc_cpu(...) # recalcul CPU immediat

Avantage : le calcul ne s’interrompt jamais & cause de la GPU ; il se dégrade gracieusement vers CPU.

Question ouverte : zéros manquants et garantie de complétude
La validation Turing-Backlund prouve la complétude a posteriori. La vraie garantie viendrait d’'une borne
prouvée sur le STEP minimum nécessaire. La conjecture de Montgomery sur ’espacement minimal prédit

que pour 7' < T :
C

log Ty

min (tp41 — tn) >
n

Cette borne est connue inconditionnellement seulement sous forme trés faible. En pratique, STEP = 0.10
s’est avéré suffisant pour 7' < 1000 dans nos tests, mais une preuve formelle nécessiterait le critére de Turing
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étendu.

Question ouverte : vers la GRH et les fonctions L

Une fois les 10000 premiers zéros calculés et validés, la prochaine étape théorique naturelle est I’étude
des fonctions L de Dirichlet : -
x(n)
L(s,x) =) e
n=1

ou x est un caractére de Dirichlet. La Hypothése de Riemann Généralisée (GRH) prédit que tous

leurs zéros non triviaux vérifient Re(s) = i. Les méthodes développées ici (RS, Turing, parallélisation)

2
s’appliquent directement.

Benchmarks de performance — 15 minutes

Contexte et objectif

Aprés Iimplémentation de riemann_siegel_batch.py (vectorisation numpy/CuPy), 'objectif est de
mesurer le gain réel sur la machine de développement (i7 4 coeurs, 8 GB RAM, GTX 960M) via un
script dédié benchmark_15min.py.

Principe : chaque mode tourne exactement 15 minutes sur le segment [14, T,ax], puis rapporte le nombre
de zéros trouvés et la vitesse moyenne. Trois modes compétiteurs :

e cpu : Z(t) scalaire point par point (boucle Python + mpmath)
e batch cpu: Z(t) vectorisé numpy (matrices M x N)
e batch gpu : méme code mais sur GPU via CuPy (fallback CPU si CuPy indisponible)

# Lancement dans 3 terminaux simultanement

python benchmark_15min.py --mode cpu --tmax 10000 --duree 15
python benchmark_15min.py --mode batch_cpu --tmax 10000 --duree 15
python benchmark_15min.py --mode batch_gpu --tmax 10000 --duree 15

Test 1 — T=2500, 3 terminaux concurrents

> Résultats

Mode Zéros Vitesse Evals Durée

CPU 636 0.705 z/s 9696 15.04 min
BATCH CPU 567 0.63 z/s 15003 15.01 min
BATCH GPU o971 0.634 z/s 15003 15.01 min

> Analyse : pourquoi le CPU scalaire gagne 7

Trois causes expliquées :

Cause A — N trop petit. Sur 7" = 2500, N = [1/2500/27| = 20 termes RS. La matrice de phases
fait 5000 x 20 = 100000 cellules — 'overhead de création numpy dépasse le gain de vectorisation pour des
blocs aussi petits.

Cause B — Compétition CPU entre 3 processus batch. NumPy utilise BLAS (opérations ma-
tricielles multi-threads). Avec 3 processus batch simultanés, ils se battent pour les mémes coeurs AVX2. Le
CPU scalaire utilise une boucle Python légére qui ne fait pas appel & BLAS.

Cause C — Le goulot d’étranglement est ’affinage Illinois. L’affinage mpmath représente 80-90%
du temps total. Le batch n’accélére que la détection (10-20%) :

Temps total = Détection Z(t) + Affinage Illinois

10-20%, batch aide  80-90%, batch n’aide pas

Test 2 — T—=10 000, 3 terminaux concurrents
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> Résultats

Mode Zéros Vitesse Evals t atteint
CPU 604 0.671 z/s 9302 944
BATCH CPU 540 0.599 z/s 15003 1041
BATCH_ GPU 542 0.602 z/s 15003 1044

Observation clé :

BATCH_CPU a scanné plus loin (t = 1041 vs t = 944) mais trouvé 141 zéros de

moins qu’attendu. N(1041) = 681 zéros attendus mais seulement 540 trouvés : la contention mpmath entre

3 processus fait rater des zéros.

Confirmation : BATCH _GPU = BATCH _CPU (542 vs 540 zéros) : la GPU n’est pas utilisée —

voir section suivante.

Problémes CuPy rencontrés

> Erreur 1 : module ’cupy’ has no attribute ’cuda’

’cupy’ has no attribute

’cuda’) mode CPU numpy

Cause : conflit de versions entre cupy-cudal2x (qui requiert numpy>=2.0) et cupy-cudalll (qui requiert

numpy<1.29).
module.
Solution :

Les deux versions étaient installées simultanément, causant une importation partielle du

pip uninstall cupy-cudal2x cupy-cudalll cupy-cudallx -y
pip install cupy-cudal2x --force-reinstall

> Confirmation GPU aprés correction

$ python -c "import cupy as cp; print(cp.cuda.runtime.getDeviceCount ())"
1 GPU(s) detectee(s)

GPU O : NVIDIA GeForce GTX 960M

Probléme du double GPU laptop
> Architecture

Les laptops modernes ont deux GPU :

GPU

Roéle

Calcul CUDA ?

Intel HD Graphics 620 Affichage écran (économe) X

NVIDIA GTX 960M

Calcul intensif

v

> Mode on-demand (actif par défaut)

$ sudo prime-select query
on-demand

En mode on-demand, le systéme utilise I'Intel pour tout afin d’économiser la batterie. La NVIDIA ne
s’active que si on précise des variables d’environnement spéciales :

__NV_PRIME_RENDER_OFFLOAD=1

python benchmark_15min.py --mode batch_gpu

Conséquence :

__GLX_VENDOR_LIBRARY_NAME=nvidia \

nvidia-smi montrait GPU-Util = 0% méme pendant le mode batch_gpu, car le

fallback CPU était actif ET la GPU n’était pas sélectionnée par le systéme.

> Solution définitive :

sudo prime-select nvidia
sudo reboot

basculer sur NVIDIA permanent

Aprés reboot, la GTX 960M gére tout — affichage et calcul CUDA — sans variables d’environnement.
C’est le mode recommandé pour un poste de travail dédié au calcul intensif.
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Test équitable — CPU seul (référence)

Le test concurrent biaisant les résultats, un test équitable (un seul mode a la fois) a été lancé :

I python benchmark_15min.py --mode cpu --tmax 10000 --duree 15

Résultats intermédiaires observés :

Zéro # t  Vitesse courante

400 679 1.40 z/s
410 694 1.38 z/s
419 705 1.36 z/s
Observation : vitesse ~ 1.4 z/s seul vs 0.67 z/s avec 3 processus concurrents — facteur x2.1 de

contention confirmé. Les prochains tests batch _cpu et batch _gpu (séquentiels, aprés reboot sur NVIDIA)
donneront les chiffres réels.

Plan des prochains benchmarks (aprés reboot NVIDIA)

1. batch_cpu seul — référence vectorielle sans GPU
2. batch_gpu seul — avec GTX 960M active (nvidia-smi > 0%)
3. Comparaison finale : CPU / batch_cpu / batch _gpu

Document généré le 11 mai 2026 — Projet Hypothése de Riemann hprzeta
compute_zeros_v2.py — compute_zeros_v3.py — Phase 0 compléte
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