Akademia Sztuki Kwantowej — Kwantowe Wyzarzanie

Materiaty do 2-dniowego szkolenia z kwantowego wyzarzania (quantum annealing) i kombinato-
rycznych probleméw optymalizacyjnych.

Zawartoscé kursu

Kwantowe_wyzarzanie_kombinatorycznych_problemow_optymalizacyjnych/

Dzien_1/ - teoria (model Isinga, QUBO, twierdzenie adiabatyczne, D-Wave)
Dzien_2/ - praktyka (SA, symulowana bifurkacja, branch & bound, GPU)
pliki_pomocnicze/ - moduly Python + instancje testowe

Dzien 1 (teoria): 1. Przygotowanie Srodowiska 2. Klasyczny model Isinga 3. Model QUBO —
kodowanie probleméw 4. Przykifady: Max-Cut, kolorowanie grafu, TSP 5. Algorytm wyczerpujgcego
przeszukiwania (brute force) 6. Przeglad algorytmdéw heurystycznych 7. Kwantowy model Isinga 8.
Twierdzenie adiabatyczne i wyzarzanie kwantowe 9. Procesor D-Wave

Dzien 2 (praktyka): 1. Praca z wyzarzaczami kwantowymi (D-Wave Ocean SDK) 2. Symulowane
wyzarzanie (SA) 3. Symulowana bifurkacja (SB) 4. Wyzarzanie rownolegte 5. Heurystyczny branch
& bound 6. Implementacja GPU (CuPy)

Szybki start

git clone https://github.com/iitis/AkademiaSztukiKwantowej.git
cd AkademiaSztukiKwantowej

pip install -r requirements.txt

jupyter notebook

Notebooki korzystajgce z D-Wave wymagajg konta na https://cloud.dwavesys.com i skon-
figurowanego tokenu (dwave config create).

Notebook GPU (Dzien_2/06_GPU.ipynb) wymaga osobnej instalacji CuPy dopasowanej do
lokalnej wersji CUDA.

Notebooki z katalogu Dzien_2/benchmarks/ wymagajg dodatkowego srodowiska ekspery-
mentalnego (GPU, CuPy/PyTorch CUDA oraz zewnetrzne biblioteki takie jak simulated_bifurcation,
omnisolver, scikit-learn) i nie s czescig domysinego smoke testu.

Testy

pip install pytest
pytest tests/ -v

Testy weryfikuja poprawnos¢ matematyczng funkcji konwertujgcych Ising & QUBO oraz obliczania
energii.

Struktura plikdw pomocniczych

Plik Co robi

funkcje_pomocnicze.py Wczytywanie instancji, konwersja Ising«»QUBO, obliczanie
energii

funkcje_pomocnicze_gpu.py Wersja GPU (CuPy) obliczania energii



Plik Co robi

generacja_instancji.py Generowanie losowych instancji Isinga na grafach
Pegasus/Grid

instancje/ Gotowe instancje testowe (P2-P16, Grid5-Grid100, K8)

Ci

GitHub Actions uruchamia automatycznie: - testy jednostkowe przy kazdym push - nieblokujacy
smoke test notebookdéw przy push do master / main oraz przy PR do gtéwnej gatezi

Smoke test pomija notebooki wymagajgce zewnetrznego Srodowiska (D-Wave Cloud, GPU/CuPy oraz
katalog Dzien_2/benchmarks), wiec jego celem jest szybkie wykrywanie regresji uruchomieniowych w
pozostatych materiatach.

Licencja

Apache 2.0 — szczegdty w pliku LICENSE.


LICENSE

00 Przygotowanie srodowiska pracy
May 26, 2026

1 Pozyskanie plikoéw

Wejdz na https://github.com/iitis/ AkademiaSztukiKwantowej - jest to repozytorium z tym szkole-
niem. Systemy Linux z reguly maja docelowo zainstalowane Git. W pozostatych przypadkach
trzeba go zainstalowaé recznie. Mozna to zrobié¢ tutaj.

1. kopiuj URL repozytorium z GitHub (zakladka Code — HTTPS).
2. W terminalu przejdz do katalogu, gdzie chcesz je mie¢ i wykonaj:
git clone https://github.com/iitis/ AkademiaSztukiKwantowej.git
3. Wejdz do katalogu repo:
cd AkademiaSztukiKwantowej
4. Przelacz sie na galaz ze szkoleniem
git checkout bg/quantum_ annealing

5. Polecane jest utworzenie wlasnej gatezi. Pozwoli to trzymaé¢ wlasne rozwigzania w repozyto-
rium

git branch nazwa_ galezi

git checkout nazwa_ galezi

2 Konfiguracja gléwnego srodowiska pracy

2.1 Niezbedne minimum

Zainstaluj jezyk programowania Python (do Sciagniecia tutaj) w wersji 3.12. Nastepnie postepuj
od kroku 5 w standardowej instalacji.

2.2 Standardowa instalacja

W trakcie szkoleniu bedziemy gléwnie postugiwaé sie jezykiem programowania Python. W komput-
erach kwantowych czesto jest uzywany jako API. Zakladamy korzystanie z Anaconda - dystrybucji
Pythona dedykowanej analizie danych i zastosowaniom naukowych. Do instalacji, aktualizacji i
zarzadzania $rodowiskami korzysta¢ bedziemy z menedzera pakietéw Conda.

1. Zainstaluj conda


https://git-scm.com/downloads
https://www.python.org/downloads/

o Przejdz na oficjalng strone Anaconda, gdzie mozesz pobraé¢ wybrany instalator (Mini-
conda, Anaconda Distribution lub Miniforge). Wiecej informacji o kazdym z tych insta-
latoréw znajdziesz w dokumentacji instalacji conda. Po pobraniu, zainstaluj conda.

Kolejne kroki wykonujemy w terminalu systemowym / conda

2. Utworz srodowisko wirtualne.
o W teminalu systemowym/anaconda prompt wpisz:

conda create —name szkolenia
3. Aktywuj érodowisko:
o W teminalu/anaconda prompt wpisz:
conda activate szkolenia

ilekro¢ bedziemy przetacza¢ sie miedzy Srodowiskami nalezy zdezaktywowac biezace $rodowisko
conda deactivate i aktywowacé inne.

4. Zainstaluj Pythona w wymaganej wersji. Conda pozwala operowaé réznymi wersjami pythona
dla kazdego srodowiska.
o W teminalu/anaconda prompt wpisz:

conda install python=3.12

weryfikacje instalacji mozna wykona¢ komenda python --version
5. Instalacja Ipykernel - backend dla notatnika Jupyter.

pip install ipykernel

Przechodzimy do narzedzia obslugujacego notatniki Jupyter (np. moze to byé VS-
Code).

6. Otwieramy folder z plikami szkoleniowymi. Wybieramy plik Setup.ipynb oraz ustawiamy
jadro. W VSCode nalezy po otwarciu pliku wybraé¢ (1) Select Kernel, a nastepnie na
rozwijanej liScie (2) wybraé¢ utworzone wezesniej srodowisko szkolenia

%pip install -r requirements.txt

Tak skonfigurowane srodowisko pozwoli uruchamiaé¢ kolejne komendy za pomoca wykonywalnych
komorek notatnika. Aby uruchomié¢ komoérke wystarczy kliknaé na ikone ‘play’ obok komérki.

%pip install -r requirements.txt

7. Instalacja paczek z pliku requirements. txt.


https://www.anaconda.com/
https://docs.conda.io/projects/conda/en/stable/user-guide/install/index.html

Uwaga! Jesli z jakiegos powodu plik znajduje si¢ poza dostarczonym folderem bedzie trzeba
podaé¢ do niego pelna Sciezke, zwrdé uwage na podwdjne ukosniki.

\\ \\ \\ \\

[1]: %pip install -r requirements.txt

Requirement already satisfied: matplotlib==3.10.0 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
-r requirements.txt (line 1)) (3.10.0)

Requirement already satisfied: networkx==3.4.2 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
-r requirements.txt (line 2)) (3.4.2)

Requirement already satisfied: numpy==2.0.2 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
-r requirements.txt (line 3)) (2.0.2)

Requirement already satisfied: pandas==2.2.3 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
-r requirements.txt (line 4)) (2.2.3)

Requirement already satisfied: tqdm==4.67.1 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
-r requirements.txt (line 5)) (4.67.1)

Requirement already satisfied: dwave-ocean-sdk==8.2.0 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
-r requirements.txt (line 6)) (8.2.0)

Requirement already satisfied: qutip==5.1.1 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
-r requirements.txt (line 7)) (5.1.1)

Requirement already satisfied: pyqubo==1.5.0 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
-r requirements.txt (line 8)) (1.5.0)

Requirement already satisfied: contourpy>=1.0.1 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
matplotlib==3.10.0->-r requirements.txt (line 1)) (1.3.1)

Requirement already satisfied: cycler>=0.10 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
matplotlib==3.10.0->-r requirements.txt (line 1)) (0.12.1)

Requirement already satisfied: fonttools>=4.22.0 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
matplotlib==3.10.0->-r requirements.txt (line 1)) (4.55.7)

Requirement already satisfied: kiwisolver>=1.3.1 in



/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages
matplotlib==3.10.0->-r requirements.txt (line 1)) (1.4.8)

Requirement already satisfied: packaging>=20.0 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages
matplotlib==3.10.0->-r requirements.txt (line 1)) (24.2)

Requirement already satisfied: pillow>=8 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages
matplotlib==3.10.0->-r requirements.txt (line 1)) (11.1.0)

Requirement already satisfied: pyparsing>=2.3.1 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages
matplotlib==3.10.0->-r requirements.txt (line 1)) (3.2.1)

Requirement already satisfied: python-dateutil>=2.7 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages
matplotlib==3.10.0->-r requirements.txt (line 1)) (2.9.0.post0)
Requirement already satisfied: pytz>=2020.1 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages
pandas==2.2.3->-r requirements.txt (line 4)) (2024.2)

Requirement already satisfied: tzdata>=2022.7 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages
pandas==2.2.3->-r requirements.txt (line 4)) (2025.1)

Requirement already satisfied: dimod==0.12.18 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages
dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line 6)) (0.12.18)
Requirement already satisfied: dwave-cloud-client==0.13.3 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages
dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line 6)) (0.13.3)

Requirement already satisfied: dwave-gate==0.3.3 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages
dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line 6)) (0.3.3)

Requirement already satisfied: dwave-hybrid==0.6.13 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages
dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line 6)) (0.6.13)

Requirement already satisfied: dwave-inspector==0.5.2 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages
dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line 6)) (0.5.2)

Requirement already satisfied: dwave-networkx==0.8.16 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages
dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line 6)) (0.8.16)

Requirement already satisfied: dwave-optimization==0.5.1 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages
dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line 6)) (0.5.1)

Requirement already satisfied: dwave-preprocessing==0.6.7 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages
dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line 6)) (0.6.7)

Requirement already satisfied: dwave-samplers==1.4.0 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages
dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line 6)) (1.4.0)

Requirement already satisfied: dwave-system==1.29.0 in

(from

(from

(from

(from

(from

(from

(from

(from

(from

(from

(from

(from

(from

(from

(from

(from



/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line 6)) (1.29.0)

Requirement already satisfied: dwavebinarycsp==0.3.1 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line 6)) (0.3.1)

Requirement already satisfied: minorminer==0.2.17 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line 6)) (0.2.17)

Requirement already satisfied: penaltymodel==1.2.0 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line 6)) (1.2.0)

Requirement already satisfied: scipy>=1.9 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
qutip==5.1.1->-r requirements.txt (line 7)) (1.15.1)

Requirement already satisfied: dwave-neal>=0.5.7 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
pyqubo==1.5.0->-r requirements.txt (line 8)) (0.6.0)

Requirement already satisfied: Deprecated>=1.2.12 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
pyqubo==1.5.0->-r requirements.txt (line 8)) (1.2.18)

Requirement already satisfied: six>=1.15.0 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
pyqubo==1.5.0->-r requirements.txt (line 8)) (1.17.0)

Requirement already satisfied: requests<3,>=2.25 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
requests [socks]<3,>=2.25->dwave-cloud-client==0.13.3->dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r
requirements.txt (line 6)) (2.32.3)

Requirement already satisfied: urllib3<3,>=1.26 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
dwave-cloud-client==0.13.3->dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line
6)) (2.3.0)

Requirement already satisfied: pydantic<3,>=2 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
dwave-cloud-client==0.13.3->dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line
6)) (2.10.6)

Requirement already satisfied: homebase<2,>=1.0 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
dwave-cloud-client==0.13.3->dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line
6)) (1.0.1)

Requirement already satisfied: click<9,>=7.0 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
dwave-cloud-client==0.13.3->dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line
6)) (8.1.8)

Requirement already satisfied: plucky<0.5,>=0.4.3 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
dwave-cloud-client==0.13.3->dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line
6)) (0.4.3)

Requirement already satisfied: diskcache<6,>=5.2.1 in



/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
dwave-cloud-client==0.13.3->dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line
6)) (5.6.3)

Requirement already satisfied: werkzeug<4,>=2.2 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
dwave-cloud-client==0.13.3->dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line
6)) (3.1.3)

Requirement already satisfied: typing-extensions<5,>=4.5.0 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
dwave-cloud-client==0.13.3->dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line
6)) (4.12.2)

Requirement already satisfied: authlib<2,>=1.2 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
dwave-cloud-client==0.13.3->dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line
6)) (1.4.1)

Requirement already satisfied: importlib_metadata>=5.0.0 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
dwave-cloud-client==0.13.3->dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line
6)) (8.6.1)

Requirement already satisfied: orjson>=3.10 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
dwave-cloud-client==0.13.3->dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line
6)) (3.10.15)

Requirement already satisfied: Flask<4,>=2.2 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
dwave-inspector==0.5.2->dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line 6))
(3.1.0)

Requirement already satisfied: fasteners>=0.15 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
minorminer==0.2.17->dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line 6)) (0.19)
Requirement already satisfied: wrapt<2,>=1.10 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
Deprecated>=1.2.12->pyqubo==1.5.0->-r requirements.txt (line 8)) (1.17.3)
Requirement already satisfied: cryptography in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
authlib<2,>=1.2->dwave-cloud-client==0.13.3->dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r
requirements.txt (line 6)) (44.0.0)

Requirement already satisfied: Jinja2>=3.1.2 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
Flask<4,>=2.2->dwave-inspector==0.5.2->dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r
requirements.txt (line 6)) (3.1.5)

Requirement already satisfied: itsdangerous>=2.2 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
Flask<4,>=2.2->dwave-inspector==0.5.2->dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r
requirements.txt (line 6)) (2.2.0)

Requirement already satisfied: blinker>=1.9 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
Flask<4,>=2.2->dwave-inspector==0.5.2->dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r



requirements.txt (line 6)) (1.9.0)

Requirement already satisfied: zipp>=3.20 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
importlib_metadata>=5.0.0->dwave-cloud-client==0.13.3->dwave-ocean-
sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line 6)) (3.21.0)

Requirement already satisfied: annotated-types>=0.6.0 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
pydantic<3,>=2->dwave-cloud-client==0.13.3->dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r
requirements.txt (line 6)) (0.7.0)

Requirement already satisfied: pydantic-core==2.27.2 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
pydantic<3,>=2->dwave-cloud-client==0.13.3->dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r
requirements.txt (line 6)) (2.27.2)

Requirement already satisfied: charset-normalizer<4,>=2 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
requests<3,>=2.25->requests [socks]<3,>=2.25->dwave-cloud-client==0.13.3->dwave-
ocean-sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line 6)) (3.4.1)

Requirement already satisfied: idna<4,>=2.5 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
requests<3,>=2.25->requests[socks]<3,>=2.25->dwave-cloud-client==0.13.3->dwave-
ocean-sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line 6)) (3.10)

Requirement already satisfied: certifi>=2017.4.17 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
requests<3,>=2.25->requests [socks]<3,>=2.25->dwave-cloud-client==0.13.3->dwave-
ocean-sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line 6)) (2024.12.14)

Requirement already satisfied: PySocks!=1.5.7,>=1.5.6 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
requests[socks]<3,>=2.25->dwave-cloud-client==0.13.3->dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r
requirements.txt (line 6)) (1.7.1)

Requirement already satisfied: MarkupSafe>=2.1.1 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
werkzeug<4,>=2.2->dwave-cloud-client==0.13.3->dwave-ocean-sdk==8.2.0->-r
requirements.txt (line 6)) (3.0.2)

Requirement already satisfied: cffi>=1.12 in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
cryptography->authlib<2,>=1.2->dwave-cloud-client==0.13.3->dwave-ocean-
sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line 6)) (1.17.1)

Requirement already satisfied: pycparser in
/home/tsmierzchalski/anaconda3/envs/szkolenia/lib/python3.12/site-packages (from
cffi>=1.12->cryptography->authlib<2,>=1.2->dwave-cloud-client==0.13.3->dwave-
ocean-sdk==8.2.0->-r requirements.txt (line 6)) (2.22)

Note: you may need to restart the kernel to use updated packages.

3. Ponizsza komende wykonaj w terminalu. Konfiguruje software niezbedny do pracy z kom-
puterami dwave.

dwave setup
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Kilka stéw o uzywanych pakietach

o NumPy - obliczenia numeryczne, u nas dla efektywnego wykonywania operacji na macierzach

e Pandas - obrobka i praca ze zbiorami danych

e Matplotlib - wykresy, ogélniej wizualizacje matematyczne

e Networkx - dzialanie na grafach

e tqdm - renderowanie paska postepu, dla wygody

e dwave-ocean-sdk - komunikacja z dwave i wiele innych przydatnych funkcjonalnalnosci przy-
datnych dla naszych modeli, obszerna paczka pakietow

2.3 Dodatkowe wymagania odnos$nie GPU

Czes¢ szkolenia bedzie skupiona na wykorzystaniu mozliwoéci GPU do wspierania obliczenn. Wyma-
gania sprzetowe:

1. Procesor graficzny NVIDIA CUDA o mozliwosci obliczeniowej (Compute Capability) 3.0 lub
wyzszej. Niemal wszystkie wspdtczesne karty graficzne spetniaja to wymaganie. Liste wspier-
anych urzadzen znajdziesz tutaj.

2. CUDA Toolkit: v11.2 / v11.3 / v11.4 / v11.5 / v11.6 / v11.7 / v11.8 / v12.0 / v12.1 / v12.2
/ v12.3 / v12.4 [/ v12.5 / v12.6

By sprawdzi¢ wersje CUDA Toolkit wpisz nvcc --version w terminalu.

Do interakcji z GPU bedzie potrzebny dodatkowy pakiet Python - CuPy. Komenda do instalacji
CuPy rézni sie w zaleznosci od posiadanej wersji CUDA Toolkit. W przypadku probleméw z insta-
lacja pomoc znajdziesz tutaj.

# Instalacja CuPy dla vi11.2 ~ 11.8
%pip install cupy-cudallx==13.6
# Instalacja CuPy dla vi2.z

%pip install cupy-cudal2x==13.6

3 Dodatkowe $srodowisko wymagane by wykona¢ benchmarki

Wykonanie niektérych benchmarkéw bedzie wymagalo innej wersji pythona. W konsoli wpisz po
kolei:

conda deactivate
zmiana $rodowiska w konsoli

conda create -name benchmark conda activate benchmark conda install python=3.9

Jipip install ipykernel
%pip install omnisolver-bruteforce
%pip install git+https://github.com/bqth29/simulated-bifurcation-algorithm.git


https://developer.nvidia.com/cuda-gpus
https://developer.nvidia.com/cuda-toolkit
https://docs.cupy.dev/en/stable/install.html

Kilka stéw o uzywanych pakietach

e omnisolver-bruteforce- wysoko zoptymalizowana implementacja algorytmu wyczerpu-
jacego przeszukiwania, ktora uzywa podobnego algorytmu co nasza implementacja. Tutaj
mozna znalez¢ dodatkowe informacje.

e Simulated Bifurcation for Python - implementacja algorytmu symulowanej bifurkacji.
Tutaj mozna znalezé dodatkowe informacje.


https://github.com/euro-hpc-pl/omnisolver-bruteforce
https://github.com/bqth29/simulated-bifurcation-algorithm

Klasyczny model Isinga

Model, wprowadzony na poczatku lat 20. XX wieku przez Ernsta Isinga, pierwotnie miat
by¢ modelem ferromagnetyzmu. Od tego czasu stat sie fundamentalnym
narzedziedziem do badan przejs¢ fazowych i emergentnych wtasciwosci w réznych
uktadach fizycznych. Co ciekawe, znalazt zastosowania réwniez poza fizyka - znajduje
zastosowania w takich dziedzinach jak finanse, dynamika spoteczna oraz optymalizacja
w zagadnieniach Informatycznych. W tym kursie skupimy sie na jednym problemie z
nim zwigzanym: znalezieniu stanu podstawowego (tj. stanu o najnizszej energii)
modelu Isinga oraz widma niskich energii.

Definicja

Rozwazmy wektor zmiennych $\bm{s} = (s_1, s_2, \ldots, s_N)$, gdzie $s_i = \pm 13%.
Zmienne te nazywane sg spinami i mogg przyjmowac jeden z dwéch stanéw: w gére
($+1%) lub w dot ($-1%). Spiny sa rozmieszczone na pewnym grafie prostym $G$, ktéry
opisuje interakcje miedzy nimi. Krawedzie grafu $G$ (oznaczane jako $E(G)$) okreslaja,
ktére spiny oddziatujg ze sobg. Sita interakgji (lub coupling) miedzy $s_i$ a $s_j$ jest
oznaczana jako $)_{ij} \in \mathbb{R}$. Dodatkowo kazdy spin poddawany jest
dziataniu zewnetrznego pola magnetycznego (lub bias albo obcigzenie) $h_i\in
\mathbb{R}$, $\bm{h} = (h_1, h_2, \Idots, h_N)$. Energia uktadu opisana jest
nastepujacg funkcjg (Hamiltonianem):

$$ HA\bm{s}) = \sum_{(i, j) \in E(G)} )_{ij} s_i s_j + \sum_{i=1}N} h_i s_i $$

Kazda realizacja $\bm{s}$ jest nazywana stanem albo konfiguracja. Trojke $(G, J, h)$
nazywamy instancja.

Pierwsza instancja

Zaczniemy od utworzenia instancji. Nastepnie policzymy jej energie ze wzoru i metodg
macierzowa.

# Instancja razem z obrazkiem
import random

import networkx as nx

import matplotlib.pyplot as plt

random.seed(7)

# Tworzymy graf
instance = nx.grid 2d graph(3, 3)



# Nadajemy losowe wartosSci spinu, h i J

nx.set node attributes(instance, {node: random.choice([-1, 1]) for node in i
nx.set node attributes(instance, {node: random.choice([i / 4 for i in range(
nx.set edge attributes(instance, {edge: random.choice([i / 4 for i in range(

# Ustalamy kolor wierzchotkéw w zaleznosci od wartosci spinu, -1 (dét) czarr
node colors = ["white" if instance.nodes[node]["spin"] == 1 else "black" for

# Rysujemy instancje, ktérej bedziemy uzywac
pos={node: node for node in instance.nodes}
nx.draw(instance, pos, node color=node colors, node size=900, font weight='

# rysujemy wierzchotki i pokazujemy wartos¢ h na nich
node labels = {node: f"{instance.nodes[node]['h']}" for node in instance.noc
for node in instance.nodes:
label = f"{instance.nodes[node]['h']}"
X, Y = pos[node]
font color = "white" if instance.nodes[node]["spin"] == -1 else "black"
plt.text(x, y, label, fontsize=12, ha='center', va='center', color=font_
ax = plt.gca() # to get the current axis
ax.collections[0].set edgecolor("black")

# wpisujemy wartosci "J" na krawedziach
edge labels = {(u, v): f"{data['J']}" for u, v, data in instance.edges(data=
nx.draw networkx edge labels(instance, pos, edge labels=edge labels)

plt.show()
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Energia obliczana ze wzoru $H(\bm{s}) = \sum_{(i, j) \in
E(G)} ) Aij} s_is_j + \sum_{i=1}MN} h_i s_i$

# Obliczenie energii ze wzoru

pins = {node: instance.nodes[node]["spin"] for node in instance.nodes}
= {node: instance.nodes[node]["h"] for node in instance.nodes}

S
h =
J = {(u, v): data['J'] for u, v, data in instance.edges(data=True)}

def navie energy calculation(spins, J, h, instance):
# Liczymy w dwéch petlach
energy naive = 0

# Czesc¢ liniowa
for node in instance.nodes:



energy naive += spins[node] * h[node]
# Czes¢ kwadratowa
for (u, v) in instance.edges:
energy naive += spins[u] * spins[v] * J[(u, v)]
return energy naive
energy naive = navie energy calculation(spins, J, h, instance)
print(f"Wartos¢ energii wynosi: {energy naive}")
Wartos¢ energii wynosi: 1.25

Metoda macierzowa

Z punktu widzenia efektywnosci obliczenh, warto skorzystac z narzedzi algebry liniowe;j.
Rozwazmy macierz sgsiedztwa grafu $G$, przyjmujgc kazdy $J_{ij}$ jako wage
przypisang do krawedzi. Poniewaz graf $G$ jest grafem prostym, jest on grafem
nieskierowanym, wiec wartosci $)_{ij} = J_{ji}$. Symetria wzgledem przekatnej pozwala
nam na uproszczenia (i unikniecie zbednej pracy) - mozemy zajac sie jedynie
elementami $)_{ij}$, gdzie $i < j$, to znaczy macierzg goérnotréjkatng. Zwyczajowo
oznaczang jako $\bm{J}$. Woéwczas rownanie hamiltonianu $H(\bm{s})$ przyjmuje
postac:

$$ HA\bm{s}) = \bm{sN\bm{J\om{s}{T} + \bm{hNbm{s}{T} $$

Réwnowaznie, jezeli $J$ nie jest macierzg gornotréjkatng, tylko hermitowska, to
Hamiltonian wyglada nastepujgco:

$$ HA\bm{s}) = \frac{1}{2N\bm{sh\bm{JN\bm{s}*T} + \bm{h}N\bm{s}{T} $$

W literaturze mozna jeszcze spotkac nastepujgce sformutowania hamiltonianu Isinga:
$$ HA\bm{s}) = \bm{sPbm{JNom{s}{T} - \bm{hN\bom{s}{T} $$

$$ HA\bm{s}) = -\frac{1}2Nbm{sN\bm{JNom{s}M{T} - \bom{hNom{s}{T} $$

Wszystkie te postacie hamiltonianu sg matematycznie réwnowazne. Bedziemy uzywac
kazdej z nich w zaleznosci od tego ktore sformutowanie jest dla danego problemu
wygodniejsze.

W zaprezentowany kodzie domyslinie jest uzywana ostania z zaprezentowanych
konwencji (z "$-\frac{1}{2}$"). W wyzarzaczach kwantowych domyslnie stosowana jest
pierwsza zaprazentowana konwencja.

# Obiczenie energii w wersji macierzowej
import numpy as np

# Zamiana grafowej reprezentacji na macierzowg.



# UWAGA: od wersji python 3.7 stowniki zachowujg kolejnos$¢, wiec mozemy bezf
def dict to vect(d: dict):
return np.array(list(d.values()))

spins vector = dict to vect(spins)
h vector = dict to vect(h)

# Macierz gérnotréjkatna J
def dict to matrix(instance: nx.Graph, J: dict):
n = len(instance)
J matrix = np.zeros(shape=(n,n))
renum = {node: idx for idx, node in enumerate(instance.nodes)}
for (u, v), J value in J.items():
i = renum[u]
j = renum[v]
if i > j:
i, j =3, 1
J matrix[i, j] = J value
return J matrix

J matrix = dict to matrix(instance, J)

# Liczymy energie z kolejnego wzoru
energy vectorized = spins vector @ J matrix @ spins vector.T + spins vector

print(f"Wartos¢ energii wynosi: {energy vectorized}")

Warto$¢ energii wynosi: 1.25

Czym sie réznig te metody?

Chociaz mamy do czynienia z r6znymi przedstawieniami tej samej funkgji, dajgcymi
takie same wyniki, to ich efektywnos¢ znacznie sie rézni. O ile wykonanie obliczehA w



obu przypadkach byto bardzo szybkie, to dla duzych instancji liczenie energii metodg
macierzowgq jest zauwazalnie szybsze. Rdznice wywotane sg wykorzystaniem biblioteki
NumPy, ktéra posiada efektywne niskopoziomowe implementacje obliczeh na
macierzach.

import timeit
import networkx as nx

# Przygotujmy duzg losowg instancje
big instance = nx.complete graph(1000)

# Nadajemy losowe wartosSci spinu, h i J

nx.set node attributes(big instance, {node: random.choice([-1, 1]) for node
nx.set node attributes(big instance, {node: random.choice([i / 4 for i in re
nx.set edge attributes(big instance, {edge: random.choice([i / 4 for i in re

# Powtarzamy poprzednie procedury

spins big = {node: big instance.nodes[node]["spin"] for node in big instance
h big = {node: big instance.nodes[node]["h"] for node in big instance.nodes]
J big = {(u, v): data['J'] for u, v, data in big instance.edges(data=True)}

spins big vector = dict to vect(spins big)
h big vector = dict to vect(h big)
J big matrix = dict to matrix(big instance, J big)

num_runs = 10
timel = timeit.timeit(lambda: navie energy calculation(spins big,J big, h bi
time2 = timeit.timeit(lambda: spins big vector @ J big matrix @ spins big ve

print(f"Przecietny czas obliczer dla metody naiwnej uzywajac {num _runs} wywc
print(f"Przecietny czas obliczen dla metody macierzowej uzywajgc {num runs}
print(f"W analizowanym przypadku metoda macierzowa jest {timel/time2:.0f} re

Przecietny czas obliczen dla metody naiwnej uzywajac 10 wywotan: 0.013250 se
kund

Przecietny czas obliczen dla metody macierzowej uzywajgc 10 wywotan: 0.00001
7 sekund

W analizowanym przypadku metoda macierzowa jest 769 razy szybsza

W dalszej czesci tego szkolenia bedziemy uzywaé¢ metody macierzowej do liczenia
energii!

Gradient

W omiawianych algorytmach pojawia sie gradient Hamiltonianu Isinga. Dla macierzy
hermitowskiej $J$ oraz przy konwencji:

$$ HA\bm{s}) = -\frac{1}2Nbm{sN\bm{JNom{s}M{T} - \om{hNbom{s}{T} $$
Gradient wyglada nastepujgco:

$$ \nabla H\bm{s}) = -\bm{J}\bm{s} -h $$



Wyprowadzenie

Pochodne funkcji macierzowych i wektorowych zachowujg sie podobnie do
pochodnych funkcji skalarnych. Zainteresowanym polecam podrecznik The Matrix
Cookbook.

Warto wspomnie¢, ze w ogolnosci: $% f = \bm{x} \bm{A} \bm{GAT + \bm{bNbm{X}AT $$
$$ \nabla f = \frac{\partial f}{\partial \bm{x}} = \bm{A} + \bm{AMNT)\bm{x} + \bm{b} $$

Interpretacja fizyczna modelu Isinga

Tradycyjnie w fizyce model Isinga opisuje sie na $d$-wymiarowej sieci (w naszej
definicji graf $G$). W modelu ferromagnetyzmu, bedacym pierwotnym badaniem
Isinga, mozna wyobrazi¢ sobie wezty sieci jako atomy materiatu magnetycznego. Kazdy
atom posiada moment magnetyczny (spin), ktéry moze by¢ skierowany albo ,w gore”,
albo ,w dét”. W ten sposdb, jesli wszystkie wezty sg skierowane ,w gére” lub ,w dét”,
mamy do czynienia z ferromagnetykiem. Z kolei, jesli wszystkie sgsiednie wezty sg
skierowane w przeciwnych kierunkach, powstaje antyferromagnetyk, charakteryzujgcy
sie brakiem (lub zanikiem) magnetyzacji. W tej interpretacji $h_i$ reprezentuje
zewnetrzne pole magnetyczne, ktére wymusza skierowanie momentu magnetycznego
w okreslonym kierunku. Oddziatywania miedzy spinami $J_i$ mogg by¢
ferromagnetyczne, jesli sprzyjajg skierowaniu sgsiadujgcych weztéw w tym samym
kierunku; w przeciwnym razie nazywane sg antyferromagnetycznymi. Stan, w ktérym
spiny sg losowo skierowane w gére lub w dét, czesto nazywany jest szktem spinowym
(spin glass).

Stany niskoenergetyczne

Jednym z podstawowych probleméw dotyczgcych modelu Isinga jest poszukiwanie
stanu podstawowego - stanu 0 najmniejszej energii. Zatem interesuje nas
minimalizacja wartosci Hamiltonianu:

$$ \min_{\bm{s}} H\bm{s}) $$

Problem ten jest istotny, poniewaz stan podstawowy okres$la najbardziej stabilne
utozenie catego uktadu i pozwala zrozumie¢ jego wtasnosci fizycznee, takie jak przejscia
fazowe czy zachowanie w poblizu temperatury krytycznej. Co wiecej, znalezienie
konfiguracji minimalnej energii ma znaczenie wykraczajgce poza fizyke - wiele
trudnych probleméw optymalizacyjnych w informatyce, biologii czy naukach
spotecznych mozna sformutowaé w jezyku modelu Isinga, dlatego metody
poszukiwania stanu podstawowego znajdujg szerokie zastosowania praktyczne.


https://www.math.uwaterloo.ca/~hwolkowi/matrixcookbook.pdf
https://www.math.uwaterloo.ca/~hwolkowi/matrixcookbook.pdf

W ogdlnosci jest to problem NP-trudny. W skrdcie, to oznacza ze nie istniejg zadne
znane algorytmy ktére w rozsgdnym czasie potrafig znale$¢ stan podstawowy.
Ponadto, kazdy problem ktory jest w klasie NP mozna efektywnie przedstawic¢ w jezyku
modelu Isinga.

Przyktad - Problem podziatu jako model Isinga

Formalnie: majac dany zbiér $N$ dodatnich liczb catkowitych $U =\lbrace n_1, \ldots,
n_N \rbrace$, chcemy znalez¢ dwa roztgczne podzbiory $X, Y \subset U$, $X\cap Y =
\emptyset$, $X \cup Y = U$ takie, ze sumy ich elementdw sg sobie réwne tj. $$ \sum_{n
\in X}n =\sum_{n"\in Y} n' \Leftrightarrow \sum_{n \in X}n - \sum_{n'\in Y} n'=0 $$ badz
tez réznica jest minimalna (nie zawsze rozwigzanie optymalne istnieje). Hamiltonian
przyjmuje postac

$$ H=A(\sum_{i=1}"N n_i s_i)"2 $$

gdzie $n_i\in U$, $s_i =\pm 1% oraz $A > 0% jest pewng stata. Wida¢, ze optymalne
rozwigzanie $H=0% mozna osiggna¢ tylko wtedy, gdy suma $n_i$ stojacych przy spinach
$+1$ jest rowna sumie $n_i$ stojacych przy spinach $-1%.

Podany Hamiltonian $H$ jest Hamiltonianem Isinga, wida¢ to po pewnych
przeksztatceniach

$$ H=A0Nsum_{i=T}"N n_i s_i)»2 = A\sum_{i,j} 2 n_in_j s_i s_j + \sum_{i=1}AN n_i*2
s_in2) = A\sum_{i,j} ) {ij} s_is_j+ C $%

gdzie $C=A\sum_{i=1}AN n_iA2 s_i"2$ jest pewng statg, ktora nie ma wptywu na
rozwigzanie, a $J_{ij} =2 n_i n_j$.

O problemie podziatu mniej formalnie i wyprowadzenie Hamiltonianu

Problem podziatu najtatwiej bedzie wyjasni¢ na zyciowym przyktadzie - podziale
spadku. Na majatek sktada sie biuzuteria, ksigzki, antyki. Mamy dwéch spadkobiercow,
kazdy ma otrzymac taka samg wartos¢ majatku. Zaktadamy, ze przedmiotéw nie mozna
"rozmienia¢" ani sprzedac, nalezy rozdac caty majatek. Jak dokonac tego najbardziej
sprawiedliwie? Dobrac¢ podziat tak, aby réznica byta mozliwie najmniejsza.

Sprébujemy przedstawic¢ ten problem za pomocg Hamiltonianu. Optymalne
rozwigzanie zaktada réwny podziat (r6znica wynosi 0), natomiast nas bedzie
interesowac minimalna réznica: $$ \vert\sum_{n \in X}n - \sum_{n' \in Y} n"\vert=\min
\Leftrightarrow \vert\sum_{n \in X}1\cdot n + \sum_{n" \in Y} (-1)\cdot n"\vert=\min $$
$$ \vert\sum_{n \in S}(\pm1)n\vert= \vert\sum_{i=1}*N n_i s_i\vert=\min \Leftrightarrow
(\sum_{i=1}"N n_i s_i)*2=\min, $$ gdzie $s_i=1$ oznacza, ze $n_i \in X$, a $s_i=-1%, ze
$n_i\in Y$.



## Przyktadowy problem podziatu

from dimod import BinaryQuadraticModel, ExactSolver
from pyqubo import Array

solver = ExactSolver()

# zadany zbidr
u=1[2, 3, 4, 5, 6]

# tworzymy model oraz hamiltonian
spins = Array.create("spins", shape=len(U), vartype="SPIN")

H = sum(n * s for n, s in zip(U, spins))**2
model = H.compile()

linear, quadratic, offset = model.to ising()

# rozwigzujemy problem

bgm = BinaryQuadraticModel(linear, quadratic, offset, vartype="SPIN")
sampleset = solver.sample ising(linear, quadratic)
print(sampleset.lowest(0))

# sprawdzamy rozwigzanie, pamietajgc o statej
energy = sampleset.first.energy

if energy + offset ==
print("Prawidtowe rozwigzanie!")
else:
print("btad")

spins[0] spins[1l] spins[2] spins[3] spins[4] energy num oc.
0 -1 -1 +1 -1 +1 -90.0 1
1 +1 +1 -1 +1 -1 -90.0 1
['SPIN', 2 rows, 2 samples, 5 variables]
Prawidtowe rozwigzanie!

Rozwigzanie problemu Isinga?

Istnieje wiele algorytmdw przeznaczonych do rozwigzania tego problemu. Na tym
szkoleniu skupimy sie na wybranych algorytmach klasycznych takich jak:

* Wyczerpujgce przeszukiwanie
e Symulowane wyzarzanie

* Wyzarzanie réwnolegte

* Branch and bound

¢ Symulowana bifurkacja

Oraz na metodzie wyzarzania kwantowego razem z zastosowaniem wyzarzaczy
kwantowych firmy D-Wave.
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Model QUBO

Quadratic Unconstrained Binary Optimization (QUBO) to model do rozwigzywania
problemoéw optymalizacji kombinatorycznej. Jak sugeruje nazwa, dotyczy on modeli
optymalizacyjnych (O), w ktérych wystepujg zaleznosSci kwadratowe (Q) miedzy
zmiennymi binarnymi (B), brak ograniczen (U). Co zaskakujace, warunki QUBO spetnia
duza klasa probleméw, takich jak MAX-CUT, problem komiwojazera czy
harmonogramowanie zadan.

Model QUBO - definicja

Dla danej symetrycznej macierzy $Q$, nalezy znalez¢ binarny wektor $\bm{x}**$, taki
ze:

$$ \bm{x}A* =\arg \min_x \bm{x}Q\bm{x}"T = \sum_i \sum_j Q_{ij} x_i x_j $$
Czesto przeksztatca sie macierz $Q$ do formy gérnotrojkatnej - dla wszystkich $i$, $j$,

gdzie $j > i$, zastepuje sie element powyzej przekatnej $Q_{ij}$ przez $Q_{ij} + Q_{ji}$.
Nastepnie wszystkie elementy ponizej przekatnej $Q_{ji}$ dla $j < i$ zamienia sie na 0.

Warto zauwazy¢, ze dla zmiennych binarnych zachodzi $xA2 = x$ ($0/2=0%, $142=13%).
Pozwala to podzieli¢ QUBO na czes$¢ liniowg znajdujgca sie na diagonali oraz czes$¢
kwadratowa:

$$ \bm{OGQ\bmMPAAT = \sum_i Q_{ii} x_i + \sum_{i \neq j} Q_{ij} x_i x_j $$

Rozwigzywanie QUBO - przyktad

Podazajac za przyktadem sprobujemy lepiej zrozumie¢, w jaki sposdb mozna
przeksztatci¢ problemy w forme QUBO. Na poczatek rozwazmy nastepujacy problem
optymalizacyjny - chcemy zminimalizowa¢ wartos¢ wyrazenia: $$y =-5x_1 -3x_2 -8x_3 -
6X 4+ 4x_ 1Xx 2+ 8X 1X 3+ 2x 2x 3+ 10x_3x 4 $%

Obserwacje:

1. $y$ sktada sie z czesci liniowej $-5x_1 -3x_2 -8x_3 - 6x_4$% oraz czesci kwadratowej
$4x_1x_2 + 8x_1x_3 + 2x_2x_3 + 10x_3x_4%.

2. Poniewaz dla zmiennych binarnych $x_i = x_i"2$, w czesci liniowej mozna zastapic
kazdg zmienng jej kwadratem:
$$ -5x_112 -3x_2/2 -8x_3"2 - 6x_412 $%



co daje posta¢ homogeniczng: $$ y=-5x_1/2 -3x_2/2 -8x_3/2 - 6x_4"2+4x_1x_2 +
8X_1X_ 3+ 2x_2x_ 3+ 10x_3x_4 $$

3. Nastepnie mozemy przeksztatci¢ model do nastepujgcej postaci macierzowe;j:
$$y=[x_1\,x 2\ x_ 3\, x 4] \begin{bmatrix}-5&4&8&0\0&-3&2&0\0&
0&-8& 10\ 0 &0 &0 &-6\end{bmatrix} \begin{bmatrix} x_1\\ x_2\\x_3\\x_4
\end{bmatrix} $$

lub krécej:

$$ y =\arg \min_x \bm{x}Q\bm{x} T $$

Nalezy zauwazy¢, ze stosujemy tu konwencje zachowania $Q$ jako macierzy
goérnotréjkatne;.

4. Poza wymogiem binarnosci zmiennych decyzyjnych, QUBO jest modelem
nieograniczonym, gdzie wszystkie dane problemu sg zawarte w macierzy $Q$. Fakt
ten sprawia, ze model QUBO jest atrakcyjng forma dla wielu probleméw
optymalizacyjnych.

# Metota naiwnego wyczerpujgcego przeszukiwania

from dimod import ExactSolver
import numpy as np

Q = np.array([[-5, 4, 8, 0], [e, -3, 2, 0], [o, o, -8, 10], [0, O, O, -6]])
sampleset = ExactSolver().sample qubo(Q)

solution vector = list(sampleset.first.sample.values())
solution = sampleset.first.energy

print("rozwigzanie:", end = " ")
for idx, i in enumerate(solution_vector):
print(f"x {idx + 1} = {i},", end = " ")

print(f"\ny min = {solution}")

rozwigzanie: x_ 1 =1, x2=0, x3 =0, x4 =1,
y min = -11.0

Podobienstwo miedzy QUBO a modelem
Isinga

Nie sposdb nie zauwazy¢, ze wyrazenia opisujgce QUBO i model Isinga sg blizniaczo
podobne

$$ H(\textbf{s}) = \sum_{(i,j)} J_{ij} s_i s_j + \sum_i h_i s_i \quad \text{oraz} \quad
\bm{x}Q\bm{AAT = \sum_{i \neq j} Q_{ij} x_i x_j + \sum_i Q_{ii} x_i $$ gdzie zaktadamy,
ze $\textbf{J}$ i $\textbf{Q}$ sg macierzami gérnotrojkatnymi, $i = 1, \Idots, N$, a
réznicg sq wartosci $s_i = \pm 1%, $x_i\in\lbrace 0, 1\rbrace$ .



W rzeczywistosci rozwigzanie QUBO i znajdowanie stanéw podstawowych modelu
Isinga to rownowazne problemy! Mozna je stosunkowo tatwo przeksztatci¢ miedzy
sobg za pomocg nastepujgcego podstawienia:

$$ x_i =\frac{s_i + 1}{2} $$
$$si=2xi-1%%

Podstawiajac te zmienne do odpowiednich wzoréw, otrzymujemy:

$$ Q_{ij} = 4)_{ij} $3
$$ Q_{ii} = 2h_i - 2\sum_{\mathcal{N}(i)} J_{ij} $%$

$$ \text{offset} = \sum_{(i,j)})_{ij} - \sum_{ith_i $$
oraz

$$ ) _{ij} = \frac{1}{4} Q_{ij} $%
$$ h_{i} = \frac{1{2}Q_{ii} + \frac{1}{4} \sum_{j \neq i} Q_{ij} $$

$$ \text{offset} = \frac{1H{2N\sum_{i}Q_{ii} + \frac{1}{4Nsum_{i < j}Q_{ij} $%

Nalezy pamieta¢, ze transformacja generuje pewng dodatkowg statg, wiec uzyskane
wartosci funkcji celu nie mogg by¢ poréwnywane bezposrednio.

Zamiana pomiedzy modelami

import numpy as np
rng = np.random.default rng(seed=42)

Przyktadowy model Isinga

15

{i: 0.5 for i in range(N)}

{(i, i+1): -1 for i in range(N-1)}

oo = H#

# Ising to qubo

Q= {}

# czesc¢ liniowa
for i in h.keys():
if i =0 and i !'= N-1:
Q[(i,1)] = 2*h[i] - 2*%(J[(1i,i+1)] + J[(i-1, 1)])
elif i ==
Q[(i,i)] = 2*h[i] - 2*(J[(i,i+1)])
else:
Q[(i,1)] = 2*h[i] - 2*(J[(i-1,1)])



# czes¢ kwadratowa
for (i, j) in J.keys():
Ql(i,j)] =4 * J[(i,7)]

offset = sum(list(J.values())) - sum(list(h.values()))

state ising = [rng.choice([-1, 1]) for i in range(N)]

state qubo = [(s+1)/2 for s in state ising]

energy ising = sum([coupling * state ising[i] * state ising[j] for (i, j), ¢

sum(bias * state ising[i] for i, bias in h.items())
energy qubo = sum([x * state qubo[i] * state qubo[j] for (i, j), x in Q.iten

print("offset: ", offset)
print("energia Isinga: ", energy ising)
print("energia QUBO: ", energy qubo)

print("energia QUBO + offset", energy qubo + offset)

offset: -21.5

energia Isinga: 1.5
energia QUBO: 23.0
energia QUBO + offset 1.5

Na szczescie istnieje wiele narzedzi pozwalajgcych automatycznie przechodzic
pomiedzy modelami. Ponizej zostanie zaprezentowane jak to zrobi¢ za pomocg paczki
dimod izawartej w niej klasy BinaryQadraticModel

# Zamiana miedzy modelami.
import numpy as np
from dimod import BinaryQuadraticModel

rng = np.random.default rng(seed=42)

Przyktadowy model Isinga

= 15

{i: 0.5 for i in range(N)}

{(i, i+1): -1 for i in range(N-1)}

oo = H#

# Utworzenie BQM
bgm = BinaryQuadraticModel(h, J, vartype="SPIN")

# zamiana modelu Isinga na QUBO

# Warto pamietac, ze zamiana daje nam zardwno model w nowej formie jak i1 tzu
QUBO, offset = bgm.to qubo()

state ising = [rng.choice([-1, 1]) for i in range(N)]

state qubo = [(s+1)/2 for s in state ising]

energy ising = sum([coupling * state ising[i] * state ising[j] for (i, j), ¢
sum(bias * state ising[i] for i, bias in h.items())
energy qubo = sum([x * state qubo[i] * state qubo[j] for (i, j), x in QUBO.i



print("offset: ", offset)

print("energia Isinga: ", energy ising)
print("energia QUBO: ", energy qubo)

print("energia QUBO + offset", energy qubo + offset)

# Tak samo mozna zamienic¢ QUBO na Isinga
# cwiczenie dla grupy

offset: -21.5

energia Isinga: 1.5
energia QUBO: 23.0
energia QUBO + offset 1.5

Przyktad - dyskretny problem plecakowy

Dyskretny problem plecakowy (ang. 0-7 Knapsack Problem) nalezy do klasycznych
problemdéw optymalizacji kombinatorycznej. Dane sa:

® zbior przedmiotéw $i = 1,2,\dots,n$,
* wartos¢ kazdego przedmiotu $v_i$,
* waga kazdego przedmiotu $w_i$,

* pojemnosc plecaka $W$.

Celem jest maksymalizacja tgcznej wartosci wybranych przedmiotéw przy zachowaniu

ograniczenia pojemnosci plecaka:

Formalna definicja

Dla kazdego przedmiotu podejmujemy decyzje binarna:
$$ x_i\in \{0,1\}, $$

gdzie:

* $x_i=1$% oznacza, ze przedmiot zostat wybrany,
* $x_i=0$% oznacza, ze przedmiot nie zostat wybrany.

$$ \max \sum_{i=1Mn}v_ix_i $$
przy warunku:
$$ \sum_{i=13M{n} w_i x_i \leq W. $$

Jest to wiec problem wyboru takiego podzbioru przedmiotdw, ktory daje jak najwiekszg
wartos¢, ale nie przekracza dopuszczalnej wagi.

Przejscie do formulacji QUBO



Model QUBO (Quadratic Unconstrained Binary Optimization) wymaga zapisania
problemu w postaci funkcji kwadratowej zmiennych binarnych bez jawnych ograniczen.
Oznacza to, ze ograniczenie pojemnosci trzeba wigczy¢ do funkcji celu w postaci
sktadnika karnego.

Standardowa posta¢ QUBO ma postac:
$$ \min \; XAT Q x, \qquad x \in \{0,1\}m. $$

Poniewaz problem plecakowy jest sformutowany jako zadanie maksymalizacyjne z
ograniczeniem, przepisujemy go do postaci minimalizacyjnej i dodajemy kare za
naruszenie ograniczenia.

Wprowadzenie zmiennych pomocniczych

Aby zamieni¢ nieréwnos¢

$$ \sum_{i=1}Mn}w_ix_i \leq W $$

na rownos¢, wprowadzamy zmienng luzu $ s $, taka ze:
$$ \sum_{i=1}Mn}w_i x_i + s =W, \qquad s \geq 0. $$

Poniewaz w modelu QUBO wszystkie zmienne muszg by¢ binarne, zmienng $ s $
kodujemy binarnie:

$$ s = \sum_{k=0}M{K} 2Ak y_k, \qquad y_k \in \{0,1\}. $$

Liczba bitéw $K+1$ powinna by¢ wystarczajgca do reprezentacji wartosci od $0$ do
$Ws.

Po podstawieniu otrzymujemy warunek:
$$ \sum_{i=13M{n} w_i x_i + \sum_{k=0}MK} 2 Ak y_k = W. $$

Przeksztatcajgc:

$$ \sum_{i=1}Mn} w_i x_i + \sum_{k=0}M{K} 2k
y_k-W=0.%$

Funkcja celu z karg

Chcemy maksymalizowa¢ wartos¢ przedmiotéw, wiec w wersji minimalizacyjne;j
uzywamy sktadnika:

$$ - \sum_{i=13\{n} v_i x_i. $%

Aby wymusic¢ spetnienie ograniczenia, dodajemy kare kwadratowa:



$$ A\left(\sum_{i=1}Mn} w_i x_i + \sum_{k=0}{K} 2~k y_k - W \right)A2, $$
gdzie $A > 0% jest wspotczynnikiem kary (czesto tez uzywa sie oznaczenia $P$).
Ostatecznie otrzymujemy funkcje QUBO:

$$ \min \; A\left( \sum_{i=1}{n} w_i x_i + \sum_{k=0}{K} 22k y_k - W \right)A2 - B
\sum_{i=1¥Mn}v_ix_i, $$

gdzie:

* $A$%$ odpowiada za egzekwowanie ograniczenia pojemnosci,
* $B$ wzmacnia wptyw maksymalizacji wartosci.

Zazwyczaj wybiera sie $A% istotnie wieksze od $B$ $(A \gg B)$, aby rozwigzania
niezgodne z ograniczeniem byty silnie penalizowane.

items = |
{"name": "A", "weight": 4, "value": 8},
{"name": "B", "weight": 5, "value": 10},
{"name": "C", "weight": 2, "value": 5},
{"name": "D", "weight": 3, "value": 6},

]

W =9 # pojemnos¢ plecaka

weights = [item["weight"] for item in items]

values = [item["value"] for item in items]
n = len(items)

# Wspétczynniki modelu
A = 20 # kara za niespetnienie ograniczenia
B=1
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03 Przykilady kodowania problemow QUBO Ising
May 26, 2026

1 Kodowanie dyskretnych probleméw optymalizacyjnych za po-
mocg QUBO / Isinga.

1.1 Przyklad - zapisanie problemu MAX-CUT jako QUBO (Zadanie Domowe)

Problem Max Cut jest jednym z najbardziej znanych probleméw optymalizacji kombinatoryczne;j.
Dla danego grafu nieskierowanego G(V, E) ze zbiorem wierzchotkéw V' oraz zbiorem krawedzi F,
problem Max Cut polega na podziale zbioru V na dwa podzbiory, S, T, SUT =V, tak aby liczba
krawedzi laczacych te podzbiory (tzw. przecietych przez ciecie) byla jak najwigksza.

import networkx as nx
import matplotlib.pyplot as plt

# Utwérz graf
G = nx.Graph()
G.add_nodes_from([1, 2, 3, 4, 5])
G.add_edges_from([
(1, 2), # krawedZ gorna
(1, 3), # krawedZ pionowa lewa
(2, 4), # krawedZ pionowa prawa
(3, 4), # krawedz Srodkowa pozioma
(3, B), # przekgtna lewa
(4, B), # przekgtna prawa

D
# State pozycje weziow dla powtarzalnego ukiadu
pos = {

1: (0.0, 1.0),

2: (1.0, 1.0),

3: (0.0, 0.0),

4: (1.0, 0.0),

5: (0.5, -1.0),
b
# Definicja trzech rozcieé (zbiory S) wraz z tytutami
cuts = [

({3, 4, 5}, "Rozmiar ciecia: 2"),

({4}, "Rozmiar ciecia: 3"),



({1, 4}, "Rozmiar ciecia: 5"),

fig, axes = plt.subplots(ncols=3, figsize=(15, 5))
for ax, (S, title) in zip(axes, cuts):

T = set(G.nodes()) - S

# Podztiatl krawedzi na: wewngtrz
edges_inside_S = [(u, v) for u,
edges_inside_T = [(u, v) for u,
edges_cut = [(u, v) for u,

# Rysuj wezly: niebieskie jesli

S, wewngtrz T oraz krawedzie ciecia
v in G.edges() if u in S and v in S]
v in G.edges() if u in T and v in T]
v in G.edges() if (u in S) ~ (v in S)]

w S, btale w przeciwnym wypadku

node_colors = ["tab:blue" if n in S else "white" for n in G.nodes()]

nx.draw_networkx_nodes (
G, pos,
nodelist=G.nodes(),
node_color=node_colors,
edgecolors="black",
linewidths=1.2,
node_size=800,
ax=ax

)

nx.draw_networkx_labels(
G, pos,

labels={n: str(n) for n in G.nodes()},

font_color="black",
font_size=12,
ax=ax

# Rysuj krawedztie wewngtrz T
nx.draw_networkx_edges(
G, pos,
edgelist=edges_inside_T,
style="solid",
edge_color="black",
width=2.0,
ax=ax
)
# Rysuj krawedzie wewngtrz S
nx.draw_networkx_edges(
G, pos,
edgelist=edges_inside_S,
style="solid",
edge_color="black",
width=2.0,
ax=ax



)

# Rysuj krawedzie ctiecia

nx.draw_networkx_edges(
G, pos,
edgelist=edges_cut,
style="dashed",
edge_color="black",
width=2.0,
ax=ax

ax.set_title(title, fontsize=14)
ax.set_axis_off()

plt.tight_layout ()
plt.show()

Rozmiar ciecia: 2 Rozmiar ciecia: 3 Rozmiar ciecia: 5

® O,

1.1.1 1. Zmienne binarne

Dla kazdego wierzchotka i € V wprowadzamy zmienng binarna:

€T; € {07 1})

gdzie:

o z, = 0 oznacza, ze wierzcholek ¢ nalezy do pierwszego podzbioru,
o 1z, =1 oznacza, ze wierzchotek ¢ nalezy do drugiego podzbioru.

Krawedz (i, j) nalezy do ciecia wtedy i tylko wtedy, gdy korice tej krawedzi znajduja sie po przeci-
wnych stronach, czyli gdy:

xi#:xf
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1.1.2 2. Funkcja celu

Dla zmiennych binarnych warunek z; # x; mozna zapisa¢ za pomoca wyrazenia:
z; +a; —2x,x,

Sprawdzmy:

o jesliz, =xz; =0, to wartos¢ wynosi 0,
o jesliz; =0,z; =1, to wartos¢ wynosi 1,
o jesliz, =1,2; =0, to wartos¢ wynosi 1,

o jesliz; = x; =1, to wartos¢ wynosi 0.

1.1.3 3. Przejscie do formulacji QUBO

Model QUBO wymaga zapisania zadania w postaci minimalizacji funkcji kwadratowej zmiennych
binarnych:

min 27 Qux, xz € {0,1}".

Poniewaz problem Max-Cut jest zadaniem maksymalizacyjnym, przechodzimy do wersji minimal-
izacyjnej przez zmiane znaku funkcji celu:

min Z (—xi —z;+ Qxixj) .
(i,j)eE

Jest to juz funkcja kwadratowa zmiennych binarnych, a wigc poprawna posta¢ QUBO.

Interpretacja wspoétczynnikéw W powyzszej formulacji:

o skladniki linjowe —z; i —z; premiuja przypisanie wierzchotkéw do jednej z czesci,
o skladnik kwadratowy z;z; koryguje t¢ premi¢ tak, aby najwigksza wartos¢ uzyskiwaly
rozwigzania, w ktérych konce krawedzi znajdujg sie w réznych czedciach.

Najwazniejsze jest to, ze nie sa potrzebne zadne dodatkowe ograniczenia ani zmienne pomocnicze.
Problem Max-Cut w naturalny sposéb prowadzi do funkcji kwadratowej nad zmiennymi binarnymi.

# Przykiad grafu losowego ma 15 wierzchotkach
import numpy as np
import networkx as nx

graph = nx.erdos_renyi_graph(n=15, p=0.6, seed=42)
nx.draw(graph, with_labels=True)
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# Rozwigzanie problemu

from collections import defaultdict
from math import inf

from itertools import product

from dimod import BinaryQuadraticModel

Q = defaultdict(int)
for i, j in graph.edges:

QL(i,i)]+= -1
QL(G,j)1+= -1
QL(i,j)]+= 2

qubo = BinaryQuadraticModel(Q, "BINARY")
n = qubo.num_variables

best_energy = inf

best_state = []

for state in product([0, 1], repeat=n):
X = np.array(state)
energy = qubo.energy(x)



if energy < best_energy:
best_energy = energy
best_state = state

# Interpretacja wynikow
SO0 = [node for node in graph.nodes if not best_state[node]]
S1 = [node for node in graph.nodes if best_state[node]]

uncut_edges = [(u, v) for u, v in graph.edges if best_state[u]l==best_state[v]]

# narysowantie najlepszego znalezionego wyniku
nx.draw(graph, node_color=["r" if i in SO else "c" for i in list(graph.nodes)],
~with_labels=True,
edge_color=["black" if e in uncut_edges else "lightgray" for e in
~list(graph.edges)])




1.2 Problem komiwojazera (TSP) i jego sprowadzenie do postaci QUBO
1.2.1 1. Definicja problemu

Dany jest graf G = (V,FE), w ktérym kazdej krawedzi (u,v) przypisana jest waga W,,. Prob-
lem komiwojazera polega na znalezieniu takiego cyklu Hamiltona, ktéry przechodzi przez kazde
miasto dokladnie raz i ma minimalng sume wag uzytych krawedzi.

1.2.2 2. Kodowanie binarne

Niech
N =|V|.
Wprowadzamy zmienne binarne
'CC’U,j € {07 1}7
gdzie
z, ;=1 <= miasto v znajduje si¢ na pozycji j w trasie.

Interpretacja jest wiec nastepujaca:

e indeks v oznacza miasto,
e indeks j oznacza pozycje miasta w cyklu.

W podstawowej wersji potrzeba N? zmiennych binarnych. Poniewaz w cyklu mozna bez straty
ogblnosci ustali¢ jedno miasto jako pierwsze, liczbe zmiennych mozna zredukowaé¢ do (N — 1)2.
1.2.3 3. Ograniczenia poprawnej trasy

Aby zakodowana konfiguracja odpowiadala poprawnej trasie, musza by¢ spetnione trzy warunki.

I Kazde miasto wystepuje dokladnie raz
N
da,, =1 YoeV
=1

IT Na kazdej pozycji znajduje sie dokladnie jedno miasto
 z,;=1  Vj=1,.,N.

veV

ITI Kolejne miasta w trasie musza byé potaczone krawedzia Jezeli miasto u wystepuje na
pozycji j, a miasto v na pozycji j + 1, to przejécie (u,v) musi naleze¢ do zbioru krawedzi E.

Dla cyklu indeks j + 1 rozumiemy modulo N, czyli po pozycji N wracamy do pozycji 1.

N
Z qu,jxv,j—O—l =0

(u,v)¢E j=1



1.2.4 4. Hamiltonian dla cyklu Hamiltona

Hamiltonian dla problemu cyklu Hamiltona:

N N 2 N N 2 N
HA:AZI(l—me) +A; (I—me) +A(Z qu,j%,jﬂ-

j=1 j v=1 u,v)¢E j=1

Znaczenie poszczegdlnych sktadnikow:

1. pierwszy sktadnik wymusza, aby kazde miasto pojawito sie¢ doktadnie raz,
2. drugi sktadnik wymusza, aby kazda pozycja byla obsadzona dokladnie jednym miastem,
3. trzeci sktadnik karze przejscia miedzy miastami, dla ktérych nie istnieje krawedz w grafie.

Stata A > 0 jest parametrem kary.

1.2.5 5. Dodanie kosztu podrézy
Dodajemy do H 4 skladnik kosztowy:

N
HB — B E W’U/U E Iu7j$v’j+1.
Jj=1

(u,v)ER

Catkowity Hamiltonian ma postaé

H=H,+ Hpg.
Sktadnik Hz nie wymusza poprawnosci trasy, lecz spoéréd wszystkich poprawnych tras wybiera te
0 najmniejszym koszcie.

Aby nigdy nie optacato sie narusza¢ ograniczen tylko po to, by obnizy¢ koszt, dobiera sie parametry
tak, by zachodzito

0< B max W, < A.
(u,v)eE

Zaklada sie tez, ze

W = 0.

uv

1.3 Gléwne nieefektywnosci tego przedstawienia TSP jako QUBO
1.3.1 1. Rozdmuchanie liczby zmiennych

W tej formulacji zmienna binarna x,, ; oznacza, ze miasto v jest odwiedzane na pozycji j. To daje
N? bitéw, a po unieruchomieniu jednego miasta nadal (N — 1)2.

Nie jest to jeszcze katastrofa, wiele klasycznych formulacji TSP tez ma O(N?) zmiennych, ale w
QUBO te zmienne tworza zwykle gestsze sprzezenia niz inne metody (np. MILP)



1.3.2 2. Zamiana prostych ograniczen na kary kwadratowe pogarsza geometrie prob-
lemu

W QUBO warunki ,kazde miasto doktadnie raz” i ,na kazdej pozycji doktadnie jedno miasto” nie
sg zapisane jako twarde ograniczenia, tylko jako kary kwadratowe:

A (1—;xv,j>2, A (1—;90114)

e solver QUBO nie ,,wie”, co jest ograniczeniem, a co celem - widzi tylko jedna energie
e trzeba recznie stroi¢ wspolczynniki kar
e przestrzen stanéw zawiera ogromng liczbe rozwigzan niepoprawnych,

2

Skutek jest taki, ze:

1.3.3 3. Koniecznos$é separacji skal A > B pogarsza uwarunkowanie modelu

W TSP trzeba dobra¢ B ,na tyle male”, aby nigdy nie optacato si¢ tamaé ograniczen z H 4.
Przyktadowo:
0 < Bmax(W,,) < A.

To jest zrédto nieefektywnoéci, bo:

e jesli A jest za male, optimum moze odpowiadaé trasie niepoprawne;j
o jesli A jest za duze, funkcja celu jest zdominowana przez kary i robi sie zle wyskalowana
e dla metod heurystycznych, j powstaje trudny kompromis miedzy ,feasibility” a ,quality”.

1.3.4 4. QUBO dla TSP jest zazwyczaj bardzo geste
W tej formulacji wiele par zmiennych jest potaczonych:

e zmienne dotyczace tego samego miasta na réznych pozycjach
e zmienne dotyczace réznych miast na tej samej pozycji

e zmienne opisujace kolejne pozycje w trasie

o przejscia zakazane

To znaczy, ze macierz QUBO staje si¢ bardzo gesta. Dla praktycznego osadzania na sprzecie
problematyczne sa:

e zbyt duza liczba spinéw,
o duze separacje skal energii,
1.3.5 5. Symetrie i degeneracje zwiekszajg redundancje przestrzeni stanéw

Mozna usunaé czesé¢ redundancji, unieruchamiajac jedno miasto jako pierwsze, co zmniejsza liczbe
bitéw z N? do (N —1)2.
To jednak tylko czesciowo pomaga. Nadal pozostaja typowe symetrie:

e odwrdcenie cyklu w przypadku grafu nieskierowanego,

e rOwnowazne reprezentacje tej samej trasy,
o wiele stanéw bliskich poprawnosci, ale nadal niepoprawnych.



1.4 Podsumowanie

Nieefektywnos¢ tej formulacji wynika gléwnie z tego, ze QUBO zamienia dobrze ustruktury-
zowany problem z twardymi ograniczeniami na duzy, gesty i zle wyskalowany problem
bez ograniczen, w ktérym solver musi sam ,,odkrywaé”, co jest trasg poprawna, a co

tylko niskoenergetycznym artefaktem.
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04 Algorytm wyczerpujacego przeszukiwania
May 26, 2026

1 Algorytm wyczerpujacego przeszukiwania

Zmnany takze jako brute force. Polega na naiwnym policzeniu energi dla kazdej konfiguracji i wybra-
niu optymalnej.

W kontekscie rozwiazywania modelu Isinga/QUBO, warto wykorzysta¢ fakt, ze kazda liczba nat-
uralna posiada unikatows reprezentacje binarng. Przyktadowo:

123 = (1111011),

Zauwazmy, ze dowolny ciag binarny dlugoéci N reprezentuje stan Isinga dla N spindéw. Wtedy
iterujac po wszystkich liczbach od 0 do 2V — 1 mamy pewnoé¢, ze sprawdzilismy wszystkie stany.

1.1 Implementacja naiwna

# Ustawienie Scierzek dla plikéw pomocniczych
from setup import setup_paths
setup_paths ()

# Implementacja naiwnej petle

import numpy as np

from math import inf

from tqdm import tqdm

from itertools import product

from funkcje_pomocnicze import calculate_energy

def brute_force_naive_qubo(Q: np.ndarray):
best_energy = inf
best_state = None
n = Q.shapel[0]

def int_to_bits(n: int, width: int, dtype=np.uint8):
shifts = np.arange(width - 1, -1, -1, dtype=np.uint64)
return ((np.uint64(n) >> shifts) & 1).astype(dtype)

for i in tqdm(range(2*#*n), desc="Wyczerpujace przeszukiwanie"):
state = int_to_bits(i, n)
energy = state @ Q @ state.T



if energy < best_energy:
best_energy = energy
best_state = state

return best_state, best_energy

# uzywajgc ttertools

def brute_force_naive(J, h):
best_energy = inf
best_state = None
n = len(h)

for state in tqdm(product([-1, 1], repeat=n), desc="Wyczerpujace
oprzeszukiwanie", total=2%x*n):
state = np.array(state)
energy = calculate_energy(J, h, state, convention="dwave")
if energy < best_energy:
best_energy = energy
best_state = state

return best_state, best_energy
[2]: | # Instancja testowa 8 spindw

import time
from funkcje_pomocnicze import ising_to_qubo, read_instance, K8

J, h = read_instance(X8.path, convention="dwave")
Q, offset = ising_to_qubo(J, h) # instancje testowe sg zapisane jako ising

start = time.time()
state, energy = brute_force_naive_qubo(Q)
end = time.time()

print (£"Otrzymana energia: {energy + offsetl}")
print(f"Stan podstawowy: {K8.best_energyl}")
print(f"czas: {end - startl}")

Wyczerpujace przeszukiwanie: 100%]| | 256/256 [00:00<00:00,
85400.61it/s]

Otrzymana energia: -9.5
Stan podstawowy: -9.5
czas: 0.06356239318847656



[3]:

[4] :

# Instancja testowa 8 spinoéw

import time
from funkcje_pomocnicze import read_instance, K8

J, h = read_instance(K8.path, convention="dwave") # pamietamy o odpowiedniej,

wkonwencji zapisu instancji

start = time.time()
state, energy = brute_force_naive(J, h)
end = time.time()

print(£"Otrzymana energia: {energyl}")
print(f"Stan podstawowy: {K8.best_energyl}")
print(f"czas: {end - startl}")

Wyczerpujace przeszukiwanie: 100%| | 256/256 [00:00<00:00,
128039.81it/s]

Otrzymana energia: -9.5
Stan podstawowy: -9.5
czas: 0.0039975643157958984

# Polecam zobaczy¢ jak rozmiar n wpiywa na czas obliczen, dla n>20 czas,
~obliczen zaczyna Tosngé bardzo szybko

import os

import time

import matplotlib.pyplot as plt

from IPython.utils.io import capture_output

times = []
is_automated_run = "PYTEST_CURRENT_TEST" in os.environ
n_range = list(range(2, 18 if is_automated_run else 25))

for n in tqdm(n_range, desc="Wyczerpujace przeszukiwanie dla réznych n (moze

trwaé kilka minut)"):

J = np.triu(np.random.uniform(-1, 1, size=(n, n)), k=1) # losowa gesta,

smacterz goérnotréojkgina
h = np.random.uniform(-1, 1, size=n) # losowy wektor
start = time.time()
with capture_output() as captured:
state, energy = brute_force_naive(J, h)
end = time.time()
elapsed = end - start
times.append(elapsed)

plt.figure(figsize=(8, 5))



plt.plot(n_range, times, marker='o', linestyle='-', color='blue',,
~label="'Execution Time')

plt.xlabel('Rozmiar (ilo§¢ spindw) ')

plt.xticks([0] + n_range)

plt.yscale('log', base=10)

plt.ylabel('Czas obliczen (s)')

plt.grid(True)

plt.show()

Wyczerpujace przeszukiwanie dla réznych n (moze trwaé kilka minut):
100%| | 23/23 [03:35<00:00, 9.38s/it]
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Ztozonosc obliczeniowa tego algorytmu ro$nie wyktadniczo.

1.2 Efektywne implementacje

Istnieja duzo efektywniejsze implementacje tego algorytmu wykorzystujace GPU. Przyktaem jest
oprogramowanie Omnisolver-bruteforce. Ponizej jest link do dokumentu pokazujacego wyniki
benchmarkow.

wykres


https://github.com/euro-hpc-pl/omnisolver-bruteforce
../Dzien_2/benchmarks/wyniki.ipynb#wyczerpujące-przeszukiwanie
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1 Gwarancja optymalnosci

Wyczerpujace przeszukiwanie jest jednym z niewielu algorytmoéw ktére gwarantuja znalezienie
stanu podstawowego. Przykladowe inne metody z taka sama gwarancja to:

e Branch-and-Bound

e Branch-and-cut

e Sieci tensorowe

e “idealne” wyzarzanie kwantowe

Kazdy z w/w algorytméw skaluje sie wyktadniczo. Czesto gwarancja optymalosé jest tylko przy
zbierzno$ci w nieskonczonoéci. 7 tego powodu najczesciej stosuje sie algorytmy heurystyczne tzn.
takie, ktére potrafia znalesé dobre rozwiazanie, ale nie gwarantuja ze bedzie ono najlepsze mozliwe
(optymalne).

2 Przeglad algorytmoéw heurystycznych inspirowanych fizycznie

Szczegbdly implementacyjne zostang omoéwione drugiego dnia

o symulowanie wyzarzanie
e wyzarzanie rownolegle
e symulowana bifurkacja


../Dzien_2/02_Algorytm_symulowanego_wyżarzania.ipynb
../Dzien_2/04_Algorytm_wyżarzania_równoległego.ipynb
../Dzien_2/03_Algorytm_symulowanej_bifurkacji.ipynb

Kwantowy model Isinga

wprowadzenie

Do matematycznego opisu kwantowego modelu potrzebujemy macierzy Pauliego. Sa to
macierze $2 \times 2$ ktdére opisujg interakcje spinu z polem magnetycznym.
Konkrektnie, bedziemy potrzebowa¢ macierzy $\sigma”z$ oraz $\sigma’x$
zdefiniowanych jako:

$$ \sigma”z = \begin{bmatrix} 1 & 0 \\ 0 & -1 \end{bmatrix}, \quad \sigma’x =
\begin{bmatrix} 0 & 1 \\ 1 & 0 \end{bmatrix} $$

Ponadto bedziemy potrzebowac wektoréw i wiasnosci wiasnych. Dla przypomnienia,
jezeli $A$ jest macierzg, to wektor $v$ nazywamy wektorem wtasnym jezeli spetniony
jest warunek:

$$ Av=\lambda v $$

gdzie $\lambda$ jest niezerowym skalarem nazywanym wartoscig wiasng.
Definicja
Kwantowy model Isinga jest definiowany w nastepujgcy sposob:

$$ \mathcal{H} = \sum_{(i, j)} J_{ij} \sigma_i~z \sigma_j~z + \sum_{i=1}"{N} h_i
\sigma_i*z $$

Warto pamieta¢, ze w przypadku dziatania macierzy Pauliego $\sigma”{\alpha}$
($\alpha = x,z$) na spin $i$, zapis $\sigma~{\alpha}_i$ oznacza

\begin{equation*} \sigma”{\alpha}_i = I \otimes I \otimes \ldots \otimes I \otimes
\sigma”{\alpha} \otimes I \otimes \ldots \otimes I \end{equation*}

gdzie $\otimes$ jest iloczynem tensorowym (lub iloczynem Kroneckera), z $i$-tym
czynnikiem $\sigma”~{\alpha}$.

Iloczyn tensorowy jest definiowany nastepujgco: $$ A \otimes B \;=\; \begin{bmatrix}
a_{11}B & a_{12}B & \cdots & a_ {1n}B\\ a_{21}B & a_{22}B & \cdots & a_{2n}B\\ \vdots &
\vdots & \ddots & \vdots \\ a_{m1}B & a_{m2}B & \cdots & a_{mn}B \end{bmatrix}. $$
Przyktad dla macierzy 2x2

$$ A=\begin{bmatrix} a_{11} & a_{12}\\ a_{21} & a_{22} \end{bmatrix},\quad
B=\begin{bmatrix} b_{11} & b_{12}\\ b_{21} & b_{22} \end{bmatrix}, \quad A\otimes B=
\begin{bmatrix} a_{11}B & a_{12}B\\ a_{21}B & a_{22}B \end{bmatrix} = \begin{bmatrix}



a_{11tb_ {11} & a_{11}b_ {12} & a_{12}b_{11} & a_{12}b_{12}\\ a_{11}b_{21} &
a_{11}b_{22} & a_{12}b_{21} & a_{12}b_{22}\\ a_{21}b_{11} & a_{21}b_{12} &
a_{22}b_ {11} & a_{22}b_{121\\a_{21}b_{21} & a_{21}b_{22} & a_{22}b_{21} &
a_{22}b_{22} \end{bmatrix} $$

Iloczyn tensorowy jest operacjg tgczng, wiec mozna go liczyc niejako "rekurencyjnie":

$$ A\otimes B \otimes C = (A\otimes B )\otimes C = A\otimes (B \otimes C) = D \otimes C
= A\otimes E = F $$ gdzie $D = A\otimes B$, $E = B \otimes C$ oraz $F = A\otimes B
\otimes C$

Zwigzek miedzy klasycznym a kwantowym modelem Isinga

Hamiltonian $\mathcal{H}$ jest olbrzymig macierzg o rozmiarze $2~n \times 2~n$,
gdzie $n$% jest iloScig spinéw, natomiast klasyczny $H$, to jedynie pewna suma
wskazujgca wartos¢ energii dla danego stanu. Jak, tak rézne obiekty (liczba i macierz)
maja sie do siebie? Odpowiedz lezy w specyfice mechaniki kwantowe;.

W pewnym uproszczeniu, jezeli Hamiltonian opisujgcy uktad kwantowy jest macierza,
to wektory wtasne tej macierzy opisujg stany, ktére ten uktad moze przyjgc a
odpowiadajgce im wiasnosci wtasne sg energiami tych stanéw.

Przyjmijmy notacje: $$ \ket{\uparrow} = \begin{bmatrix} 1 \\ 0 \end{bmatrix} \quad
\ket{\downarrow} = \begin{bmatrix} 0 \\ 1 \end{bmatrix} $$

Mozna pokaza¢, ze wektory wiasne macierzy $\sigma”z$ to wtasnie $\ket{\uparrow}$ i
$\ket{\downarrow}$ z odpowiadajgcymi im wartosciami wtasnymi $+1$ i $-1$. Zatem
macierz $\sigma”z$ opisuje pojedynczy spin.

W ten sam sposéb, wektory i wkasnosci wiasne kwantowego modelu Isinga bez pola
poprzecznego odpowiadajg stanom i energig w klasycznym modelu Isinga.

# Oba modele Isinga - klasyczny 1 kwantowy dajg te same stany
# pokazemy to wprost na bardzo matym przyktadzie (na razie ignorujgc pole pc

import numpy as np
import qutip as qt
from itertools import product

J={(1, 2): 0.5, (1, 3): -1, (2, 3): 0.75}

h=4{1:1, 2: -1, 3: 0.5}

# kwantowy

sigma 1 = qt.tensor([qt.sigmaz(), qt.geye(2), qt.geye(2)])
sigma 2 = qt.tensor([qgt.qeye(2), qt.sigmaz(), qt.qeye(2)1])
sigma 3 = qt.tensor([qgt.qeye(2), qt.qeye(2), qt.sigmaz()])

H quantum = J[(1, 2)] * sigma 1 * sigma 2 + J[(1, 3)] * sigma 1 * sigma 3 +
h[1] * sigma 1 + h[2] * sigma 2 + h[3] * sigma 3



eigenvalues, eigenstates = H quantum.eigenstates()

def decode eigenstate(eigenstate):
state = eigenstate.full()
idx, _ = np.nonzero(state)
idx = idx.item()
basis states = list(product([1,-1], repeat=3))
return basis states[idx]

# klasyczny
energies states = {}

for state in product([-1,1], repeat=3):
energy = sum([state[i-1] * state[j-1] * J[(i, j)] for (i, j) in J.keys(

energies states[energy] = state
energies states = dict(sorted(energies states.items()))

# podsumowanie

print("Wartosci wtasne macierzy H:", eigenvalues)

print("Wszystkie energie klasycznego modelu:", list(energies states.keys()))
print("------------ ")

print("Stan odpowiadajacy najmiejszej warto$ci wtasnej", decode eigenstate(e
print("Stan podstawowy klasycznego modelu: ", energies states[-4.75])

Wartosci wtasne macierzy H: [-4.75 -0.25 -0.25 0.25 0.25 0.75 1.25 2.7
5]
Wszystkie energie klasycznego modelu: [-4.75, -0.25, 0.25, 0.75, 1.25, 2.75]

Stan odpowiadajacy najmiejszej wartosci wkasnej (-1, 1, -1)
Stan podstawowy klasycznego modelu: (-1, 1, -1)

Kwantowy model Isinga z polem poprzecznym

Na razie kwantowy model Isinga jest tylko wytgcznie innym matematycznym opisem
tego samego obiektu.

Kwantowy model Isinga z polem poprzecznym jest definiowany w nastepujacy sposaéb:

$$ \mathcal{H} = \Gamma \sum_{i=1}*N \sigma”x_i + \sum_{(i, j)} J_{ij} \sigma_i~z
\sigma_j"z + \sum_{i=1}*N} h_i \sigma_i*z $$

gdzie $\Gamma$ jest parametrem okreslajagcym site pola poprzecznego.



Twierdzenie adiabatyczne

Dla potrzeb kursu, sformutujemy intuicyjnie twierdzenie adiabatyczne. Petne i formalne
zapisy mechaniki kwantowej pominiemy, zostawiajac je do dogtebnej analizy
zainteresowanym kursantom.

Twierdzenie adiabatyczne (w mechanice kwantowej) Rozwazmy system kwantowy
zmieniajacy sie w czasie. Jezeli na poczatku ewolucji znajduje sie on w stanie
podstawowym, to przy pewnych technicznych zatozeniach, o ile zmiany systemu
nastepujg wystarczajgco wolno, uzyskany na koricu system kwantowy jest rowniez w
stanie podstawowym. W skrécie, powolna ewolucja systemu przeksztatca stan
podstawowy na stan podstawowy.

Sformutowanie wyzarzania kwantowego

W wyzarzaniu kwantowym wykorzystuje sie to twierdzenie, aby znalez¢ stan
podstawowy (minimum globalne) hamiltonianu Isinga, ktéry koduje problem
optymalizacyjny. Proces wyglada tak:

1. Startujemy od prostego hamiltonianu $H_{initial}$, ktérego stan podstawowy jest
znany (np. prosta superpozycja).

2. Stopniowo przeksztatcamy go w hamiltonian problemu $H_{problem}$, ktérego
minimum chcemy znalez¢.

3.]Jesli proces jest adiabatyczny (czyli wystarczajgco powolny), to uktad przejdzie z
podstawowego stanu $H_{initial}$ do podstawowego stanu $H_{problem}$, dajac
rozwigzanie.

tutaj wyzarzanie kwantowe zostanie zaimplementowane nastepujgco:

$$ \mathcal{H}(s) = A(s)H_{initial} + B(s)H_{Ising} =A(s) \sum_{i}{N} \sigma_i"x + B(s)
\left(\sum_{j < i} )_{ij} \sigma_i*z \sigma_jAz + \sum_{i=1}*N} h_i \sigma_i*z \right) $$

gdzie $s = t/\tau$, $\tau$ to catkowity czas wyzarzania a funkcje $A(s)$ i $B(s)$ to
dowolne ciggte funkcje spetniajgce warunki $A(0) \gg B(0)$, oraz $B(1) \gg A(1)$ oraz
$A(1) \approx 0%.

Ewolucja uktadu

Ewolucja uktadu jest opisywana przez réwnanie Schrédingera



$$ i \frac{\partial}{\partial t} \ket{\Psi (t)} = \mathcal{H}\ket{\Psi (t)} $$

gdzie $t$ jest czasem, $\ket{\Psi (t)}$ jest wektorem stanu a $\mathcal{H}$ jest
Hamiltonianem opisujgcym uktad.

Jako ze mechanika kwantowa jest z natury probabilistyczna i na koricu ewolucji
otrzymujemy pewien wektor prawdopodobienstw, interesuje nas warto$¢ oczekiwana
pomiaru energi $<\mathcal{H}(t)>$. Jest to Srednia wazona wszystkich mozliwych
pomiardw klasycznego stanu (tj. wektoru spindw).

# Funkcje pomocniczne ktére bedziemy uzywac¢ do robienia symulacji wyzarzanic
from setup import setup paths
setup _paths()

import os

import qutip as qt
import pandas as pd
import numpy as np

from typing import Optional
from math import pi
from qutip.measurement import measure, measurement statistics

def create spin operators(N: int):

# Konstruujemy odpowiednie operatory dziatajgce na odpowiednim qubicie

sx_list = []

sz list = []

for i in range(N):
# sigma x/z na i-tym miejscu, na reszcze identycznosSci
op_list x = [qt.sigmax() if k==i else qt.qgeye(2) for k in range(N)]
op list z = [qt.sigmaz() if k==i else qt.qgeye(2) for k in range(N)]
# z listy tworzymy jedna duza macierz (operator) przez uzycie iloczy
sx list.append(qt.tensor(op list x))
sz list.append(qt.tensor(op list z))

return sx list, sz list

def create problem hamiltonian(N: int, sz list: list, J: dict, h: Optionallc
# Zaktgdamy ze qubity sg ponumerowane od 0 do N-1
linear = sum([h[i] * sz list[i] for i in range(N)]) if h else 0
H problem = linear + sum([J[(i, j)] * sz list[i] * sz list[j] for (i, j)
return H problem

def load dwave schedule(path: os.PathLike):
df = pd.read excel(path, usecols=["s", "A(s) (GHz)", "B(s) (GHz)"1)
# Przejscie z GHz na naturalne jednostki oraz aplikacja skalaru 1/2
df["A(s)"] df["A(s) (GHz)"].map(lambda x: x*pi)
df["B(s)"] df["B(s) (GHz)"].map(lambda x: x*pi)
return df



# Kod do symulacji wyzarzania kwantowego. W tej symulacji ewoluujemy rdéwnani

def

def

create full hamiltonian(J: dict, h: dict, time: int, A: Optional[callak
if A is None:
def A(t, T):
return 1 - t/T

if B is None:

def B(t, T):
return t/T
N = len(h)

# Tworzymy odpowiednie operatory sigma x 1 sigma z
sx list, sz list = create spin operators(N)

# Tworzymy Hamiltonian poczgtkowy H initial
H initial = -1 * sum(sx list)

# Tworzymy hamiltonian probelmu
H problem = create problem hamiltonian(N, sz list, J, h)

# Peten hamiltonian H(t)

# H(t) = A(t)*H initial + B(t)*H problem
H t = qt.QobjEvo([[H initial, A], [H problem, Bl1l, args={"T": time})
# Przygotuj stan podstawowy dla poczgtkowego hamiltonianiu

psi®@ = H initial.groundstate()[1]

# Do symulacji potrzebujemy H t i psiO, H problem potrzebujemy do wykoné
return H t, psi®, H problem

simulate(hamiltonian, psi@®, H problem, time: int, num steps: int):

t list np.linspace(0, time, num_steps, endpoint=True)

result = qt.sesolve(hamiltonian, psi®, t list, e ops=H problem, options=
states = result.states

expectatnions = result.expect

return states, expectatnions

# Ewolucja wartosSci oczekiwanej w czasie
# Ewolucja prawdopodobienstwa pomiaru stanu w czasie

impo

from
from

J, h

rt matplotlib.pyplot as plt

qutip.measurement import measure, measurement statistics
funkcje pomocnicze import read instance dict, K8

read instance dict(K8.path)

# Czas wyzarzania

T =

50



num _steps = 50

H t, psi®, H problem = create full hamiltonian(J, h, T)
states, expect = simulate(H t, psi@, H problem, T, num steps)
final state = states[-1]

# Obrazek wartosc¢ oczekiwana

X = range(num steps)

yl = expect[0]

plt.figure(figsize=(8, 6))

plt.plot(x, yl, label=r"$\langle \mathcal{H}(t) \rangle$")
plt.axhline(y=-9.5, color='black', linestyle='--")

plt.title("Ewolucja wartos$ci oczekiwanej pomiaru energi w czasie")
plt.xlabel("Czas")

plt.ylabel(r"Wartos¢ oczekiwana energii $\langle \mathcal{H}(t) \rangle$")

plt.text(l, -9.25, "Stan podstawowy", fontsize=10, color='black')
plt.grid(True)
plt.legend()

plt.show()

y2 1 = [measurement statistics(state, H problem)[2] for state in states]
y2 2 = [data[:4] for data in y2 1]

y2 = [[x * 100 for x in data] for data in y2 2]

plt.figure(figsize=(8, 6))

plt.plot(x, y2)

plt.title("Ewolucja prawdopodobienstwa pomiaru poszczegdélnych stanow")
plt.xlabel("Czas")

plt.ylabel("Prawdopodobienstwo pomiaru stanu [%]")

plt.grid(True)

plt.legend([r"Stan podstawowy $H {\text{problem}}$", r"1l. stan wzbudzony $H_

plt.show()



Wartosc oczekiwana energii (H(t))

Ewolucja wartosci oczekiwanej pomiaru energi w czasie
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Tak jak sie spodziewalismy, wraz z czasem prawdopodobienstwo pomiaru stanu
podstawowego rosnie. Pomiar jest probabilistyczny, wiec rozpatrujemy wartos¢
oczekiwang pomiaru.

Demonstracja adiabatycznosci

Przeprowadzimy wiele symulacji, kazdorazowo wykonujgc wyzarzanie kwantowe przez
podany czas

# rysunek dla demonstracji adiabatycznoSci

import matplotlib.pyplot as plt
from funkcje pomocnicze import read instance dict, K8
from mpl toolkits.axes gridl.inset locator import zoomed inset axes, mark ir

J, h = read instance dict(K8.path)

num steps = 10

T =50

gaps = []

for t in range(1l, T+1):
H t, psi®, H problem = create full hamiltonian(J, h, t)
states, expect = simulate(H t, psi@, H problem, t, num steps)
energy = expect[0][-1]



gap = (K8.best energy - energy)/(2*K8.best energy) * 100
gaps.append(gap)

X = range(l, T+1)
fig, ax = plt.subplots(figsize=(8, 6))

plt.plot(x, gaps)
plt.axhline(y=0, color='black', linestyle='--")

# Define the region of interest for the zoomed-in plot

x1, x2 = 30, 40 # x-limits for inset

# Compute corresponding y-limits for the sine function

yl, y2 = gaps[x1l], gaps[x2]

# To have a little margin around the data points, adjust y-limits
delta y = 0.1

yl -= delta y

y2 += delta y

axins = zoomed inset axes(ax, zoom=4, loc="right")
axins.plot(x, gaps)

# Limit the view to the region of interest
axins.set xlim(x1l, x2)
axins.set ylim(0, 1)

# Draw lines indicating the area of the inset on the main plot
mark _inset(ax, axins, locl=2, loc2=4, fc="none", ec="0.5")

ax.set title("Luka energetyczna w zaleznosci od catkowitego czasu wyzarzanic
ax.set xlabel(r"Catkowity czas wyzarzania $\tau$")

ax.set ylabel("Oczekiwana luka energetyczna [%]")

ax.grid(True)

plt.show()



Luka energetyczna w zaleznosci od catkowitego czasu wyzarzania

35

30

25+

Oczekiwana luka energetyczna [%]

Catkowity czas wyzZarzania T

# Demonstracja luki energetycznej w zalezno$Sci od catkowitego czasu wyzarzar

import matplotlib.pyplot as plt
from funkcje pomocnicze import read instance dict, K8
from mpl toolkits.axes gridl.inset locator import zoomed inset axes, mark ir

J, h = read instance dict(K8.path)

num_steps = 25

times = [1, 10, 25, 50]

energies = {}

for t in times:
H t, psi®, H problem = create full hamiltonian(J, h, t)
states, expect = simulate(H t, psi@, H problem, t, num_steps)
energies[t] = expect

x = np.linspace(0, 1, num=num_steps, endpoint=True)
fig, ax = plt.subplots(figsize=(8, 6))

for t in times:
plt.plot(x, energies[t][0], label=rf"$\tau = ${t}")

plt.text(0, -9.25, "Stan podstawowy", fontsize=10, color='black')
plt.axhline(y=-9.5, color='black', linestyle='--")

plt.legend()

plt.title(r"Ewolucja warto$ci oczekiwanej pomiaru energi dla réznych wartosc



plt.xlabel(r"$s = t / \tau$")

plt.ylabel(r"Wartos$¢ oczekiwana energii $\langle \mathcal{H}(t) \rangle$")
plt.grid()

plt.show()

Wartosc oczekiwana energii (MH(t))

Ewolucja wartosci oczekiwanej pomiaru energi dla roznych wartosci T

=y
— T=10
— 1=25
T=50

Stan podstawowy
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1 Wyzarzacze kwantowe

Wyzarzaczem kwantowym nazywamy maszyne, ktéra fizycznie implementuje algorytm wyzarzania
kwantowego. Obecnie najpopularniejsze sg urzadzenia produkowane przez firme¢ DWave. W sercu
kazdej maszyny lezy procesor kwantowy, Quantum Proccesing Unit (QPU), skladajacy sie z kubitéw
polaczonych couplerami (czasami stowo coupler ttumaczy sie jako “sprzegacz”). W tym szkoleniu
nie bedziemy wdawaé sie w szczegoly jak te kubity i couplery fizycznie wygladaja. Strukture
polaczen miedzy kubitami w QPU nazywamy topologia.

1.1 Topologie procesoré6w DWave

1.1.1 Chimera

Jest to pierwsza i najstarsza z istniejacych topologii. Sklada sie z komérek jednostkowych (ang.
Unit Cell) polaczonych ze soba w ksztalt kraty. Kazda z komorek sklada si¢ z osmiu kubitow
polaczonych ze soba jak pelny graf dwudzielny K, 4. Ponizej jest przedstawiony przykitad Chimery
C2

1.1.2 Pegasus

Jest to obecnie standardowa topologia uzywana w wyzarzaczach D-Wave. Nie ma najprostrzej
konstrukcji.



1.1.3 Zephyr

Najnowoczesniejsza topologia. Urzadzenia ktére ja implementuja sa obecnie w fazie prototypow.
Z2 czyli zephyr ztorzony z 2x2 komoérek jednostkowych. Na pierwszy rzut oka wida¢ zaréwno wigcej

kubitéw jak i znacznie gesciejsza siatke polaczen.



[1]1:

1.2 Embedding

Z powodu tego jak jest skonstuowana sie¢ potaczen w QPU, wiele probleméw trzeba osadzié.
Powoduje to utworzenie tzw. {arncuchéw. Oznacza to, ze jeden qubit logiczny (zmienna) jest
reprezentowany przez kilka qubitow fizycznych potaczonych w tancuch. Kazdy z nich powinien
mieé ten sam spin. Gdy tak sie nie dzieje méwimy o tamaniu taricucha.

import networkx as nx

import dwave_networkx as dnx
import minorminer

import matplotlib.pyplot as plt

chimera = dnx.chimera_graph(l, 1, 4) # pojedyncza komérka chimery
K3 = nx.complete_graph(3)



# Automatyczne szukanie osadzenia
embedding = minorminer.find_embedding(K3, chimera)
print("Znaleziono osadzenie:")
for k3_node, chain in embedding.items():
if len(chain) > 1:
print(f" K3 wierzchotek {k3_node} -> tancuch {chain}")
else:
print(f" K3 wierzchotek {k3_node} -> wierzchotek {chain[0]}")

chain_colors = {k: color for k, color in zip(embedding.keys(), ["red", "green",
<"blue", "purple"]l)}

# Budujemy mape koloréw dla komérki chimery
node_color = {}
edge_color = {}

for k3_node, chain in embedding.items():
for q in chain:
node_color[q] = chain_colors[k3_node]
if len(chain) > 1:
Vv, W = chain
edge_color[(v, w)] = chain_colors[k3_node]
edge_color[(w, v)] chain_colors[k3_node]

for (v, w) in K3.edges():

x = embedding[v]

y = embedding[w]

if len(x) == len(y) == 1:
edge_color[(x[0], y[0])] = "black"
edge_color[(y[0], x[0])] = "black"

elif len(x) > 1:
edge_color[(x[0], y[0])] = "black"
edge_color[(y[0], x[0])] = "black"
edge_color[(x[1], y[0])] = "black"
edge_color[(y[0], x[1])] = "black"

else:
edge_color[(x[0], y[0])] = "black"
edge_color[(y[0], x[0])] = "black"
edge_color[(x[0], y[1])] = "black"
edge_color[(y[1], x[0])] = "black"

# TODO: napisz lepiej



# Kolor dla kubitéow 7 krawedzi nie uzywanych w embeddingu
default_color = "lightgray"

node_colors [node_color.get(node, default_color) for node in chimera.nodes()]

edge_colors = [edge_color.get(edge, default_color) for edge in chimera.edges()]

plt.figure(figsize=(8, 8))

dnx.draw_chimera(chimera, node_color=node_colors, edge_color=edge_colors,
~with_labels=True, node_size=300)

plt.title(rf"Graf peiny $K_3$ osadzony w komdérce Chimery")

plt.show()

Znaleziono osadzenie:
K3 wierzcholek 0O -> wierzchotek 3
K3 wierzcholek 1 -> wierzchotek 5
K3 wierzchotek 2 -> tancuch [1, 4]



Graf petny K3 osadzony w komarce Chimery

w powyzszym obrazku czarne krawedzie oznaczaja krawedzie w oryginalnym grafiem a krawedzie
w kolorze wierzchotkéw oznaczaja tancuch.

1.2.1 Wiekszy przyklad na prawdziwej architekturze

Najpierw trzeba klikna “Source - QPU”, a nastepnie po lewej stronie “show chains” oraz “show
broken chains

[ 1: # dokladnie co sie dzieje w kodzie bedzie opisane péiniej
# niezbedy token by méc sie polgczydl
with open("token.txt", "r") as f:
token = f.read()



#Zdefintiowanie maszyny ktorej bedziemy uzywad

from dwave.system import DWaveSampler, AutoEmbeddingComposite
import dwave.inspector

import networkx as nx

sampler = DWaveSampler (token=token, solver="Advantage_system4.1")
graph = nx.complete_graph(50)

h = {node: 0.5 for node in graph.nodes}

J = {edge: 1 for edge in graph.edges}

# automatycznie mapujemy nasz problem na {PU
solver = AutoEmbeddingComposite(sampler)

# Rozwigzujemy problem
solution = solver.sample_ising(h, J)
dwave . inspector.show(solution)
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1 Zadania dodatkowe niewymagajgce programowania

1.1 1. Problem plecakowy

Na podstawie modelu przedstawionego w notatniku nalezy przeksztalci¢ konicowa funkcje celu

n K 2 n
A (Z wiw, + 2Ry, — W) —BY v,
i=1 k=0 i=1

do jawnej postaci QUBO, tj. do postaci
> Qumt ) Qi
i (4.9)

W szczegblnoéci nalezy: - rozwinaé wyrazenie kwadratowe, - uporzadkowaé¢ wyrazy liniowe oraz
dwuliniowe, - wyznaczy¢ wspotczynniki macierzy ) odpowiadajace otrzymanemu modelowi.

1.2 2. Problem podziatu grafu
Rozwazmy graf prosty G = (V, E) o parzystej liczbie wierzchotkéw

N=V].

Celem jest wyznaczenie takiego podziatu zbioru wierzchotkéw V na dwa roztaczne podzbiory o
jednakowej licznosci, tj. po g wierzchotkow kazdy, aby liczba krawedzi taczacych oba podzbiory
byta minimalna.

Nalezy: - sformulowaé powyzszy problem w postaci modelu QUBO lub modelu Isinga, - uza-
sadni¢ wybor dogodniejszej reprezentacji, - (opcjonalnie) sprowadzi¢ otrzymany model do postaci
jawnej.



02_Model_QUBO.ipynb

1.3 3. Problem pelnego pokrycia

Rozwazmy zbior

oraz rodzine jego podzbioréw

speliajaca warunek

Pytanie polega na rozstrzygnieciu, czy istnieje taki wybér podrodziny

RCA{Vy,....Vy},
ze: 1. zbiory nalezace do R sa parami rozlaczne, tzn.
VinvV; = 0 dla i # 7,

2. suma zbioréw nalezacych do R pokrywa caly zbiér U, tj.

Jv=u.

VeR

Innymi stowy, nalezy ustali¢, czy istnieje wybér roztacznych podzbioréw, ktore lacznie tworza
doktadnie zbiér U.

Nalezy: - przedstawi¢ ten problem w postaci modelu QUBO lub modelu Isinga oraz wskazaé,
ktoéra z tych reprezentacji jest bardziej naturalna w tym przypadku, - rozszezy¢ ten problem do prob-
lemu optymalizacyjnego. Znalezé najmniejszy zbiér R spelniajacy podane wymagania. - (opcjon-
alnie) sprowadzi¢ model do postaci jawnej.

1.4 4. Problem Max-Cut

Nalezy sformulowaé¢ problem Max-Cut (notatnik) w postaci modelu Isinga.


03_Przykłady_kodowania_problemow_QUBO_Ising.ipynb

[1]:

01 Praca z wyzarzaczami kwantowymi
May 26, 2026

1 Ocean Software

Ocean Software to zestaw narzedzi programistycznych, umozliwiajacy modelowanie i rozwiazywanie
probleméw optymalizacyjnych przy uzyciu kwantowych procesoréw wyzarzania. Sklada sie z wielu
powiazanych ze soba paczek w pythonie ktére pozwalaja modelowaé problemy optymalizacyjne,
mapowacé je na odpowiednie formaty i przesyla¢ do rozwiazywania na komputerach kwantowych
D-Wave.

# niezbedy token by moéc sie polgczyé
with open("token.txt", "r") as f:
token = f.read()

#Zdefintowanie maszyny ktorej bedziemy uzywac
from dwave.system import DWaveSampler

sampler = DWaveSampler (token=token)
# Parametry maszyny do kitorej mamy dostep

print ("Parametry: ")
print("QPU: ", sampler.properties["chip_id"] )

print("Architektura: ", sampler.properties["topology"])
print("Ilo§¢ kubitdw: ", sampler.properties["num_qubits"])
print("IloSé potaczen: ", len(sampler.properties["couplers"]))
Parametry:

QPU: Advantage_system4.1

Architektura: {'type': 'pegasus', 'shape': [16]}
Ilos8¢ kubitéw: 5760

Ilo8¢ potaczen: 40279

1.1 Przyklad rozwigzania problemu Max-Cut
1.2 Max-Cut

Problem Max Cut jest jednym z najbardziej znanych probleméw optymalizacji kombinatorycznej.
Dla danego grafu nieskierowanego G(V, E') ze zbiorem wierzchotkéw V' oraz zbiorem krawedzi F,
problem Max Cut polega na podziale zbioru V' na dwa podzbiory, tak aby liczba krawedzi taczacych
te podzbiory (tzw. przecigtych przez ciecie) byla jak najwigksza.

Problem ten mozna zamodelowa¢ za pomocg zmiennych binarnych, gdzie x; = 1, jesli wierzchotek ¢



nalezy do jednego podzbioru oraz x; = 0, gdy nalezy do drugiego. Krawed? (i, j) jest przecieta przez
cigcie (tzn. jej konice znajduja si¢ w réznych podzbiorach), co opisuje wyrazenie x; + z; — 2z,7;.

W zwiazku z tym problem maksymalizacji liczby krawedzi w cigciu mozna zapisaé¢ nastepujaco:

max Z (z; +r; — 22;2;) = min Z (—z; — 2+ 22,25)
(i,7)eG (4,7)€G

[1]1: # Przyktad grafu losowego nma 15 wierzcholkach
import numpy as np
import networkx as nx

graph = nx.erdos_renyi_graph(n=15, p=0.6, seed=42)
nx.draw(graph, with_labels=True)

[9]: | # QUBO Zbudujemy QUBO, jako ze jest to majnaturalniejsza formulacja
# Warto wspomnieé ze zardéumo sample_ising() oraz sample_qubo() jako argumenty,
wprzyjmujq stowniki
# Jezelt Twoje dane sg w innym formacie, nalezy uzyé BinaryQuadraticModel z,

wpaczkt dimod



import networkx as nx

from collections import defaultdict
from dwave.system import DWaveSampler, AutoEmbeddingComposite

Q = defaultdict(int)
for i, j in graph.edges:

QL(i,i)]+= -1
Ql(j,3)1+= -1
Ql(i,j)]+= 2

sampler = DWaveSampler (token=token, solver="Advantage_system4.1")

# automatycznie mapujemy nasz problem na (PU
solver = AutoEmbeddingComposite (sampler)

solution = solver.sample_qubo(Q, num_reads=5, annealing_time=10, label='Example
<= Maximum Cut')
print (solution)

best = solution.first.sample

# Interpretacja wynikow

SO = [node for node in graph.nodes if not best[node]]

S1 = [node for node in graph.nodes if best[node]]

cut_edges = [(u, v) for u, v in graph.edges if best[u]!=best[v]]
uncut_edges = [(u, v) for u, v in graph.edges if best[ul==best[v]]

# narysowanie najlepszego znalezionego wyniku
nx.draw(graph, node_color=["r" if i in SO else "c" for i in list(graph.nodes)],
~with_labels=True,
edge_color=["black" if e in uncut_edges else "lightgray" for e in
~list(graph.edges)])

0 1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 energy num_oc. chain_b.
o1 001 01 1 1 0 0 1 0 0 0 1 -42.0 1 0.0
i1 0 01 01 01 1 0 O 1 0 O 1 -41.0 2 0.0
2 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 0 0O 1 1 O -41.0 1 0.0
3 1.0 061 061 01 1 0 O 1 O 1 1 -40.0 1 0.133333
['BINARY', 4 rows, 5 samples, 15 variables]



[13]: # Certyfikacja rozwigzania

from itertools import product
from math import inf
from dimod import BinaryQuadraticModel

qubo = BinaryQuadraticModel(Q, "BINARY")
n = qubo.num_variables

best_energy = inf
best_state = []
for state in product([0, 1], repeat=n):
x = np.array(state)
energy = qubo.energy(x)
if energy < best_energy:
best_energy = energy
best_state = state

print("Stan podstawowy: ", best_energy)
print("Znaleziony przez D-Wave: ", solution.first.energy)



[2]:

Stan podstawowy: -42.0
Znaleziony przez D-Wave: -42.0

2 Najlepsze praktyki przy uzywaniu wyzarzaczy kwantowych

2.1 Balans pomiedzy czasem wyzarzania a ilo$cig odczytéw

ako wskazdéwke mozna przyjaé, ze optacalne jest wyréwnanie czasu wyzarzania i odczytu. Zwigksze-
nie liczby odczytéw moze poprawié¢ uzyskiwane rozwiazania, jednak korzysci malejg po przekrocze-
niu pewnej wartosci zaleznej od problemu. Tak samo, zwigkszenie czasu wyzarzania powyzej
pewnej, zaleznej od problemu wartosci, réwniez daje malejace korzysci.

Zwiekszenie zaréwno czasu wyzarzania, jak i liczby odczytéw podnosi prawdopodobienstwo sukcesu
przy rozwiazywaniu zadanego problemu. Optymalna kombinacja czasu wyzarzania i liczby od-
czytow dla uzyskania najlepszego rozwiazania w ustalonym budzecie czasowym zalezy od konkret-
nego problemu i wymaga przeprowadzenia eksperymentow.

2.2 Postprocessing

Narzedzia Ocean wykonuja pewne minimalne przetwarzanie koncowe. Przykladowp, przerwane
tanicuchy (kiedy kubity reprezentujace dana zmienna logiczna maja rézne stany) moga zostaé
rozstrzygniete poprzez glosowanie wiekszosciowe: Ocean przypisuje warto$¢ zmiennej na podstawie
stanu zwréconego przez wiekszos¢ kubitéw w tancuchu.

Czesto mozliwe jest poprawienie wynikéw uzyskanych z wyzarzacha kwantowego niewielkim
kosztem przez zastosowanie postprocessingu.

Pakiet dwave-samplers udostepnia implementacje solvera bazujacego na metodzie gradientu
prostego SteepestDescentSolver. W tym przykladzie ten klasyczny algorytm jest uruchamiany
z prébkami uzyskanymi z QPU, aby znalezé minima w otoczeniu tych probek.

# Przyktad

from dwave.system import DWaveSampler

from dwave.samplers import SteepestDescentSolver, SimulatedAnnealingSampler
import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

rng = np.random.default_rng(seed=42)

# Tworzymy problem wykorzystujgc wszystkie qubity % celowo dajemy site,
wcouplingéw z poza naturalnego zasiegu

sampler = DWaveSampler (token=token, solver="Advantage_system4.1")

h = {v: 0.0 for v in sampler.nodelist}

J = {tuple(c): rng.choice(list(range(-5, 6))) for c in sampler.edgelist}

solver_greedy = SteepestDescentSolver()

sampleset_qpu = sampler.sample_ising(h, J,
num_reads=10,



label='Przyklad - Postprocessing')
# Postprocessing
sampleset_pp = solver_greedy.sample_ising(h, J, initial_states=sampleset_qpu)

mediana_qgpu = np.median(sampleset_gpu.record.energy)
mediana_pp = np.median(sampleset_pp.record.energy)

# Certyfikacja
sa_sampler = SimulatedAnnealingSampler ()
sampleset_sa = sa_sampler.sample_ising(h, J, num_reads=100)

sa_energy = sampleset_sa.first.energy

print("Mediana energii: ")
print(f"Samo QPU: {mediana_gpul}")
print (f"Postprocessing: {mediana_pp}")

plt.plot(list(range(l, 11)), sampleset_qpu.record.energy, 'b.-')
plt.plot(list(range(l, 11)), sampleset_pp.record.energy, 'r -')

plt.xticks(list(range(1, 11)))

plt.xlabel ("Probka'")

plt.ylabel("Energia")

plt.title("Wyniki z QPU przed i po postprocessingu")

plt.gridO

plt.axhline(mediana_gpu, linestyle="--", color="blue")
plt.axhline(mediana_pp, linestyle="--", color="red")
plt.axhline(sa_energy, linestyle="--", color="black")

plt.text(l, mediana_gpu+5, "mediana QPU", fontsize=10, color='black')
plt.text(l, mediana_pp+5, "mediana postprocessing", fontsize=10, color='black')
plt.text(l, sa_energy-10, "wynik z SA", fontsize=10, color='black')

plt.legend(['Samo QPU', 'Postprocessing'])
plt.show()

Mediana energii:
Samo QPU: -48456.0
Postprocessing: -48484.0
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2.3 Harmonogram wyzarzania

Harmonogram wyzarzania w maszynach DWave pozwala nam regulowaé¢ predko$é z jaka zachodza
zmiany w parametrze s

[1]: # Harmonogram wyzarzania z Pauzg

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

x = np.linspace(0, 1, num=60)
y_lin = x
QCP = 0.35
y_pause = np.where(x <= 1/3, 1.05%*x,
np.where(x <= 2/3, QCP, 1.95%x-0.95))

plt.figure(figsize=(8,6))
plt.plot(x, y_lin, label="Standardowy harmonogram")
plt.plot(x, y_pause, label="Harmonogram z pauza")



plt.title("Harmonogramy wyzarzania")

plt.ylabel(r"parametr $s=\frac{t}{\tau}$")

plt.xticks([0, 1/3, 1/2, 2/3, 1], labels=["0", r"$\frac{1}{3} \tau$",.
osr"$\frac{1}{2} \tau$", r"$\frac{2}{3} \tau$", r"$\tau$"]l)

plt.grid()

plt.axhline(QCP, linestyle="--", color="black")

plt.text(0, QCP + 0.03, "punkt krytyczny kwantowy")

plt.legend()

plt.show()
Harmonogramy wyzarzania
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02 Algorytm symulowanego wyzarzania
May 26, 2026

1 Algorytm symulowanego wyzarzania

Symulowane wyzarzanie (simulated annealing) to probabilistyczna technika optymalizacyjna in-
spirowana procesem wyzarzania w metalurgii. Nasladuje fizyczny proces podgrzewania i powolnego
schladzania materialu w celu usuniecia defektéw. W kontekscie optymalizacji ,temperatura” jest
skalarnym parametrem algorytmu.

1.1 Ogodlny zarys

Rozpoczyna sie od dowolnie wybranego poczatkowego rozwigzania i wysokiej temperatury, ktéra
jest stopniowo obnizana. Na kazdym kroku algorytm losowo modyfikuje biezace rozwiazanie w
celu wygenerowania nowego kandydata. Jesli nowe rozwiazanie jest lepsze, zostaje zaakceptowane.
Jedli jest gorsze, moze rowniez zostaé zaakceptowane z pewnym prawdopodobienstwem, ktére jest
proporcjonalne do temperatury. Pozwala to algorytmowi uniknaé lokalnych ekstreméw i z czasem
przyblizy¢ rozwigzanie optymalne w skali globalne;j.

Tutaj zostanie przedstawiona podstawowa wersja tego algorytmu. Sklada sie z dwoch petli. Pier-
wsza z nich, zewnetrzna, zarzadza zmiang temperatury. Druga, wewnetrzna, determinuje ile sgsi-
adéw jest sprawdzanych dla danej temperatury. Dobra praktyka jest sprawdzenie wszystkich zmi-
ennych w kazdym kroku temperatury. Ponizej jest zaprezentowany pseudokod:



[5]:

Algorithm 1: Simulated Annealing for Ising Model

Data: Initial configuration S;,;, initial temperature 7y, number of
steps K, number of spins N

Result: Approximate solution to the ground state problem

// Initialization

i Tit—-Ty

2 4= Bean

3 for £k = 0 to K do

4 ﬁ — %;

5 for m = 0 to N do

6 S’ ¢ neighbor (S);

7 E' + E(S");

8 AE + E(8') — E(S);

9 if AF <0 then

10 | S« 9

11 else

12 p + P(AE, B);

13 if random(0, 1) < p then
14 ‘ S+ 5

15 end

16 end

17 end

18 T < schedule(T) // Update temperature
19 end

20 return S // Return the best found solution

Jako funkcji P(AFE, 3) uzyjemy tzw. kryterium Metropolisa—Hastingsa:

e jezeli AE < 0
P(AE,B) = { e PAE  w pozostalych przypadkach

Warto tutaj wspomnieé¢, ze dla “wystarczajaco powolnej” funkcji schtadzajacej istnieja matematy-
czne gwarancje osiggniecia optymalnego wyniku. Jednakze czas i ilo§¢ krokéw potrzebna by ta
gwarancje osiggnaé czesto przekracza wyczerpujace przeszukiwanie.

from setup import setup_paths
setup_paths ()

from funkcje_pomocnicze import read_instance, small_grid, P2, small_pegasus,
~calculate_energy

instance = small_pegasus

J, h = read_instance(instance.path)



print("nazwa instancji: ", instance.name)
print("ilo§¢ spindw: ", instance.spins)
print("najlepsza energia: ", instance.best_energy)

nazwa instancji: P2
iloS¢ spindw: 24
najlepsza energia: -39.0

[24]: # Implementacja algorytmu symulowanego wyzarzania razem z funkcjami pomocniczymi
from setup import setup_paths
setup_paths ()

import numpy as np
from math import exp
from funkcje_pomocnicze import calculate_energy

def acceptance_probability(delta_e: float, temp: float):
if delta_e < O:
return 1
else:
beta = 1/temp
probability = exp(-beta * delta_e)

return probability

def calculate_delta_e(J, h, idx, state):
s_k = state[idx]
sum_j = J[idx, :] @ state.T
return 2*s_k *(h[idx] + sum_j)

def get_temp(J, h):

# W gorgcej temperaturze chcemy by kazdy spin moégl sie zmienié 2z,
wprawdopodobienstwem co najmniej 507

# rozwigzujemy:

# 0.50 = exp(-hot_beta * mazx_delta_energy)

# rozwigzaniem jest hot_beta = log(2)/maz_delta_energy, czylt T =,
smaz_delta_energy/log(2)

# gdzie maz_delta_energy = 2*maz_effective_field, a maz_effective_field =,
omaz_t ([h_t] + sum_j [J_<75/)

h_abs = np.abs(h)
J_abs = np.abs(J)
values = [h_abs[i] + sum(J_abs[i, :]) for i in range(len(h))]



max_effective_field = max(values)
hot = (2*max_effective_field) / np.log(2)

# w zimnej temp zakladamy ze jestedmy w minimum (lub stanie podstawowym) 7,
~chcemy ograniczyé

# prawdopodobienstwo ze jakikolwiek spin ste zmienti. Dodatkowo dlay
—uproszczenia, zaktadamy ze tylko

# spiny o minimalnej luce mogq wejsé w stan wzbudzony. Rozwigzujemy:

# 0.01 ~ #minimal_gaps exp (- cold_beta min_ti min_delta_energy_i)

# gdzie #minimal_gaps to i1loSé przypadkéw o minimalnej luce energetycznej

# min_delta_energy i = min_<(min_delta_energy 7).

# rozwigzaniem jest cold_beta = log(#minimal_gaps/0.01) / min_delta_energy,
wczyle:

# T = min_delta_energy / log(#minimal_gaps/0.01)

h_non_zero = h_abs[np.where(h_abs!'=0)]
def J non_zero(A):
return A[np.where(A!=0)]

values_array = [min(h_non_zero[i], np.min(J_non_zero(J_abs[i, :]1))) for i,
-in range(len(h_non_zero))]

min_effective_field = min(values_array)

cold = (2*min_effective_field) / np.log(1/0.01)

return hot, cold

[25]: # implementacja naiwna
from typing import Optional
from copy import deepcopy

def simulated_annealing naive(J, h, num_steps: int, temp_range: Optional [tuple],,
«= None, schedule: str = "linear"):
# inicjalizacja
n = len(h)
solution = np.random.choice([-1, 1], size=n)
energy = calculate_energy(J, h, solution)

# Jezelil temperatura nie byta podana to jest dobierana automatycznie
if not temp_range:

T_0, T_final = get_temp(J, h)
else:

T_O0, T_final = temp_range

# Ustawiamy schedule



if schedule == "linear":
schedule = np.linspace(T_0, T_final, num=num_steps, endpoint=True)

elif schedule == "exponential":
schedule = np.geomspace(T_0, T_final, num=num_steps, endpoint=True)

else:
raise ValueError("Nieprawidtowy schedule")

# gtowna petla algorytmu
for k in range(num_steps):
temp = schedule [k]

for idx in range(n):

new_solution = deepcopy(solution)
new_solution[idx] *= -1

new_energy = calculate_energy(J, h, new_solution)
delta_e = new_energy - energy

r = np.random.random()
if acceptance_probability(delta_e, temp) > r:

solution = new_solution
energy = new_energy

return solution, energy

[20]: from setup import setup_paths
setup_paths ()

from funkcje_pomocnicze import read_instance, small_grid, P2, small_pegasus,
—~calculate_energy

instance = P4
J, h = read_instance(instance.path)

state, energy = simulated_annealing naive(J, h, num_steps=100,,
-schedule="exponential")

print (energy)

-363.0

Powyzsza implementacja bedzie dziala¢ sprawnie dla malych instancji, ale dla wiekszych czas
obliczen bardzo szybko bedzie rosnaé. Warto zauwazy¢, ze w gltéwnej petli wystepuja dwa bardzo



drogie operacje. Po pierwsze robimy gleboka kopie (deepcopy) stanu w kazdym kroku. Ponadto
dwa razy liczymy energie uzywajac mnozenia macierzy.

By temu zaradzi¢, zauwazamy, ze intersuje nas réznica energii pomiedzy rozwiazaniami (AFE), a
nie ich dokladna wartosé.

J

Wyprowadzenie tego wzoru mozna znalez¢ tutaj.

[26]: def simulated_annealing(J, h, num_steps: int, temp_range: Optional[tuple] =,
~None, schedule: str = "linear"):
# inicjalizacja
n = len(h)
solution = np.random.choice([-1, 1], size=n)
energy = calculate_energy(J, h, solution)

# Jezelil temperatura nie byta podana to jest dobierana automatycznie
if not temp_range:

T_0, T_final = get_temp(J, h)
else:

T_O0, T_final = temp_range

# Ustawiamy schedule
if schedule == "linear":
schedule = np.linspace(T_0, T_final, num=num_steps, endpoint=True)

elif schedule == "exponential":
schedule = np.geomspace(T_0, T_final, num=num_steps, endpoint=True)

else:
raise ValueError("Nieprawidtowy schedule")

for k in range(num_steps):
temp = schedule [k]
for s in range(n):
delta_e = calculate delta e(J, h, s, solution)
r = np.random.random()

if acceptance_probability(delta_e, temp) > r:
solution[s] *= -1

energy += delta_e

return solution, energy


../pliki_pomocnicze/roznica_energii_wyprowadzenie.ipynb

[27]: # Test dla malej instancji

import matplotlib.pyplot as plt
from funkcje_pomocnicze import read_instance, small_grid, test_pegasus, P8
from tqdm import tqdm

instance = test_pegasus
J, h = read_instance(instance.path)

# Poniewaz jest to probabilistyczny algorytm warto go puscié kilka razy i,
swybraé najlepszy wynik
energies = []
for _ in tqdm(range(20), desc="wielokrone symulowane wyzarzanie"):
state, energy = simulated_annealing(J, h, num_steps=1000,,
~schedule="exponential")
energies.append (energy)

print (£f"Otrzymana energia: {min(energies)}")

print(f"Najnizsza znana energia: {instance.best_energyl}")

print (f"Luka energetyczna: {((instance.best_energy - min(energies))/instance.
~best_energy * 100):.2f}%")

unique_values, counts = np.unique(energies, return_counts=True)

plt.figure(figsize=(9, 6))
plt.bar(unique_values, counts, color='blue', edgecolor='black', alpha=0.7)
#plt.zticks (energies)
plt.axvline(x=test_pegasus.best_energy, color='red', linestyle='--',
~linewidth=2)
plt.text(test_pegasus.best_energy, plt.ylim() [1]1*0.8, 'Stan podstawowy',
<color='black', rotation=90,
verticalalignment='center', horizontalalignment='right')

plt.xlabel ("Energia")

plt.ylabel("Czestos¢ wystepowania rozwigzania")
plt.title("Rozktad ilosci znalezionych rozwigzan")
plt.grid(axis="y")

plt.show()

wielokrone symulowane wyzarzanie: 0%l | 0/20 [00:00<7, 7it/s]
wielokrone symulowane wyzarzanie: 100%]| | 20/20 [00:17<00:00,
1.13it/s]



Otrzymana energia: -469.0
NajniZzsza znana energia: -469.0
Luka energetyczna: -0.00%

Rozktad ilosci znalezionych rozwigzan

_ _ _ Stan podstawowy

Czestos¢ wystepowania rozwigzania

0 T T T T T T T T
—470 —468 —466 —464 —462 —460 —458 —456 —454

Energia

1.2 Luka energetyczna

Przy poréwnywaniu réznych algorytméw (albo réznych implementacji tego samego algorytmu)
przydaje sie pojecie luki energetycznej (ang. gap). Definiuje sie ja jako:

luka energetyczna =

gdzie E) . jest najlepsza znang energia dla danej instancji. W skrécie, jest to parametr ktéry mowi
nam o wzglednej réznic pomiedzy otrzymanym wynikiem a najlepszym znanym wynikiem.

1.3 Zroéwnoleglenie

Przez to ze algorytm sam w sobie jest stochastyczny nie mamy gwarancji ze w trakcie jednego
wywolania otrzymamy najlepszy mozliwy wynik. Jedym z rozwiazaé¢ tego problemu jest zréwnole-
glenie algorytmu. Oznacza to, ze jednoczes$nie $ledzimy wiele “trajektorii” i na koncu obliczen
mozemy wybraé najlepszg z nich. Mozna tego dokonaé¢ wywotujac algorytm wielokrotnie, ale jest



to nieefektywne. Lepszym rozwigzaniem jest trzymanie wielu standéw utozonych w macierz. Niech
o, bedzie stanem, wtedy majac M trajektorii:

g = 01 0-2 o UM

Wybbér czy trzymamy stany w kolumnach czy w wierszach jest arbitralny. To podejscie pozwala
nam rownolegle liczy¢ wiele rozwigzan.

Warto zwréci¢ uwage, ze w tej sytuacji zmiana stanu i prawdopodobienstwo jego zaakceptowania
musi by¢ liczone niezaleznie dla kazdej trajektorii.

[28]: def calculate_delta_e matrix(J, h, idx, state, M):
s_k = statel[idx, :] # <- wiersz
h_k = np.array([h[idx]] * M)
sum_j = J[idx, :] @ state
return 2 * s_k * (h_k + sum_j)

def calculate_energy _matrix(J: np.ndarray, h: np.ndarray, state: np.ndarray,

convention: str = "minus _half"):
n, _ = J.shape
if convention == "minus_half":

A = np.multiply(-1 / 2, J)
B = np.matmul (A, state) - h.reshape(n, 1)
C = np.multiply(state, B)

elif convention == "dwave":
B = np.matmul(J, state) + h.reshape(n, 1)
C = np.multiply(state, B)

return np.sum(C, axis=0)

def acceptance_probability_vect(delta_e, temp, r):
beta = 1 / temp
prob = np.ones_like(delta_e)
mask delta_e >= 0
prob[mask] = np.exp(-beta * delta_e[mask])
accept = prob > r
return accept

def simulated_annealing multiple_trajectories(J, h, M: int, num_steps: int,,
~temp_range: Optional[tuple] = None,
schedule: str = "linear"):
# inicjalizacja
n = len(h)
solution = np.random.choice([-1, 1], size=(n, M))



[29]:

energy = calculate_energy_matrix(J, h, solution)

# Jezeli temperatura nie byla podana to jest dobierana automatycznie
if not temp_range:

T_0, T_final = get_temp(J, h)
else:

T_O0, T_final = temp_range

# Ustawiamy schedule
if schedule == "linear":

schedule = np.linspace(T_0, T_final, num=num_steps, endpoint=True)

elif schedule == "exponential":
schedule = np.geomspace(T_0, T_final, num=num_steps, endpoint=True)

else:
raise ValueError("Nieprawidtowy schedule")

for k in tqdm(range(num_steps), desc= "simulated annealing"):
temp = schedule [k]
for idx in range(n):
delta_e = calculate_delta_e matrix(J, h, idx, solution, M)
r = np.random.random(M)

mask = acceptance_probability_vect(delta_e, temp, r)

solution[idx, mask] *= -1
energy [mask] += delta_e[mask]

return solution, energy
# Test dla matej instancjt
import matplotlib.pyplot as plt
from funkcje_pomocnicze import read_instance, small_grid, test_pegasus, P8
from tqdm import tqdm
instance = test_pegasus
J, h = read_instance(instance.path)

# uzywamy wersji zrownoleglonej

states, energies = simulated_annealing multiple_trajectories(J, h, 20,
~num_steps=1000, schedule="exponential")

print (£"Otrzymana energia: {min(energies)}")
print(f"Najnizsza znana energia: {instance.best_energyl}")

10



print (f"Luka energetyczna: {((instance.best_energy - min(energies))/instance.
~best_energy * 100):.2f}%")

unique_values, counts = np.unique(energies, return_counts=True)

plt.figure(figsize=(9, 6))
plt.bar(unique_values, counts, color='blue', edgecolor='black', alpha=0.7)
#plt.xticks(energies)
plt.axvline(x=test_pegasus.best_energy, color='red', linestyle='--',
~linewidth=2)
plt.text(test_pegasus.best_energy, plt.ylim() [1]1*0.8, 'Stan podstawowy',
~color="'black', rotation=90,
verticalalignment='center', horizontalalignment='right')

plt.xlabel("Energia")

plt.ylabel("CzestoS8¢ wystepowania rozwigzania')
plt.title("Rozktad ilosci znalezionych rozwigzan")
plt.grid(axis="y")

plt.show()
simulated annealing: 0% | 0/1000 [00:00<?, ?it/s]
simulated annealing: 100%]| | 1000/1000 [00:05<00:00, 174.65it/s]

Otrzymana energia: -469.0
Najnizsza znana energia: -469.0
Luka energetyczna: -0.00%

11



[30]:

Rozktad ilosci znalezionych rozwigzan

Stan podstawowy

Czestosc wystepowania rozwigzania

—465

T
—460

T T
—455 —450

Energia

1.4 Pordéwnanie wersji zréwnoleglonej z naiwng

import time

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

from funkcje_pomocnicze import read_instance, P2, P4, P8, P12, P16

from tqdm import tqdm
from math import isclose

from IPython.utils.io import capture_output

num_reads = 20
gaps_naive = []
times_naive = []

gaps = []
times = []

for instance in tqdm([P2, P4, P8], desc="zbieranie_danych"):

12




J1, hl = read_instance(instance.path)

begin = time.time()
with capture_output() as captured:
states, energies = simulated_annealing multiple_trajectories(J1, hil,

20, num_steps=1000, schedule="exponential")

end = time.time()

sol = min(energies)

times.append(end-begin)

gaps .append ((instance.best_energy - sol)/instance.best_energy * 100)

energies = []
begin = time.time()
for _ in range(num_reads):
state, energy = simulated_annealing(J1, hl, num_steps=1000,,
~schedule="exponential")
energies.append (energy)
time.time ()
min(energies)

end
sol
times_naive.append(end-begin)

gaps_naive.append((instance.best_energy - sol)/instance.best_energy * 100)

fig, ax = plt.subplots(figsize=(12, 6))
instancje = ["P2", "P4", "P8"]

x = np.arange(len(instancje))

width = 0.25

offset = 0.15

bari
bar2

ax.bar(x - offset, gaps_naive, width, label="naiwna implementacja")
ax.bar(x + offset, gaps, width, label="zréwnoleglona implementacja")

barset = [barl, bar2]
for bars in barset:
for bar in bars:
if isclose(bar.get_height(), 0):
center = bar.get_x() + bar.get_width()/2
ax.plot(center, O, marker='x', markersize=15, color=bar.
~get_facecolor())

(y_min, y_max) = ax.get_ylim()
ax.set_ylim((-0.1, y_max))

ax.set_xlabel ("Rozmiar instancji")
ax.set_xticks(x)
ax.set_xticklabels(instancje, rotation=45)

13



ax.set_ylabel("Luka energetyczna [/]")

ax.set_title("Luka energetyczna dla réznych rozmiardéw instancji")
ax.axhline(0, color='black', linestyle='--"')

#ax.azhline (1, color="red", linestyle="--")

ax.legend()

plt.grid(axis="y")
plt.show()

fig2, ax2 = plt.subplots(figsize=(12, 6))
barl = ax2.bar(x - offset, times_naive, width, label="naiwna implementacja")
bars = ax2.bar(x + offset, times, width, label="zrdéwnoleglona implementacja')

ax2.set_xlabel ("Rozmiar instancji")

ax2.set_xticks(x)

ax2.set_xticklabels(instancje, rotation=45)

ax2.set_ylabel("Czas [s]")

ax2.set_title("Czas do znalezienia rozwigzania dla réznych rozmiardw instancji")
ax2.legend ()

plt.grid(axis="y")
plt.show()

zbieranie_danych: 100%]| | 3/3 [03:03<00:00, 61.29s/it]

Luka energetyczna dla réznych rozmiaréw instancji
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Czas do znalezienia rozwigzania dla réznych rozmiaréw instancji

120 - =
EE naiwna implementacja

mam zrownoleglona implementacja

100

80 -

60 4

Czas [s]

20

4 S

Rozmiar instancji

1.4.1 Heurystyczno$é

Trzeba tutaj podkreslié, ze w wypadku uzywania algorytméw heurystycznych (np. symulowane
wyzarzanie), ich skuteczno$é i wydajno$é¢ w duzej mierze zaleza od wlasciwego doboru hiper-
parametréw. Wybdr tych parametréw jest procesem trudnym i czesto kosztowym obliczeniowo.
Czasami prawdziwe trudnosci obliczeniowe sa w ukryte wtasnie za decyzjami zwiazanymi z hiper-
parametryzacja.

Zagadnienia te beda omawiane szerzej w kontekscie bardziej ztozonych algorytméw, w ktérych po-
jawiaja sie dodatkowe aspekty, takie jak mozliwosé réwnolegtego przetwarzania danych czy wyko-
rzystanie mocy obliczeniowej GPU, co pozwala na znaczne przyspieszenie obliczen, ale jednoczesnie
zwieksza ztozono$é calego procesu optymalizacji.
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Algorytm symulowanej bifurkacji

Jest to heurystyczny algorytm zainspirowany fizyka, zaproponowany przez Goto et al., w
2019 roku. Jak pokazujg ostatnie badania, jest to SOTA algorytm do rozwigzywania
problemu Isinga (Pawlowski 2025).

Intuicyjnie, mozemy o nim mysle¢ jako zakodowaniu naszego problemu
uoptymalizacjyjnego jako pewien uktad dynamiczny opisany réwaniami rézniczkowymi.
Te réwnania wywodzg sie z réwnian Hamiltona z mechaniki klasycznej. Intuicuyjnie
opisuja ewolucje potozenia $x$ i pedu $y$ pewnej grupy czasteczek.

$$ \dot{y}_i =-[a_0 - a(t)]x_i + c_Of_i $$ $$ \dot{x}_i=a_ Oy i $$

gdzie kropka opisuje pochodng po czasie, $a_0% jest statg, $a(t)$ jest parametrem
bifurkacji rosngcym w czasie $t$ od 0 do $a_0%, a $c_0$% jest parametrem
normalizacyjnym zalezym od sit $f_i$. Sity $f_i$ sg de facto gradientami energi. Co jest
wazne, statnie stacjonarnym, po zbinaryzowaniu te réwnania opisujg lokalne minimum
modelu Isinga.

Rozwigzujac te réwnania rézniczkowe numerycznie (np. metodg symplektyczng Eulera)
otrzymujemy rozwigzanie oryginalnego problemu. Dla naszych zastosowarnn mozemy go
traktowac jako czarng skrzynke.

Zostang Pokazane dwie wersje tego algorytmu ktére nieznacznie sie od siebie roznig,
balistyczna symulowana bifurkacja i dyskretna symulowana bifurkacja. Te algorytmy w
bardzo naturalny sposob sie zréwnoleglaja.

Uwaga na marginesie

W dodatkowym pliku jest wprowadzenie do rozwigzywania rownanh rézniczkowych
numerycznie metodg Eulera i symplektyczng metodg Eulera.

Balistyczna Symulowana Bifurkacja

W kazdym kroku $t_k$ "pozycja" $x(t_k)$ i "ped" $y(t_k)$ sg aktualizowane za pomocg
nastepujgcych wzoréw:

$$ y_i(t_{k+1}) = y_i(t_k) + \{-[a_0 - a(t_k)Ix_i(t_k) + c_0 \sum_{j=13}"N J_{i,j}x_j(t_k)
\NDelta_t $$ $$ x_i(t_{k+1}) = x_i(t_k) + a_0 y_i(t_{k+1})\Delta_t $$

Oznaczenia sg identyczne jak wczesniej. Przez $\Delta_t$ oznaczamy dtugosc¢ kroku
czasowego. Ponadto przyjmujemy tzw. "nieelastyczng sciane" dla $\vert x \vert = 1$.
Oznacza to, ze jezeli w dowolnym momecie algorytmu $\vert x \vert > 1$ to obcinamy


file:///tmp/asq/build/qa/nb/pliki_pomocnicze/rozwiazywanie_rownan_rozniczkowych.ipynb

$x$ do odpowiedniej wartosci (-1 lub 1) i ustawiamy $y = 0$. Mozna o tym myslec jak o
czasteczce uderzajgcej w Scianie i sie do niej przyklejajacg. Matematycznie mozemy tg
operacje wyrazic¢ funkcjg $\text{Wall}(x, y)$.

$$ \text{Wall}(x, y) = \left\{ \begin{array}{Il} (\text{sign}(x), 0), & \text{jezeli } \vert x \vert
> 1\\ (x, y) & \text{w pozostatych przypadkach}\\ \end{array} \right. $$

Na koricu obliczen nalezy zbinaryzowac "pozycje" by otrzymac stan Isinga w
rozwigzaniu. Uzyjemy do tego funkcji znaku $\text{sign}(x)$. Dla przypomnienia:

$% \text{sign}(x) = \left\{ \begin{array}Il} 1, & \text{jezeli } x > 0 \\ 0, & \text{jezeli } x =
O\ -1, & \text{jezeli } x < 0\\ \end{array} \right. $$

Pseudokod

leusbm_pseudocode

from setup import setup paths
setup paths()

import numpy as np

from math import sqrt
from typing import Optional
from tgdm import tqdm

from funkcje pomocnicze import calculate energy

def wall(x: np.ndarray, y: np.ndarray):
mask = np.abs(x) > 1
x[mask] = np.sign(x[mask])
y[mask] = 0
return x, y

def balistic simulated bifurcation single(J, h, num steps, time step,
a 0: Optional[float] = None, c 0 scaling:
if a_ 0 is None:

a0=1
N, = J.shape
mean J = np.sqrt(np.sum(np.square(J)) / (N * (N - 1)) )

c 0 =0.5/ (mean_J * sqrt(N))

if c 0 scaling is not None:
c 0 *= ¢ 0 scaling

Q
I

= np.linspace(0, a 0, num=num_steps)

np.zeros(N)
np.random.uniform(-0.1, 0.1, N)



for t in tgdm(range(num steps), desc="Symulowana Bifurkacja"):
y += (-1 * (a 0 - a[t]) * x +c 0 * (J @x + h)) * time step # y(t
X += a 0 *y * time step # x(t + 1); y(t+1)

x, y =wall(x, y)

X = np.sign(x)
return x, calculate energy(J, h, x)

# test dla matej instancji

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from funkcje pomocnicze import read instance, test pegasus

J, h = read instance(test pegasus.path, convention="minus half")
state, energy = balistic simulated bifurcation single(J, h, num steps=200, t

print(f"Otrzymana energia: {energyl}")
print(f"Stan podstawowy: {test pegasus.best energy}")

Symulowana Bifurkacja: 100% || | 200/200 [00:00<00:00, 51536.57it/s]
Otrzymana energia: -467.0
Stan podstawowy: -469.0

Zréwnoleglenie

Przez to ze algorytm sam w sobie jest stochastyczny nie mamy gwarancji ze w trakcie
jednego wywotania otrzymamy najlepszy mozliwy wynik. Jedym z rozwigzac tego
problemu jest zrownoleglenie algorytmu. Oznacza to, ze jednoczesnie Sledzimy wiele
"trajektorii" i na koricu obliczern mozemy wybrac najlepszg z nich. Mozna tego dokona¢
wywotujgc algorytm wielokrotnie, ale jest to nieefektywne. Lepszym rozwigzaniem jest
trzymanie wielu stanéw utozonych w macierz. Niech $\bm{x}$ bedzie wektorem
zmiennych $x_i$, wtedy majgc $M$ trajektorii:

$$ \sigma = \begin{bmatrix} \vert & \vert & \cdots & \vert \\\bm{x}_1 & \bm{x}_2 &
\cdots & \bm{x}_M \\ \vert & \vert & \cdots & \vert \end{bmatrix} $$

Wybor czy trzymamy wektory w kolumnach czy w wierszach jest arbitralny. To
podejscie pozwala nam réwnolegle liczy¢ wiele rozwigzan i jest petng formg tego
algorytmu. Wtedy

W podobny sposéb trzymamy $y$.. Bedzie to wymagato pewnych technicznych zmian
w kodzie, ale gtéwna idea pozostaje niezmieniona.

# Implementacja Balistycznej Symulowanej Bifurkacji dla wielu trajektorii
from setup import setup paths
setup paths()



import numpy as np

from math import sqrt
from typing import Optional
from tgdm import tqdm

from funkcje pomocnicze import calculate energy matrix

def wall(x: np.ndarray, y: np.ndarray):
mask = np.abs(x) > 1

x[mask]

y[mask] =

np.sign(x[mask])
0

return x, y

def balistic simulated bifurcation(J, h, num steps, time step, num trajector

a 0: Optional[float] = None, c 0 scaling:

if a 0 is None:

a0

N, =
mean_J]

Je

1

shape
np.sqrt(np.sum(np.square(J)) / (N * (N - 1)) )

c0=0.5/ (mean_J * sqrt(N))

if c 0 scaling is not None:
c 0 *= c 0 scaling

a = np.linspace(0, a 0, num=num_steps)

X = np.zeros((N, num trajectories))

y:

for t in
y +=
X +=
X, Y

np.random.uniform(-0.1, 0.1, (N, num trajectories))

tgdm(range(num_steps), desc="Symulowana Bifurkacja"):
(-1 * (a0 - a[t]) * x+ c 0 * (J @x + h.reshape((N, 1)))) * t
a0 *yx*time step # x(t + 1); y(t+1)

= wall(x, y)

X = np.sign(x)

return x,

calculate energy matrix(J, h, Xx)

# Test na matym przyktadzie z 216 spinami
# Balistyczna symulowana Bifurkacja

import numpy

as np

import matplotlib.pyplot as plt

from funkcje

pomocnicze import read instance, test pegasus, Gridl00

instance = test pegasus

J, h = read instance(instance.path, convention="minus half")

states, energies = balistic simulated bifurcation(J, h, num steps=200, time_



print(f"Otrzymana energia: {min(energies)}")
print(f"Stan podstawowy: {instance.best energy}")
print(f"Luka energetyczna: {((instance.best energy - min(energies))/(2 * inc

unique values, counts = np.unique(energies, return counts=True)

plt.figure(figsize=(9, 6))

plt.bar(unique values, counts, color='blue', edgecolor="'black', alpha=0.7)

plt.xticks(energies)

plt.axvline(x=instance.best energy, color='red', linestyle='--', linewidth=Z

plt.text(instance.best energy, plt.ylim()[1]1*0.8, 'Stan podstawowy', color='
verticalalignment='center', horizontalalignment='right')

plt.xlabel("Energia")

plt.ylabel("Czestos$¢ wystepowania rozwigzania")

plt.title("Rozktad znalezionych rozwigzan dla instancji testowej o 216 spinc
plt.grid(axis="y")

plt.show()

Symulowana Bifurkacja: 0% | 0/200 [00:00<?, ?it/s]

Symulowana Bifurkacja: 100%|| BB 200/200 [00:00<00:00, 3496.08it/s]
Otrzymana energia: -467.0

Stan podstawowy: -469.0

Luka energetyczna: 0.21%

Rozktad znalezionych rozwigzan dla instancji testowej 0 216 spinach
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Dyskretna Symulowana Bifurkacja



Jest podobna do balistycznej, jedyna réznica jest taka, ze podczas update parametru
$y$ czes¢ $)_{i,j}x_j(t_k)$ zastepujemy na $J_{i,j}\text{sign}(x_j(t_k))$, gdzie $\text{sign}$
jest funkcjg znaku.

Wtedy rownania ktére opisujg ewolucje parametréw $x$ i $y$ wygladajg nastepujgco:

$$ y_i(t_{k+1}) = y_i(t_k) + \{-[a_0 - a(t_k)Ix_i(t_k) + c_0 \sum_{j=13}AN J_{i,j}\text{sign}
(x_j(t_k)) \N\Delta_t $$ $$ x_i(t_{k+1}) = x_i(t_k) + a_0 y_i(t_{k+1})\Delta_t $$

Reszta algorytmu pozostaje bez zmian.

# Implementacja dyskretnej Symulowanej Bifurkacji
from setup import setup paths
setup paths()

import numpy as np

from math import sqrt
from typing import Optional
from tgdm import tgdm

from funkcje pomocnicze import calculate energy matrix

def wall(x: np.ndarray, y: np.ndarray):
mask = np.abs(x) > 1
x[mask] np.sign(x[mask])
y[mask] 0
return x, y

def discrete simulated bifurcation(J, h, num steps, time step, num trajector
a_0: Optional[float] = None, c 0 scaling:
if a 0 is None:

af=1
N, = J.shape
mean J = np.sqrt(np.sum(np.square(J)) / (N * (N - 1)) )

c 0=0.5/ (mean_J * sqrt(N))

if ¢ 0 scaling is not None:
c 0 *= c 0 scaling

a = np.linspace(0, a 0, num=num steps)
X = np.zeros((N, num trajectories))
y = np.random.uniform(-0.1, 0.1, (N, num_trajectories))

for t in tgdm(range(num steps), desc="Symulowana Bifurkacja"):
y += (-1 * (a 0 - a[t]) * x + ¢ 0 * (J @ np.sign(x) + h.reshape((N,
X += a 0 *y * time step # x(t + 1); y(t+1)

X, y =wall(x, y)



X = np.sign(x)
return x, calculate energy matrix(J, h, x)

# Test na matym przyktadzie z 216 spinami
# Balistyczna symulowana Bifurkacja

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from funkcje pomocnicze import read instance, test pegasus

J, h = read instance(test pegasus.path, convention="minus half")
states, energies = discrete simulated bifurcation(J, h, num steps=200, time_

print(f"Otrzymana energia: {min(energies)}")
print(f"Stan podstawowy: {test pegasus.best energy}")

unique values, counts = np.unique(energies, return counts=True)

plt.figure(figsize=(9, 6))

plt.bar(unique values, counts, color='blue', edgecolor='black', alpha=0.7)

#plt.xticks(energies)

plt.axvline(x=test pegasus.best energy, color='red', linestyle='--', linewic

plt.text(test pegasus.best energy, plt.ylim()[1]1*0.8, 'Stan podstawowy', col
verticalalignment='center', horizontalalignment='right"')

plt.xlabel("Energia")

plt.ylabel("Czesto$¢ wystepowania rozwigzania")

plt.title("Rozktad znalezionych rozwigzan dla instancji testowej o 216 spinc
plt.grid(axis="y")

plt.show()

Symulowana Bifurkacja: 0% | | 6/200 [00:00<?, ?it/s]

Symulowana Bifurkacja: 100%| | | 200/200 [00:00<00:00, 1999.01it/s]
Otrzymana energia: -469.0
Stan podstawowy: -469.0



Rozktad znalezionych rozwigzan dla instancji testowej 0 216 spinach
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# Pordéwnanie jakoSci rozwigzan i czasu obliczen dla obydwu wersji

import time

import matplotlib.pylab as plt

from funkcje pomocnicze import read instance, P2, P4, P6, P8, P12
from IPython.utils.io import capture output

num traj = 2%*7
num steps = 200

time step = 0.75

instances = [P2, P4, P6, P8, P12]
gaps = {}

times = {}

for instance in tqdm(instances, desc="Zbieranie danych"):
J, h = read instance(instance.path, convention="minus half")

with capture output() as captured:
begin = time.time()
_, energiesl = balistic simulated bifurcation(J, h, num steps=num st
time step=time step, nun
end = time.time()
elapsed balistic = end - begin

begin = time.time()
_, energies2 = discrete simulated bifurcation(J, h, num_ steps=num st



time step=time step, num trajectorie
end = time.time()
elapsed discrete = end - begin

min(energiesl)) / (2*instance.bec¢
min(energies2)) /(2*instance.best

gap balistic
gap _discrete

(instance.best energy
(instance.best energy

gaps[(instance.name, "balistyczna")] = gap balistic
gaps[(instance.name, "dyskretna")] = gap discrete

times[(instance.name, "balistyczna")] = elapsed balistic
times[(instance.name, "dyskretna")] = elapsed discrete

instancje = [instance.name for instance in instances]
X = np.arange(len(instancje))

width = 0.25

offset = 0.15

fig, ax = plt.subplots(figsize=(12, 6))

barset = []
param = [-1, 1]
for idx, s in enumerate(["balistyczna", "dyskretna"]):

a = [gaps[(i, s)] for i in instancje]
bar = ax.bar(x + offset * param[idx], a, width, label=rf"{s} symulowana
barset.append(bar)

(y_min, y max) = ax.get ylim()
if y max <1.1:
y max = 1.1
ax.set ylim((-0.2, y max))
ax.set xlabel("Rozmiar instancji")
ax.set xticks(x)
ax.set xticklabels(instancje, rotation=45)
ax.set ylabel("Luka energetyczna [%]")
ax.set title('"Luka energetyczna dla réznych rozmiardéw instancji uzywajac tyc
ax.axhline(0, color='black', linestyle='--")

ax.legend()

for bars in barset:
for bar in bars:
if bar.get height() == 0:
center = bar.get x() + bar.get width()/2
ax.plot(center, 0, marker='*', markersize=10, color=bar.get face
plt.grid(axis="y")
plt.show()

fig2, ax2 = plt.subplots(figsize=(12, 6))
for idx, s in enumerate(["balistyczna", "dyskretna"]):
a = [times[(i, s)] for i in instancje]
bar = ax2.bar(x + offset * param[idx], a, width, label=rf"{s} symulowanc
ax2.set xlabel("Rozmiar instancji")
ax2.set xticks(x)



ax2.set xticklabels(instancje, rotation=45)

ax2.set ylabel("Czas [s]")

ax2.set title("Czas do znalezienia rozwigzania dla réznych rozmiardéw instanc
ax2.legend()

plt.grid(axis="y")
plt.show()

Zbieranie danych: 100%|| B 5/5 [00:09<00:00, 1.90s/it]

Czas [s]

Luka energetyczna [%]

Luka energetyczna dla réznych rozmiardw instancji uzywajgc tych samych wartosci parametréw
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s dyskretna symulowana bifurkacja
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Wptyw parametréw na zachowanie algorytmu

Skupimy sie na dyskretnej symulowanej bifurkacji.



# krok czasowy delta t

import time

import matplotlib.pylab as plt

from funkcje pomocnicze import read instance, P2, P4, P6, P8
from IPython.utils.io import capture output

num traj = 2%*7
num_steps = 200

time steps = [0.1, 0.25, 0.5, 0.75, 1.0]
instances = [P2, P4, P6, P8]

gaps = {}
times = {}

with tgdm(total=len(instances)*len(time steps), desc="zbieranie danych") as
for t in time steps:
for instance in instances:
J, h = read instance(instance.path, convention="minus half")
with capture output() as captured:
begin = time.time()
_, energies = discrete simulated bifurcation(J, h, num steps
time step=t, num trajectorie
end = time.time()
elapsed discrete = end - begin

gap = (instance.best energy - min(energies)) / (2*instance.best_
if gap < 0:
print(instance.name, min(energies))
gaps[(instance.name, t)] = gap
times[(instance.name, t)] = elapsed discrete
pbar.update(1l)

instancje = [instance.name for instance in instances]

X = np.arange(len(instancje))
width = 0.1
offset = 0.15

fig, ax = plt.subplots(figsize=(12, 6))

barset = []

param = [-2, -1, 0, 1, 2]

for idx, s in enumerate(time steps):
a = [gaps[(i, s)] for i in instancje]
bar = ax.bar(x + offset * param[idx], a, width, label=rf"$\Delta t =${s]
barset.append(bar)

(y_min, y max) = ax.get ylim()
if y max <1.1:
y max = 1.1
ax.set ylim((-0.2, y max))
ax.set xlabel("Rozmiar instancji")
ax.set xticks(x)



ax.set xticklabels(instancje, rotation=45)

ax.set ylabel("Luka energetyczna [%]")

ax.set title("Luka energetyczna dla réznych rozmiardéw instancji i réznych we
ax.axhline(0, color='black', linestyle='--")

ax.legend()

for bars in barset:
for bar in bars:
if bar.get height() == 0:
center = bar.get x() + bar.get width()/2
ax.plot(center, 0, marker='*', markersize=10, color=bar.get face
plt.grid(axis="y")
plt.show()

zbieranie danych: 100%| | | 20/20 [00:10<00:00, 1.92it/s]

Luka energetyczna dla réznych rozmiardw instancji i roznych wartosci kroku czasowego
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Rozmiar instancji

Luka energetyczna [%]

# IlosSC¢ trajektorii

import matplotlib.pylab as plt

from funkcje pomocnicze import read instance, P2, P4, P6, P8
from IPython.utils.io import capture output

from tgdm import tqdm

0.75
200

time step
num_steps

instances = [P2, P4, P6, P8]
trajectories = [2%*6, 2%*7, 2%x8, 2%*Q 2%*]1Q]

gaps = {}
times = {}

with tqgdm(total=len(instances)*len(trajectories), desc="zbieranie danych") ¢
for t in trajectories:
for instance in instances:



J, h = read instance(instance.path, convention="minus half")
with capture output() as captured:
begin = time.time()
_, energies = discrete simulated bifurcation(J, h, num steps
time step=time step, num tre
end = time.time()
elapsed discrete = end - begin

gap = (instance.best energy - min(energies)) / (2*instance.best
if gap < 0:
print(instance.name, min(energies))
gaps[(instance.name, t)] = gap
times[(instance.name, t)] = elapsed discrete
pbar.update(1l)

instancje = [instance.name for instance in instances]

X = np.arange(len(instancje))
width = 0.1
offset = 0.15

fig, ax = plt.subplots(figsize=(12, 6))

barset = []

param = [-2, -1, 0, 1, 2]

for idx, s in enumerate(trajectories):
a = [gaps[(i, s)] for i in instancjel
bar = ax.bar(x + offset * param[idx], a, width, label=rf"{s} trajektorii
barset.append(bar)

(y_min, y max) = ax.get ylim()
if y max <1.1:
y max = 1.1
ax.set ylim((-0.2, y max))
ax.set xlabel("Rozmiar instancji")
ax.set xticks(x)
ax.set xticklabels(instancje, rotation=45)
ax.set ylabel("Luka energetyczna [%]")
ax.set title("Luka energetyczna dla réznych rozmiaréw instancji i réznej ilc
ax.axhline(0, color='black', linestyle='--")

ax.legend()

for bars in barset:
for bar in bars:
if bar.get height() ==
center = bar.get x() + bar.get width()/2
ax.plot(center, 0, marker='*', markersize=10, color=bar.get face
plt.grid(axis="y")
plt.show()

fig2, ax2 = plt.subplots(figsize=(12, 6))
for idx, s in enumerate(trajectories):
a = [times[(i, s)] for i in instancje]
bar = ax2.bar(x + offset * param[idx], a, width, label=rf"{s} trajektori



ax2.set xlabel("Rozmiar instancji")

ax2.set xticks(x)

ax2.set xticklabels(instancje, rotation=45)

ax2.set ylabel("Czas [s]")

ax2.set title("Czas do znalezienia rozwigzania dla réznych rozmiardw instanc
ax2.legend()

plt.grid(axis="y")
plt.show()

zbieranie danych: 100%| | B 20/20 [00:29<00:00, 1.48s/it]

Luka energetyczna [%]
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Luka energetyczna dla roznych rozmiardw instancji i roznej ilosci sledzonych trajektorii
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# Ilos¢ krokow

import matplotlib.pylab as plt
from funkcje pomocnicze import read instance, P2, P4, P6, P8



from IPython.utils.io import capture output
from tgdm import tgdm

time step = 0.75
num trajectories = 2**7

instances = [P2, P4, P6, P8]
steps = [50, 100, 200, 500, 1000]

gaps = {}
times = {}

with tqdm(total=len(instances)*len(steps), desc="zbieranie danych") as pbar:
for t in steps:
for instance in instances:
J, h = read instance(instance.path, convention="minus half")
with capture output() as captured:
begin = time.time()
_, energies = discrete simulated bifurcation(J, h, num steps
time step=time step, num tre
end = time.time()
elapsed discrete = end - begin

gap = (instance.best energy - min(energies)) / (2*instance.best
if gap < 0:
print(instance.name, min(energies))
gaps[(instance.name, t)] = gap
times[(instance.name, t)] = elapsed discrete
pbar.update(1l)

instancje = [instance.name for instance in instances]

X = np.arange(len(instancje))
width = 0.1
offset = 0.15

fig, ax = plt.subplots(figsize=(12, 6))

barset = []

param = [-2, -1, 0, 1, 2]

for idx, s in enumerate(steps):
a = [gaps[(i, s)] for i in instancjel
bar = ax.bar(x + offset * param[idx], a, width, label=rf"{s} krokdéw")
barset.append(bar)

(y_min, y max) = ax.get ylim()
if y max <1.1:
y max = 1.1
ax.set ylim((-0.2, y max))
ax.set xlabel("Rozmiar instancji")
ax.set xticks(x)
ax.set xticklabels(instancje, rotation=45)
ax.set ylabel("Luka energetyczna [%]")
ax.set title("Luka energetyczna dla réznych rozmiaréw instancji i réznej ilc
ax.axhline(0, color='black', linestyle='--")



ax.legend()

for bars in barset:
for bar in bars:
if bar.get height() ==
center = bar.get x() + bar.get width()/2
ax.plot(center, 0, marker='*', markersize=10, color=bar.get face
plt.grid(axis="y")
plt.show()

fig2, ax2 = plt.subplots(figsize=(12, 6))
for idx, s in enumerate(steps):
a = [times[(i, s)] for i in instancje]
bar = ax2.bar(x + offset * param[idx], a, width, label=rf"{s} krokdéw")

ax2.set xlabel("Rozmiar instancji")

ax2.set xticks(x)

ax2.set xticklabels(instancje, rotation=45)

ax2.set ylabel("Czas [s]")

ax2.set title("Czas do znalezienia rozwigzania dla réznych rozmiardéw instanc
ax2.legend()

plt.grid(axis="y")
plt.show()

zbieranie danych: 100%| | BB 20/20 [00:17<00:00, 1.17it/s]

Luka energetyczna dla réznych rozmiaréw instancji i roznej ilosci krokow
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Czas [s]

Czas do znalezienia rozwigzania dla réznych rozmiaréw instancji i réznej ilosci krokéw

50 krokow
100 krokéw
200 krokow
500 krokéw
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Rozmiar instancji
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Wyzarzanie rownolegte

Algorytm parallel annealing to wspo6tczesna metoda optymalizacji inspirowana ideg
wyzarzania kwantowego. Zostat zaproponowany przez Jiang et al. w 2023 roku.

Model Isinga

Przyjmujemy nastepujgcg konwencje dla modelu Isinga, w ktorej macierz sprzezen
$\bm{J}$ jest symetryczna. Hamiltonian ma postac:

$$ H_{\mathrm{Ising}} = -\sum_{i<j} J_{ij}\sigma_i \sigma_j -\sum_i h_i \sigma_i = -
\frac{1H{2)\bm{\sigma} T \bm{J} \bm{\sigma} -\bm{h}*T \bm{\sigma}. $$

Celem algorytmu jest znalezienie takiej konfiguracji spindw $\bm{\sigma}$, dla ktorej
energia $H_{\mathrm{Ising}}$ jest jak najmniejsza.

Inspirujgc sie wyzarzaniem kwantowym, rozwazamy Hamiltonian uktadu w postaci:
$$ H_{\mathrm{system}} = \lambda(t)\, H_{\mathrm({initial}} + H_{\mathrm{Ising}}. $$

Sktadnik $H_{\mathrm{initial}}$ petni role cztonu pomocniczego, ktoéry stabilizuje
dynamike na poczatku dziatania algorytmu. Przyjmujemy:

$$ H_{\mathrm{initial}} = \frac{1}{2N\sum_i x_ir2. $$

Wektor $\bm{x}$ zawiera tzw. analogowe spiny. W przeciwienstwie do spinéw Isinga,
ktore przyjmuja tylko wartosci $-1$ lub $1%, zmienne $x_i$ sg ciggte. Dzigki temu
algorytm moze stopniowo dochodzi¢ do rozwigzania, zamiast od razu pracowac na
zmiennych binarnych.

Parametr $\lambda(t)$ zmienia sie w czasie. Na poczgtku jego wptyw jest wiekszy, co
pomaga ustabilizowac uktad, a nastepnie stopniowo maleje, tak aby coraz wieksze
znaczenie miata wtasciwa energia problemu, czyli $H_{\mathrm{Ising}}$.

Gradient Hamiltonianu uktadu ma postac:

$$ \nabla H_{\mathrm{system}} = \nabla H_{\mathrm{Ising}} + \lambda(t)\nabla
H_{\mathrm({initial}} = -\bm{J)\bm{\sigma} - \bm{h} + \lambda(t)\bm{x}. $$

Wzér ten mozna interpretowac nastepujgco:

e sktadnik $-\bm{J}\bm{\sigma} - \bm{h}$ ,ciggnie” uktad w strone minimum energii
problemu Isinga,

¢ sktadnik $\lambda(t)\bm{x}$ dziata jak regularyzacja i kontroluje przebieg
dynamiki.



wartosci spindw $\sigma_i$ sg otrzymywane z analogowych spinéw poprzez
rzutowanie za pomocg funkcji znaku:

$$ \sigma_i = \operatorname{sign}(x_i). $$
Po kazdej iteracji wartosci analogowych spinéw sg obcinane do przedziatu $[-1,1]%$:
$$ \operatorname{clip}(x,-1,1)=\max(-1,\min(1,x)). $$

Operacja ta zapobiega sytuacji, w ktorej wartosci $x_i$ rostyby bez ograniczen. Ma to
znaczenie praktyczne, poniewaz bardzo duze wartosci nie poprawiajg binaryzacji, a
moggq destabilizowac dziatanie algorytmu.

Algorytm aktualizuje zmienne za pomocg dwoch réwnan:

$$ m(t+1)=\beta\, m(t)-\alpha\, \nabla H_{\mathrm{system}}, $$
$$ x(t+1)=x()+m(t+1). $$

Tutaj:

¢ $\alpha$ jest krokiem gradientu,
* $\beta$ odpowiada za bezwtadnos$¢ (momentum),
* $m(t)$ jest zmienng pomocnicza opisujacy ,,ped” uktadu.

Interpretacja jest podobna jak w metodach gradientowych z momentum:

1. najpierw obliczamy kierunek ruchu na podstawie gradientu,
2. nastepnie aktualizujemy zmienng pedu $m$,
3. na konhcu przesuwamy pseudospiny $\bm{x}$.

Dzieki sktadnikowi momentum algorytm nie reaguje wytgcznie na lokalny gradient w
jednej iteracji, ale czeSciowo ,pamieta” poprzedni kierunek ruchu. W praktyce moze to
przyspieszac zbieznos¢ i utatwiac¢ opuszczanie ptytkich miniméw lokalnych.

Intuicja dziatania

Caty proces mozna rozumiec¢ nastepujgco:

* na poczatku uktad porusza sie w tagodnym krajobrazie energii, kontrolowanym
przez czton $\lambda(t)H_{\mathrm{initial}}$,

® 7z czasem wptyw tego cztonu maleje,

* coraz silniej ujawnia sie wiasciwy krajobraz energii problemu Isinga,

* zmienne ciggte $\bm{x}$ stopniowo zblizajg sie do wartosci odpowiadajgcych
spinom binarnym.

W ten sposéb algorytm t3czy ciggtg dynamike z problemem dyskretnej optymalizacji.



Pseudokod

lw.pa_pseudocode

lwiimage

# Implementacja Algorytmu dla jednej trajektorii
from setup import setup paths
setup paths()

import numpy as np
from typing import Optional
from funkcje pomocnicze import calculate energy

def calculate gradient(J: np.ndarray, h: np.ndarray, x: np.ndarray, state: r

def

return -1 * state @ J - h + lambda t * x

parrarel annealing(J, h, step size: float, lambda t max: float, num steg
schedule: Optional[np.ndarray] = None, schedule endpc

n = len(h)

X np.zeros(n) # stan podstawowy dla H innit = sum(x**2)

momentum = np.zeros(n)

state = np.random.choice([-1, 1], size=n) # losowy stan poczatkowy

if schedule is None:
schedule = np.linspace(lambda t max, schedule endpoint, num=num stef

for k in range(num steps):

lambda t = schedule[k]
gradient = calculate gradient(J, h, x, state, lambda t)
momentum = (1 - step size) * momentum - step size * gradient

momentum = np.clip(momentum, -1, 1)
X += momentum

X = np.clip(x, -1, 1)

state = np.sign(x)

return state, calculate energy(J, h, state)

# Testujemy algorytm na instancji z 216 spinéw 1 z geometryczng strukturg pc

import os
import numpy as np

from funkcje pomocnicze import read instance, test pegasus

J,

h

= read instance(test pegasus.path, convention="minus half")



state, energy = parrarel annealing(J, h, step size=0.01, lambda t max=10, nt

print(f"Otrzymana energia: {energy}")
print(f"Stan podstawowy: {test pegasus.best energy}")

Otrzymana energia: -455.0
Stan podstawowy: -469.0

Zréwnoleglenie

Przez to ze algorytm sam w sobie jest stochastyczny nie mamy gwarancji ze w trakcie
jednego wywotania otrzymamy najlepszy mozliwy wynik. Jedym z rozwigzac tego
problemu jest zrownoleglenie algorytmu. Oznacza to, ze jednoczesnie Sledzimy wiele
"trajektorii" i na koricu obliczenn mozemy wybrac najlepszg z nich. Mozna tego dokona¢
wywotujgc algorytm wielokrotnie, ale jest to nieefektywne. Lepszym rozwigzaniem jest
trzymanie wielu stanéw utozonych w macierz. Niech $\sigma_i$ bedzie stanem, wtedy
majac $M$ trajektorii:

$$ \sigma = \begin{bmatrix} \vert & \vert & \cdots & \vert \\ \sigma_1 & \sigma_2 &
\cdots & \sigma_M \\ \vert & \vert & \cdots & \vert \end{bmatrix} $$

Wybor czy trzymamy stany w kolumnach czy w wierszach jest arbitralny. To podejscie
pozwala nam réwnolegle liczy¢ wiele rozwigzan i jest petng formg tego algorytmu.

W podobny spos6b trzymamy $x$ i momentum. Bedzie to wymagato pewnych
technicznych zmian w kodzie, ale gtéwna idea pozostaje niezmieniona.

# Implementacja wyzarzanie réwnolegtego z wieloma trajektoriami

import numpy as np

from funkcje pomocnicze import calculate energy matrix
from typing import Optional

from tgdm import tgdm

def calculate gradient matrix(J: np.ndarray, h: np.ndarray, x: np.ndarray, ¢
n = len(h)
# uzywamy brodcastingu ktéry jest wykonywany automatycznie w bibliotece
return -1 * J @ state - h.reshape((n, 1)) + lambda t * x

def parrarel annealing multiple trajectores(J, h, step size: float, lambda t
schedule: Optional[np.ndarray] = None, schedule endpc
n = len(h)
X = np.zeros((n, num_trajectories)) # stan podstawowy dla H innit = sun
momentum = np.zeros((n, num trajectories))
state = np.random.choice([-1, 1], size=(n, num trajectories)) # losowy



if schedule is None:
schedule = np.linspace(lambda t max, schedule endpoint, num=num stef

for k in tgdm(range(num steps), desc="wyzarzanie rdéwnolegte"):
lambda t = schedule[k]
gradient calculate gradient matrix(J, h, x, state, lambda t)
momentum = (1 - step size) * momentum - step size * gradient
momentum = np.clip(momentum, -1, 1)
X += momentum
X = np.clip(x, -1, 1)
state = np.sign(x)

return state, calculate energy matrix(J, h, state)

# Ten sam test, wykorzystujgc wiele trajektorii

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
from funkcje pomocnicze import read instance, test pegasus

J, h = read instance(test pegasus.path, convention="minus half")

states, energies = parrarel annealing multiple trajectores(J, h, step size=t

print(f"Otrzymana energia: {min(energies)}")
print(f"Stan podstawowy: {test pegasus.best energy}")

unique values, counts = np.unique(energies, return counts=True)

plt.figure(figsize=(9, 6))

plt.bar(unique values, counts, color='blue', edgecolor='black', alpha=0.7)

plt.xticks(energies)

plt.axvline(x=test pegasus.best energy, color='red', linestyle='--', linewic

plt.text(test pegasus.best energy, plt.ylim()[1]*0.8, 'Stan podstawowy', col
verticalalignment='center', horizontalalignment='right")

plt.xlabel("Energia")

plt.ylabel("Czesto$¢ wystepowania rozwigzania")
plt.title("Rozktad ilos$ci znalezionych rozwigzan")
plt.grid(axis="y")

plt.show()

wyzarzanie réwnolegte: 100% || NI 1000/1000 [00:00<00:00, 6071.86it/s]
Otrzymana energia: -469.0
Stan podstawowy: -469.0



Rozktad ilosci znalezionych rozwigzan
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Z tego wykresu wida¢, ze dla testowanej instancji ten algorytm ma mocng tendencje by
utyka¢ w optimum lokalnym, ktére w tym wypadku jest pierwszym stanem
wzbudzonym.

Zachowanie algorytmu dla réznych wartosci
parametréw.

# zachowanie wzgledem iloSci trajektorii

import time

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

from funkcje pomocnicze import read instance, P2, P4, P6, P8
from tgdm import tqdm

from IPython.utils.io import capture output

trajs = [10, 20, 50, 100, 200, 500, 1000]
gaps = {}
times = {}
with tgdm(total=4*len(trajs), desc="zbieranie danych") as pbar:
for instance in [P2, P4, P6, P8]:
for num traj in trajs:
J, h = read instance(instance.path, convention="minus half")
with capture output() as captured:
start = time.time()
states, energies = parrarel_annealing multiple trajectores(J
:



end = time.time()
energy = min(energies)
gap = (instance.best energy - energy)/instance.best energy
gaps[(instance.name, num _traj)] = gap * 100
times[ (instance.name, num traj)] = end - start
pbar.update(1l)

1nstanCJe = ["PZ", "P4", "P6", IIP8||]

X = np.arange(len(instancje))
width = 0.05
offset = 0.1

fig, ax = plt.subplots(figsize=(12, 6))

barset = []

param = [-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3]

for idx, s in enumerate(trajs):
a = [gaps[(i, s)] for i in instancje]
bar = ax.bar(x + offset * param[idx], a, width, label=rf"{s} trajektorii
barset.append(bar)

(y min, y max) = ax.get ylim()
if y max < 1.1:
y max = 1.1
ax.set ylim((-0.2, y max))
ax.set xlabel("Rozmiar instancji")
ax.set xticks(x)
ax.set xticklabels(instancje, rotation=45)
ax.set ylabel("Luka energetyczna [%]")
ax.set title("Luka energetyczna dla réznych rozmiaréw instancji i réznych il
ax.axhline(0, color='black', linestyle='--")

ax.legend()

for bars in barset:
for bar in bars:
if bar.get height() ==
center = bar.get x() + bar.get width()/2
ax.plot(center, 0, marker='*', markersize=10, color=bar.get face
plt.grid(axis="y")
plt.show()

fig2, ax2 = plt.subplots(figsize=(12, 6))
for idx, s in enumerate(trajs):
a = [times[(i, s)] for i in instancje]
bar = ax2.bar(x + offset * param[idx], a, width, label=rf"{s} trajektori

ax2.set xlabel("Rozmiar instancji")

ax2.set xticks(x)

ax2.set xticklabels(instancje, rotation=45)

ax2.set ylabel("Czas [s]")

ax2.set title("Czas do znalezienia rozwigzania dla réznych rozmiardéw instanc
ax2.legend()



plt.grid(axis="y")
plt.show()

zbieranie danych: 100%|| NI 28/28 [02:08<00:00,

Luka energetyczna dla réznych rozmiardw instancji i réznych ilosci trajektorii.
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# zachowanie wzgledem rozmiaru kroku w gradiencie

import time
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

from funkcje pomocnicze import read instance, P2, P4, P6, P8
from tgdm import tqdm

from IPython.utils.io import capture output
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stepsizes = [0.01, 0.1, 0.15, 0.2, 0.25, 0.3, 0.4]
gaps = {}
times = {}
with tgdm(total=4*len(stepsizes), desc="zbieranie danych") as pbar:
for instance in [P2, P4, P6, P8]:
for step size in stepsizes:
J, h = read instance(instance.path, convention="minus half")
with capture output() as captured:
start = time.time()
states, energies = parrarel annealing multiple trajectores(.
:
end = time.time()
energy = min(energies)
gap = (instance.best energy - energy)/instance.best energy
if gap < 0:
print(instance.name, energy)
gaps[(instance.name, step size)] = gap * 100
times[(instance.name, step size)] = end - start
pbar.update(1)

instancje - ["PZ", "P4", "P6", IIP8||]

X = np.arange(len(instancje))
width = 0.05
offset = 0.1

fig, ax = plt.subplots(figsize=(12, 6))

barset = []

param = [-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3]

for idx, s in enumerate(stepsizes):
a = [gaps[(i, s)] for i in instancje]
bar = ax.bar(x + offset * param[idx], a, width, label=rf"$\alpha={s}$")
barset.append(bar)

(y_min, y max) = ax.get ylim()

ax.set ylim((-0.2, y max))

ax.set xlabel("Rozmiar instancji")

ax.set xticks(x)

ax.set xticklabels(instancje, rotation=45)

ax.set ylabel("Luka energetyczna [%]")

ax.set title("Luka energetyczna dla réznych rozmiardéw instancji i réznych we
ax.axhline(0, color='black', linestyle='--")

ax.legend()

for bars in barset:
for bar in bars:
if bar.get height() == 0:
center = bar.get x() + bar.get width()/2
ax.plot(center, 0, marker='*', markersize=10, color=bar.get face
plt.grid(axis="y")
plt.show()
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fig2, ax2 = plt.subplots(figsize=(12, 6))

idx, s in enumerate(stepsizes):
a = [times[(i, s)] for i in instancje]
bar = ax2.bar(x + offset * param[idx], a, width, label=rf"$\alpha={s}{$

set xlabel("Rozmiar instancji")

set xticks(x)

set xticklabels(instancje, rotation=45)

set ylabel("Czas [s]")

set title("Czas do znalezienia rozwigzania dla réznych rozmiardw inste
legend()

grid(axis="y")
show()

zbieranie danych: 100%| | BB 28/28 [00:56<00:00, 2.00s/it]

Luka energetyczna [%)]

Luka energetyczna dla roznych rozmiardw instancji i réznych wartosci kroku gradientu.
llos¢ krokow = 1000, ilosc trajektorii = 100
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05 Algorytm heurystycznego branch and bound
May 26, 2026

1 Branch and Bound

Algorytm branch and bound polega na systematycznym przeszukiwaniu przestrzeni rozwigzan prob-
lemu optymalizacji kombinatorycznej przy jednoczesnym ograniczaniu liczby badanych przypad-
kéw. W ogdlnosci, sktada sie z 3 rodzajéw operacji:

o Rozgalezianie (branching): Problem jest dzielony na mniejsze podproblemy, ktére
odpowiadaja réznym podzbiorom przestrzeni rozwiazan.

o Wyznaczanie ograniczen (bounding): Dla kazdego podproblemu oblicza si¢ ograniczenie
(np. dolne lub gérne), ktére informuje o tym, jaka najlepsza warto$¢ funkcji celu mozna
osiagna¢ w obrebie danego poddrzewa.

o Odrzucanie niekorzystnych gatezi (pruning): Jesli obliczone ograniczenie dla danego
podproblemu nie pozwala na uzyskanie lepszego wyniku niz juz znalezione rozwiazanie, caly
podproblem jest pomijany, co znaczaco zmniejsza przestrzen poszukiwan.

1.1 Branch and Bound dla modelu Isinga.

Pokazemy heurystyczng wersje tego algorytmu dla modelu Isinga. Nie daje nam gwarancji
znalezienia stanu podstawowego. Zeleta jest latwosc implementacji. Jest to punk wyjsécia do
budowania innych algorytméw o podobnej strukturze (np. branch and bound w przestrzeni prob-
abilistycznej.)

Pseudokod wyglada w nastepujaco:



Algorithm 1: Heuristic Branch-and-Bound for Ising model

Data: Number of retained solutions M, Number of spins N
Result: Approximate low energy spectrum of given problem
S« {0};
¢+ 0;// counter
while ¢ < N do
// Branching
for s € S do
Sy s+ T
S_ 4+ s+ |;
S+ SU{s;,s-}
end
// Bounding
9 if |S|> M then
// remove solutions with largest energies until M
solutions are left

W N

W 1 @ G

10 sort (S);

11 S+ S[1: MJ;
12 end

13 c+—c+1

14 end

15 return S

Ponizej jest graficzna reprezentacja jak takie przeszukiwanie drzewa moze wygladac.



[2]:

51 —
51,2 —
51,23 —

# Ustawienie Scierzek dla plikoéw pomocniczych
from setup import setup_paths
setup_paths ()

# Implementacja prostego Branch and Bound
import numpy as np

from typing import NamedTuple

from math import inf

from tqdm import tqdm

class State(NamedTuple):
configuration: list
energy: float

# Funkcja pomocniczna, warto zauwazyé ze sg prowadzone pewne modyfikacje
def calculate_energy(J: np.ndarray, h: np.ndarray, state: list):



n = len(h)

k = len(state)

state = state + [0] * (n - k)

state = np.array(state)

return state © J © state.T + state @ h

def branch_and_bound(J, h, num_states, num_returned_elements = 1):

n = len(h)
states = [State([], inf)]

for _ in tqdm(range(n), desc="Wykonywanie branch and bound"):
# Branching
temp = []
for state in states:
plus = state.configuration + [1]
plus_energy = calculate_energy(J, h, plus)
temp.append(State(plus, plus_energy))

minus = state.configuration + [-1]
minus_energy = calculate_energy(J, h, minus)
temp.append (State (minus, minus_energy))

# Bounding

temp.sort (key=lambda x: x.energy)

if len(temp) > num_states:
temp = temp[:num_states]

states = temp

return states[:num_returned_elements]

[3]: # test dla bardzo malej instancji (24 spiny)
from funkcje_pomocnicze import read_instance, small_pegasus

J, h = read_instance(small_pegasus.path, convention="dwave")

solutions = branch_and_bound(J, h, 100)
solution = solutions[0]

print (f"Otrzymana energia: {solution.energy}")
print(f"Stan podstawowy: {small_pegasus.best_energyl}")



Wykonywanie branch and bound: 100%]| | 24/24 [00:00<00:00, 915.06it/s]

Otrzymana energia: -39.0
Stan podstawowy: -39.0

1.2 Testy algorytmu

W nastepnych komurkach przeprowadzimy testy jak ten algorytm sie zachowuje dla réznych rozmi-
aréw instancji oraz réznych wartosci

[ 1: # wykresy zachowania algorytmu

import os

import time

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

from Setup import setup

setup()

from funkcje_pomocnicze import P2, P4, P8, read_instance
from IPython.utils.io import capture_output

from tqdm import tqdm

gaps = {}
times = {}

is_automated_run = "PYTEST_CURRENT_TEST" in os.environ
instances = [P2, P4] if is_automated_run else [P2, P4, P8]
beam_widths = [10, 100] if is_automated_run else [10, 100, 500]

with tqdm(total=len(instances) * len(beam_widths), desc="zbieranie danych") as,
—pbar:
for instance in instances:
for m in beam_widths:
J, h = read_instance(instance.path, convention="dwave")
with capture_output() as captured:
start = time.time()
solutions = branch_and_bound(J, h, m)
solution = solutions[0]
end = time.time()
gap = (instance.best_energy - solution.energy)/instance.best_energy
gaps[(instance.name, m)] = gap * 100
times[(instance.name, m)] = end - start
pbar.update (1)

instancje = [instance.name for instance in instances]



X =

np.arange (len(instancje))

width = min(0.8 / max(len(beam widths), 1), 0.25)

off

sets = np.linspace(-width * (len(beam_widths) - 1) / 2, width *

~(len(beam_widths) - 1) / 2, len(beam_widths))

fig, ax = plt.subplots(figsize=(12, 6))

bar
for

ax.
ax.
ax
ax.
ax
ax.
ax.

ax.

for

s_by_width = []

offset, m in zip(offsets, beam_widths):

values = [gaps[(instance_name, m)] for instance_name in instancjel]

bars = ax.bar(x + offset, values, width, label=f"{m} trzymanych standéw")
bars_by_width.append(bars)

set_ylim((-3, 30))
set_xlabel("Rozmiar instancji")

.set_xticks(x)

set_xticklabels(instancje, rotation=45)

.set_ylabel("Luka energetyczna [/]")

set_title("Luka energetyczna dla rdéznych rozmiardw instancji")

axhline(0, color='black', linestyle='--"')
legend ()
bars in bars_by_width:

for bar in bars:
if bar.get_height() == 0:
center = bar.get_x() + bar.get_width()/2
ax.plot(center, 0, marker='x', markersize=10, color=bar.

~get_facecolor())

plt
plt

.grid(axis="y")
.show ()

fig2, ax2 = plt.subplots(figsize=(12, 6))

for

ax2

ax2.
ax2.
ax2.
ax2.
ax2.

plt

offset, m in zip(offsets, beam_widths):
values = [times[(instance_name, m)] for instance_name in instancje]
ax2.bar(x + offset, values, width, label=f"{m} trzymanych standw")

.set_xlabel ("Rozmiar instancji")

set_xticks(x)

set_xticklabels(instancje, rotation=45)

set_ylabel("Czas [s]")

set_title("Czas do znalezienia rozwigzania dla réznych rozmiaréw instancji")
legend ()

.grid(axis="y")



plt.show()

zbieranie danych: 100%| | 9/9 [06:50<00:00, 45.64s/it]
Luka energetyczna dla roznych rozmiaréw instancji
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[1]:

06 GPU
May 26, 2026

1 Wykorzystanie procesoréw graficznych (GPU) w algorytmach
heurystycznych

1.1 Wstep - jak uzywaé¢ GPU

Podstawowa zaleta uzywania GPU jest duza mozliwos¢ rownolegtego wykonywania obliczen, co
pozwala znaczaco przyspieszy¢ operacje wymagajace intensywnej mocy obliczeniowej. W prak-
tyce istnieja dwa gléwne sposoby wykorzystania GPU: mozna siggnaé¢ po gotowe implementacje
dostepne w popularnych bibliotekach i frameworkach (np. TensorFlow, PyTorch czy CuPy), ktére
automatycznie obstuguja akceleracje na karcie graficznej, lub napisa¢ wtasne jadro CUDA, co daje
petna kontrole nad struktura obliczen i umozliwia optymalizacje pod katem konkretnego zadania.

Pisanie wlasnych jader CUDA wymaga pewnej wprawy, ale pozwala na uzyskanie maksymalnej
wydajnoéci w niestandardowych zastosowaniach. Pardzo dobry poradnik jak to robi¢ mozna znales¢
na stronie CUDA C++ Programming Guide.

2 Symulowana bifurkacja

# Balistyczna symulowana bifurkacja nma gpu naiwna — zamieniamy np na Cp

from setup import setup_paths
setup_paths ()

import cupy as cp

from math import sqrt

from typing import Optional
from tqdm import tqdm

from funkcje_pomocnicze_gpu import calculate_energy_gpu

def wall_gpu(x: cp.ndarray, y: cp.ndarray):
mask = cp.abs(x) > 1
x [mask] = cp.sign(x[mask])
y [mask] = 0O
return x, y


https://docs.nvidia.com/cuda/cuda-c-programming-guide/

[]:

def balistic_simulated_bifurcation_gpu_naive(J, h, num_steps, time_step,,
-num_trajectories: int,
a_0: Optional[float] = None, c_O_scaling:,
~0ptional[float] = None):
if a_0 is None:
a_ 0 =1

N, _ = J.shape
mean_J = cp.sqrt(cp.sum(cp.square(J)) / (N * (N - 1)) )
c_0=0.5/ (mean_J * sqrt(N))

if c¢_O_scaling is not None:
c_0 *= c_0O_scaling

a = cp.linspace(0, a_0, num=num_steps)
x = cp.zeros((N, num_trajectories))
y = cp.random.uniform(-0.1, 0.1, (N, num_trajectories))

for t in tgqdm(range(num_steps), desc="symulowana bifurkacja"):
y += (-1 * (a_0 - alt]) * x + ¢c_0 * (cp.matmul(J,x) + h.reshape((N,
-1)))) * time_step # z(t)
x += a_0 * y * time_step # z(t + 1)

x, y = wall_gpu(x, y)

x = cp.sign(x)
return x, calculate_energy_gpu(J, h, x)

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
from funkcje_pomocnicze import read_instance, test_pegasus, small_pegasus, P12

instance = P12

J, h = read_instance(instance.path, convention="minus_half")

n = len(h)
print(n)
J = cp.asarray(J, dtype=cp.float32)

h

cp.asarray(h, dtype=cp.float32)

states, energies = balistic_simulated_bifurcation_gpu_naive(J, h, time_step=0.
<5, num_steps=200, num_trajectories=2000, c_0_scaling=0.7)



# Konwersja z karty graficznej na CPU
energies = cp.asnumpy(energies)
states = cp.asnumpy(states)

print (f"Otrzymana energia: {min(energies)}")

print (f"Stan podstawowy: {instance.best_energyl}")

print (f"Luka energetyczna: {((instance.best_energy - min(energies))/(2 *,
~instance.best_energy) * 100):.2f}%")

unique_values, counts = np.unique(energies, return_counts=True)

2904
symulowana bifurkacja: 100%]| | 200/200 [00:13<00:00, 14.77it/s]

Otrzymana energia: -6713.0
Stan podstawowy: -6831.0
Luka energetyczna: 0.86%

[6]: # Implementacja SBM uzywajgc wtasnego kernelu

from setup import setup_paths
setup_paths ()

import cupy as cp

from math import sqrt

from typing import Optional
from tqdm import tqdm

from funkcje_pomocnicze_gpu import calculate_energy_gpu

def balistic_simulated_bifurcation_gpu(J, h, num_steps, time_step,
-num_trajectories: int,
a_0: Optional[float] = None, c_O_scaling:
~0Optional[float] = None):
if a_0 is None:
a_ 0 =1

N, _ = J.shape
mean_J = np.sqrt(np.sum(np.square(J)) / (N * (N - 1)) )
c_0=0.5/ (mean_J * sqrt(N))

if c¢_O_scaling is not None:
c_0 *= c_0O_scaling

dtype = cp.float32



[10]:

a = [dtype(i * a_0 / (num_steps - 1)) for i in range(num_steps)]

a_0 = dtype(a_0)
c_0 = dtype(c_0.item())
time_step = dtype(time_step)

x = cp.zeros((N, num_trajectories), dtype=dtype)
y = cp.random.uniform(-0.1, 0.1, (N, num_trajectories), dtype=dtype)

x_new = cp.empty_like(x)

y_new = cp.empty_like(y)

threadsperblock = 256 # IlosS¢ wgtkéw w bloku,

blockspergrid_x = num_trajectories # kazdy blok zajmuje sie trajektorig

blockspergrid_y = (N + threadsperblock - 1) // threadsperblock #
—swystarczajgca 11o8¢ blokow by pomiescié calqg kolumne

blockspergrid = (blockspergrid_x, blockspergrid_y)

kernel = cp.RawModule(path="cuda_kernels/sbm_kernel.ptx")
update_y = kernel.get_function("update_y")
update_x_and_wall = kernel.get_function("update_x_and_wall")

for t in tqdm(range(num_steps), desc="balistyczna symulowana bifurkacja"):
A = cp.matmul(J, x) + h.reshape((N, 1))
update_y(blockspergrid, (threadsperblock,),(x, y, A,
a_0, alt], c_0, time_step,
<N,
y_new))
y = y_new
update_x_and_wall(blockspergrid, (threadsperblock,), (x, vy,
a_0, time_step, N,
X_new, y_new))

X

y

X_new

y_new

x = cp.sign(x)
return x, calculate_energy_gpu(J, h, x)

# testy dla wiekszej instancjt
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

from funkcje_pomocnicze import read_instance, test_pegasus, small_pegasus, P12

instance = P12



J, h = read_instance(instance.path, convention="minus_half")

J
h

cp.asarray(J, dtype=cp.float32)
cp.asarray(h, dtype=cp.float32)

states, energies = balistic_simulated_bifurcation_gpu(J, h, time_step=0.5,,
onum_steps=200, num_trajectories=2000, c_0O_scaling=0.7)

# Konwersja z karty graficznej na CPU
energies = cp.asnumpy(energies)
states = cp.asnumpy(states)

print (£f"Otrzymana energia: {min(energies)}")

print(f"Stan podstawowy: {instance.best_energy}")

print (f"Luka energetyczna: {((instance.best_energy - min(energies))/(2 *_
~instance.best_energy) * 100):.2f}%")

balistyczna symulowana bifurkacja: 100%l| | 200/200 [00:00<00:00,
6287 .651t/s]

Otrzymana energia: -6713.0
Stan podstawowy: -6831.0
Luka energetyczna: 0.86%

[21]:  # Dyskretna symulowana bifurkacja ma gpu naiwna — zamieniamy np na Cp

from setup import setup_paths
setup_paths

import cupy as cp

from math import sqrt

from typing import Optional
from tqdm import tqdm

from funkcje_pomocnicze_gpu import calculate_energy_gpu

def wall_gpu(x: cp.ndarray, y: cp.ndarray):
mask = cp.abs(x) > 1
x [mask] = cp.sign(x[mask])
y [mask] = 0O
return x, y

def discrete_simulated_bifurcation_gpu_naive(J, h, num_steps, time_step,,
—num_trajectories: int,



a_0: Optional[float] = None, c_O_scaling:,
~0Optional[float] = None):
if a_0 is Nome:
a_ 0 =1

N, _ = J.shape
mean_J = cp.sqrt(cp.sum(cp.square(J)) / (N * (N - 1)) )
c_0=0.5/ (mean_J * sqrt(N))

if c_O_scaling is not None:
c_0 *= c_0_scaling

a = cp.linspace(0, a_0, num=num_steps)
x = cp.zeros((N, num_trajectories))
y = cp.random.uniform(-0.1, 0.1, (N, num_trajectories))

for t in tqdm(range(num_steps), desc="symulowana bifurkacja"):
y += (-1 * (a_0 - a[t]) * x + c_0 * (cp.matmul(J,cp.sign(x)) + h.
wreshape((N, 1)))) * time_step # z(t)
x += a_0 *x y * time_step # x(t + 1)

x, vy = wall_gpu(x, y)

x = cp.sign(x)
return x, calculate_energy_gpu(J, h, x)

[22]: | # Dyskretna Symulowana Bifurkacja - wtasny kernel

from setup import setup_paths
setup_paths ()

import cupy as cp

from math import sqrt

from typing import Optional
from tqdm import tqdm

from funkcje_pomocnicze_gpu import calculate_energy_gpu

def discrete_simulated_bifurcation_gpu(J, h, num_steps, time_step,
-num_trajectories: int,
a_0: Optional[float] = None, c_O_scaling:,
~0ptional[float] = None):
if a_0 is None:



a_ 0 =1
N, _ = J.shape
mean_J = cp.sqrt(cp.sum(cp.square(J)) / (N * (N - 1)) )
c_0=0.5/ (mean_J * sqrt(N))

if c¢_O_scaling is not None:
c_0 *= c_0O_scaling

dtype = cp.float32

a = [dtype(i * a_0 / (num_steps - 1)) for i in range(num_steps)]

a_0 = dtype(a_0)
c_0 = dtype(c_0.item())
time_step = dtype(time_step)

x = cp.zeros((N, num_trajectories), dtype=dtype)
y = cp.random.uniform(-0.1, 0.1, (N, num_trajectories), dtype=dtype)

x_new = cp.empty_like(x)
cp.empty_like(y)

y_new

threadsperblock = 256 # Ilos¢é wgtkéw w bloku,

blockspergrid_x = num_trajectories # kazdy blok zajmuje sie trajektorig

blockspergrid_y = (N + threadsperblock - 1) // threadsperblock #
wwystarczajgca 11o05¢ blokéw by pomiescié catg kolumne

blockspergrid = (blockspergrid_x, blockspergrid_y)

kernel = cp.RawModule(path="cuda_kernels/sbm_kernel.ptx")
update_y = kernel.get_function("update_y")
update_x_and_wall = kernel.get_function("update_x_and_wall")

for t in tqdm(range(num_steps), desc="dyskretna symulowana bifurkacja"):
sign_x = cp.sign(x)
A = cp.matmul(J, sign_x) + h.reshape((N, 1))
update_y(blockspergrid, (threadsperblock,),(x, y, A,
a_0, alt], c_0, time_step,
<N,
y_new))
y = y_new
update_x_and_wall(blockspergrid, (threadsperblock,), (x, y,
a_0, time_step, N,
X_new, y_new))

»
]

X_new

<
]

y_new



x = cp.sign(x)
return x, calculate_energy_gpu(J, h, x)

[ 1: # testy dla wiekszej instancji
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
from funkcje_pomocnicze import read_instance, test_pegasus, small_pegasus, P8
instance = P8

J, h = read_instance(instance.path, convention="minus_half")

J
h

cp.asarray(J, dtype=cp.float32)
cp.asarray(h, dtype=cp.float32)

states, energies = discrete_simulated_bifurcation_gpu(J, h, time_step=0.5,,
onum_steps=200, num_trajectories=2000, c_0O_scaling=0.7)

print (£f"Otrzymana energia: {min(energies)}")

print (£"Stan podstawowy: {instance.best_energyl}")

print (f"Luka energetyczna: {((instance.best_energy - min(energies))/(2 *,
~instance.best_energy) * 100):.2f}%")

dyskretna symulowana bifurkacja: 100%]| | 200/200 [00:00<00:00,
4180.57it/s]

Otrzymana energia: -2740.0
Stan podstawowy: -2752.0
Luka energetyczna: 0.22%

2.1 Wyzarzanie réwnolegte

[24]: # Implementacja algorytmu wyzarzania réwnolegtego uzywajgc wtasnego kernelu w,
~CUDA
from setup import setup_paths
setup_paths ()

import os

import cupy as cp

from typing import Optional
from tqdm import tqdm

from funkcje_pomocnicze_gpu import calculate_energy_gpu



def parrarel_annealing gpu(J, h, step_size: float, lambda_t_max: float,,
—num_steps: int, num_trajectories: int,
schedule: Optional[list] = None, dtype = cp.float32):

n = len(h)

x = cp.zeros((n, num_trajectories), dtype=dtype) # stan podstawowy dla
“H innit = sum(z**2)

momentum = cp.zeros((n, num_trajectories), dtype=dtype)

state = cp.random.choice([dtype(-1.), dtype(1.)], size=(n,

onum_trajectories)) # losowy stan poczgtkowy

step_size = dtype(step_size)

if schedule is Nomne:
schedule = [dtype(lambda_t_max * (1 - i/(num_steps -1))) for i in
orange (num_steps)] # dlaczego nie linspace? chodzi o typy

# cu_path = os.path.join("cuda_kernels"”, "pa_kernel.cu")

# ptz_path = os.path.join("cuda_kernels", "pa_kernel.ptz")

# command = f'"nmucc --ptz --define-macro N={n} --define-macro,
oM={num_trajectories} {cu_path} -o {ptx_path}"

# o0s.system(command)
kernel = cp.RawModule(path="cuda_kernels/pa_kernel.ptx")
parrarel_annealing step = kernel.get_function("parrarel_ annealing step")

threadsperblock = 256 # Ilos¢é wgtkéw w bloku,

blockspergrid_x = num_trajectories # kazdy blok zajmuje sie trajektorig

blockspergrid_y (n + threadsperblock - 1) // threadsperblock #;
swystarczajgca 1105¢ blokdéw by pomiescié catg kolumne

blockspergrid = (blockspergrid_x, blockspergrid_y)

x_new = cp.empty_like(x)
momentum_new = cp.empty_like(momentum)
state_new = cp.empty_like(state)

for k in tqdm(range(num_steps), desc="wyzarzanie rdwnolegte GPU"):

lambda_t = schedule[k]
A = cp.matmul(J, state)
parrarel_annealing_step(blockspergrid, (threadsperblock,), (A, h, x,.
<momentum,
lambda_t,
~step_size, n,
momentum_new,
~X_new, state_new))



[25]:

[26]:

momentum = momentum_new
X = X_new
state = state_new
return state, calculate_energy_gpu(J, h, state)
from funkcje_pomocnicze import read_instance, small_pegasus, test_pegasus
instance = small_pegasus
J, h = read_instance(instance.path, convention="minus_half")

J
h

cp.asarray(J, dtype=cp.float32)
cp.asarray(h, dtype=cp.float32)

states, energies = parrarel_annealing gpu(J, h, step_size=0.01,,
~lambda_t_max=10, num_steps=1000, num_trajectories=5000)

print (£f"Otrzymana energia: {min(energies)}")

print(f"Stan podstawowy: {instance.best_energy}")

print (f"Luka energetyczna: {((instance.best_energy - min(energies))/(2 *
~instance.best_energy) * 100):.2f}%")

wyzarzanie réwnolegte GPU: 100%]| | 1000/1000 [00:00<00:00, 9518.56it/s]

Otrzymana energia: -39.0
Stan podstawowy: -39.0
Luka energetyczna: -0.00%

2.2 Bruteforce
Ta implementacja pochodzi z artykutu:

Jalowiecki, K., Rams, M. M., & Gardas, B. (2021). Brute-forcing spin-glass problems with CUDA.
Computer Physics Communications, 260, 107728. DOI: 10.1016/j.cpc.2020.107728

# brute force CUDA

import cupy as cp
from tqdm import tqdm

def select_lowest(energies, states, num_states):
indices = cp.argpartition(energies, num_states) [:num_states]
low_energies = energies[indices]

low_states = states[indices]
return low_energies, low_states
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def sort_by_key(energies, states, num_states):
order = cp.argsort(energies) [:num_states]

low_energies = energies[order]
low_states = states[order]
return low_energies, low_states

def brute_force_gpu(Q, num_states: int, sweep_size_exponent: int = 10,
othreadsperblock: int = 256):
N, _ = Q.shape
if N > 64:
raise ValueError("Za wysoka warto$¢ N. Ta implementacja wspiera co
wnajwyzej 64 spiny (64-bitowy integer)")

sweep_size 2*%*xsweep_size_exponent

num_chunks = 2**(N-sweep_size_exponent)

brute_force_kernel = cp.RawModule(path="cuda_kernels/brute_force_kernel.
optx")
compute_energies = brute_force_kernel.get_function("compute_energies")

blockspergrid = sweep_size//threadsperblock

final_energies = cp.array([])
final_states = cp.array([])

for i in tqdm(range (num_chunks), desc="wyczerpujace przeszukiwanie"):
energies = cp.empty(sweep_size, dtype=cp.float32)
states = cp.empty(sweep_size, dtype=cp.int64)
compute_energies((blockspergrid,), (threadsperblock,),

(Q, cp.int32(N), cp.int32(sweep_size_exponent),
senergies, states, cp.int64(i)))

low_energies, low_states = select_lowest(energies, states, num_states)
final_energies = cp.concatenate((final_energies, low_energies))
final_states = cp.concatenate((final_states, low_states))

if i !'= 0:

final energies, final_states = select_lowest(final_energies,,
«final_states, num_states)

return sort_by_key(final_energies, final_states, num_states)

11



[32]:

# test

import time
import os

import cupy as cp

from tqdm import tqdm
from IPython.utils.io import capture_output

n_range = list(range(15, 32))

# Kompilacja
Q cp.random.uniform(-1, 1, size=(10, 10), dtype=cp.float32)
Q = cp.triu(@)
with capture_output() as captured:
brute_force_gpu(Q, 10)

times = []
for n in tqdm(n_range, desc="Wyczerpujace przeszukiwanie dla réznych n"):
Q = cp.random.uniform(-1, 1, size=(n, n), dtype=cp.float32)
Q = cp-triu(Q)
start = time.time()
with capture_output() as captured:
brute_force_gpu(Q, num_states=10, sweep_size_exponent=min(n, 21),
~threadsperblock=512)
end = time.time()
times.append(end - start)

plt.figure(figsize=(8, 5))

plt.plot(n_range, times, marker='o', linestyle='-', color='blue',
~label='Execution Time')

plt.xlabel('Rozmiar (ilo§é spindw) ')

plt.xticks(n_range)

plt.yscale('log', base=10)

plt.ylabel('Czas obliczein (s)')

plt.grid(True)

plt.show()

Wyczerpujace przeszukiwanie dla réznych n: 100%]| | 17/17 [00:03<00:00,
4.56it/s]
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Czas obliczen (s)

10"

10-1 -

1072 7

T T T T T
15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 2
Rozmiar (ilos¢ spindw)

T T T
7 28 29 30 31
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