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Capitulo 1

Introduccion

Este libro es una recopilacién de los ejercicios de demostracidon con Lean4
que se han ido publicando, desde el 10 de julio de 20023, en el blog Calcule-
mus.

La ordenacién de los ejercicios es simplemente temporal segun su fecha
de publicacion en Calculemus y el orden de los ejercicios en Calculemus res-
ponde a los que me voy encontrando en mis lecturas.

En cada ejercicio, se comienza proponiendo soluciones en lenguaje na-
tural y, a continuacién, se exponen distintas demostraciones con Lean4 or-
denadas desde las mas detalladas a las mas automaticas. Al final de cada
ejercicio hay un enlace para interactuar con sus soluciones en Lean4 Web.

Las soluciones del libro estan en este repositorio de GitHub.

El libro se ird actualizando periédicamente con los nuevos ejercicios que
se proponen diariamente en Calculemus.

Este libro es una continuacién de

» DAO (Demostracion Asistida por Ordenador) con Lean que es una introduc-
cién a la demostracién con Lean3 y

= Calculemus (Vol. 1: Demostraciones con Isabelle/HOL y Lean3) que es la re-
copilacién de la primera parte de los ejercicios del blog con demostraciones
en Isabelle/HOL y Lean3.
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Capitulo 2

Demostraciones de una
propiedad de los numeros
enteros

2.1. Ymné€EN, Even n » Even (m * n)

- Demostrar que los productos de los numeros naturales por numeros
- pares son pares.

- Demostracién en lenguaje natural

- Si n es par, entonces (por la definicién de ‘Even‘) existe un k tal que

n==k+Kk (1)
- Por tanto,
mn = m(k + k) (por (1))
= mk + mk (por la propiedad distributiva)

- Por consiguiente, mn es par.

- Demostraciones en Lean4

import Mathlib.Data.Nat.Basic
import Mathlib.Data.Nat.Parity
import Mathlib.Tactic

open Nat

13
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-- 12 demostracion

example : YV mn : N, Even n - Even (m * n)
rintro m n (k, hk)
use m * k
rw [hk]
ring

by

-- 22 demostracion

example : Vmn : N, Even n - Even (m * n)
rintro m n (k, hk)
use m * k
rw [hk]
rw [mul add]

by

-- 32 demostracion

example : Vmn : N, Even n - Even (m * n)
rintro m n (k, hk)
use m * k
rw [hk, mul add]

by

-- 42 demostracion

example : V. m n : Nat, Even n - Even (m * n) := by
rintro m n (k, hk); use m * k; rw [hk, mul add]

-- 52 demostracion

example : Y mn : N, Even n - Even (m * n) := by
rintro m n (k, hk)
exact (m * k, by rw [hk, mul add])

-- 62 demostracion

example : VY m n : Nat, Even n - Even (m * n) :=
fun m n (k, hk) » (m * k, by rw [hk, mul add])



2.1. Vmn €N, Even n - Even (m * n)

-- 72 demostracion

example : YV mn : N, Even n - Even (m * n) := by
rintro m n (k, hk)
use m * k
rw [hk]

exact mul add m k k

-- 82 demostracion

example : Y mn : N, Even n - Even (m * n) := by
intros m n hn
unfold Even at *
cases hn with
| intro k hk =>
use m * Kk
rw [hk, mul add]

-- 92 demostracion

example : Y mn : N, Even n - Even (m * n) := by
intros m n hn
unfold Even at *
cases hn with
| intro k hk =>
use m * Kk
calcm * n
=m* (k + k)
=m*KkK+m*Kk :

by exact congrArg (HMul.hMul m) hk
by exact mul add m k k

-- 102 demostracion

example : YV m n : Nat, Even n - Even (m * n) := by
intros; simp [*, parity simps]

-- Lemas usados

-- #check (mul add : Yabc : N, a* (b+ c) a*hb+a*c)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/El_producto_por_un_par_es_par.lean
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Capitulo 3

Propiedades elementales de los
numeros reales

3.1. En R, (ab)c = b(ac)

- Demostrar que los numeros reales tienen la siguiente propiedad
(a *b) *c=b* (a * )

- Demostracidén en lenguaje natural

- Por la siguiente cadena de igualdades
(ab)c = (ba)c [por la conmutativa]
= b(ac) [por la asociativa]

- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Tactic
import Mathlib.Data.Real.Basic

- 12 demostracion

example

(abc: R)

: (a*b) *c=Db* (a*c) :=
calc

(a *b) *c (b *a) * c :

b * (a * c) :

by rw [mul comm a b]
by rw [mul assoc b a c]

17
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-- 22 demostracidn
example (abc : R) : (a *b) *c
by

rw [mul comm a b]

rw [mul assoc b a c]

b * (a * c)

-- 32 demostracioén
example (a bc : R) : (a *b) *c
by ring

b * (a * c)

-- Lemas usados

-- #check (mul comm : ¥ (a b : R), a *b=>b*a)
-- #check (mul assoc : Y (abc : R), (@ *b) *c=a* (b*c))

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

3.2. En R, (cb)a = b(ac)

-- Demostrar que los numeros reales tienen la siguiente propiedad
-- (c *b) *a=b* (a*c)

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Por la siguiente cadena de igualdades:
-- (c * b) * a

- - = (b *c) *a [por la conmutativa]
-- =b * (c * a) [por la asociativa]
-- =b * (a * c) [por la conmutativa]

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Tactic
import Mathlib.Data.Real.Basic

-- 12 demostracion
example
(abc:R)


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Asociativa_conmutativa_de_los_reales.lean

3.3. En R, a(bc) = b(ac)

(c *b) *a=Db* (a*c) :=
calc
(c *b) * a
(b * c) * a:
b * (c * a)
=b * (a * )

by rw [mul comm c b]
by rw [mul assoc]
by rw [mul comm c a]

-- 22 demostracion

example
(abc:R)
(c *b) *a=Db* (a*c) :=
by

rw [mul comm c b]
rw [mul assoc]
rw [mul comm c al

-- 32 demostracion

example
(abc:R)
(c *b) *a=Db* (a*c) :=
by ring

-- Lemas usados

-- #check (mul comm : ¥V (a b : R), a *b=>b* a)
-- #check (mul assoc : ¥V (abc :R), (a *b) *c=a%* (b*c))

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

3.3. En R, a(bc) = b(ac)

-- Demostrar que los numeros reales tienen la siguiente propiedad
-- a* (b *c)=>b*(a*c)

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Por la siguiente cadena de igualdades:
-- a(bc)
-- = (ab)c [por la asociativa]


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/(cb)a_eq_b(ac).lean
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-- = (ba)c [por la conmutativa]
b(ac) [por la asociativa]

-- Demostraciones en Lean4

import Mathlib.Tactic
import Mathlib.Data.Real.Basic

-- 12 demostracion

example
(abc:R):a*(b*c)=>b*(a*c) :=
calc
a* (b * c)
= (a *b) * c := by rw [«mul _assoc]
= (b *a) * ¢ := by rw [mul _comm a b]

=b * (a * c)

by rw [mul assoc]

-- 22 demostracioén
example

(abc:R):a* (b*c)
by

rw [«mul _assoc]

rw [mul comm a b]

rw [mul assoc]

b * (a * c) :=

-- 32 demostracion
example

(abc:R):a* (b*c)
by ring

b * (a * c) :=

-- Lemas usados

-- #check (mul comm : ¥V (a b : R), a *b =0>b * a)
-- #check (mul assoc : Y (abc : R), (a *b) *c=a* (b*c))

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/a(bc)_eq_b(ac).lean

3.4. En R, siab =cdy e =f, entonces a(be) = c(df)

21

3.4. En R, siab =cdye =f entonces a(be) =

c(df)

-- Demostrar que si a, b, ¢, d, e y f son nimeros reales tales que

- - a*p=c*
== e =",

-- entonces

- - ax* (b*e)

dy

=c * (d* f)

-- Demostracién en leguaje natural

-- Por la siguiente cadena de igualdades

-- a(be)

-- = a(bf)
== = (ab)f
-- = (cd)f
== = c(df)

[por
[por
[por
[por

la segunda hipdétesis]
la asociativa]
la primera hipétesis]
la asociativa]

-- Demostraciones en Lean4

import Mathlib.Tactic
import Mathlib.Data.Real.Basic

-- 12 demostracion

example
(abcdef:

R)

(h1 : a *b =c *d)

(h2 : e =)
ca * (b *e) =
calc
a* (b *e)
a* (b * f)

=c* (d*f)

(a * b) * f :
(c *d) * f :

C*

-- 22 demostracion

example
(abcdef:

R)

(d * f) :=
by rw [h2]
by rw [«mul assoc]
by rw [hl]
by rw [mul assoc]

(h1 : a * b =c * d)
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(h2 : e = f)

ca*(b*e)=c* (d*f) :=
by

rw [h2]

rw [«mul assoc]

rw [hl]

rw [mul assoc]

-- 32 demostracion
example

(abcdef :R)

(h1 : a * b =c *d)

(h2 : e = f)

ca* (b*e)=c* (d*f):=
by

simp [*, <mul assoc]

-- Lemas usados

-- #check (mul assoc : Y (abc : R), (a *b) *c=a* (b*c))

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

3.5. EnR, sibc = ef, entonces ((ab)c)d = ((ae)f)d

-- Demostrar que si a, b, c, d, e y f son nimeros reales tales que
- - b*c=e*f

-- entonces

-- ((a *b) *c) *d=((a*e) * ) *d

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Por la siguiente cadena de igualdades

-- ((ab)c)d

-- = (a(bc))d [por la asociativa]
-- = (a(ef))d [por la hipdtesis]
-- = ((ae)f)d [por la asociativa]

-- Demostraciones con Lean4


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/a(be)_eq_c(df).lean

3.5. En R, si bc = ef, entonces ((ab)c)d = ((ae)f)d

import Mathlib.Data.Real.Basic
import Mathlib.Tactic

-- 12 demostracion

example
(abcdef : R)
(h : b*c=¢e*f)
((@a*b) *c) *d=((a*e) *f)*d:=
calc

((a*b) *c) *d

= (a* (b *c)) *d:=Dby rw [mul assoc al
_=(a* (e *f)) *d :=by rw [h]
= ((a *e) *f) * := by rw [emul assoc a]

o
1l

-- 22 demostracion
example
(abcd f : R)
(h : b*c=e*f)
*c) *d=((a*e) *f) *xd:=
by
rw [mul assoc al
rw [h]

rw [«mul _assoc al

-- 32 demostracion

example
(abcdef :R)
(h : b*c=e*f)
((@a *b) *c) *d=((a *e)*f)*xd:=
by

rw [mul assoc a, h, «mul assoc a]

-- Lemas usados

-- #check (mul assoc : Y (abc : R), (a *b) *c=a* (b*c))

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Si_bc_eq_ef_entonces_((ab)c)d_eq_((ae)f)d.lean
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3.6.

En R, sic =ba-dyd = ab, entoncesc =0

-- Demostrar que si a, b, ¢ y d son numeros reales tales que

-- c=b*a-d
- - d=a *b

-- entonces

-- c =20

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Por la siguiente cadena de igualdades

©

ba - d [por la primera hipdtesis]
ab - d [por la conmutativa]

ab - ab [por la segunda hipdtesis]
0

-- Demostraciones en Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
import Mathlib.Tactic

-- 12 demostracion

example
(abcd: R)
(h1 : c=b *a - d)
(h2 : d =a * b)
1 Cc =0 :=
calc
c=b*a-d = by rw [hl]
_=a*b-d := by rw [mul comm]
_=a *b-a*b :=by rw [h2]
=0 = by rw [sub self]
-- 22 demostracién
example
(abcd: R)
(h1 : ¢c=b *a - d)
(h2 : d =a * b)
1 Cc =0 :=

by



3.7. En R, (a+b)(a+b) = aa+2ab+bb

rw [hl]
rw [mul comm]
rw [h2]

rw [sub self]

-- 32 demostracion

example
(abcd: R)
(h1 : c=b *a - d)
(h2 : d =a * b)
1 Cc =0 :=
by

rw [hl, mul comm, h2, sub self]

-- Lemas usados

-- #check (mul comm : ¥V (a b : R), a *b=0>b * a)
-- #check (sub _self : ¥V (a : R), a - a = 0)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

3.7. En R, (a+b)(a+b) = aa+2ab+bb

-- Demostrar que si a y b son numeros reales, entonces
-- (a +b) *(a+b)=a*a+2* (a*b)+b*hb

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Por la siguiente cadena de igualdades
-- (a + b)(a + b)
- - = (a + b)a+ (a +b)b [por la distributiva]

-- =aa + ba + (a + b)b [por la distributiva]
-- = aa + ba + (ab + bb) [por la distributiva]
-- = aa + ba + ab + bb [por la asociativa]
- - = aa + (ba + ab) + bb [por la asociativa]
-- = aa + (ab + ab) + bb [por la conmutativa]
-- = aa + 2(ab) + bb [por def. de doble]

-- Demostraciones con Lean4


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Si_c_eq_ba-d_y_d_eq_ab_entonces_c_eq_0.lean
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import Mathlib.Data.Real.Basic
import Mathlib.Tactic

variable (a b c : R)

-- 12 demostracion

example :
(a+b) * (a+b)=a*a+2*(a*b)+b*b:=
calc
(a+b) * (a+b)
= (a+b) *a+ (a+b) *b := by rw [mul add]
_=a*a+b*a+(a+b) *b := by rw [add mul]
~=a*a+b*a+ (a*b+b*b) :=byrw [add mul]
_=a*a+b*fa+a*b+b*hb := by rw [<add _assoc]
_=a*fa+(b*a+a*b)+b*b:=byrw[add assoc (a * a)]
_=a*a+ (a*b+a*b)+b*b:=byrw[mul conmb a]
_=a*a+2*(a*hb)+b*b = by rw [«two mul]
-- 22 demostracién
example :
(a+b) * (a+b)=a*a+2*(a*b)+b*b:=
calc
(a+b) * (a+b)
=a*a+b*a+(a*b+b*b) :=by rw [mul add, add mul, add mul]
_=a*a+ (b*a+a*b)+b*b:=byrw[-add assoc, add assoc (a * a)]
_=a*fa+2* (a*b)+b*hb = by rw [mul comm b a, <two mul]
-- 32 demostracién
example :
(a+b) * (a+b)=a*ra+2*(a*b)+b*b:=
calc
(a+b) * (a+b)
=a*a+b*a+(a*b+b*hb) :=by ring
_=a*a+ (b*a+a*b)+b*b:=byring
_=a*a+2*(a*hb)+b*b = by ring
-- 42 demostracién
example :
(a+b) *(a+b)=a*a+2*(a*b)+b*b:=
by ring

-- 52 demostracion
example :
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(a+b) * (a+b)=a*a+2*(a*b)+Db*b:=
by

rw [mul add]

rw [add mul]

rw [add mul]

rw [<add assoc]

rw [add assoc (a * a)l

rw [mul _comm b al

rw [«two mul]

-- 62 demostracién
example :

(a+b) *(a+b)=a*a+2*(a*b)+b*b:=
by

rw [mul add, add mul, add mul]

rw [~add assoc, add assoc (a * a)]l

rw [mul comm b a, <two mul]

-- 72 demostracién
example :

(a+b) *(a+b)=a*a+2* (a*b)+b*b:=
by linarith

-- Lemas usados

-- #check (add assoc : Yabc : R, (a+b) +c=a+ (b+c))
-- #check (add mul : Yabc : R, (a+b) *c=a*c+b*c)
-- #check (mul add : Yabc : R, a* (b+c)=a*b+a*c)
-- #check (mul comm : ¥V (a b : R), a*b=>b*a)

-- #check (two mul : V (a : R), 2 * a =a + a)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

3.8. En R, (a+b)(c+d) = ac+ad+bc+bd

-- Demostrar que si a, b, c¢c y d son numeros reales, entonces
-- (a+b) *(c+d) =a*c+a*d+b>*c+b*d

-- Demostracién en lenguaje natural



https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/(a+b)(a+b)_eq_aa+2ab+bb.lean
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-- Por la siguiente cadena de igualdades

- - (a + b)(c + d)

a(c +d) + b(c + d)
- - = ac + ad + b(c + d)
ac + ad + (bc + bd)
ac + ad + bc + bd

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
import Mathlib.Tactic

variable (a b c d : R)

-- 12 demostracion

[por
[por
[por
[por

la distributiva]
la distributiva]
la distributiva]
la asociativa]

example
(a+b) * (c+d) =a*fc+a*d+b*
calc
* (¢ + d)

(a+b

= (c+d) +b * (c +d)
c+a*d
c+a*d

|
[ RV}

-- 22 demostracion

)

* b
*c+a*xd+b* (c+d)
* +

* +

(b * ¢+ b *d)
b*c+b*d

by

=by

by
by

example
(a+b) * (c+d) =a*c+a*d+b*
calc
(@ +b) * (c +d)

(c +d) + * (¢ + d)

c+a*d
c+a*d

[
Q0 o o

-- 32 demostracion

)

* b
*c+a*d+b* (c +d)
* +

* +

(b *c+b *d)
b*c+b*d

by
by
by
by

example : (a +b) * (c+d) =a*c+a*d

by ring

-- 42 demostracion
example

(a+b) * (c+d) =a*c+a*xd+b*

by
rw [add mul]

c+b*d:=

rw [add mul]
rw [mul add]
rw [mul add]
rw [<add assoc]

=

c+b*d:=

ring
ring
ring
ring

+b*c+b*d

c+b*d:=



3.9. En R, (a+b)(a-b) = a"~2-b™2

rw [mul add]
rw [mul add]
rw [« add assoc]

demostraciodn
example : (a +b) * (c+d)=a*c+a*d+b*c+b*d:=
by rw [add mul, mul add, mul add, <add assoc]

U
)

-- Lemas usados

-- #check (add mul : ¥ (abc :R), (a+b) *c=a*c+b*c)
-- #check (mul add : Y (abc :R), a* (b+c)=a*b+a*c)
-- #check (add assoc : Y (abc : R), (a+b) +c=a+ (b+c))

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

3.9. EnR, (a+b)(a-b) =a"2-b"2

-- Demostrar que si a y b son numeros reales, entonces
== (a + b) * (a - b) =a2 - b2

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Por la siguiente cadena de igualdades:
- - (a + b)(a - b)

-- =a(a - b) + b(a - b) [por la distributiva]
-- = (aa - ab) + b(a - b) [por la distributiva]
-- = (a~2 - ab) + b(a - b) [por def. de cuadrado]
-- = (a”2 - ab) + (ba - bb) [por la distributiva]
-- = (a”2 - ab) + (ba - b"2) [por def. de cuadrado]
-- = (a~2 + -(ab)) + (ba - b"2) [por def. de resta]

-- = a2 + (-(ab) + (ba - b"2)) [por la asociativa]

-- = a2 + (-(ab) + (ba + -b"2)) [por def. de resta]
-- = a2 + ((-(ab) + ba) + -b~2) [por la asociativa]
- - =a~2 + ((-(ab) + ab) + -b"2) [por la conmutativa]

-- =a™2 + (0 + -b~2) [por def. de opuesto]
-- = (a™2 + 0) + -b"2 [por asociativa]
-- = a2 + -b"2 [por def. de cero]

= a2 - b2 [por def. de resta]


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/(a+b)(c+d)_eq_ac+ad+bc+bd.lean
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-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
import Mathlib.Tactic

variable (a b : R)

-- 12 demostracion

example : (a + b) * (a - b) = a"2 - b"2 :=

calc

(a+b) * (a-b)
=a*(a-b)+b=*(a-Dhb) := by rw [add mul]
_=(a*a-a*b)+b*(a-Db) := by rw [mul sub]
= (a”2 - a *b)+b* (a-b) := by rw [« pow two]
_=(a”2 - a *b)+(b*a-b*b) := by rw [mul sub]
= (a”2 - a *b) + (b*a-b2) := by rw [« pow_two]
= (a”2 + -(a *b)) + (b *a-b"2) :=bhbyring
_=a"2 + (-(a *b) + (b*a-Db"2)) :=by rw [add assoc]
_=a"2 + (-(a*b)+ (b*a+ -b*2)) := by ring
_=a™2 + ((-(a *b) +b *a)+ -b*2) := by rw [« add _assoc
(-(a * b)) (b *a) (-b*2)]

_=a"2 + ((-(a *b) +a*b)+ -b*2) := by rw [mul_comm]
_=a™2 + (0 + -b"2) := by rw [neg add self (a * b)]
= (a”2 +0) + -b™2 := by rw [« add_assoc]
_=a"2 + -b"2 := by rw [add zero]
_=a"2 - b2 := by linarith

-- 22 demostracién

example : (a + b) * (a - b) = a”2 - b"2 :=

calc
(a+b) * (a-b)

=a* (a-b)+b*(a-b) := by ring

_=(a*a-a*b)+b*(a-Db) := by ring
= (a”2 - a *b)+b* (a-b) := by ring
_=(a”2 - a *b)+ (b*a-b*b) := by ring
= (a”2 - a *b) + (b*a-b2) := by ring
= (a”2 + -(a *b)) + (b*a-b*2) :=byring
_=a™2 + (-(a*b) + (b*a-b*2)) :=byring

a~2 + (-(a *b) + (b *xa+ -b*2)) := by ring



3.9. En R, (a+b)(a-b) =a"2-b"2

31

_=a"2 + ((-(a *b) +b*a)+ -b*2) := by ring
_=a™2 + ((-(a *b) +a*b) + -b*2) := by ring
_ = a2 + (0 + -b™2) o= by ring
= (a”2 +0) + -b™2 := by ring
_=a"2 + -b"2 := by ring
_=a"2 - b"2 := by ring

-- 32 demostracion

example : (a + b) * (a - b) = a”2 - b"2 :=

by ring

-- 42 demostracion

-- El lema anterior es

lemma aux : (a +b) * (c+d) =a*c+a*d+b*xc+b*d:=

by ring

-- La demostracidén es
example : (a + b) * (a - b) = a”2 - b"2 :=
by

rw [sub eq add neg]

rw [aux]

rw [mul neg]

rw [add assoc (a * a)]

rw [mul comm b al

rw [neg add self]

rw [add zero]

rw [« pow two]

rw [mul neg]

rw [« pow two]

rw [« sub _eq add neg]

-- Lemas usados

-- #check (add assoc : Y (abc : R), (a+b) +c=a+ (b+c))
-- #check (add zero : V¥V (a : R), a + 0 = a)

-- #check (add mul : Y (abc :R), (a+b) *c=a*c+b*c)
-- #check (mul comm : ¥V (a b : R), a *b =0>b * a)

-- #check (mul neg : Y (ab : R), a* -b=-(a*D>b))

-- #check (mul sub : Y (abc :R), a* (b-c)=a*b-a*c)
-- #check (neg add self : ¥ (a : R), -a + a =0)
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-- #check (pow two : V¥ (a : R), a ~ 2 =a * a)
-- #check (sub eq add neg : YV (a b : R), a - b=a+ -b)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

3.10. En R, sic=da+byb = ad, entonces c =
2ad

-- Demostrar que si a, b, ¢ y d son numeros reales tales que
-- c=d*a+b

-- b=a*d

-- entonces

- - c=2*a*d

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Por la siguiente cadena de igualdades

- - c=da+b [por la primera hipdtesis]
-- = da + ad [por la segunda hipdétesis]
- - = ad + ad [por la conmutativa]

-- = 2(ad) [por la def. de doble]

-- = 2ad [por la asociativa]

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
import Mathlib.Tactic

variable (a b c d : R)

-- 12 demostracion

example
(h1 : c=d * a + b)
(h2 : b =a * d)
cc=2*a*d:=
calc
c=d*a+b = by rw [hl]

=d*a+a*d:

by rw [h2]


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/(a+b)(a-b)_eq_aa-bb.lean

3.10. En R, sic = da+b y b = ad, entonces ¢ = 2ad

a *d+a*d:
2 * (a * d)
2 fax*d

by rw [mul comm d a]
by rw [« two mul (a * d)]
by rw [mul assoc]

-- 22 demostracién
example
(h1l :
(h2 :
:C =
by
rw [h2] at hl
clear h2
rw [mul comm d a] at hl
rw [« two mul (a*d)] at hl
rw [« mul assoc 2 a d] at hl
exact hl

d *a+b)
=a *d)
*a*d:=

N T 0O

-- 32 demostracion

example
(h1 : c=d *a + b)
(h2 : b=a *d)

rc=2*a*d:=
by rw [hl, h2, mul comm d a, « two mul (a * d), mul assoc]

-- 42 demostracion

example

(h1 : c=d * a + b)

(h2 : b =a * d)

s c=2*a*d:=
by

rw [hl]

rw [h2]

ring

-- 52 demostracion

example
(h1 : ¢ =d * a + b)
(h2 : b =a *d)
cc=2*a*d:=
by
rw [hl, h2]
ring

-- 62 demostracion
example
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(h1 : c=d * a + b)

(h2 : b =a * d)

=2 *a*d:=
by rw [hl, h2] ; ring

-- 72 demostracion
example

(h1 : ¢c=d * a + b)

(h2 : b =a *d)

s c=2*a*d:=
by linarith

-- Lemas usados

-- #check (mul assoc : ¥V (abc :R), (a *b) *c=a%* (b*c))
-- #check (mul comm : ¥V (a b : R), a*b=>b* a)
-- #check (two mul : V (a : R), 2 * a =a + a)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

3.11. En R, si a+b = ¢, entonces (a+b)(a+b) =

ac+bc

-- Demostrar que si a, b y ¢ son numeros reales tales que
== a+b-=c,

-- entonces

- - (a+b) *(a+b) =a*c+b*c

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Por la siguiente cadena de igualdades

-- (a + b)(a + b)

= (a + b)c [por la hipdtesis]

ac + bc [por la distributiva]

-- Demostraciones con Lean4



https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Si_c_eq_da+b_y_b_eq_ad_entonces_c_eq_2ad.lean
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import Mathlib.Data.Real.Basic
import Mathlib.Tactic

variable (a b c : R)

-- 12 demostracion

example
(h : a+b=c)
(a+b) * (a+b)=a*c+b*c:=
calc
(@ +b) * (a+b)
= (a+b) *c := by exact congrArg (HMul.hMul (a + b)) h

a*c+b*c:

by rw [add mul]

-- 22 demostracion
example
(h : a+b=rc)
(a+b) * (a+b)=a*c+b*c:=
by
nth rewrite 2 [h]
rw [add mul]

-- Lemas usados

-- #check (add mul : ¥ (abc :R), (a+b) *c=a*c+b*c)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

3.12. Six eysonsumas de dos cuadrados, en-
tonces xy también lo es

-- Demostrar que si x e y son sumas de dos cuadrados, entonces xy
-- también lo es.

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Puesto que x e y se pueden escribir como la suma de dos cuadrados,
-- existen a, b , c y d tales que


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Sia+b_eq_c_entonces_(a+b)(a+b)_eq_ac+bc.lean
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-- X a2 + b2

- - y = c? + d?

-- Entonces,

-- xy = (ac - bd)? + (ad + bc)?

-- En efecto,

-- Xy = (a? + b?)(c? + d?)

-- = a?c? + b3d? + a?d? + b3c?

-- = a@?c? - 2achbd + b?d? + a?d? + 2adbc + b3c?
(ac - bd)2 + (ad + bc)?

-- Por tanto, xy es la suma de dos cuadrados.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Tactic
variable {a : Type } [CommRing a]
variable {x y : o}

-- (suma_de cuadrados x) afirma que x se puede escribir como la suma

-- de dos cuadrados.

def suma_de cuadrados (x : a)
dab, x=a"2+ b"2

-- 12 demostracion
example
(hx : suma de cuadrados x)
(hy : suma _de cuadrados y)
: suma_de cuadrados (x * y)
by
rcases hx with (a, b, xeq : x = a”2 + b"2)
--ab:a«a
--Xxeq : x=a”~2+b"2
rcases hy with (c, d, yeq : y
--cd:a
--yeq :y=¢c”~2+d”"2
have hl: x * y = (a*c - b*d)"2 + (a*d + b*c)"2 :
%
(a

c"2 + d”2)

calc y
"2 + b*2) * (¢”2 + d72) :=
by rw [xeq, yeq]

= a™2*c™2 + b"2*d™2 + a”2*%d™2 + b"2*c”2
by ring

= a”2*c™2 - 2*a*c*b*d + b"2*d"2 + a”2*d"2 + 2*a*d*b*c + b"2*c"2 :=
by ring

= (a*c - b*d)"2 + (a*d + b*c)"2 :=
by ring

x
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have h2 : 3 f, x * y = (a*c - b*d)"2 + "2 :=
Exists.intro (a*d + b*c) hl

have h3 : 3 e f, x *y =e"2 + "2 :=
Exists.intro (a*c - b*d) h2

show suma de cuadrados (x * vy)

exact h3

-- 22 demostracion
example
(hx : suma de cuadrados x)
(hy : suma de cuadrados y)
: suma_de cuadrados (x * y) :=

by
rcases hx with (a, b, xeq : x = a”2 + b"2)
--ab:a
--xeq : Xx=a"~2+b"2
rcases hy with (c, d, yeq : y = ¢2 + d"2)
--cd:a
--yeq :y=c”~2+d”"2

*

have hl: x
calc x * y

(a”2 + b™2) * (¢c”2 + d"2)

= (a*c - b*d)"2 + (a*d + b*c)"2 :

have h2 : 3 e f, x * y = e"2 + f*2 :=
by tauto

show suma de cuadrados (x * y)

exact h2

y = (a*c - b*d)"2 + (a*d + b*c)"2 :=

by rw [xeq, yeq]
by ring

-- 32 demostracién
example
(hx : suma de cuadrados x)
(hy : suma de cuadrados y)
: suma_de cuadrados (x * y) :=

by
rcases hx with (a, b, xeq)
--ab:a
--xeq : x=a”~2+b"2

rcases hy with (c, d, yeq)

--cd: a

--yeq :y=¢c”~2+d”"2

rw [xeq, yeq]

-- F suma de cuadrados ((a ~ 2 +b "~ 2) * (¢c 2 +d" 2))
use a*c - b*d, a*d + b*c

--F(a”~"2+bn2)*x (c”2+d"” 2)

-- =(a*c-b*d "2+ (a*xd+b*c)”2
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ex

by

Se

ring

42 demostracion

ample

(hx : suma_de cuadrados x)
(hy : suma de cuadrados y)
: suma_de cuadrados (x * vy)

rcases hx with (a, b, rfl)

-- F suma de cuadrados ((a ~ 2 + b ~ 2) * y)

rcases hy with (c, d, rfl)

-- F suma _de cuadrados ((a ~ 2 +b "~ 2) * (¢c 2 +d~" 2))
use a*c - b*d, a*d + b*c

--kF(a”~"2+b"~2)* (cr2+d"2)

-~ =(a*c-b*d) ~2+(a*xd+b*c)"2

ring

puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

3.13. ENR, X2 +y2=0ex=0aAy=0

Demostrar que si x, y € R, entonces
X2 +y2=0ox=0MNy=20

Demostracién en lenguaje natural

En la demostracién usaremos el siguiente lema auxiliar
(VXx, vy ER)[x? +y?2 =0->x=20]

Para la primera implicacidén, supongamos que

X2 +y2 =20 (1)
Entonces, por el lema auxiliar,
X =0 (2)

Ademas, aplicando la conmutativa a (1), se tiene

y2+X2=0
y, por el lema auxiliar,

y=20 (3)
De (2) y (3) se tiene

X=0ANy=0


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Producto_de_suma_de_cuadrados.lean
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-- Para la segunda implicacidén, supongamos que
- - XxX=0ny =20

-- Por tanto,

- - X2+y2=02+02

1
I
(o]

-- En la demostracién del lema auxiliar se usaran los siguientes lemas

-- (VX ER)(VNn€E€N)[xn=0->x=0]
== (Vx, YER)[Ix=sy->y=x->x=y]
-- (VXx, yER)I[O=Yy->Xx=Xx+YVy]

2

- - (V x € R)[O = x?]

-- Por el lema L1, para demostrar el lema auxiliar basta demostrar
-- x? =0
--y, por el lema L2, basta demostrar las siguientes desigualdades
-- x?2 =0
-- 0 = x?

-- La prueba de la (2) es
-- Xx? = X? + y? [por L3 y L4]
0 [por la hipdétesis]

1A

-- La (3) se tiene por el lema L4.

-- Demostraciones con Lean 4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable {x y : R}

-- 12 demostracion del lema auxiliar

example

(h : x*2 + y*2 = 0)

: x =0 :=
by

have h’ : x*2 = 0 := by

{ apply le _antisymm

. show x ~ 2 =0
calc X ~ 2 = x™2 + y"2 :

by simp [le add of nonneg right,
pow_two nonneg]

=0 by exact h

. show 0 = x ©~ 2

apply pow two nonneg }

>

(L1)
(L2)
(L3)
(L4)

(1)

(2)
(3)
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show x = 0
exact pow eq zero h’

-- 22 demostracion lema auxiliar

example
(h : x*2 + y*2 = 0)
: X =0 :=
by
have h’ : x*2 = 0 := by
{ apply le antisymm
- FX "2 =0
calc X ©~ 2 = x™2 + y™2

by simp [le add of nonneg right,
pow_two nonneg]

=0 by exact h

--FO0=sx"2

apply pow two nonneg }

exact pow eq zero h’

>

-- 32 demostracion lema auxiliar

lemma aux
(h : x*2 + y*2 = 0)
: x =0 :=
have h’ : x ©~ 2 =0 := by linarith [pow two nonneg x, pow two nonneg y]

pow eq zero h'’

-- 12 demostracion

example : X2 + y"2 =0 o x=0Ay =0 :=
by
constructor
- FE X" 2+y " 2=0-x=0ANy =0
intro h
--h:x"2+y”~2=20
--FXx=0nAYy
constructor
-- FXx =20
exact aux h
--Fy =0
rw [add comm] at
--h:x"~2+y"~2=0

Il
(o]

>
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exac
-- F X
intro

-- hl :

-k X
rcases

-- h2 :
-- h3 :

rw [h2
-- 0
norm n

-- 22 demo

t aux h

=0 ANy =0-x
hl

X=0ANy =0
~2+y "~ 2=0
hl with (h2, h3)
X =0

y =0

, h3]
~2+0"2=0
um

stracion

example :
by
construc
-- X
intro
-- h:
-- X
constr
-- F
exac
-- F
rw [

-- h:

exac
-- F X
rintro

-- hl :

-- h2
-- F X
rw [hl
-+ 0
norm n

-- 32 demo

XA2+yA2=0¢-)X

tor

"2 +y"~2=0
h

X" 2+
=0 ANy
uctor

X =0

t aux h
y =0
add comm] at
X~2+y "2
t aux h

=0 ANy =0-x
(h1l, h2)

X =0

ry =0
~2+y "2
,» h2]
~N2+0 "2
um

<
S >
N
1l

>

1l
()

1l
()

stracion

example :
construc

X"2+y”~2=0
tor

~"2+y~2=0

Il
(o)
>

<

Il
(o)

1l

~N2+y"2=0

<—>X=O/\y=

- FX"T2+y " 2=0-x=0nNy =20

intro

h
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--h:x"~2+y "2
--FXx=0nAy =0
constructor

--x =0

exact aux h

--kFy=0

rw [add comm] at

--h:y”~2+x72=0

exact aux h
--kFEXx=0ANy =0
rintro (rfl, rfl)
- kO~ 2+0"2
norm_num

1l
()

>

l
x
>
N
I
<
>
N
1l
(o]

1l
()

-- Lemas usados

-- #check (add comm x y : x +y =y + Xx)

-- #check (le _add of nonneg right : @ =y » x = X + y)
-- #check (le antisymm : X =y -y = X > X =Y)

-- #check (pow eq zero : Y {n : N}, x ~n =0 ->x =0)
-- #check (pow two nonneg x : 0 = x ~ 2)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

3.14. EhR, xX°=1-x=1vx=-1

-- Demostrar que si

x"2 =1

-- entonces

x=1vx-=-1

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Usaremos los siguientes lemas

(VXx ER)[x - x =0]

(VXx, yER)[xy =0->x=0vVvy=20]
(Vx, yER)I[Xx-y=0ex-=y]
(VXx, yER)[X+Yy=0>x-=-y]

(L1)
(L2)
(L3)
(L4)


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Suma_nula_de_dos_cuadrados.lean

3.14. EnR,x*=1-x=1vx=-1

-- Se tiene que

- - (x - 1)(x + 1) = x? -1
- =1 -1 [por la hipdtesis]
. =0 [por L1]

--y, por el lema L2, se tiene que
- X -1=0vx+1-=020
-- Acabaremos la demostracidén por casos.

-- Primer caso:

-- X-1=0—= x=1 [por L3]
oy — x=1vVv x=-1
-- Segundo caso:
-- X+1=0— x=-1 [por L4]
-- — x =1V Xx=-1
-- Demostraciones con Lean4
import Mathlib.Data.Real.Basic
variable (x y : R)
-- 12 demostracién
example

(h : x*2 =1)

:x=1vx=-1:=
by

have hl : (x - 1) * (x + 1) = 0 := by

calc (x - 1) * (x + 1) = x*2 - 1 := by ring
o =1-1 = by rw [h]
=0 = sub _self 1

have h2 : x - 1 =0v x+1=0 := by
apply eq _zero or _eq zero of mul eq zero hl
rcases h2 with h3 | h4
--h3:x-1=0
left
- FXx =1
exact sub eq zero.mp h3
--h4 : x+1=20
right
- FXx = -1
exact eq neg of add eq zero left h4
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-- 22 demostracion

example
(h : x*2 =1)

by
have hl : (x - 1) * (x + 1)
have h2 : x - 1 =0v x + 1

|

(0]

1l
(<)
1l

by nlinarith
by aesop

Il
(<]
Il

rcases h2 with h3 | h4
--h3 : x -1-=
left
- Fx =1
linarith
--h4 : x+1=20

linarith

-- 32 demostracion

example
(h : x*2 =1)
:x=1vx=-1:=
sq_eq one _iff.mp h

-- 32 demostracion

example
(h : x*2 =1)
:x=1vx=-1:=
by aesop

-- Lemas usados

-- #check (eq neg of add eq zero left : x + y =0 - x = -y)

-- #check (eq zero or eq zero of mul eq zero : x * y =0 > x =0 Vv y =0)
-- #check (sq eq one iff : x ~ 2 =1 x =1V x = -1)

-- #check (sub eq zero : X - y =0 o x =Yy)

-- #check (sub self x : x - x = 0)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Cuadrado_igual_a_uno.lean.lean
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3.15. EH[R,X2=y2—)x=yvx=-y

-- Demostrar que si
-- xX"2 = y"2

-- entonces

-- X=y\VXxs=-y

-- Usaremos los siguientes lemas

-- (VX ER)[x - x = 0]

-- (VXx, y€ER)[xy =0-x=0vVvy=20]
== (VXx, yER)[x -y=0ex=y]

-- (VXx, yER)[X+y=0>x=-y]

-- Se tiene que

- (x - y)(x +y) =x2-y?
- =y? - y? [por la hipétesis]
o =0 [por L1]

--y, por el lema L2, se tiene que

-- X-y=0vx+y=20

-- Acabaremos la demostracidén por casos.

-- Primer caso:
- X -y=0= x=y [por L3]
- - — X

1}
<
<<
X
1}
<

-- Segundo caso:
- - X +y = 0 — x = -y [pOF L4]
= — X =y VX=-y

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable (x y : R)

-- 12 demostracion

example
(h @ x*2 = y*2)
P X =Yy VX=-y =

(L1)
(L2)
(L3)
(L4)
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by
have hl : (x - y) * (x +y) =0 := by
calc (x - y) * (X +y) =x"2 - y*2 := by ring
= y"2 - y*2 := by rw [h]
=0 = sub self (y ©~ 2)

have h2 : x - y =0 Vv X +y =0 := by

apply eq zero or_eq zero of mul eq zero hl
rcases h2 with h3 | h4

--h3 : x - y=20

left

- F X =y

exact sub _eq zero.mp h3

--h4 : x+y =0

right

-- kX = -y

exact eq neg of add eq zero left h4

-- 22 demostracion

example

(h : x*2 = y*2)

P X =Yy VX = -y =
by

have hl : (x - y) * (x +y) =0 :
have h2 : x - y =0V x + vy
|
0

by nlinarith
by aesop

Il
(<]
Il

rcases h2 with h3 h4
-- h3 : x -y =
left
-k Xx =y
linarith
--h4 : x+y =20

linarith

-- 22 demostracion

example
(h @ x*2 = y"2)
P X =Yy VX = -y =
sq_eq sq iff eq or eq neg.mp h

-- Lemas usados
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-- #check (eq neg of add eq zero left : x +y =0 > x = -y)

-- #check (eq zero or eq zero of mul eq zero : x * y =0 - x =0V y =0)
-- #check (sq eq sq iff eq or eqneg : x ~2 =y "2 e X =y \VX=-y)

-- #check (sub eq zero : x - y =0 o X =Yy)

-- #check (sub self x : x - x = 0)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

-- Demostrar que
e lal] = |a - b + b]|

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable (a b : R)

-- 12 demostracion

example
la] = |a - b + b| :=
by
congr
--a=a-b+b
ring

-- Comentario: La tdctica congr sustituye una conclusién de la forma

-- A = B por las igualdades de sus subtérminos que no no iguales por

-- definicidén. Por ejemplo, sustituye la conclusién (x * f y=qgw * f z)
-- por las conclusiones (x =g w) y (y = z).

-- 22 demostracion

example
(ab:R)
la] = |a - b + b| :=
by { congr ; ring }


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Cuadrado_igual_a_cuadrado.lean
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-- 32 demostracion

example
(ab:R)
la] = |a - b + b| :=
by ring nf

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Demostracion_por_congruencia.lean

Capitulo 4

Propiedades elementales de los
anillos

4.1. SiResunanilloya€R, entoncesa +0 =

- Demostrar en Leand4d que si R es un anillo, entonces
Va:R a+0-=a

- Demostracidén en lenguaje natural

- Por la siguiente cadena de igualdades
a+0=20+a [por la conmutativa de la suma]
= a [por el axioma del cero por la izquierda]

import Mathlib.Algebra.Ring.Defs

variable {R : Type } [Ring R]
variable (a : R)

- Demostraciones con Lean4

- 12 demostracion
example : a + 0 = a :=
calc a + 0
=0+ a := by rw [add comm]

49
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_=a := by rw [zero_add]
-- 22 demostracién
example : a + 0 = a :=
by
rw [add comm]
rw [zero add]

-- 32 demostracién
example : a + 0 = a :=
by rw [add comm, zero add]

-- 42 demostracion
example : a + 0 = a :
by exact add zero a

-- 52 demostracioén
example : a + 0 = a :
add zero a

-- 52 demostracion
example : a + 0 = a :
by simp

-- Lemas usados

variable (a b : R)

-- #check (add comm a b : a + b =b + a)
-- #check (zero add a : 0 + a = a)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

4.2. Si R es un anillo y a € R, entonces a + -a

-- Demostrar en Lean4 que si R es un anillo, entonces
- - Va:R a+-a=0


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Suma_con_cero.lean
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-- Demostracién en lenguaje natural

-- Por la siguiente cadena de igualdades
-- a+-a=-a+a [por la conmutativa de la suma]
-- =0 [por el axioma de inverso por la izquierda]

import Mathlib.Algebra.Ring.Defs

variable {R : Type } [Ring R]
variable (a : R)

-- 12 demostracion

example : a + -a = 0 :=
calc a + -a -a + a :

by rw [add comm]
by rw [add left neg]

Il
(o]
Il

-- 22 demostracion

example : a + -a = 0 :=
by

rw [add comm]

rw [add left neg]

-- 32 demostracion

example : a + -a = 0 :=
by rw [add comm, add left neg]

-- 42 demostracion

example : a + -a = 0 :
by exact add neg self a

-- 52 demostracion

example : a + -a = 0 :
add neg self a
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-- 62 demostracion

example : a + -a = 0 :=
by simp

-- Lemas usados

-- variable (a b : R)

-- #check (add comm a b : a + b = b + a)
-- #check (add left neg a : -a + a = 0)
-- #check (add neg self a : a + -a = 0)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

4.3. SiR es unanilloy a, b €R, entonces -a +
(a+b)=Db

-- Demostrar en Lean4 que si R es un anillo, entonces
- - Ya b:R, -a+ (a+b)=>b

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Por la siguiente cadena de igualdades

- - -a+ (a+b) =(-a+a)+ b [por la asociativa]

- - =0+b [por inverso por la izquierda]
-- =b [por cero por la izquierda]

import Mathlib.Algebra.Ring.Defs

variable {R : Type } [Ring R]
variable (a b : R)

-- Demostraciones con Lean4

-- 12 demostracion
example : -a + (a+b) =b :=


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Suma_con_opuesto.lean
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calc -a +

(a + b)

T o —~

a) + b :

by rw [« add assoc]
by rw [add left neg]
by rw [zero add]

-a +
+ b

-- 22 demostracion

example :
by

-a+ (a+b) =b :=

rw [<add assoc]
rw [add left neg]
rw [zero add]

-- 32 demostracion

example :

-a+ (a+b) =b :=

by rw [<add assoc, add left neg, zero add]

-- 42 demostracion

example :

-a+ (a+Db) =b:=

by exact neg add cancel left a b

-- 52 demostracion

example :

-a+ (a+b) =b:

neg add cancel left a b

-- 62 demostracidn

example :
by simp

-a+ (a+b) =b:

-- Lemas usados

-- variable (c : R)

-- #check
-- #check
-- #check
-- #check

Se puede

(add assoc a bc : (a+b) +c=a+ (b+¢c))
(add left neg a : -a + a = 0)

(neg_add cancel left a b : -a + (a + b) = b)
(zero add a : 0 + a = a)

interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.
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4.

4. SiResunanilloya, b€&€R, entonces (a +
b) + -b = a

Demostrar en Lean4 que si R es un anillo, entonces
Va b:R, (a+b)+ -b=a

Demostracidon en lenguaje natural

Por la siguiente cadena de igualdades

(a +b) +-b=a+ (b+ -b) [por la asociativa]
_=a+0 [por suma con opuesto]
= a [por suma con cero]

Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Algebra.Ring.Defs

variable {R : Type } [Ring R]
variable (a b : R)

example : (a + b) + -b =a :

12 demostracion

calc
(a+b) + -b=a+ (b+ -b) := by rw [add assoc]
_=a+20 = by rw [add right neg]
= a = by rw [add_zero]

example : (a + b) + -b =a :

by

22 demostracion

rw [add assoc]
rw [add right neg]
rw [add zero]

32 demostracion

example : (a + b) + -b = a :=

by

rw [add assoc, add right neg, add zero]

42 demostracion

example : (a + b) + -b =a :=
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add neg cancel right a b

-- 52 demostracion

example : (a + b) + -b =a :=
add neg cancel right

-- 62 demostracién

example : (a + b) + -b =a :=

by simp

-- Lemas usados

-- variable (c : R)

-- #check (add assoc a bc : (a+b) +c=a+ (b+c))
-- #check (add neg cancel right a b : (a + b) + -b = a)
-- #check (add right neg a : a + -a = 0)

-- #check (add zero a : a + 0 = a)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

4.5. Si R es un anilloy a, b, c € R tales que
a+b=a+c, entonces b=c

-- Demostrar que si R es un anillo y a, b, ¢ € R tales que
== a+b=a+c

-- entonces

-- b =c

-- Demostraciones en lenguaje natural (LN)

-- 12 demostracion en LN

-- Por la siguiente cadena de igualdades

-- b=0+5»b [por suma con cero]
-- =(-a+a)+b [por suma con opuesto]
-- = -a+ (a+b) [por asociativa]

- = -a+ (a+ c) [por hipdtesis]


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Opuesto_se_cancela_con_la_suma_por_la_derecha.lean
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- - = (-a+a) +c [por asociativa]
-- =0 +cC [por suma con opuesto]
-- = C [por suma con cero]

-- 22 demostracion en LN

-- Por la siguiente cadena de implicaciones

- - a+b=a+c

-- ==> -a + (a + b) = -a
(_

-- ==> (-a+a)+b-=
- - => 0+b=0+0b
== ==r> b:c

-- 32 demostracién en LN

+ (a + ¢) [sumando -a]

a+a)+c [por la asociativa]
[suma con opuesto]
[suma con cero]

-- Por la siguiente cadena de igualdades

-- b=-a+ (a+b)

-- = -a+ (a +c) [por la hipdtesis]

C

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Algebra.Ring.

import Mathlib.Tactic

variable {R : Type } [Ring
variable {a b ¢ : R}

-- 12 demostracion

example
(h :a+b=a+c)
:b=c:=

calc
b=0+0b := by rw
= (-a+a) +b :=by rw
_=-a+ (a+b) :=Dby rw
= -a+ (a+c) := by rw
_=(-a+a)+c:=byrw
_ =0+ c := by rw

=cC := by rw

-- 22 demostracion

Defs

R]

[zero _add]
[add left neg]
[add assoc]
[h]

[~add assoc]
[add left neg]
[zero_add]
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example
(h :a+b=a+c)
:b=c :=
by
have hl : -a + (a+b) = -a+ (a +c) :=
congrArg (HAdd.hAdd (-a)) h
clear h

rw [« add assoc] at hl
rw [add left neg] at hl
rw [zero add] at hl

rw [« add assoc] at hl
rw [add left neg] at hl
rw [zero add] at hl
exact hl

-- 32 demostracidn
example
(h :a+b=a+c)
:b=c:=

b=-a+ (a+b)
= -a+ (a + c)
=C

by rw [neg add cancel left a b]
by rw [h]
by rw [neg add cancel left]

-- 42 demostracion

example
(h : a+b=a+c)
:b=c:=
by
rw [« neg add cancel left a b]
rw [h]

rw [neg add cancel left]

-- 52 demostracién
example
(h :a+b=a+c)
:b=c:=
by
rw [« neg add cancel left a b, h, neg add cancel left]

-- 62 demostracién
example
(h : a+b=a+c)
b =c:=
add left cancel h



58 Capitulo 4. Propiedades elementales de los anillos

-- Lemas usados

-- #check (add assoc a bc : (a+b) +c=a+ (b+c))
-- #check (add left cancel : a + b=a+c->b =c)

-- #check (add left neg a : -a + a = 0)

-- #check (neg _add cancel left a b -a+ (a+b) =0b)
-- #check (zero add a : 0 + a = a)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

4.6. Si R es un anilloy a, b, c € R tales que
a+b=c+b, entonces a=c

-- Demostrar que si R es un anillo y a, b, ¢ € R tales que
-- a+b=c+b

-- entonces

-- a=c«c

-- Demostraciones en lenguaje natural (LN)

-- 12 demostracion en LN

-- Por la siguiente cadena de igualdades

-- a=a+20 [por suma con cero]

-- =a+ (b+ -b) [por suma con opuesto]
-- = (a+b) + -b [por asociativa]

-- = (c+b) + -b [por hipdtesis]

- - =c+ (b + -b) [por asociativa]

-- =cCc+ 0 [por suma con opuesto]
-- = C [por suma con cero]

-- 22 demostracion en LN

-- Por la siguiente cadena de igualdades
-- a=(a+b)+ -b
-- = (c+b) + -b [por hipdtesis]


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Cancelativa_izquierda.lean
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-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Algebra.Ring.Defs

import Mathlib.Tactic

variable {R : Type } [Ring R]

variable {a b ¢ : R}

-- 12 demostracion con Lean4

example
(h :a+b=c+b)
ta=¢C :=

calc
a=a+20 := by
_=a+ (b + -b) := by
_=(a+b) + -b:=hy
. (c + b) + -b := by
_=¢c+ (b + -b) := by
_=cCc+0 := by

= C := by

-- 22 demostracion con Lean4

rw
rw
rw
rw
rw
rw
rw

example
(h : a+b=c+b)
T a=c¢ :=
calc
a=(a+b)+ -b:=
_=(c+b) +-b:=
= C =

-- 32 demostracion con Lean4

example
(h :a+b=c+b)
fa=c¢c :=

by

[add_zero]

[add right neg]
[add _assoc]

[h]

[~ add_assoc]

[« add _right neg]
[add zero]

(add _neg cancel right a b).symm
by rw [h]
add neg cancel right c b

rw [« add neg cancel right a b]
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rw [h]
rw [add neg cancel right]

-- 42 demostracidén con Lean4

example
(h :a+b=c+b)
ra=c¢C :=
by
rw [« add neg cancel right a b, h, add neg cancel right]

-- 52 demostracidén con Lean4

example
(h :a+b=c+b)
ra=c¢C :=
add_right cancel h

-- Lemas usados

-- #check (add assoc a bc : (a+b) +c=a+ (b+<c))
-- #check (add neg cancel right a b : (a + b) + -b = a)
-- #check (add right cancel : a + b=c+ b ->a = c)

-- #check (add right neg a : a + -a = 0)
-- #check (add zero a : a + 0 = a)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

4.7. SiResunanilloya€R, entoncesa.0=0

-- Demostrar que si R es un anillo y a € R, entonces
-- a*xo=0

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Basta aplicar la propiedad cancelativa a
-- a.0 + a.0 =a.o + 0


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Cancelativa_derecha.lean
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-- que se demuestra mediante la siguiente cadena de igualdades

-- a.0 + a.0 = a.(0 + 0) [por la distributiva]
- - = a.0 [por suma con cero]
-- =a.0 +0 [por suma con cero]

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Algebra.Ring.Defs
import Mathlib.Tactic

variable {R : Type } [Ring R]
variable (a : R)

-- 12 demostracion

example : a * 0 = 0 :=
by

have h : a * 0 +a *0 =a*0+ 0 :=
calca *0+a*0=a* (0+0) :=by rw [mul add a 0 0]
_=a*o := by rw [add zero 0]
_=a*0+0 := by rw [add zero (a * 0)]
rw [add left cancel h]
-- 22 demostracién
example : a * 0 = 0 :=
by
have h : a * 0 +a *0 =a*0+ 0 :=
calca *0+a*0=a* (0+0) :=by rw [« mul add]
_=a*o := by rw [add zero]
=a*0+0 := by rw [add_zero]

rw [add_left_cancel_h]

-- 32 demostracion

example : a * 0 = 0 :=
by
have h : a * 0 +a *0 =a *0+ 0 :
by rw [« mul add, add zero, add zero]
rw [add left cancel h]
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-- 42 demostracion

example : a * 0 = 0 :=
by

have : a * 0 +a *0=a*0+0 :=
calca *O0+a*0=a* (0+0) :=by simp
_=a*o = by simp
=a*0+0 = by simp

simp

-- 52 demostracion

example : a * 0 =0 :=
mul zero a

-- 62 demostracion

example : a * 0 =0 :=
by simp

-- Lemas usados

-- variable (b c : R)

-- #check (add left cancel : a + b =a+c-b =c)

-- #check (add zero a : a + 0 = a)

-- #check (mul add a b c : a * (b+c) =a*b+a*c)
-- #check (mul zero a : a * 0 = 0)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

4.8. SiResunanilloya€&€R, entonces0.a=0

-- Demostrar que si R es un anillo y a € R, entonces
-- 06 *a=0

-- Demostracién en lenguaje natural



https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Multiplicacion_por_cero.lean
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-- Basta aplicar la propiedad cancelativa a

-- O.a + 0.a =0.a + 0

-- que se demuestra mediante la siguiente cadena de igualdades

-- O.a + 0.a = (0 +0).a
- - = 0.a
-- =0.a + 0

[por la distributiva]

[por suma con cero]
[por suma con cero]

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Algebra.Ring.Defs

import Mathlib.Tactic

variable {R : Type } [Ring R]

variable (a : R)

-- 12 demostracidn
example : 0 * a =0 :
by
have h : 0 * a + 0 *
calc 0 *a +0 * a

Il
I o

[l o RE S ||

rw [add_left_cancel_h]

-- 22 demostracidn
example : 0 * a = 0 :=
by

have h : 0 * a + 0 * a

rw [add left cancel h]

-- 32 demostracion
example : 0 * a = 0 :
by
have : 0 * a + 0 *
calc 0 * a + 0 *

0
1l

* ¥
v

=0 *a+0:
by rw [<add mul, add zero, add zero]

O *a+ 0 :

= (0 +0) *a:

=0 * a

simp

-- 42 demostracion
example : 0 * a = 0 :
by

O *a+0

0 a+ 0 :
0 +0) * a:

by rw [add mul]
by rw [add zero]
by rw [add zero]

by simp
by simp
by simp
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have : 0 *a + 0 *a=0*a+ 0 := by simp
simp

-- 52 demostracion
example : 0 * a =0 :
by simp

-- 62 demostracion
example : 0 * a =0 :
zero mul a

-- Lemas usados

-- variable (b ¢ : R)

-- #check (add mul a b c : (a+b) *c=a*c+b*c)
-- #check (add zero a : a + 0 = a)

-- #check (zero mul a : 0 * a = 0)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

4.9. SiResunanilloya, b€&Rtales que a+b=0,
entonces -a=b

-- Demostrar que si es un anillo y a, b € R tales que
== a+b=0

-- entonces

-- -a=0>b

-- Demostraciones en lenguaje natural (LN)

-- 12 demostracion en LN

-- Por la siguiente cadena de igualdades

-- -a=-a+0 [por suma cero]
-- = -a+ (a+b) [por hipdétesis]

b [por cancelativa]


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Multiplicacion_por_cero_izquierda.lean
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-- 22 demostracion en LN

-- Sumando -a a ambos lados de la hipdtesis, se tiene

=c -a+ (a+b)=-a+0

-- El término de la izquierda se reduce a b (por la cancelativa) y el de
-- la derecha a -a (por la suma con cero). Por tanto, se tiene

-- b= -a
-- Por la simetria de la igualdad, se tiene
-- -a=b>b

-- Demostraciones con Lean 4

import Mathlib.Algebra.Ring.Defs
import Mathlib.Tactic

variable {R : Type } [Ring R]
variable {a b : R}

-- 12 demostracion (basada en la 1° en LN)

example
(h : a+b=0)
: -a=b :=
calc
-a=-a+0 = by rw [add zero]
_=-a+ (a+b) :=by rw [h]
=D = by rw [neg add cancel left]

-- 22 demostracion (basada en la 1° en LN)

example
(h : a+b=0)
:-a=b :=

calc
-a=-a+0 = by simp
_=-a+ (a+b) :=by rw [h]
_=b = by simp

-- 32 demostracién (basada en la 2° en LN)
example
(h :
: -a

+ b =0)
b :=

I o

by
have hl : -a + (a + b) = -a + 0 := congrArg (HAdd.hAdd (-a)) h
have h2 : -a + (a + b) b := neg add cancel left a b
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have h3 : -a + 0 = -a := add_zero (-a)
rw [h2, h3] at hl
exact hl.symm

-- 42 demostracién
example

(h : + b =0)

: -a b :=
neg eq iff add eq zero.mpr h

N o

-- Lemas usados

-- #check (add zero a : a + 0 = a)
-- #check (neg _add cancel left a b : -a + (a + b) =0b)
-- #check (neg eq iff add eq zero : -a =b o a + b = 0)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

4.10. Si R es un anillo y a, b € R tales que
a+b=0, entonces a=-b

-- Demostrar que si R es un anillo y a, b € R tales que
= a+b=20

-- entonces

-- a=-b

-- Demostraciones en lenguaje natural (LN)

-- 12 demostracion en LN

-- Por la siguiente cadena de igualdades

-- a=(a+b)+ -b [por la concelativa]
- =0 + -b [por la hipdtesis]
- = -b [por la suma con cero]

-- 22 demostracién en LN


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Opuesto_ig_si_suma_ig_cero.lean
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-- Sumando -a a ambos lados de la hipdtesis, se tiene

- - (a +b) + -b=0+ -b

-- El término de la izquierda se reduce a a (por la cancelativa) y el de
-- la derecha a -b (por la suma con cero). Por tanto, se tiene

-- a=-b

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Algebra.Ring.Defs
import Mathlib.Tactic

variable {R : Type } [Ring R]
variable {a b : R}

-- 12 demostracion (basada en la 12 en LN)

example
(h : a+b=0)
:a=-b :=
calc
a=(a+b)+ -b:=by rw [add neg cancel right]
=0+ -b = by rw [h]
= -b = by rw [zero_add]

-- 22 demostracion (basada en la 12 en LN)

example
(h:a+b=0)
:a=-b :=
calc
a=(a+Db)+ -b:=by simp
=0+ -b = by rw [h]
= -b = by simp

-- 32 demostracidon (basada en la 12 en LN)
example
(h : a+b=0)

by
have hl : (a + b) + -b
have h2 : (a + b) + -b
have h3 : 0 + -b = -b :
rwa [h2, h3] at hl

O + -b := by rw [h]
a := add neg cancel right a b
zero _add (-b)

-- 42 demostracion
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example
(h : a+b=0)
:a=-b :=
add eq zero iff eq neg.mp h

-- Lemas usados

-- #check (add eq zero iff eq neg : a + b =0 o a = -b)
-- #check (add neg cancel right a b : (a + b) + -b = a)
-- #check (zero add a : 0 + a = a)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

4.11. Si R es un anillo, entonces -0 = 0

- 0=0

-- Demostraciones en lenguaje natural (LN)

-- 12 demostracion en LN

-- Por la suma con cero se tiene

- - 0O +0 =20

-- Aplicédndole la propiedad

- - YVab€ER a+b=0--a=»>b
-- se obtiene

-- -0 =0

-- 22 demostracién en LN

-- Puesto que

- - Vabe€eR a+b=0- -a
-- basta demostrar que

== 0 +0=0

-- que es cierta por la suma con cero.

Il
ey
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-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Algebra.Ring.Defs
import Mathlib.Tactic

variable {R : Type } [Ring R]

-- 12 demostracién (basada en la 12 en LN)
example : (-0 : R) =0 :=
by
have hl : (0 : R) + 0 = 0 := add zero 0
show (-0 : R) =0
exact neg eq of add eq zero left hl

-- 22 demostracién (basada en la 22 en LN)
example : (-0 : R) =0 :=
by

apply neg eq of add eq zero left

rw [add zero]

-- 32 demostracion

example : (-0 : R) =0 :=
neg zero

-- 42 demostracion

example : (-0 : R) =0 :=

by simp

-- Lemas usados

-- variable (a b : R)

-- #check (add zero a : a + 0 = a)

-- #check (neg eq of add eq zero left : a + b =0 > -b = a)
-- #check (neg zero : -0 = 0)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.
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4.12. SiR es un anilloy a € R, entonces -(-a) =

-- Demostrar que si R es un anillo y a € R, entonces
- -(-a) =a

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Es consecuencia de las siguiente propiedades demostradas en
-- ejercicios anteriores:

-- Yab€ER a+b=0--a=»>b

-- Va€eR -a+a=0

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Algebra.Ring.Defs
import Mathlib.Tactic

variable {R : Type } [Ring R]
variable {a : R}

-- 12 demostracioén

example : -(-a) = a :=

by
have hl : -a + a = 0 := add left neg a
show -(-a) = a
exact neg eq of add eq zero right hl

-- 22 demostracién

example : -(-a) = a :=

by
apply neg eq of add eq zero right
rw [add left neg]

-- 32 demostracion
example : -(-a) = a :
neg neg a

-- 42 demostracion
example : -(-a) = a :
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by simp

-- Lemas usados

-- variable (b : R)

-- #check (add left neg a : -a + a = 0)

-- #check (neg eq of add eq zero right : a + b =0 - -a = b)
-- #check (neg neg a : -(-a) = a)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

4.13. Si Res un anilloya, b €R, entonces a -
b=a+-b

-- Demostrar que si R es un anillo y a, b € R, entonces
-- a-b=a+ -b

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Por la definicién de la resta.

-- Demostracidon en Lean4

import Mathlib.Algebra.Ring.Defs

variable {R : Type } [Ring R]
variable (a b : R)

example : a - b=a + -b :=
-- by exact?
sub eq add neg a b

-- Lemas usados

-- #check (sub eq add neg a b : a - b =a + -b)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.
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4.14. SiResunanilloya€R, entoncesa-a=

-- Demostrar que si R es un anillo y a € R, entonces
- - a-a=2=~0

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Por la siguiente cadena de igualdades:
-- a-a=a+ -a [por definicidén de resta]
-- =0 [por suma con opuesto]

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Algebra.Ring.Defs
variable {R : Type } [Ring R]
variable (a : R)

-- 12 demostracidn
example : a - a = 0 :=
calc
a -a=a+ -a:=by rw [sub eq add neg a al
=0 := by rw [add right neg]

-- 22 demostracion
example : a - a = 0 :
sub_self a

-- 32 demostracioén
example : a - a =0 :
by simp

-- Lemas usados

-- #check (add right neg a : a + -a = 0)
-- #check (sub eq add neg a b : a - b =a + -b)
-- #check (sub self a : a - a = 0)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Resta_consigo_mismo.lean

4.15. Enlos anillos, 1 + 1 =2 73

4.15. Enlos anillos, 1 +1=2

-- Demostrar que en los anillos,
-- 1+1=2

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Por célculo.

-- Demostracion con Lean4

import Mathlib.Algebra.Ring.Defs
import Mathlib.Tactic
variable {R : Type } [Ring R]

-- Demostraciones con Lean4

-- 12 demostracion
example : 1 + 1 = (2 : R) :=
by norm_num

-- 22 demostracion
example : 1 + 1 = (2 : R) :=
one_add one eq_two

-- Lemas usados

-- #check (one _add one eq two : 1 + 1 = 2)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

4.16. Si R es un anillo y a € R, entonces 2a =
a+a


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Uno_mas_uno_es_dos.lean
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-- Demostrar que si R es un anillo y a € R, entonces
-- 2*a=a+a

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Por la siguiente cadena de igualdades

-- 2:a=(1+1)-a [por la definicidn de 2]
-- =1-a+ 1-a [por la distributiva]

-- =a+ a [por producto con uno]

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Algebra.Ring.Defs

variable {R : Type } [Ring R]
variable (a : R)

-- 12 demostracion

example : 2 *a=a + a :=
calc
2 *a=(1+1) *a = by rw [one add one eq two]
~_=1*a+1%*a :=by rw [add mul]
=a+ a = by rw [one mul]

-- 22 demostracién
example : 2 * a =a + a :=
by exact two mul a

-- Lemas usados

-- variable (b ¢ : R)

-- #check (add mul a b c : (a+b) *c=a*c+b*c)
-- #check (one add one eq two : (1 : R) + 1 = 2)

-- #check (one mul a : 1 * a = a)

-- #check (two mul a : 2 * a =a + a)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Producto_por_dos.lean

Capitulo 5

Propiedades elementales de los
grupos

5.1. SiGesungrupoya € G, entonces aa! =

-- En Leand, se declara que G es un grupo mediante la expresion
-- variable {G : Type } [Group G]

-- Como consecuencia, se tiene los siguientes axiomas

-- mul assoc : Vabc:G,a*b*c=a* (b*c)
- - one mul : YVa:G, 1%*a a

-- mul left inv : Y a : G, a-* * a =

m

-- Demostrar que si G es un grupo y a
- - a*al=1

G, entonces

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Por la siguiente cadena de igualdades

-- ara ! =1-(ara 1) [por producto con uno]

== = (1-a)-a* [por asociativa]

== = (((a~1)-1-a 1) -a)-a? [por producto con inverso]
- - = ((a~1)-1-(a ! -a))-a? [por asociativa]

- - = ((a~?1)-1-1)-a? [por producto con inverso]
== = (a-1)-1:(1-a°1) [por asociativa]

- - = (a~1)-1l-a°1 [por producto con uno]

75
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-- =1 [por producto con inverso]

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Algebra.Group.Defs

variable {G : Type } [Group G]
variable (a b : G)

-- 12 demostracion
example : a * a ! =1 :=

calc

a*at=1%*(a*a?) := by rw [one mul]
= (1 *a) * a1l := by rw [mul assoc]
= (((ay)-r *a 1) *a) *al :=by rw [mul left inv]
= ((a"*)-* * (a=* *a)) *a?' :=by rw [« mul assoc]
_=((a*)-* *1) *a? := by rw [mul left inv]
_=(a 1)t * (1 *a1?) := by rw [mul_assoc]
_=(a" )"t *a:? := by rw [one mul]

1

_ = := by rw [mul left inv]

-- 22 demostracion
example : a * a ! =1 :=

calc
a*at!t=1%*(a*al) := by simp
_=(1*a) *a? := by simp
_=(((a"*)-* *a') *a) *a?l :=by simp
_=((a"*)-* * (a-* * a)) * a-! := by simp
_=((a?t)-r *1) *a? := by simp
_=(a )"t * (1 *alt) := by simp
_=(at)-t *at := by simp
= := by simp

-- 32 demostracion
example : a * a ' =1 :=
by simp

-- 42 demostracion
example : a * a ! =1 :
by exact mul inv self a

-- Lemas usados



5.2. SiGesungrupoya € G, entonces a-1 = a
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-- variable (c : G)

-- #check (mul assoc a b c :
-- #check (mul inv_self a :
-- #check (mul left inv a :
-- #check (one mul a : 1

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

a*al=1)
a-l! *a=1)
*a=a)

(a *b) *c=a* (b*c))

5.2. SiGesungrupoya€GgG, entoncesa*l =a

-- Demostrar que si G es un grupo y a € G, entonces

-- a*l-=a

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Se tiene por la siguiente cadena de igualdades
[por producto con inverso]

- a1 =a-(a'-a)
- = (a-a-1)-a
- =1-3

- - =a

[por asociativa]

[por producto con inverso]

[por producto con uno]

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Algebra.Group.Defs

variable {G : Type } [Group G]

variable (a b : G)

-- 12 demostracion
example : a * 1 = a :=
calc

a*l=a*(a?* * a)
= (a *a1?t') *a:
_=1*a

= a

-- 22 demostracion
example : a * 1 = a :=
calc

by rw [mul left inv]
by rw [mul assoc]

by rw [mul right inv]
by rw [one mul]


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Producto_por_dos.lean
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a*1l=a* (a ' *a) :=by simp
= (a *a1') *a :=by simp
_=1*a = by simp

= a = by simp

-- 32 demostracioén
example : a * 1 = a :
by simp

-- 42 demostracién
example : a * 1 = a :
by exact mul one a

-- Lemas usados

-- variable (c : G)

-- #check (mul left inv a : a1 1)

-- #check (mul assoc a bc : (a *b) *c=a* (b*c))
-- #check (mul right inv a : a * a-! 1)

-- #check (one mul a : 1 * a = a)

-- #check (mul one a : a * 1 = a)

*
Q
1l

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

5.3. SiGesungrupoya,b € G tales que ab =
1 entoncesa'=b

-- Demostrar que si G es un grupo y a, b € G, tales que
-- a*b=1

-- entonces

-- al=»5

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Se tiene a partir de la siguiente cadena de igualdades
-- al=a1!*1 [por producto por uno]

-- =a ! * (a *xb) [por hipdétesis]

-- = (a ! *a) *b [por asociativa]


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Producto_por_uno.lean

5.3. SiGesungrupoya, b€ Gtalesqueab =1entoncesa*=b
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1*b [por producto con inverso]
- - =b [por producto por uno]

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Algebra.Group.Defs

variable {G : Type } [Group G]
variable (a b : G)

-- 12 demostracion

example
(h :a*b=1)
s at=b :=
calc
at=at*1 := by rw [mul one]
_=a!* (a*b) :=by rw [h]
= (a* *a) *b :=by rw [mul assoc]
_=1%*hb := by rw [mul left inv]
=D := by rw [one mul]
-- 29 demostracién
example
(h :a*b=1)
cat=b:=
calc
a lt=a1t!*1 := by simp
=a ! * (a*b) := by simp [h]

= (a* *a) *b := by simp
1 *b := by simp
b := by simp

-- 32 demostracion

example
(h :a*b=1)
cat=b:=
calc
a-!= a'* (a*b) :=by simp [h]
= b = by simp

-- 49 demostracidn
example
(h : a*b
s at=b:=

1)
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by exact inv_eq of mul eq one right h

-- Lemas usados

-- variable (c : G)

-- #check (mul assoc a b c : (a *b) *c=a* (b *<c))

-- #check (mul left inv a : a-! *a=1)

-- #check (mul one a : a * 1 = a)

-- #check (one mul a : 1 * a = a)

-- #check (inv _eq of mul eq one right : a * b =1 - a ! =b)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

5.4. SiGesungrupoya,b€GgG, entonces (ab)-?

-- Demostrar que si G es un grupo y a, b € G, entonces
o (a * b)-1 = p-1 * g-1

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Teniendo en cuenta la propiedad

-- Vabe€R a=1-a1=hb,

-- basta demostrar que

- - (a-b)-(b-*-a-1) = 1.

-- La identidad anterior se demuestra mediante la siguiente cadena de
-- 1gualdades

-- (a-b)-(b-1-a-1) a-(b-(b-1-a-1)) [por la asociativa]

-- = a'((b-b-1)-a1?) [por la asociativa]

- - = a-(l-a1?) [por producto con inverso]
-- = g-a!? [por producto con uno]
-- =07 [por producto con inverso]

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Algebra.Group.Defs


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/CS_de_inverso.lean

5.4. SiGesungrupoy a, b €G, entonces (ab)~* = b-ta-!

variable {G : Type } [Group G]
variable (a b : G)

lemma aux : (a * b) * (b-* * a-1) =1 :=

calc
(a * b) * (b-t * a-1)
=a* (b* (b-**a?)) :=by rw [mul assoc]
~=a* ((b*b"1) *a?) :=by rw [mul assoc]
_=a* (1 *al) = by rw [mul _right inv]
_=a *a't = by rw [one mul]
1

_ by rw [mul right inv]
-- 12 demostracidn
example : (a * b)-* =b-* * a-1 :=
by
have hl : (a * b) * (b-* * a-') =1 :
aux a b
show (a * b)-* = b-1 * g-1
exact inv_eq of mul eq one right hl

-- 32 demostracion
example : (a * b)-! =b-! * a1 :=

by
have hl : (a * b) * (b= * a-') =1 :=
aux a b
show (a * b)-* = b-t * a1
simp [hl]
-- 42 demostracion
example : (a * b)-! =b-! * a-1 :=
by
have hl : (a * b) * (b~ * a-1) =1 :=
aux a b
simp [hl]

-- 52 demostracion
example : (a * b)-! =b-! * a1 :=
by
apply inv_eq of mul eq one right
rw [aux]

-- 62 demostracién
example : (a * b)-! =b-! * a-1 :=
by exact mul inv rev a b
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-- 72 demostracidn
example : (a * b)-* = b-* ¥ a-1 :=
by simp

-- Lemas usados

-- variable (c : G)

-- #check (inv_eq of mul eq one right : a * b =1 - a-1 = b)
-- #check (mul assoc a b c : (a *hb) *c=a* (b*c))

-- #check (mul inv rev a b : (a * b)-1 =b-1 * g-1)

-- #check (mul right inv a : a * a1 = 1)

-- #check (one mul a : 1 * a = a)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Inverso_del_producto.lean

Capitulo 6

Propiedades de orden en los
numeros reales

6.1. EnR,sia=b,b<c,c=dyd <e, entonces
a <e

- Demostrar que si a, b, ¢, d y e son numeros reales tales que
as»nb,
b < c,
c=s=dy
d <e,
- entonces
a < e.

- Demostraciones en lenguaje natural (LN)

- 12 demostracién en LN

- Por la siguiente cadena de desigualdades

as»bo [por hl1]
<cC [por h2]
= d [por h3]
< e [por h4]

- 22 demostracién en LN

83
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-- A partir de las hipdtesis 1 (a = b) y 2 (b < c) se tiene

- - a<~cC
-- que, junto la hipdtesis 3 (c = d) da
- - a<d
-- que, junto la hipdtesis 4 (d < e) da
-- a < e.

-- 32 demostracion en LN

-- Para demostrar a < e, por la hipdtesis 1 (a < b) se reduce a probar
- - b <e

-- que, por la hipétesis 2 (b < c), se reduce a

-- c<e

-- que, por la hipétesis 3 (c = d), se reduce a

-- d<e

-- que es cierto, por la hipdétesis 4.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable (a b cde : R)

-- 12 demostracion

example
(h1 : a = b)
(h2 : b <)
(h3 : c =d)
(h4 : d < e)
a<e:=

calc
as»b:=hl
< c = h2
_=d :=h3

<e := h4

-- 22 demostracion

example



6.1. EnR,sia=b,b<c,c=dyd<e, entonces a <e

(hl1 : a = b)
(h2 : b < )
(h3 : ¢ =d)
(h4 : d < e)
a<e:=

by

have h5 : a < ¢ := 1t of le of 1t hl h2
have h6 : a < d := 1t of 1t of le h5 h3
show a < e

exact 1t trans h6 h4

-- 32 demostracion

example
(hl : a = b)
(h2 : b <)
(h3 : c =d)
(h4 : d < e)
a<e:=

by

apply 1t of le of 1t hl
apply 1t trans h2

apply 1t of le of 1t h3
exact h4

-- El desarrollo de la prueba es

-- abcde:R,
-- hl :
-- h2 :
-- h3 :
-- hg :
> Fa<e

-- apply 1t of le of lt hl,
-- Fb<e

-- apply lt trans h2,

-- Fc<e

-- apply 1t of le of lt h3,
-- Fd<e

-- exact h4,

-- no goals

~

A IN A A
D Q 0 T

o 0O T 9

-- 42 demostracion
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example
(hl : a = b)
(h2 : b <)
(h3 : c =d)
(h4 : d < e)
a<e:=

by linarith

-- Lemas usados

-- #check (1t of le of It : a<=b-b<c-ac<c)
-- #check (lt of It of le : a<b->b=c->a<c)
-- #check (lt trans : a<b->b<c-a<c)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

6.2. EnR,si2a=3b,1=sayd=2, entoncesd
+ a =5b

-- Demostrar que si a, b y c son numeros reales tales que
-- 2 *a=3%*hb

a

2

-- entonces

-- c+as=s5*ph

1
1
~
1A

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Por la siguiente cadena de desigualdades

-- c+a=2+a [por la hipétesis 3 (c = 2)]

-- <2a+a [por la hipdtesis 2 (1 = a)]

- = 3.3

-- < 9/2:b [por la hipdtesis 1 (2:a <= 3:b)]
-- =5b

-- Demostraciones con Lean4



https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Cadena_de_desigualdades.lean

6.3. EnR,sil=ayb=d, entonces2 + a + eb = 3a + ed 87

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable (a b c : R)

-- 12 demostracion

example
(h1 : 2 * a = 3 * b)
(h2 : 1 < a)
(h3 : ¢ = 2)
:c+as=s5*b:=
calc
Cc+a=2+a = by rw [h3]
=2 *a+a:= by linarith only [h2]
=3 *a = by linarith only []
_=9/2 *b = by linarith only [hl]
=5*b = by linarith

-- 22 demostracion

example
(h1 : 2 * a =3 * b)
(h2 : 1 =< a)
(h3 : ¢ =2)
1 C + a 5 * b :=

=
by linarith

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

6.3. EnR,sil=ayb=d, entonces2 + a + e
= 3a + e

-- Sean a, b, y d numeros reales. Demostrar que si
-- l1=<a

- - b =d

-- entonces

-- 2+a+expb=3*a+expd

-- Demostracién en lenguaje natural

-- De la primera hipétesis (1 = a), multiplicando por 2, se obtiene


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Inecuaciones.lean
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- - 2 = 2a

-- y, sumando a ambos lados, se tiene

- - 2 + a = 3a (1)

-- De la hipétesis 2 (b = d) y de la monotonia de la funcidén exponencial
-- se tiene

-- e™b = e~d (2)

-- Finalmente, de (1) y (2) se tiene
- - 2+ a+ e’b < 33 + e~d

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Analysis.SpecialFunctions.Log.Basic
open Real
variable (a b d : R)

-- 12 demostracion

example
(h1 : 1 = a)
(h2 : b =d)
2+ a+expb=3*a+expd:=
by
have h3 : 2 + a = 3 * a := calc
2+a=2%*1+a := by linarith only []
=2 * a+ a := by linarith only [hl]
<=3 * a = by linarith only []

have h4 : exp b = exp d := by

linarith only [exp le exp.mpr h2]
show 2 + a + exp b =3 *a+expd
exact add le add h3 h4

-- 22 demostracion

example
(hl : 1 < a)
(h2 : b =d)
2+ a+expb=3*a+expd:=
calc
2 +a+exphb
=3 *a+ exp b := by linarith only [hl]
=3 *a+ expd := by linarith only [exp le exp.mpr h2]

-- 32 demostracion
example



6.4. EnR,sia=byc<d entoncesa+ec+f=b+ed+f 89

(h1l : 1 a)

(h2 : b = d)

:2+a+expb=3*a+expd:=
by linarith [exp le exp.mpr h2]

IAN 1A

-- Lemas usados

-- variable (c : R)
-- #check (add le add : a<=b-c=s=d-a+c=sb>b+d)
-- #check (exp le exp : exp a =exp b o a = b)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

6.4. EnR,sia=byc<d, entoncesa+ec+f=
b+ed+f

-- Demostrar que si a, b, ¢, d y f son numeros reales tales que
-- as»b

- - c<d

-- entonces

== a+e +f=sb+e?+f

-- Demostraciones en lenguaje natural (LN)

-- 12 demostracion en LN

-- Aplicando a la hipdtesis 3 (c < d) la monotonia de la exponencial, se
-- tiene

-- e~c < e~d

-- que, junto a la hipdtesis 1 (a = b) y la monotonia de la suma da

-- a+e’c<b+end

-- y, de nuevo por la monotonia de la suma, se tiene

- - a+ec+f<b+erd+fT

-- 22 demostracion en LN



https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Inecuaciones_con_exponenciales.lean
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-- Tenemos que demostrar que
== (a + e’c) + f < (b+erd) +f
-- que, por la monotonia de la suma, se reduce a las siguientes dos

-- desigualdades:
== a+ec<b>b+ end (1)
-- fs<f (2)

-- La (1), de nuevo por la monotonia de la suma, se reduce a las

-- siguientes dos:

-- asb (1.1)
-- e~c < e~d (1.2)
-- La (1.1) se tiene por la hipdétesis 1.

-- La (1.2) se tiene aplicando la monotonia de la exponencial a la
-- hipdtesis 2.

-- La (2) se tiene por la propiedad reflexiva.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Analysis.SpecialFunctions.Log.Basic
open Real
variable (a b cd f : R)

-- 12 demostracién
example
(h1 : a = b)
(h2 : ¢ <d)
ca+expc+f<b+expd+ f:
by
have h3 : exp c < exp d :=
exp 1t _exp.mpr h2
have h4 : a + exp c < b + exp d :
add 1t add of le of 1t hl h3
show a + exp c + T <b +expd+ f
exact add 1t add right h4 f

-- 22 demostracion

example
(h1 : a = b)
(h2 : ¢ <d)

ca+expc+f<b+expd+ f:
by



6.5. EnR,sid =f, entoncesc+e™(a+d)=sc+e”(a+f)

91

apply add 1t add of 1t of le
{ apply add 1t add of le of 1t
{ exact hl }
{ apply exp lt exp.mpr
exact h2 } }
{ apply le refl }

-- 32 demostracion

example
(h1 : a = b)
(h2 : c < d)

ta+expc+f<b+expd+ f :=
by
apply add 1t add of 1t of le
. apply add 1t add of le of 1t hl
apply exp lt exp.mpr h2
rfl

-- Lemas usados

-- #check (add 1t add of le of lt : a
-- #check (add 1t add of lt of le : a

=
<

-- #check (add 1t add right : b <c - VY (a :
e a<»>n)

-- #check (exp lt exp : exp a < exp b
-- #check (le refl a : a = a)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

H%)l

b-c<d-a+c<6>b+d)
b-c=d-a+c<b+d)

b+ a<<c+ a)

6.5. EnR,sid=f entoncesc +e™(a +d) =c

+ e”(a + f)

-- Demostrar que si a, c, d y f son numeros reales tales que

-- ds=sf
-- entonces
-- c+exp (a+d) =sc+exp (a+ fT)

-- Demostraciones en lenguaje natural (LN)
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-- 12 demostracion en LN

-- De la hipétesis, por la monotonia de la suma, se tiene
-- a+d=sa+f

-- que, por la monotonia de la exponencial, da

- - exp (a + d) =exp (a + f)

-- y, por la monotonia de la suma, se tiene

-- c+exp (a+d) =sc+exp (a+ 1)

-- 22 demostracion en LN

-- Tenemos que demostrar que

- - c+exp (a+d) =sc+exp (a+f)

-- Por la monotonia de la suma, se reduce a

-- exp (a +d) =exp (a + f)

-- que, por la monotonia de la exponencial, se reduce a
- - a+d=sa+f

-- que, por la monotonia de la suma, se reduce a

-- ds=sf

-- que es la hipdtesis.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Analysis.SpecialFunctions.Log.Basic
open Real
variable (a c d f : R)

-- 12 demostracién
example
(h : d = f)
: c +exp (a+d)
by
have hl : a + d = a
add le add left h
have h2 : exp (a + d
exp_le exp.mpr hl
show ¢ + exp (@ +d) =c + exp (a + T)
exact add le add left h2 ¢

IA

c + exp (a + f)

T 3=

<o +

= exp (a + f)

-- 22 demostracion
example
(h : ds=sT)
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: c+exp (a+d) =c+exp (a+f) :=
by

apply add le add left

apply exp _le exp.mpr

apply add le add left

exact h

-- Lemas usados

-- variable (b : R)
-- #check (add le add left : b=<sc-VY (a:R), a+b=sa+c)
-- #check (exp le exp : exp a =exp b o a = b)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

6.6. EnR, sia =Db, entonceslog(l+e~a)=Ilog(l+e”b)

-- Demostrar que si a y b son numeros reales tales que
-- as»o

-- entonces

-- log(l+e™a) = log(l+e™b)

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Por la monotonia del logaritmo, basta demostrar que
-- 0 <1+ ena (1)

-- l+eta=s1+ e (2)

-- La (1), por la suma de positivos, se reduce a

-- 0 <1 (1.1)

-- 0 < e™a (1.2)

-- La (1.1) es una propiedad de los numeros naturales y la (1.2) de la
-- funcion exponencial.

-- La (2), por la monotonia de la suma, se reduce a

-- e”a = e”b

-- que, por la monotonia de la exponencial, se reduce a
-- as»b

-- que es la hipétesis.
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-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Analysis.SpecialFunctions.Log.Basic
open Real
variable (a b : R)

-- 12 demostracién
example
(h : a=b)
: log (1 + exp a) = log (1 + exp b) :=
by
have hl : (0 : R) <1 :=
zero_lt one
have h2 : 0 < exp a :=
exp_pos a
have h3 : 0 <1 + exp a :
add pos hl h2
have h4 : exp a = exp b :
exp_le exp.mpr h
have h5 : 1 + expa =1+ exp b :=
add le add left h4 1
show log (1 + exp a) = log (1 + exp b)
exact log le log’ h3 h5

-- 22 demostracipn
example
(h : a=b)
: log (1 + exp a) = log (1 + exp b) :=
by
apply log le log’
{ apply add pos
{ exact zero 1t one }
{ exact exp _pos a }}
{ apply add le add left
exact exp le exp.mpr h }

-- Lemas usados

-- variable (c : R)

-- #check (add le add left :
-- #check (add pos : 0 < a -
-- #check (exp le exp : exp a = exp b o a = b)

-Y(a:R), a+b=sa+c)

ST
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-- #check (exp pos a : 0 < exp a)
-- #check (log le log’ : 0 <a ->a=>b - log a = log b)
-- #check (zero Ut one : 0 < 1)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

6.7. EnR,sia=Db, entoncesc-e~"b=c-e"a

-- Sean a, b y ¢ numeros reales. Demostrar que si
-- as»b

-- entonces

-- c -eb=sc - ea

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Aplicando la monotonia de la exponencial a la hipdtesis, se tiene
-- e”a = e”b

-- y, restando de c, se invierte la desigualdad

-- c - eb=sc - era

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Analysis.SpecialFunctions.Log.Basic
open Real
variable (a b ¢ : R)

-- 12 demostracioén
example
(h : a=b)
C -expbs=sc-expa:=
by
have hl : exp a = exp b :
exp_le exp.mpr h
show c - exp b = c - exp
exact sub le sub left hl c

Q

-- 22 demostracion


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Desigualdad_logaritmica.lean

96 Capitulo 6. Propiedades de orden en los numeros reales

example
(h : a=b)
i C-expb=sc-expa:
by
apply sub le sub left ¢
apply exp_le exp.mpr h

-- 32 demostracion
example

(h : a=b)

:C -expb=c-expa:
sub le sub left (exp le exp.mpr h) c

-- 42 demostracién
example
(h : a=b)
:C-expb=sc-expa:=
by linarith [exp_le exp.mpr h]

-- Lemas usados

-- #check (exp le exp : exp a = exp b o a < b)
-- #check (sub le sub left : a<b->Y (c:R), c -b=c- a)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

6.8. En R, 2ab = a2 + b?

-- Sean a y b numeros reales. Demostrar que
-- 2ab = a? + b?

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Puesto que los cuadrados son positivos, se tiene
-- (a - b)2 =0

-- Desarrollando el cuadrado, se obtiene

-- a2z - 2ab + b? = 0

-- Sumando 2ab a ambos lados, queda

-- a? + b? = 2ab
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-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable (a b : R)

-- 12 demostracion
example : 2*a*b = a”2 + b"2 :=

by
have hl : 0 = (a - b)"2 = sg_nonneg (a - b)
have h2 : 0 = a”2 - 2*a*b + b”2 := by linarith only [hl]
show 2*a*b = a”2 + b"2
linarith

-- 22 demostracién
example : 2*a*b <= a2 + b"2 :=
by
have h : 0 = a2 - 2*a*b + b"2
{ calc a2 - 2*a*b + b"2

= (a - b)"2 := (sub _sq a b).symm
=0 := sg_nonneg (a - b) }
calc 2*a*b
= 2*a*b + 0 := (add_zero (2*a*b)).symm
= 2*a*b + (a2 - 2*a*b + b”2) := add le add (le refl ) h
= a”2 + b"2 := by ring

-- 32 demostracién
example : 2*a*b < a”2 + b"2 :=
by
have h : 0 = a"2 - 2*a*b + b"2
{ calc a2 - 2*a*b + b”"2
= (a - b)"2 := (sub_sq a b).symm
=0 := sq_nonneg (a - b) }
linarith only [h]

-- 42 demostracién

example : 2*a*b < a™2 + b"2 :=
-- by apply?

two mul le add sq a b

-- Lemas usados
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-- variable (c : R)

-- #check (add le add : a =
-- #check (add zero a : a +

b-c=<sd-a+c=sb+d)
0 =a)

-- #check (sq nonneg a : 0 = a ™ 2)
-- #check (subsgqab: (a-b)~2=a"~2-2*a*b+b"2)
-- #check (two mul le add sqab : 2 *a*b=<sa”~2+b"2)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

6.9. En R, |ab| = (a2+b?)/2]

-- Sean a y b ndmeros reales. Demostrar que

la*b| =< (a~2 + b*2) / 2

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Para demostrar

lab| = (a2 + b2 / 2

-- basta demostrar estas dos desigualdades

ab = (a2 + b2) / 2 (1)
-(ab) = (a2 + b2) / 2 (2)

-- Para demostrar (1) basta demostrar que

2ab = a? + b?

-- que se prueba como sigue. En primer lugar, como los cuadrados son no
-- negativos, se tiene

(a - b)2 =0

-- Desarrollando el cuandrado,

a2z - 2ab + b2 = 0

-- Sumando 2ab,

a? + b2 = 2ab

-- Para demostrar (2) basta demostrar que

-2ab = a? + b?

-- que se prueba como sigue. En primer lugar, como los cuadrados son no
-- negativos, se tiene

(a + b)2 = 0

-- Desarrollando el cuandrado,

a2z + 2ab + bz = 0

-- Restando 2ab,
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- - a2 + b2 = -2ab

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable (a b : R)

-- Lemas auxiliares

lemma auxl : a *b *2 <a ”~2+b "2 :=hy
have h : 0 =a”~2 -2*a*b+b"2
calc
a~2-2*a*b+b”"2
=(a-b) ™2 = by ring
=0 = pow_two nonneg (a - b)
linarith only [h]
lemma aux2 : -(a *b) *2<=a”~2+b "2 :=hy
have h : 0 <=a ~2+2 *a*b+b~"2
calc
a~2+2*a*b+b”2
= (a+b) ~2 = by ring
= 0 = pow_two nonneg (a + b)

linarith only [h]

-- 12 demostracion

example : |a *b| = (a”~2+b"2) /2 :=hy
have h : (0 : R) < 2 := by norm _num
apply abs le’.mpr
constructor
{ have hl : a *b * 2 =<=a 2 +b "2 :=auxl ab

showa *bs<s(a”~2+b”"2)/2
exact (le div iff h).mpr hl }
{ have h2 : -(a *b) *2 <=a”~2+b "~ 2 :=aux2ab
show -(a *b) = (a”~2+b"2) /2
exact (le div iff h).mpr h2 }

-- 22 demostracion
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example : |a *b| = (a”~2+b"2) /2 :=hy
have h : (0 : R) < 2 := by norm num
apply abs le’.mpr
constructor
{ exact (le div iff h).mpr (auxl a b) }
{ exact (le div iff h).mpr (aux2 a b) }

-- 32 demostracion

example : |a *b| = (@~ 2+ b "~ 2) /2 :=hy
have h : (0 : R) < 2 := by norm_num
apply abs le’.mpr
constructor
{ rw [le div_iff h]
apply auxl }
{ rw [le div_iff h]
apply aux2 }

-- Lemas usados

-- variable (c : R)

-- #check (abs le’ : |al = b e a=b
-- #check (le div iff : 0 < c - (a =
-- #check (pow two nonneg a : 0 = a ~ 2)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

6.10. En R, min(a,b) = min(b,a)

-- Sean a y b numeros reales. Demostrar que
-- min a b = min b a

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Es consecuencia de la siguiente propiedad

- - min(a, b) = min(b, a) (1)
-- En efecto, intercambiando las variables en (1) se obtiene

- - min(b, a) = min(a, b) (2)
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-- Finalmente de (1) y (2) se obtiene
-- min(b, a) = min(a, b)

-- Para demostrar (1), se observa que
- - min(a, b) = b

-- min(a, b) = a

-- y, por tanto,
-- min(a, b)

A

min(b, a)

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable (a b : R)

-- Lema auxiliar

-- 12 demostracion del lema auxiliar

example : min a b = min b a :=
by
have hl : min a b b :
have h2 : min a b = a :
show min a b = min b a
exact le min hl h2

min le right a b
min le left a b

AN IA

-- 22 demostracion del lema auxiliar

example : min a b = min b a :=
by

apply le min

{ apply min_le right }

{ apply min le left }

-- 32 demostracion del lema auxiliar

lemma aux : min a b = min b a :=
by exact le min (min_le right a b) (min le left a b)

-- 12 demostracion
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example : min a b = min b a :=
by

apply le antisymm

{ exact aux a b}

{ exact aux b a}

-- 22 demostracion

example : min a b = min b a :=
le antisymm (aux a b) (aux b a)

-- 32 demostracion

example : min a b = min b a :=
min comm a b

-- Lemas usados

-- variable (c : R)

-- #check (le antisymm : a <b -> b <a - a =b)
-- #check (le min : c =a->c=b->c = min a b)
-- #check (min comm a b : min a b = min b a)

-- #check (min le left a b : min a b =< a)

-- #check (min _le right a b : min a b = b)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

6.11. En R, max(a,b) = max(b,a)

-- Sean a y b numeros reales. Demostrar que
-- max a b = max b a

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Es consecuencia de la siguiente propiedad
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== max(a, b) = max(b, a) (1)
-- En efecto, intercambiando las variables en (1) se obtiene
== max(b, a) < max(a, b) (2)

-- Finalmente de (1) y (2) se obtiene
-- max(b, a) = max(a, b)

-- Para demostrar (1), se observa que
-- a = max(b, a)

-- b = max(b, a)

-- y, por tanto,

-- max(a, b) = max(b, a)

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable (a b : R)

-- Lema auxiliar

-- 12 demostracion del lema auxiliar

example : max a b = max b a :=
by
have hl : a = max b a :
have h2 : b = max b a :
show max a b = max b a
exact max le hl h2

le max_right b a
le max_left b a

-- 22 demostracion del lema auxiliar

example : max a b = max b a :=
by

apply max le

{ apply le max right }

{ apply le max left }

-- 32 demostracion del lema auxiliar

lemma aux : max a b = max b a :=
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by exact max le (le max right b a) (le max left b a)

-- 12 demostracion

example : max a b = max b a :=
by

apply le antisymm

{ exact aux a b}

{ exact aux b a}

-- 22 demostracion

example : max a b = max b a :=
le antisymm (aux a b) (aux b a)

-- 32 demostracion

example : max a b = max b a :=
max_comm a b

-- Lemas usados

-- variable (c : R)

-- #check (le antisymm : a <=b - b <a > a =b)
-- #check (le max left a b : a = max a b)

-- #check (le max right a b : b = max a b)

-- #check (max comm a b : max a b = max b a)

-- #check (max le : asc-b=sc-max a b = c)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

6.12. En R, min(min(a,b),c) = min(a,min(b,c))

-- Sean a, b y c numeros reales. Demostrar que
-- min (min a b) ¢ = min a (min b c)

-- Demostracién en lenguaje natural
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-- Por la propiedad antisimétrica, la igualdad es consecuencia de las
-- siguientes desigualdades

-- min(min(a, b), c) = min(a, min(b, c))

-- min(a, min(b, c)) < min(min(a, b), c)

-- La (1) es consecuencia de las siguientes desigualdades

-- min(min(a, b), c) = a

-- min(min(a, b), c) = b

-- min(min(a, b), c) = c

-- En efecto, de (1b) y (1c) se obtiene
-- min(min(a, b), c) = min(b,c)

-- que, junto con (la) da (1).

-- La (2) es consecuencia de las siguientes desigualdades

-- min(a, min(b, c)) = a
-- min(a, min(b, c)) < b
- - min(a, min(b, c)) < c

-- En efecto, de (2a) y (2b) se obtiene
-- min(a, min(b, c)) = min(a, b)
-- que, junto con (2c) da (2).

-- La demostracion de (la) es

-- min(min(a, b), c) < min(a, b) < a
-- La demostracién de (1b) es
-- min(min(a, b), c) = min(a, b) = b
-- La demostracién de (2b) es
-- min(a, min(b, c)) = min(b, c) = b
-- La demostracién de (2c) es
-- min(a, min(b, c)) < min(b, c) = ¢

-- La (1c) y (2a) son inmediatas.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable {a b c : R}

-- Lemas auxiliares

lemma auxla : min (min a b) c = a :=
calc min (min a b) c

(1)
(2)

(1a)
(1b)
(1c)

(2a)
(2b)
(2¢c)
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min a b :

by exact min le left (min a b) c
min le left a b

A IA
Q
Il

lemma auxlb : min (min a b) c = b :=

calc min (min a b) ¢

min a b := by exact min le left (min a b) c
b min le right a b

N IA

lemma auxlc : min (min a b) c = c
by exact min_le right (min a b) ¢

-- 12 demostracién del lema auxl
lemma auxl : min (min a b) ¢ = min a (min b c) :=
by

apply le min

{ show min (min a b) ¢ = a
exact auxla }
{ show min (min a b) ¢ = min b ¢

apply le min

{ show min (min a b) c
exact auxlb }

{ show min (min a b) c
exact auxlc }}

IA
(on

IA
@]

-- 22 demostracion del lema auxl
lemma auxl’ : min (min a b) ¢ = min a (min b ¢c) :=
le min auxla (le min auxlb auxlc)

lemma aux2a : min a (min b ¢) = a :
by exact min le left a (min b c)

lemma aux2b : min a (min b ¢c) = b :=
calc min a (min b c)
min b ¢

b

by exact min_le right a (min b c)
min le left b c

A IA

lemma aux2c : min a (min b c) = c :=
calc min a (min b c)
min b c

C

by exact min le right a (min b c)
min le right b c

N IA

-- 12 demostracién del lema aux2
lemma aux2 : min a (min b ¢) = min (min a b) c :=
by

apply le min
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{ show min a (min b ¢c) = min a b
apply le min

{ show min a (min b c) = a
exact aux2a }
{ show min a (min b c) = b

exact aux2b }}
{ show min a (min b ¢c) = c
exact aux2c }

-- 22 demostracion del lema aux2
lemma aux2’ : min a (min b ¢) = min (min a b) ¢ :=

le min (le min aux2a aux2b) aux2c

-- 12 demostracion

example :
min (min a b) ¢ = min a (min b ¢) :=
by
apply le antisymm
{ show min (min a b) ¢ = min a (min b ¢)
exact auxl }
{ show min a (min b ¢) = min (min a b) c
exact aux2 }

A

-- 22 demostracion

example : min (min a b) ¢ = min a (min b c) :=
by

apply le antisymm

{ exact auxl }

{ exact aux2 }

-- 32 demostracion

example : min (min a b) ¢ = min a (min b c)
le antisymm auxl aux2

-- 42 demostracion

example : min (min a b) ¢ = min a (min b c)
min _assoc a b ¢
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-- Lemas usados

-- #check (le antisymm : a = b - b <a - a =b)

-- #check (le min : c =a->c=<b-c = min a b)

-- #check (min assoc a b ¢ : min (min a b) ¢ = min a (min b c))
-- #check (min le left a b : min a b = a)

-- #check (min le right a b : min a b = b)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

6.13. En R, min(a,b)+c = min(a+c,b+c)

-- Sean a, b y c numeros reales. Demostrar que
-- min a b + ¢ = min (a + ¢c) (b + c)

-- Demostraciones en lenguaje natural (LN)

-- 12 demostracion en LN

-- Aplicando la propiedad antisimétrica a las siguientes desigualdades

- - min(a, b) + ¢ <= min(a + ¢, b + c)
-- min(a + ¢, b + ¢) = min(a, b) + ¢

-- Para demostrar (1) basta demostrar que se verifican las siguientes

-- desigualdades

- - min(a, b) + ¢c s a + ¢

- - min(a, b) + c = b + cC

-- que se tienen porque se verifican las siguientes desigualdades
-- min(a, b) = a

-- min(a, b) = b

-- Para demostrar (2) basta demostrar que se verifica

-- min(a + ¢, b + ¢c) - ¢ = min(a, b)

-- que se demuestra usando (1); en efecto,

- - min(a + ¢, b + ¢c) - ¢ = min(a +c¢c - ¢, b+ c - c) [por (1)]
min(a, b)

(1)
(2)

(1a)
(1b)


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Asociatividad_del_minimo.lean

6.13. En R, min(a,b)+c = min(a+c,b+c) 109

-- 22 demostracion en LN

-- Por casos segin a = b.

-- 19 caso: Supongamos que a = b. Entonces,
-- min(a, b) + ¢ = a + ¢

-- = min(a + ¢, b + c)

-- 22 caso: Supongamos que a ¢ b. Entonces,
-- min(a, b) + ¢ = b + ¢

= min(a + ¢, b + ¢)

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable {a b c : R}

-- En las demostraciones se usaran los siguientes lemas auxiliares
-- auxl : min a b + ¢ = min (a + ¢c) (b + c)

-- aux2 : min (a + c) (b + c) =min a b + ¢

-- cuyas demostraciones se exponen a continuacion.

-- 12 demostracién de auxl
lemma auxl :
min a b+ c=min (a +c¢) (b + c) :=
by
have hl : min a b = a :=
min le left a b
have h2 : min a b+ c=a + c :=
add le add right hl c
have h3 : min a b = b :
min le right a b
have h4 : mina b + c = b + c :=
add le add right h3 c
show min a b + ¢ = min (a + ¢c) (b + c)
exact le min h2 h4

-- 22 demostracién de auxl
example :

min ab + c=min (a + ¢c) (b + c) :=
by

apply le min
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{ apply add le add right
exact min le left a b }

{ apply add le add right
exact min le right a b }

-- 32 demostracion de auxl
example :
min a b+ c=min (a + ¢c) (b + ¢c) :=
le min (add le add right (min le left a b) c)
(add _le _add right (min_le right a b) c)

-- 12 demostracién de aux2
Llemma aux2 :
min (a + ¢) (b +c) =minab + c :
by
have hl : min (a + ¢) (b +c) + -c =min a b
{ calc min (a + ¢c) (b + c) + -c
min (a + ¢ + -c) (b + ¢ +
_=min a b
show min (a + ¢) (b + ¢c) =mina b + c
exact add neg le iff le add.mp hl

auxl
by ring nf }

IA

c)

-- 12 demostracién del ejercicio

example :
min a b+ c=min (a + ¢c) (b + ¢c) :=

by
have hl : min a b + ¢ = min (a + ¢) (b + ¢) := auxl
have h2 : min (a + ¢c) (b + ¢c) =min a b + ¢ := aux2

show min a b + ¢ = min (a + ¢c) (b + c)
exact le antisymm hl h2

-- 22 demostracién del ejercicio
example :
min a b+ c=min (a + ¢c) (b + ¢c) :=
by
apply le antisymm
{ show min a b + ¢ = min (a + c) (b + c)
exact auxl }
{ show min (a + ¢) (b + c) =mina b + c
exact aux2 }

-- 32 demostracién del ejercicio
example :

min a b + ¢ =min (a + ¢) (b + ¢) :=
by
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apply le antisymm
{ exact auxl }
{ exact aux2 }

-- 42 demostracién del ejercicio
example :

min a b + c=min (a + ¢) (b + ¢) :=
le antisymm auxl aux2

-- 52 demostracién del ejercicio
example : min a b + ¢ = min (a + c) (b + c) :=
by
by cases h : a = b
{ have hl : a + c = b + c := add le add right h c
calc minab +c=a+c := by simp [min eq left h]
_=min (a + ¢) (b + ¢) := by simp [min eq left hl]}
{ have h2: b = a := le of not le h
have h3 : b + ¢ = a + ¢ := add le add right h2 c
calc min a b + ¢ b+ c := by simp [min _eq right h2]
min (a + c) (b + c) by simp [min_eq right h3]}

-- 62 demostracién del ejercicio
example : min a b + ¢ = min (a + ¢) (b + ¢c) :=
(min_add add right a b c).symm

-- Lemas usados

-- #check (add le add right : b = c -V (a : R), b+ a=c+ a)

-- #check (add neg le iff le add : a - b=c e a=<sc + b)

-- #check (le antisymm : a = b - b =a - a = b)

-- #check (le min : c =a->c=b - c = min a b)

-- #check (min_add add right a b ¢ : min (a + c) (b + ¢) = min a b + ¢)
-- #check (min eq left : a = b - min a b = a)

-- #check (min eq right : b = a - min a b = b)

-- #check (min le left a b : min a b = a)

-- #check (min le right a b : min a b = b)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web
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6.14. En R, |a] - |b] = |a - b|

-- Sean a y b numeros reales. Demostrar que
- lal - |b] = |a - b]

-- Demostraciones en lenguaje natural (LN)

-- 12 demostracion en LN

-- Por la siguiente cadena de desigualdades

-- la| - |b] = |a - b+ b| - |b]

(la - b| + |b]) - |b] [por la desigualdad triangular]
la - b

1
1A

-- 22 demostracion en LN

-- Por la desigualdad triangular
-- la - b+ b| = ]a - b|] + |b]
-- simplificando en la izquierda
- lal = |a - b| + |b]
-- y, pasando |b| a la izquierda
- lal - |b] = |a - b]

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable (a b : R)

-- 12 demostracidén (basada en la 12 en LN)

example : |a| - |b|] = |a - b| :=
calc |a| - |b]
=|la-b+b|] - |b| :=
congrArg (fun x => |x| - |b|) (sub_add cancel a b).symm

IA

(la - b| + [b[) - |b] :=

sub le sub right (abs add (a - b) b) (|b])
la - b| :=

add sub cancel (|a - b|) (|b])
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-- 22 demostracidén (basada en la 12 en LN)

example : |a|] - |b|] = |a - b| :=
calc |a| - |b]
=la - b+ b|] - |[b] := by
rw [sub _add cancel]
_=(la - b + [b[) - |b] := by

apply sub le sub right

apply abs add
_=la - b| :=by

rw [add sub cancel]

-- 32 demostracidon (basada en la 22 en LN)
example : |a| - |b| = |a - b| :=
by

have hl : |a - b + b|] = |a - b|] + |b| := abs add (a - b) b

rw [sub add cancel] at hl
exact abs sub abs le abs sub a b

-- 42 demostracién
example : |a| - |b| = |a - b|] :=
abs sub abs le abs sub a b

-- Lemas usados

-- #check (abs add a b : |a + b| = |a| + |b])

-- #check (abs sub abs le abs sub a b : |a| - |b|] = |a - b|)

-- #check (add sub cancel a b : a +b - b = a)
-- #check (sub _add cancel a b : a - b + b = a)

-- #check (sub le sub right : a =b -V (c : R), a - c=sb - c)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

6.15. En R, {0 <g, € = 1, |x| <g, |y| <€} F |xy|

<&

-- Demostrar que para todos los numeros reales x, y, € Si

-- 0 < ¢
== € =
-~ | x|
- 1yl

A AN R
M M
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-- entonces
- - [x * y| < €

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Se usaran los siguientes lemas

-- abs mul :la * b] = |a] * |b]

-- zero mul 0 *a=

-- abs nonneg a ;0 = |a]

-- It of le of ne asb-a=#b-a<b

-- ne_comm ra#beb#a

-- mul 1t mul left : 0 <a->(a*b<a*ceb<c)

-- mul 1t mul right : 0 <a - (b *a<c*aeb<c)

-- mul le mul right : 0 <a -> (b *as=sc*aebs=c)

-- one_mul 1 *a=a

-- Sean x y € € R tales que

- - 0 < ¢ (hel)
-- € =1 (he2)
oo |X| < € (hx)
-- lyl < € (hy)
-- y tenemos que demostrar que

-- Ix * y| <€

-- Lo haremos distinguiendo caso segin |x| = 0.

-- 19 caso. Supongamos que

- Ix| =0 (1)
-- Entonces,

-- [x * y| = |x]| * |y| [por abs mul]

-- =0 * |y| [por h1]

- - =0 [por zero mul]

=c < ¢ [por hel]

-- 22 caso. Supongamos que

- Ix| = 0 (2)
-- Entonces, por lt of le of ne, abs nonneg y ne comm, se tiene

-- 0 < x (3)
-- y, por tanto,

-- [x * y| = |x| * |y| [por abs mul]

== < |x| * ¢ [por mul 1t mul left, (3) y (hy)l]

=c <€ *¢ [por mul 1t mul right, (hel) y (hx)]

- - <=1*¢ [por mul le mul right, (hel) y (he2)]

£ [por one mul]
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-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic

-- 12 demostracion

example :

Vi{xye : R}y 0O<eg->e=s1l->|x|] <€- |yl <ege-|x*yl<eg:=
by

intros x y € hel he2 hx hy

by cases h : (|x| = 0)

--h: |x] =0

show |x * y| < €

calc
Ix *yl

= |x| * |y| := abs mul x y
_ = 0% |y = by rw [h]
=0 = zero_mul (abs y)
< & = hel
. --h:=|x| =0

have hl : 0 < |[x| := by

have h2 : 0 = |[x| := abs_nonneg x

show 0 < |X]|

exact 1t of le of ne h2 (ne_comm.mpr h)
show |[x * y| < €
calc [x * y|

= |x| * |y| := abs mul x vy
_ < |x| * € = (mul 1t mul left hl).mpr hy
< &g * & = (mul 1t mul right hel).mpr hx
_=1+* ¢ = (mul _le mul right hel).mpr he2
= € = one mul €

-- 22 demostracion

example :
Vi{xye : R}y, 0<ege->e=s1->|X|] <€E-> |yl <eg->|x*y|]l<eg:=
by
intros x y € hel he2 hx hy
by cases (|x| = 0)
--h: |x| =0
show |x * y| < €
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calc
|x *y|[ = [x| * [y| := by apply abs_mul
=0 * |y| = by rw [h]
=0 = by apply zero mul
< € = by apply hel
. --h:=|x| =0
have hl : 0 < [x]| := by
have h2 : 0 = |[x| := by apply abs nonneg

exact 1t of le of ne h2 (ne comm.mpr h)
show |x * y| < €

calc
[x * y| = |x| * |y| := by rw [abs mul]
_ < |x| * € = by apply (mul 1t mul left hl).mpr hy
< g * ¢ = by apply (mul 1t mul right hel).mpr hx
_=1* ¢ = by apply (mul le mul right hel).mpr he2
=€ = by rw [one mul]
-- 32 demostracidn
example :
Vi{xye : R}, 0<e-e=s1>|x|]<€e->|yl<e-|x*y|]l<eg:=
by
intros x y € hel he2 hx hy
by cases (|x| = 0)
--h: |x] =0
show |x * y| < €
calc [x * y| = |x| * |y| := by simp only [abs mul]
=0 * |y| := by simp only [h]
=0 := by simp only [zero mul]
< € = by simp only [hel]
. -- h: ﬂ|x| 0
have hl : < |x| := by
have h2 : < |[x| := by simp only [abs nonneg]

exact lt_of_le_of_ne h2 (ne comm.mpr h)
show |x * y| < €

calc
Ix *y[ = [x| * |y| := by simp [abs_mul]
_ < |x| * & = by simp only [mul 1t mul left, hl, hy]
< g * g := by simp only [mul 1t mul right, hel, hx]
_=1*c¢ := by simp only [mul le mul right, hel, he2]
=€ = by simp only [one mul]

-- Lemas usados
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-- variable (a b c : R)

-- #check (abs mul a b : |a * b| = |a|] * |b])

-- #check (abs nonneg a : 0 lal)

-- #check (lt of le of ne : a=<b-a#b->a<b)

-- #check (mul le mul right : @ <a - (b *a=sc*aebs=sc))
-- #check (mul 1t mul left : O <a- (a*b<a*ceb-<c))
-- #check (mul Ut mul right : @ <a - (b *a<c*aeb<c))
-- #check (ne comm : a # b « b # a)

-- #check (one mul a : 1 * a = a)

-- #check (zero mul a : 0 * a = 0)

IA

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

6.16. En R, a <b - =(b <a)

-- Demostrar que para todo par de numero reales a y b, si a < b entonces
-- no se tiene que b < a.

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Por hipétesis a < b y tenemos que demostrar que —-(b < a). Supongamos
-- que b < a. Entonces, por la propiedad transiva a < a que es una
-- contradiccién con la propiedad irreflexiva.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable (a b : R)

-- 12 demostracion
example
(h : a<b)
: - b<a:=
by
intro hl
--hl : b<a
-- + False


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Acotacion_del_producto.lean
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have : a < a := 1t trans h hl
apply lt irrefl a this

-- 22 demostracion
example
(h : a<b)
: - b<a:=
by
intro hl
--hl : b<a
-- + False
exact 1t irrefl a (1t _trans h hl)

-- 32 demostracion
example
(h : a<b)
: - b<a:=
fun hl » 1t irrefl a (1t trans h hl)

-- 42 demostracidn
example

(h : a <b)

: - b<a:=
1t _asymm h

-- Lemas usados

-- variable (c : R)

-- #check (1t asymm : a < b - —-b < a)

-- #check (lt irrefl a : —-a < a)

-- #check (lt trans : a<b->b<c->a<c)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

6.17. Hay algun numero real entre 2y 3

-- Demostracién en lenguaje natural
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-- Puesto que 2 < 5/2 < 3, basta elegir 5/2.

-- Demostracione con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic

-- 12 demostracidn
example : 3 x : R, 2 <X A X < 3 :=
by
have h : 2 < (5 : R) /2A (5 :R)/2<3:
by norm_num
show 3 x : R, 2 <X A X <3
exact Exists.intro (5 / 2) h

-- 22 demostracién
example : 3 x : R, 2 <X A X< 3 :=
by
have h : 2 < (5 :R) /2 (5:R)/2<3:
by norm_num
show 3 x : R, 2 < x A X <3
exact (5 / 2, h)

-- 32 demostracidn
example : I x : R, 2 <X A X < 3 :
by

use 5 / 2

norm_num

-- 42 demostracion
example : 3 x : R, 2 <X A X< 3 :
(5 / 2, by norm num)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

6.18. Si (Ve >0)[x = €], entonces x =0

-- Sea x un ndmero real tal que para todo numero positivo &, x

-- Demostrar que x = 0.
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-- Demostracién en lenguaje natural

-- Basta demostrar que x # 0. Para ello, supongamos que x > 0 y vamos a
-- demostrar que

-- -(Ve)[e >0 - x = €] (1)

-- que es una contradiccién con la hipétesis. Interiorizando la

-- negacién, (1) es equivalente a

- - (de)[e > O AN € < X] (2)
-- Para demostrar (2) se puede elegir € = x/2 ya que, como x > 0, se
-- tiene

-- 0 < x/2 < x.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable (x : R)

-- 12 demostracion

example
(h : Ve>0, x<¢g)
1 X =0 :=
by
apply le of not gt
--F x>0
intro hx0
-- hx0 : x >0
--  False
apply absurd h
--F Y (¢ : R), € >0 > x = ¢
push neg
--F3deg, €>0N¢€ <X
use x /2
--FXx/2>0ANXx/2<X
constructor
{ show x / 2 > 0
exact half pos hx0 }
{ show x / 2 < x
exact half lt self hx0 }

-- 22 demostracion
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example
(x : R)
(h : Ve>0, x=<¢g)
1 X =0 :=
by
contrapose! h
--F3d€g, €>0N¢€ <X
use x / 2
--FXx/2>0ANXx/2<X
constructor
{ show x / 2 > 0
exact half pos h }
{ show x / 2 < x
exact half lt self h }

-- Lemas usados

-- variable (a b : R)

-- variable (p g : Prop)

-- #check (le of not gt : —-a >b - a < b)

-- #check (half lt self : O <a-a/ 2 < a)
-- #check (half pos : 0 <a -0 <a/ 2)

-- #check (absurd : p - -p - q)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

6.19. Si 0 <0, entonces a >37 para cualquier
numero a

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Basta demostrar una contradiccidén, ya que de una contradiccidn se
-- sigue cualquier cosa.
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-- La hipétesis es una contradiccién con la propiedad irreflexiva de la
-- relacién <.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Tactic
variable (a : R)

-- 12 demostracion

example
(h : 0 <0)
:a > 37 :=
by
exfalso
-- + False
show False
exact 1t irrefl 0 h

-- 22 demostracion

example
(h : 06 <0)
:a > 37 :=
by
exfalso
-- F False
apply 1t irrefl 0 h

-- 32 demostracion

example
(h : 0 <0)
:a > 37 :=

absurd h (1t irrefl 0)

-- 42 demostracion

example
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(h : 0 <0)
:a > 37 :=
by
have : - 0 < 0 := 1t irrefl 0
contradiction

-- 52 demostracion

example
(h : 0 <0)
:a > 37 :=
by linarith

-- Lemas usados

-- variable (p q : Prop)
-- #check (lt irrefl a : -a < a)
-- #check (absurd : p - -p - q)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

6.20. {X=Vy,VEX}HFX=sYAX=ZY

y dos numeros tales que

N <

X

-- X<y ANX=#Yy

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Como la conclusién es una conjuncidén, tenemos que desmostrar sus dos
-- partes. La primera parte (x = y) coincide con la hipdétesis. Para

-- demostrar la segunda parte (x # y), supongamos que x = y; entonces
-- y = x en contradiccién con la segunda hipdétesis.

-- Demostraciones con Lean4
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import Mathlib.Data.Real.Basic
variable {x y : R}

-- 12 demostracion

example
(h1 : x =vy)
(h2 : =y = x)
P X =Y ANXZY =
by
constructor
-- kX =y
exact hl
- kFXx#Yy
intro h3
-- h3 : x =y
-- F False
have h4 : vy
show False
exact h2 h4

I\

X := h3.symm.le

-- 22 demostracion

example
(h1 : x =v)
(h2 : =y = x)

by
constructor

--kFXx =y
exact hl
- FXZYy
intro h3
--h3 : x=y
-- F False
exact h2 (h3.symm.le)

-- 32 demostracion

example
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(h1 : x =vy)
(h2 : =y = x)
X S Y ANX#EY =
(hl, fun h3 » h2 (h3.symm.le))

-- 42 demostracion

example
(h1 : x =vy)
(h2 : =y = x)
X S Y ANX#EY =
by
constructor
--kFXx=sy
exact hl
- kFXx#zYy
intro h3
--h3 : x=y
-- F False
apply h2
--Fy=sx
rw [h3]

-- 52 demostracion

example
(h1 : x =vy)
(h2 : -y = x)

I\

by
constructor

-- kX <=sy
exact hl
-k Xx#zYy
intro h3
--h3 : x=y
-- F False
exact h2 (by rw [h3])

-- 62 demostracion

example
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(h1 : x =vy)
(h2 : =y = x)
X S Y ANX#EY =

(h1, fun h » h2 (by rw [h]))

-- 72 demostracion

example

(h1 : x =vy)

(h2 : =y = x)

X S Y ANX#EY =
by

have h3 : x # vy
. contrapose! h2
--Fy =sx
rw [h2]
exact (hl, h3)

-- 82 demostracion

example
(h1 : x =vy)
(h2 : =y = x)
X =Y ANXAZY =
by aesop

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

6.21. X=SYAXZYFHYy%£X

-- Demostrar que en los reales, si
-- X<y ANX=#Y

-- entonces

- - -y s X

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Supongamos que y =< x. Entonces, por la antisimetria y la primera


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Introduccion_de_la_conjuncion.lean
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-- parte de la hipdétesis, se tiene que x = y que contradice la segunda

-- parte de la hipdtesis.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable {x y : R}

-- 12 demostracion

example
(h : x =y AX=#Y)
oy =X 1=

by
intro hl
cases’ h with h2 h3
--h2 : x=svy

--h3 : x=zy
have h4 : x =
show False
exact h3 h4

y := le antisymm h2 hl

-- 22 demostracion

example
(h : x=yAX=#zY)
Dty =X =
by
intro hl
have h4 : x =y := le antisymm h.1 hl
show False
exact h.2 h4

-- 32 demostracion

example
(h : x =y AXZYy)
Doy = X =

by
intro hl
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show False
exact h.2 (le antisymm h.1 hl)

-- 42 demostracion

example
(h : x=yAXx=#Yy)
Doy =X =
fun hl » h.2 (le _antisymm h.1 hl)

-- 52 demostracion

example
(h : xX =y AX=ZY)
Py =X 1=
by
intro h’
--h" ' y=sx
-- F False
apply h.right
-k Xx =y
exact le antisymm h.left h’

-- 62 demostracion

example
(h : x =y AXZYy)
Doy =X =

by
cases’ h with hl h2
--hl : x=svy
--h2 : x=zy
contrapose! h2
-- h2 : y=x
-k Xx =y

exact le antisymm hl h2

-- 72 demostracion

example : X s Yy A X #Yy » -y < X =
by
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rintro (hl, h2) h’

--hl : x=svy
--h2 : x=zy
--h" ' y=sx
--  False

exact h2 (le antisymm hl h’)

-- 82 demostracion

example : X = Yy A X 2y > -y < X :=
fun (hl, h2) h’ ~ h2 (le_antisymm hl h’)

-- Lemas usados

-- #check (le antisymm : X =y -y = X »> X =Y)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

6.22. (Ix € R)[2 <x <3]

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Podemos usar el numero 5/2 y comprobar que 2 < 5/2 < 3.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic

-- 12 demostracion

example : I x : R, 2 < x A X < 3 :=
by

use 5 / 2

show 2 <5 /2 A5/ 2<3


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Eliminacion_de_la_conjuncion.lean
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constructor
show 2 <5 / 2
norm_num
show 5 / 2 < 3
norm_num

-- 22 demostracion

example : I x : R, 2 <X A X< 3 :=
by
use 5 / 2
constructor
norm_num
norm_num

-- 32 demostracion

example : I x : R, 2 <X A X< 3 :=

by
use 5 / 2
constructor <;> norm_num

-- 42 demostracion

example : I x : R, 2 <X A X < 3 :=
(5/2, by norm_num)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

6.23. Si (3z € R)[x <z <y], entonces x <y

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Sea z tal que verifica las siguientes relaciones:
- - X < Z (1)


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Entre_2_y_3.lean
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-- zZ<y (2)
-- Aplicando la propiedad transitiva a (1) y (2) se tiene que
- - X <Yy.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable (x y : R)

-- 12 demostracion

example : (3 z : R, X<z ANzZ<y)->X<Yy:=
by

rintro (z, hl : x <z, h2 : z <vy)

show x < vy

exact 1t trans hl h2

-- 22 demostracion

example : (3 z : R, X< zZANzZ<y)->XxX<Yy:
by

rintro (z, hl, h2)

exact 1t trans hl h2

-- 32 demostracion

example : (3 z : R, X<z ANzZ<y)->X<Yy:
fun ( , hl, h2) » 1t trans hl h2

-- Lemas usados

-- variable (a b c : R)
-- #check (lt trans : a <b-b<c-a<c)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Menor_por_intermedio.lean
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6.24. ENR, X=SYAXZY-SX=SYAYy£X

im
va

ex
by

ex
by

Demostracidén en lenguaje natural

Supongamos que
X sy (1)
X #Yy (2)
Entonces, se tiene x =y (por (1)) y, para probar y ¢ X, supongamos
que y = x. Por (1), se tiene que x =y, en contradiccién con (2).

Demostraciones con Lean4

port Mathlib.Data.Real.Basic
riable (x y : R)

12 demostracion

ample : X = Y AX#ZY > X <Y AN-Yy =X :=
rintro (hl : x =y, h2 : x #vy)
constructor

show X = y

exact hl

show - y = x

rintro h3 : y = x

--  False

have h4 : x =y := le antisymm hl h3
show False

exact h2 h4

22 demostracion

ample : X = Yy AXZY>X<sYAN-Yys=sX:=

rintro (hl : x =y, h2 : x #vy)
- FXSsSYNMN-ysX
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constructor
. show x =y
exact hl
. show - y = x
rintro h3 : y = x
-- F False
show False
exact h2 (le antisymm hl h3)

-- 32 demostracion

example : X = Yy A X ZY > XY ANy <X =
by
rintro (hl : x =y, h2 : x #vy)
constructor
. show x = vy
exact hl
. show - y = x
exact fun h3 » h2 (le antisymm hl h3)

-- 42 demostracion

example : X = Yy A X#ZY > XSy AN-Yy <X :=
by

rintro (hl, h2)

exact (hl, fun h3 » h2 (le antisymm hl h3))

-- 52 demostracion

example : X S Y AX#ZY->X<YyAN-Yys=<X:=
fun (hl, h2) » (hl, fun h3 » h2 (le antisymm hl h3))

-- 62 demostracion

example : X = Yy A X #ZY > X <Y AN~y <X :=
by

rintro (hl : x =y, h2 : x #vy)

use hl

exact fun h3 » h2 (le _antisymm hl h3)

-- 72 demostracion
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example : X = Yy AX#ZY > XYy AN-y<X:=

by
rintro (hl, h2)
--hl : x=sy
-- h2 : x #2y
- F XSy ANy =X
use hl
-- oy = X
contrapose! h2
-- h2 1y =x
--kFXx =y

apply le antisymm hl h2

-- Lemas usados

-- #check (le antisymm : X =y -y = X > X =Y)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

6.25. EnR,six=y,entoncesy g xe xzy

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Para demostrar la equivalencia, demostraremos cada una de las
-- Implicaciones.

-- Para demostrar la primera, supongamos que y % X y quée X =
-- y. Entonces, y = x que es una contradiccion.

-- Para demostrar la segunda, supongamos que X # y y que y <
-- X. Entonces, por la hipétesis y la antisimetria, se tiene que x =y

-- lo que es una contradiccidn.

-- Demostraciones con Lean4



https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Entre_desigualdades.lean
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import Mathlib.Data.Real.Basic
variable {x y : R}

-- 12 demostracion

example
(h

by
constructor
. show -y = x » x #y
{ intro hl
-- hl : =y = x
- FXZYy
intro h2
--h2 : x=y
-- + False
have h3 : y = x := by rw [h2]
show False
exact hl h3 }
. show x #y - -y = x
{ intro hl

-- h2 1y =x

-- F False

have h3 : x =y := le antisymm h h2
show False

exact hl h3 }

-- 22 demostracion

example
(h :
-y
by
constructor
. show -y = X » x #y
{ intro hl
-- hl : ~y = x
-k XxZzy

N X
X A
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intro h2
-- h2 : x=y
-- F False
show False
exact hl (by rw [h2]) }
. show x 2y - -y = x
{ intro hl

intro h2

-- h2 : 'y =sx

-- F False

show False

exact hl (le antisymm h h2) }

-- 32 demostracion

example
(h :
Sy
by
constructor
. show -y = x - x #y
{ intro hl h2
exact hl (by rw [h2]) }
. show X #y - =y = X
{ intro hl h2
exact hl (le antisymm h h2) }

N X
X A

-- 42 demostracion

example
(h :
Ty
by
constructor
. intro hl h2
exact hl (by rw [h2])
. intro hl h2
exact hl (le antisymm h h2)

y)

IN X
X 1A

X # Yy i=

-- 52 demostracion
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example
(h : x
Doy =
by
constructor
. exact fun hl h2 » hl (by rw [h2])
. exact fun hl h2 » hl (le antisymm h h2)

=vy)
X o

X #Yy :

-- 62 demostracion

example
(h : x =vy)
Dy =S X e X #EY =
(fun hl h2 » hl (by rw [h2]),
fun hl h2 » hl (le antisymm h h2))

-- 72 demostracion

example
(h :
Sy
by
constructor
. show -y = X » X # vy
{ intro hl
-- hl : -~y = x
--FXx#ZYy
contrapose! hl
--hl : x=y
-- Fy s
calc y =

N X
X A

:= by rfl }

X
X = hl.symm
X
- Yy = X

_ =
. show x # y
{ intro h2
--h2 : x#y
-- F oy = x
contrapose! h2
-- h2 1y =x
- kFXx =y
show x = y
exact le antisymm h h2 }
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-- 82 demostracion

example
(h
Sy
by
constructor
-y s X0 XZY
contrapose!
- EX =y oy sX
rintro rfl
-- F X =X
rfl
- FXZYy >y sX
contrapose!
-y sX-oXx=y
exact le antisymm h

y)

IN X
X A

X # Yy i=

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

6.26. Si |x + 3| <5, entonces -8 <x <2

-- Demostrar que si
- - [x + 3| <5
-- entonces

- - -8 < x <2

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Supongamos que

- - |[x + 3] <5

-- entonces

- - -5 <x+3<5
-- por tanto

- - -8 < x <2

-- Demostraciones con Lean4



https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/CNS_de_distintos.lean
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import Mathlib.Data.Real.Basic
variable (x y : R)

-- 12 demostracion

example
|[x + 3] <5 > -8 <XAX<2:=
by
rw [abs 1t]
--F-5<x+3AX+3<5--8<xnaAx<2
intro h
--h:-5<x+3Ax+3<5
--F -8 <X ANX<2
constructor
-- F -8 < x
linarith
-- X <2
linarith

-- 22 demostracion

example
|[x + 3] <5 - -8 <X AX<2:=
by
rw [abs 1t]
intro h
constructor <;> linarith

-- Comentario: La composicidén (constructor <;> linarith) aplica constructor y a
-- continuacidén le aplica linarith a cada subojetivo.

-- 32 demostracion

example
|[x + 3] <5 - -8 <X AX<2:=
by
rw [abs 1t]
exact fun _ » (by linarith, by linarith)

-- Lemas usados
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-- #check (abs lt: |x| <y e -y <X AN X <Yy)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

6.27. EnNR,y>x2Fy>0vy<-1

-- Demostrar que si
- y > x"2

-- entonces

-- y>0vy<-1

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Puesto que

-- (V x €ER)[x? = 0]

-- se tiene que

-- y > x2

-- =0

-- Por tanto, y > 0 y, al verificar la primera parte de la diyuncidn, se
-- verifica la disyuncién.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable {x y : R}

-- 12 demostracion

example
(h : y > x"2)
ty>0vy<-1:=
by
have hl : y > 0 := by
calc y > x™2 := h
=0 := pow_two nonneg Xx
show y >0 vy«<-1
exact Or.inl hl


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Acotacion_del_valor_absoluto.lean

6.28. ENR,-y>x>+1Fy>0vy<-1 141

-- 22 demostracion

example
(h 1y > x"2)
ty>0vy<-1:=
by
left
--Fy >0
calc y > x*2 :=h
=0 = pow_two nonneg X

-- 32 demostracion

example
(h : y > x"2)
ry>0vy<-1:=
by
left
--kFy >0
linarith [pow_ two nonneg Xx]

-- 42 demostracion

example
(h : y > x"2)
ty>0vy<-1:=
by { left ; linarith [pow two nonneg x] }

-- Lema usado

-- #check (pow two nonneg x : 0 = x ~ 2)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

6.28. EnNR,-y>x?+1Fy>0vy<-1

-- Demostrar que si
-- -y > Xx"2 + 1


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Introduccion_de_la_disyuncion_1.lean
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-- entonces
== y>0vy<-1

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Usaremos los siguientes lemas

- - (Vb, ceR)[b=sc-V(a:R), b+as=sc+a)l (L1)
-- (V. a €ER)[O = a~2] (L2)
- - (Va €ER)[O+ a=a] (L3)
- - (Va, b€ER)[a<-beb< -a] (L4)
-- Se tiene

== -y > x™2 + 1 [por la hipdtesis]

-- =0+ 1 [por L1 y L2]

-- =1 [por L3]

-- Por tanto,

-- -y > 1

-- y, aplicando el lema L4, se tiene

-- y < -1

-- Como se verifica la segunda parte de la diyuncidén, se verifica la

-- disyuncién.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable {x y : R}

-- 12 demostracion

example
(h : -y >x"2 + 1)
ry>0vy<-1:=
by

have hl : -y > 1 := by
calc -y > x*2 + 1 := by exact h
=0 +1 := add le add right (pow two nonneg x) 1
=1 = zero_add 1

have h2:_y < -1 := 1t _neg.mp hl
showy >0 vy«<-1
exact Or.inr h2
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-- 22 demostracion

example
(h : -y >x"2 + 1)
ty>0vy<-1:=
by
have hl : -y > 1 := by linarith [pow two nonneg x]
have h2: y < -1 := 1t neg.mp hl
show y >0 vy<-1
exact Or.inr h2

-- 32 demostracion

example
(h : -y >x"2 + 1)
ty>0vy<-1:=
by
have hl: y < -1 := by linarith [pow two nonneg x]
show y >0 vy<-1
exact Or.inr hl

-- 42 demostracion

example
(h : -y >x"2 + 1)
ty>0vy<-1:=

S ey a<E ]
linarith [pow two nonneg x]

-- 52 demostracion

example
(h : -y >x"2 + 1)
ty>0vy<-1:=
by { right ; linarith [pow_two nonneg x] }

-- Lemas usados
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-- variable (a b c : R)

-- #check (add le add right : b=c->VY (a : R), b+ a=c+ a)
-- #check (lt neg : a < -b « b < -a)

-- #check (pow two nonneg a : 0 <= a ™~ 2)

-- #check (zero add a : 0 + a = a)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

6.29. En R, si x <|y|, entonces x <y 6 x <-y

-- Demostrar que para todo par de numeros reales x e y, si x < |y|,
-- entonces x <y 6 x < -y.

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Se demostrara por casos segun y = 0.

-- Primer caso: Supongamos que y = 0. Entonces, |y| =y y, por tanto,
-- X < y.

-- Segundo caso: Supongamos que y < 0. Entonces, |y| = -y y, por tanto,
-- X < -y.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable {x y : R}

-- 12 demostracion

example : X < |y| » X <y V X < -y :=
by
intro hl
-- h1 : x < |y|
--FX<YyVX<-y
cases’ le or gt 0 y with h2 h3
--h2 : 0=y
left


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Introduccion_de_la_disyuncion_2.lean
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--FX <Yy

rwa [abs of nonneg h2] at hl
--h3 :0>y

right

-- F X < -y

rwa [abs of neg h3] at hl

-- 22 demostracion

example : X < |y| » X <y VvV X < -y :=
1t abs.mp

-- Lemas usados

-- #check (leorgt xy : x sy VvVx>y)

-- #check (abs of nonneg : 0 = x - abs x = x)
-- #check (abs of neg : x < 0 - abs x = -x)
-- #check (lt abs : x < |y| e x <y VvV x < -y)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

6.30. En R, x = |X|

-- Demostrar que en R,

X = |x|

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Se usaran los siguientes lemas

(VX ER)[O = x » |x| = x]
(VXx, y€ER)[Xx<y->xz=y]
(VXx ER)[x =0 > x = -x]
(VX ER)[x <0 - |x| = -x]

-- Se demostrara por casos segin x = 0:

-- Primer caso: Supongamos que x = 0. Entonces,

X =X

(L1)
(L2)
(L3)
(L4)


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Eliminacion_de_la_disyuncion.lean
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- - = |x| [por L1]

-- Segundo caso: Supongamos que x < 0. Entonces, por el L2, se tiene

= X =0 (1)
-- Por tanto,

-- X < -X [por L3 y (1)]

-- = | x| [por L4]

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable {x : R}

-- 12 demostracion

example : x = |x| :=

by
cases’ le or gt 0 x with hl h2
-- hl :0 = x
show x = |Xx|
calc X = X := le _refl x
= |x| := (abs_of nonneg hl).symm
-- h2 : 0 > x
have h3 : x = 0 := le of 1t h2
show x = |x|
calc x = -x := le neg self iff.mpr h3
= |x| := (abs_of neg h2).symm

-- 22 demostracion

example : X = |x| :=

by
cases’ le or gt 0 x with hl h2

-- hl : 0 = x
rw [abs of nonneg hl]
-- h2 : 0 > x
rw [abs of neg h2]
-- F X = -X
apply Left.self le neg
--Fx =0

exact le of 1t h2
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-- 32 demostracion

example : x = |x]| :=
by
rcases (le or gt 0 x) with hl | h2
-- hl : 0 = x
rw [abs of nonneg hl]
-- hl : 0 = x
rw [abs of neg h2]
linarith

-- 42 demostracion

example : X = |x| :=
le _abs self x

-- Lemas usados

-- variable (y : R)
-- #check (Left.self le neg : x = 0 -» x = -x)
-- #check (abs of neg : x < 0 - |x| = -x)

-- #check (abs of nonneg : 0 = x - |x| = x)
-- #check (le abs self x : x = |x]|)
-- #check (le neg self iff : x = -X o x = 0)

-- #check (le of It : X<y - Xx=sY)
-- #check (le or gt xy : X sy VvV Xx>y)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

6.31. En R, -x = |x]|

-- Demostrar que
- - -x = |x|

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Se usarédn los siguientes lemas


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Cota_inf_de_abs.lean
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-- (VX ER)[O = X » -x = X] (L1)
-- (VX ER)[O = x » |x]| = x] (L2)
-- (V x € R)[x = x] (L3)
-- (Vx ER)[x <0 - |x| = -x] (L4)

-- Se demostrara por casos segun x = 0:

-- Primer caso: Supongamos que x = 0. Entonces,
X [por L1]
[ x| [por L2]

S
I IA

-- Segundo caso: Supongamos que x < 0. Entonces,
- - -X = -X [por L3]
= | x| [por L4]

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable {x : R}

-- 12 demostracion

example : -x = |x| :=
by
cases’ (le or gt 0 x) with hl h2
-- hl : 0 = x
show -x = |X|
calc -x = X = by exact neg le self hl
= |x| := (abs_of nonneg hl).symm
-- h2 : 0 >x
show -x = |X|
calc -x = -x := by exact le refl (-x)
= |x| := (abs_of neg h2).symm

-- 22 demostracion

example : -x = |x| :=
by
cases’ (le or gt 0 x) with hl h2
-- hl : 0 = x

rw [abs of nonneg hl]
-- F -X =X
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exact neg le self hl
--h2 : 0 >x
rw [abs of neg h2]

-- 32 demostracion

example : -x = |x]| :=
by
rcases (le or gt 0 x) with hl | h2
-- hl : 0 = x
rw [abs of nonneg hl]
-- F -X =X
linarith
-- h2 : 0 >x
rw [abs of neg h2]

-- 42 demostracion

example : -x = |x]| :=
neg le abs self x

-- Lemas usados

-- variable (y : R)
-- #check (abs of neg : x < 0 - |[x| = -x)
-- #check (abs of nonneg : 0 = x - |x| = x)
-- #check (leorgt xy : X sy VvV Xx>y)

-- #check (le refl x : x = x)

-- #check (neg le abs self x : -x = |x])
-- #check (neg le self : 0 = x » -X < X)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

6.32. EnR, |x +y| = |x| + ||

-- Demostrar que
-- Ix +y| = |x]| + |y]


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Cota_inf2_de_abs.lean
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-- Demostracién en lenguaje natural

-- Se usaran los siguientes lemas
- - (V x ER)[O = x » |x| = x]
-- (Va, b, c, deER)[lasbArc=d-a+c=sb+d]

-- (V x € R)[x = |x]]
-- (VX ER)[x <0 - |x]| = -x]
== (Vx, y €ER)[-(x +y) =-x+ -y]

-- (Vx €ER)[-x = |x]|]
-- Se demostrarad por casos segun x + y = 0:

-- Primer caso: Supongamos que x + y = 0. Entonces,
- - [x + y]| X +y [por L1]
- < |x| + |y| [por L2 y L3]

-- Segundo caso: Supongamos que x + y < 0. Entonces,

-- Ix +y| = -(x +y) [por L4]
-- = -X + -y [por L5]
- < x| + |y| [por L2 y L6]

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable {x y : R}

-- 12 demostracion

example : |x + y| = |x| + |y| :=
by
rcases le or gt 0 (x + y) with hl | h2
--hl : 0=sx+y
show |x + y| = |x| + |y]|
calc |[x + y| =x + Yy
_ = Ix| + |yl

by exact abs of nonneg hl
add le add (le abs self x)

show |x + y| = |x| + |y]|
= -(x +y)

= -X + -y

= x| + |yl

by exact abs of neg h2
by exact neg add x y

-- 22 demostracion

(L1)
(L2)
(L3)
(L4)
(L5)
(L6)

(le_abs self y)

add le add (neg le abs self x) (neg le abs self y)
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example : |x + y| = |x| + |y| := by
rcases le or gt 0 (x + y) with hl | h2

--hl : 0=sx+y

rw [abs of nonneg hl]

- Fx+ys x|+ |yl

exact add le add (le abs self x) (le abs self y)
--h2 :0>x+y

rw [abs of neg h2]

-k -(x+y) s x|+ |yl
calc -(x +y) = -x + -y = by exact neg add x y
= x| + |yl = add le add (neg le abs self x) (neg le abs self y)
-- 22 demostracién
example : |x + y| x| + |y| := by

<
rcases le or gt 0 (x + y) with hl | h2

--hl : 0=sx+y

rw [abs of nonneg hl]

- FEXx +y <= |x| + |yl

linarith [le abs self x, le abs self y]

--h2 : 0>x+y

rw [abs of neg h2]

-k (x +y) s x|+ |yl

linarith [neg le abs self x, neg le abs self y]

-- 32 demostracion

example : |x + y| = |x| + |y]| :=
abs add x y

-- Lemas usados

-- variable (a b c d : R)

-- #check (abs add x y : |x + y| = |x| + |yl|)

-- #check (abs of neg : x < 0 - [x| = -x)

-- #check (abs of nonneg : 0 = x - |x| = x)

-- #check (add le add : a<=b-c=s=d-a+c=sb+d)
-- #check (le abs self a : a = |a]|)

-- #check (le or gt xy : X sy VvV Xx>y)

-- #check (neg add x y : -(x + y) = -x + -y)
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-- #check (neg le abs self x : -x = |x]|)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

6.33. En R, si x # 0 entonces x <0 6 x >0

-- Ejercicio. Sea x un numero real. Demostrar que si
-- X # 0

-- entonces

-- X<0vx>0

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Usando el siguiente lema

-- (Vxy ER)[x <y vVvXx=yVy<x]

-- se demuestra distinguiendo tres casos.

-- Caso 1: Supongamos que x < 0. Entonces, se verifica la disyuncién ya
-- que se verifica su primera parte.

-- Caso 2: Supongamos que x = 0. Entonces, se tiene una contradiccidn
-- con la hipédtesis.

-- Caso 3: Supongamos que x > 0. Entonces, se verifica la disyuncién ya
-- que se verifica su segunda parte.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable {x : R}

-- 12 demostracion

example
(h : x # 0)
X< 0vx>0:=
by
rcases 1t trichotomy x 0 with hx1l | hx2 | hx3


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Desigualdad_triangular_para_valor_absoluto.lean.lean
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. -- hxl1 : x <0
left
--FXx <0
exact hxl
-- hx2 : x =0
contradiction
-- hx3 : 0 < x
right
--FXx >0
exact hx3

-- 22 demostracion

example

(h : x = 0)

X <0vx>0:
Ne.lt or 1t h

-- 32 demostracion

example

(h : x = 0)

X <0vx>0:
by aesop

-- Lemas usados

-- variable (y : R)
-- #check (lt _trichotomy x y : X <y VX =y VYy < X)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

6.34. Si(Ax, yER)[z=x2+y2vz=x%2+Yy?+
1], entonces z = 0

-- Demostrar que si
-- dxy, z=x"2+y2VvVz=x"2+y2+1
-- entonces


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Eliminacion_de_la_disyuncion_con_rcases.lean.lean
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-- Demostracién en lenguaje natural

-- Usaremos los siguientes lemas

-- (V. x, y € R)[x

-- 1=0

- - (V x € R)[x? = 0] (L1)
=20->y=0-x+y=0] (L2)
(L3)

que

-- Sean a y b tales
e z=a? + b2 v

-- Entonces, por LI,

-- az =0
-- b2 = 0

z=a?+ b2 +1

se tiene que
(1)
(2)

-- En el primer caso, z = a? + b? y se tiene que z = 0 por el lema L2

-- aplicado a (1) y

(2).

-- En el segundo caso, z = a? + b? y se tiene que z = 0O por el lema L2

-- aplicado a (1),

(2) y L3.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.

Real.Basic

import Mathlib.Tactic

variable {z : R}

-- 12 demostracion

(h : 3 xy, z=x2+y2vVvz=x"2+y2+1)

example
1220 :=

by
rcases h with (a,
--ab:R
--hl :z=a"2
have h2 : a ©~ 2 =
have h3 : b ~ 2 =
have h4 : a ©~ 2 +
rcases hl with h5

--h5 : z=a"

b, hl)
+b~"2vz=a”~2+b”"2+1
0 := pow two nonneg a

0 := pow_two nonneg b

b~ 2=0 :=add nonneg h2 h3

| hé

2+b "2
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show z = 0
calc z=a "2 +b "~ 2 :=h5
=0 = add_nonneg h2 h3
--h6 : z=a"~2+b"2+1
show z = 0
calc z=(a”~2+b"2)+1 :=h6
=0 = add _nonneg h4 zero le one

-- 22 demostracion

example
(h : 3 xy, z=x2+y2Vvz=x"2+y2+1)
1z =20 :=
by
rcases h with (a, b, hl | h2)
--hl :z=a”2+b"2
have hla : a ©~ 2 = 0 := pow_two nonneg a
have hlb : b ~ 2 = 0 := pow_two _nonneg b
show z = 0
calc z=a "2 +b "2 :=h1

v
(<]
Il

:= add _nonneg hla hlb
--h2 :z=a”~2+b"2+1

have h2a : a ~ 2 = 0 = pow_two nonneg a
have h2b : b ~ 2 = 0 = pow_two nonneg b
have h2c : a ~ 2 + b ~ 2 = 0 := add nonneg h2a h2b
show z = 0
calcz=(a”~2+b”~2)+1:=h2
=0 = add_nonneg h2c zero le one
-- 32 demostracién
example
(h : 3 xy, z=x2+y2vVvz=x"2+y2+1)
1z =20 :=
by
rcases h with (a, b, hl | h2)
--hl :z=a”~2+b"2

rw [hl]
--Fa~2+b”2=20
apply add nonneg
--F0O0=sa”2
apply pow two nonneg
--FO0=sb™2
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apply pow two nonneg
--h2 :z=a”~2+b"”2+1
rw [h2]
--Fa”~2+b”2+1=0
apply add nonneg
. --FO0=sa”~2+b"2
apply add nonneg
--F0O0=a”2
apply pow two nonneg

--FO0=sb"2
apply pow two nonneg
-- 0 =1

exact zero le one

-- 42 demostracion

example
(h : 3 xy, z=x2+y2Vvz=x"2+y2+1)
1z =0 :=
by
rcases h with (a, b, rfl | rfl)
--Fa~2+b”2=20
apply add nonneg
--FO0=sa”?2
apply pow two nonneg
--F0O0=sb"2
apply pow two nonneg
--Fa”~2+b”"2+1=0
apply add nonneg
--F0=a”~2+b"2
apply add nonneg
--F0=sa” 2
apply pow _two nonneg
--FO=sb"2
apply pow_two nonneg
--F0 =1
exact zero le one

-- 52 demostracion

example
(h : 3 xy, z=x2+y2vVvz=x"2+y"2+1)
12 =20 :=
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by
rcases h with (a, b, rfl | rfl)
--Fa”~"2+b”~2=20
nlinarith
--+Fa”~"2+b”"2+1=20
nlinarith

-- 62 demostracion

example
(h : 3 xy, 2z=x"2+y2Vvz=x"2+y2+1)
12 =20 :=

by rcases h with (a, b, rfl | rfl) <;> nlinarith

-- Lemas usados

-- variable (x y : R)

-- #check (add nonneg : 0 = x - 0 <
-- #check (pow two nonneg x : 0 = X
-- #check (zero le one : 0 = 1)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

6.35. En R, si 1 <a, entonces a <aa

-- Demostrar, para todo a € R, si
- - l1<a

-- entonces

- - a<a*a

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Se usaran los siguientes lemas

-- L1: 0 < 1

-- L2: (V a € R[1a = a]

- - L3: (V a, b, c €ER)[0 <a - (ba<caeb<c)]

-- En primer lugar, tenemos que


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Desigualdad_con_rcases.lean.lean
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-- 0 < a (1)
-- ya que

-- 0 <1 [por L1]

-- < a [por la hipdétesis]

-- Entonces,

-- a = la [por L2]
-- <aa [por L3, (1) y la hipdtesis]

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable {a : R}

-- 12 demostracion

example
(h : 1< a)
ra<a*a:=
by
have hl : 0 < a := calc
0 <1 := zero lt one
< a:=h
show a < a * a
calc a =1 * a := (one_mul a).symm
<a *a:= (mul 1t mul right hl).mpr h

-- Comentarios: La tactica (convert e) genera nuevos subojetivos cuya
-- conclusiones son las diferencias entre el tipo de e y la conclusidn.

-- 22 demostracion

example
(h : 1< a)
s a<a*a:=
by
convert (mul 1t mul right ).2 h
--Fa=1%*a
rw [one mul]
--F0<a
exact 1t trans zero lt one h

-- Lemas usados
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-- variables (a b c : R)

-- #check (mul 1t mul right : 6 <a - (b*a<c*aeb<c))
-- #check (one mul a : 1 * a = a)

-- #check (lt trans : a <b->b <c - a<c)

-- #check (zero lt one : 0 < 1)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Demostracion_por_conversion.lean
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Capitulo 7
Divisibilidad

7.1. Sixy,z € N, entonces x | yxz

-- Demostrar que si x, y, z € N, entonces
-- X |y *x*z

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Por la transitividad de la divisibilidad aplicada a las relaciones
-- X | yx
-- yx | yxz

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable (x y z : N)

-- 12 demostracion

example : x | y * x * z :=
by
have hl : x | y * x :=
dvd mul left x vy
have h2 : (y * x) | (y * x * z) :=
dvd mul right (y * x) z
show x | y * x * z

161
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exact dvd trans hl h2

-- 22 demostracion

example : x | y * x * z :=
dvd trans (dvd mul left x y) (dvd mul right (y * x) z)

-- 32 demostracion

example : x | y * x * z :=
by
apply dvd mul of dvd left
apply dvd mul left

-- Lemas usados

-- #check (dvd mul left xy : x | y * x)
-- #check (dvd mul right x y : x | x * y)
-- #check (dvd trans : x | y -y | z > x | 2)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

7.2. Sixdivide aw, también divide a y(xz)+x2+w?

-- Demostrar que si

-- X | w

-- entonces

-- X |y * (x*2z)+x"2+ w2

-- Por la divisibilidad de la suma basta probar que

-- X | yxz (1)
x| % (2)
- - X | w? (3)

-- Para demostrar (1), por la divisibilidad del producto se tiene


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Divisibilidad_de_producto.lean
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-- X | xz

-- y, de nuevo por la divisibilidad del producto,

-- X | y(xz).

-- La propiedad (2) se tiene por la definicién de cuadrado y la

-- divisibilidad del producto.

-- La propiedad (3) se tiene por la definicidén de cuadrado,
-- y la divisibilidad del producto.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable (w x y z : N)

-- 12 demostracion
example
(h @ x| w)

X |y F(xFz)+ X2 + w2

by
have hl : x | x * z :=
dvd mul right x z
have h2 : x | y * (x * z) :=
dvd mul of dvd right hl y
have h3 : x | x*2 := by
apply dvd mul left
have h4 : x | w * w :=
dvd mul of dvd left h w
have h5 : x | w*2 := by
rwa [« pow two w] at h4

have h6 : x | y * (x * z) + x™2 :

dvd_add h2 h3

show x | y * (X * z) + X2 + w™2

exact dvd add h6 h5

-- 22 demostracion
example
(h @ x| w)

X |y F(xFz)+ X2+ w2

by
apply dvd add
{ apply dvd add

{ apply dvd mul of dvd right

apply dvd mul right }

la hipdtesis
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{ rw [pow_two]
apply dvd mul right }}
{ rw [pow two]
apply dvd mul of dvd left h }

-- 32 demostracioén
example
(h @ x| w)
P X |y (X *z) + X2 + w2 =
by
repeat’ apply dvd add
{ apply dvd mul of dvd right
apply dvd mul right }
{ rw [pow two]
apply dvd mul right }
{ rw [pow two]
apply dvd mul of dvd left h }

-- Lemas usados

-- #check (dvd add : x | y » x | z->Xx | y + 2)

-- #check (dvd mul left xy : x | y * x)

-- #check (dvd mul right x y : x | x * y)

-- #check (dvd mul of dvd left : x | y -V (c : N), x| y * c)
-- #check (dvd mul of dvd right : x | y - VY (¢ : N), x | ¢ * y)
-- #check (pow two x : x ~ 2 = X * Xx)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

7.3. Transitividad de la divisibilidad

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Supongamos que a | b y b | c. Entonces, existen d y e tales que

-- b = ad (1)
-- c = be (2)
-- Por tanto,


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Ejercicio_de_divisibilidad.lean
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-- Cc = be [por (2)]
== = (ad)e [por (1)]
-- = a(de)

-- Por consiguiente, a | c.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Tactic
variable {a b c : N}

-- 12 demostracion

example
(divab : a | b)
(divbc : b | )
a | c:=
by
rcases divab with (d, beq : b = a * d)
rcases divbc with (e, ceq : c = b * e)

have hl : c =a * (d * e) :=

calc c=b * e 1= ceq
= (a *d) * e :=congrArg (. * e) beq
_=a * (d * e) :=mul assoc a d e
show a | ¢

exact Dvd.intro (d * e) hl.symm

-- 22 demostracion
example
(divab : a | b)
(divbc : b | ¢)

a| c:=

by
rcases divab with (d, beq : b = a * d)
rcases divbc with (e, ceq : c = b * e)

use (d * e)

--kFc=a* (d*e)

rw [ceq, beq]

--F (a*d) *e=a* (d*e)
exact mul assoc a d e

-- 32 demostracidn
example
(divab : a | b)
(divbc : b | ¢)
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a| c:=

by
rcases divbc with (e, rfl)
--Fa | b*e
rcases divab with (d, rfl)
--kFa|a*d*e
use (d * e)
--Fa*d*e=a* (d*e)
ring

-- 42 demostracion

example
(divab : a | b)
(divbc : b | ¢)
a | c:=
by
cases’ divab with d beq
--d: N

--beqg : b=ax*d

cases’ divbc with e ceq
-- e : N

--ceq: c=Db*e

rw [ceq, beq]
--Fal|a*d*e

use (d * e)

--F (a*d) *e=a* (d* e)
exact mul assoc a d e

-- 52 demostracién
example
(divab : a | b)
(divbc : b | ¢)
a | c:=
by exact dvd trans divab divbc

-- Lemas usados

-- #check (mul assoc a bc : (a *b) *c=a* (b*c))
-- #check (Dvd.intro c : a * c=b - a | b)
-- #check (dvd trans : a | b - b | ¢ »a | c)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web
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7.4. Siadivideabyac, entonces divide a b+c

-- Demostrar que si a es un divisor de b y de c, tambien lo es de b + c.

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Puesto que a divide a b y a c, existen d y e tales que
-- b = ad

-- c = ae

-- Por tanto,

-- b+c=ad+c [por (1)]

-- = ad + ae [por (2)]

a(d + e) [por la distributiva]

-- Por consiguiente, a divide a b + c.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Tactic
variable {a b c : N}

-- 12 demostracion

example

(h1 : a | b)

(h2 : a | ¢

ca | (b+c) :=
by

rcases hl with (d, beq : b = a * d)
rcases h2 with (e, ceq: c = a * e)
have hl : b+ c=a * (d + e) :=
calc b + ¢
(a *d) +c
= (a*d) + (a * e)
_=a* (d+e)
show a | (b + c)
exact Dvd.intro (d + e) hl.symm

congrArg (. + c) beq
congrArg ((a * d) + .) ceq
by rw [« mul add]

-- 22 demostracion
example
(h1 : a | b)

(1)
(2)
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(h2 : a | ¢
ca | (b+c) :=
by
rcases hl with (d, beq : b = a * d)
rcases h2 with (e, ceq: c = a * e)
have hl : b + c =a * (d + e) := by linarith
show a | (b + c)
exact Dvd.intro (d + e) hl.symm

-- 32 demostracion

example
(h1 : a | b)
(h2 : a | ¢

ca | (b+c) :=

by
rcases hl with (d, beq : b = a * d)
rcases h2 with (e, ceq: c = a * e)
show a | (b + c)
exact Dvd.intro (d + e) (by linarith)

-- 42 demostracion

example
(h1 : a | b)
(h2 : a | ¢
ca | (b+c) :=
by
cases’ hl with d beq

--d: N

-- beq : b=a*d

cases’ h2 with e ceq

-- e : N

--ceq : c=a*e

rw [ceq, beq]
--Fa|a*d+a*e

use (d + e)
--Fa*d+a*e=a* (d+e)
ring

-- 52 demostracion

example
(h1 : a | b)
(h2 : a | )

ca | (b+c) :=
by
rcases hl with (d, rfl)
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--kFala*d+c

rcases h2 with (e, rfl)
--Fa|a*d+a*e

use (d + e)
--Fa*d+a*e=a* (d+e)
ring

-- 62 demostracion

example
(h1 : a | b)
(h2 : a | ¢
ca | (b+c) :=

dvd add hl h2

-- Lemas usados

-- #check (Dvd.intro c : a * c=b - a | b)
-- #check (dvd add : a | b~ a | c-a | (b + c))
-- #check (mul add a b c : a * (b+c) =a*b+a * c)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

7.5. Conmutatividad del maximo comun divi-

SOor

-- Demostrar que si m y n son numeros naturales, entonces
-- gcd mn =gcd nm

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Es consecuencia del siguiente lema auxiliar

-- (V x, y € N)[gcd(x,y) | gcd(y,x)] (1)
-- En efecto, sustituyendo en (1) x por m e y por n, se tiene

- - gcd(m, n) | gcd(n, m) (2)
-- y sustituyendo en (1) x por n e y por m, se tiene

- - gcd(n, m) | gcd(m, n) (3)

-- Finalmente, aplicando la propiedad antisimétrica de la divisibilidad
--a (2) y (3), se tiene
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- - gcd(m, n) = gcd(n, m)

-- Para demostrar (1), por la definicién del maximo comun divisor, basta
-- demostrar las siguientes relaciones

-- gcd(m, n) | n

- - gcd(m, n) | m

-- y ambas se tienen por la definicién del maximo comun divisor.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable (k m n : N)

open Nat

-- 12 demostracién del lema auxiliar
lemma aux : gcd mn | gcd nm :=
by
have hl : gcd mn | n :
gcd dvd_right m n
have h2 : gcd mn | m :
gcd dvd left m n
show gcd m n | gcd n m
exact dvd gcd hl h2

-- 22 demostracién del lema auxiliar
example : gcd mn | gcd n m :=
dvd gcd (gcd dvd right m n) (gcd dvd left m n)

-- 12 demostracién
example : gcd mn = gcd nm :=
by
have hl : gcd mn | gcd n m :
have h2 : gcd nm | gcd m n :
show gcd m n = gcd n m
exact root .dvd antisymm hl h2

aux m n
aux n . m

-- 22 demostracion
example : gcd mn =gcd nm :=
by

apply root .dvd antisymm

{ exact aux m n }

{ exact aux nm }
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-- 32 demostracidn
example : gcd mn =gcd nm :=
_root .dvd antisymm (aux m n) (aux n m)

-- 42 demostracién

example : gcd mn =gcd nm :=
-- by apply?

gcd _comm m n

-- Lemas usados

-- #check (_root .dvd antisymm : m | n - n | m > m = n)
-- #check (dvd gcd : kK | m-> k | n - k | gcd m n)

-- #check (gcd comm m n : gcd m n = gcd n m)

-- #check (gcd dvd left m n: gcd mn | m)

-- #check (gcd dvd right m n : gcd m n | n)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

7.6. Si(m | nAm=#=n), entonces(m | n A =(n

| m))

-- Sean m y n numeros naturales. Demostrar que si
- - m | nAm#n

-- entonces

-- m | nA=(n| m

-- Demostracién en lenguaje natural

-- La primera parte de la conclusién coincide con la primera de la

-- hipdtesis. Nos queda demostrar la segunda parte; es decir, que

-- =(n | m). Para ello, supongamos que n | m. Entonces, por la propiedad
-- antisimétrica de la divisibilidad y la primera parte de la hipdtesis,
-- se tiene que m = n en contradiccién con la segunda parte de la

-- hipédtesis.

-- Demostraciones con Lean4



https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Conmutatividad_del_gcd.lean

172

Capitulo 7. Divisibilidad

import Mathlib.Data.Nat.GCD.Basic
variable {m n : N}

-- 12 demostracion

example
(h:m | nAam#=n)
:m | nA-n|m:=
by
constructor
. showm | n
exact h.left
. show -n | m
{ intro (hl : n
have h2 : m =
show False
exact h.right h2 }

m)

|
n := dvd antisymm h.left hl

-- 22 demostracion

example
(h :m | nAm#n)
:m | nA-=-n/|m:=
by
constructor
. exact h.left
. intro (hl : n | m)
exact h.right (dvd antisymm h.left hl)

-- 32 demostracion

example
(h :m | nAam#n)
:m | nA-n|m:=
(h.left, fun hl » h.right (dvd antisymm h.left hl))

-- 42 demostracion

example
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(h :m | nAm#n)
:m | nA-=-n|m:=
by
cases’ h with hl h2
--hl :m | n
--h2 : m#n
constructor
--Fm | n
exact hl
--F-n |'m
contrapose! h2
--h2 :n | m
--Fm=n
apply dvd antisymm h1l h2

-- 52 demostracion

example
(h:m | nAam#=n)
:m | nA-n | m:=
by

rcases h with (hl1 : m | n, h2 :

constructor
--Fm | n
exact hl
--F-n |m
contrapose! h2
--h2 :n|m
--Fm=n
apply dvd antisymm hl h2

-- Lemas usados

-- #check (dvd antisymm : m | n - n | m ->m

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

n)
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7.7. Existen numeros primos m y n tales que 4
<m <n <10

-- Demostrar que existen numeros primos m y n tales que
-- 4 <m<n < 10.

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Basta considerar los numeros 5 y 7, ya que son primos y
-- 4 <5 <7 < 10.

-- Demostracion con Lean4

import Mathlib.Data.Nat.Prime
import Mathlib.Tactic

example :

dmn:N, 4<mAam<naAan<10 A Nat.Prime m A Nat.Prime n :=
by

use 5, 7

norm_num

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

7.8. 3 divide al maximo comun divisor de 6 y
15

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Se usarg el siguiente lema
-- (Vk, m n €N)[k | gcdmneKk | mAK | n]
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-- Por el lema,

-- 3 | gcd 6 15
-- se reduce a

-- 3]16nA3]| 15

-- que se verifican facilmente.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
import Mathlib.Data.Nat.GCD.Basic

open Nat

-- 12 demostracion

example : 3 | gcd 6 15 :

by
rw [dvd gcd iff]
-- k3] 6 A3 ] 15
constructor
--3 1] 6
norm_num
-- 3| 15
norm_num

-- 22 demostracion

example : 3 | gcd 6 15 :

by
rw [dvd gcd iff]
-- 3] 6 A3 | 15

constructor <;> norm _num

-- Lemas usados

-- variable (k m n : N)

-- #check (dvd gcd iff :

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

k | gcdmnek | mnK /| n)
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7.9. Si mdivide a n o0 a k, entonces m divide a

nk

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Se demuestra por casos.

-- Caso 1: Supongamos que m | n. Entonces, existe un a € N tal que

-- n = ma
-- Por tanto,

-- nk = (ma)k
-- = m(ak)

-- que es divisible por m.

-- Caso 2: Supongamos que m | k. Entonces, existe un b € N tal que

-- kK = mb
-- Por tanto,
-- nk = n(mb)
-- = m(nb)

-- que es divisible por m.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Tactic
variable {m n k : N}

-- 12 demostracion

example
(h :m | nvm]| k)
:m | n* k=
by
rcases h with hl | h2
--hl1 :m | n
rcases hl with (a, ha)
--a: N
--ha:n=m*a
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rw [hal

- Fm | (m*a) * Kk

rw [mul assoc]

--Fm | m* (a* k)

exact dvd mul right m (a * k)

--h2 :m| k

rcases h2 with (b, hb)
-- b : N

--hb: k=m*b»b

rw [hb]

--Fm | n* (m*b)

rw [mul comm]

--Fm | (m*b) *n

rw [mul assoc]

--Fm | m* (b *n)

exact dvd mul right m (b * n)

-- 22 demostracion

example
(h :m | nvm]| k)
:m | n* Kk :=
by
rcases h with hl | h2
--hl :m | n
rcases hl with (a, ha)
--a: N
--ha :n=m*a
rw [ha, mul assoc]
- Fm | m* (a* k)
exact dvd mul right m (a * k)

--h2 :m| k
rcases h2 with (b, hb)
--b : N

--hb : k=m*b

rw [hb, mul comm, mul assoc]
--Fm | m* (b * n)

exact dvd mul right m (b * n)

-- 32 demostracion

example
(h :m | nvm]| k)
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:m | n* k :=
by

rcases h with (a, rfl) | (b, rfl)
--a: N
--Fm | (m*a) *k
rw [mul assoc]
--Fm | m* (a* k)
exact dvd mul right m (a * k)
--Fm | n* (m*bh)
rw [mul _comm, mul_ assoc]
--Fm | m* (b *n)
exact dvd mul right m (b * n)

-- 42 demostracion

example
(h:m | nvm| k)
:m | n* k :=
by
rcases h with hl | h2
--hl :m | n
exact dvd mul of dvd left hl k
--h2 : m| k

exact dvd mul of dvd right h2 n

-- Lemas usados

-- #check (dvd mul of dvd left : m | n->VY (c : N), m | n* c)
-- #check (dvd mul of dvd right : m | n >V (c : N), m | ¢ * n)
-- #check (dvd mul right mn : m | m * n)

-- #check (mul assoc mn k : m *n * k=m?* (n * k))

-- #check (mul comm m n : m * n=n * m)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

7.10. Existen infinitos numeros primos
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-- Demostracién en lenguaje natural

-- Se usaran los siguientes lemas de los numeros naturales

-- n # 1 - el menor factor primo de n es primo (L1)
-- n! >0 (L2)
- - O <k->n<=k+n (L3)
-- k<n-n=#Kk (L4)
-- k#n-ks=sn (L5)
-- O<k->ks<sn-k| n! (L6)
- - 0 < minFac(n) (L7)
-- k| m- (k| nek | m+n) (L8)
-- minFac(n) | n (L9)
-- Prime(n) - -n | 1 (L10)

-- Sea p el menor factor primo de n! + 1. Tenemos que demostrar que n =
-- p y que p es primo.

-- Para demostrar que p es primo, por el lema L1, basta demostrar que

-- n! +1#1
-- Su demostracion es
-- n!>2@0 [por L2]

- - ==> N ,’ +1>1 [por' L3]
- ==>n! +1=#1 [por L4]

-- Para demostrar n = p, por el lema L5, basta demostrar que

- - n;(:p

-- Su demostraciéon es

-- nz=p

2a ==>p | n! [por L6 y L7]

=c =>p | 1 [por L8 y (p | n! + 1) por L9]
= ==> Falso [por L10 y p es primo]

-- Demostracidon con Lean4

import Mathlib.Tactic
import Mathlib.Data.Nat.Prime
open Nat

-- 12 demostracion

example
(n : N)



180 Capitulo 7. Divisibilidad

A

i p, n=<p A Nat.Prime p :=
by
let p := minFac (n ! + 1)
have hl : Nat.Prime p := by
apply minFac_prime
- Fn ! +1=21
have h3 : >
have h4 : +
shown ! +1 =1
exact Nat.ne of gt h4
use p
constructor
--Fnsp
apply le of not ge
--F-n=p
intro h5
--h5 : n=zp
-- F False
have h6 : p | n ! := dvd factorial (minFac pos ) h5
have h7 : p | 1 := (Nat.dvd add iff right h6).mpr (minFac dvd )
show False
exact (Nat.Prime.not dvd one hl) h7
-- + Nat.Prime p
exact hl
done

factorial pos n

0
1 Nat.lt add of pos left h3

n !
n ! > 1 :

-- 22 demostracion

example

(n : N)

i p, n=p A Nat.Prime p :=
exists infinite primes n

-- Lemas usados

-- variable (k m n : N)

-- #check (Nat.Prime.not dvd one : Nat.Prime n - -n | 1)

-- #check (Nat.dvd add iff right : kK | m-> (k | ne k | m + n))
-- #check (Nat.dvd one : n | 1 e n = 1)

-- #check (Nat.lt add of pos left : @ <k - n < Kk + n)

-- #check (Nat.ne of gt : k <n - n # k)

-- #check (dvd factorial : 0 <k -k =n->k | n!)

-- #check (factorial pos n: n ! > 0)
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-- #check (le of not ge : =k = n - k < n)

-- #check (minFac dvd n : minFac n | n)

-- #check (minFac pos n : O < minFac n)

-- #check (minFac prime : n # 1 - Nat.Prime (minFac n))

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

7.11. Si n? es par, entonces n es par

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Se usara el siguiente lema: ”"Si p es primo, entonces
-- (Va, b€eEN)[p | ab ep | avp]| bl

-- Si n? es par, entonces 2 divide a n.n y, por el lema, 2 divide a n.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Tactic
open Nat
variable (n : N)

-- 12 demostracion

example
(h : 2| n~™ 2)
: 2 | n:=
by
rw [pow two] at h
--h:2 ]| n*n
have hl : Nat.Prime 2 := prime two
have h2 : 2 | nv 2 | n := (Prime.dvd mul hl).mp h
rcases h2 with h3 | h4
--h3 : 2 | n
exact h3
--h4 : 2 | n
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exact h4
done

-- 22 demostracion

example
(h =2 | n”*2)
22 | no:=

by
rw [pow two] at h
--h:2 ]| n*n

have h2 : 2 | nv 2 | n := (Prime.dvd mul prime two).mp h
rcases h2 with h3 | h4

- exact h3

- exact h4

done

-- 32 demostracion

example
(h : 2| n”» 2)
: 2| n:=
by
rw [pow two] at h
--h:2 | n*n
have h2 : 2 | nv 2 | n := (Prime.dvd mul prime_two).mp h
tauto
done

-- Lemas usados

-- variable (p a b : N)
-- #check (prime two : Nat.Prime 2)
-- #check (Prime.dvd mul : Nat.Prime p - (p | a *b e p | avVvp | b))

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web
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7.12. La raiz cuadrada de 2 es irracional

-- Demostrar que la raiz cuadrada de 2 es irracional; es decir, que no

-- existen m, n € N tales que m y n son coprimos (es decir, que no
-- factores comunes distintos de uno) y m? = 2n2.

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Usaremos el lema del ejercicio anterior:
== (Vn€eN)[2 | n?2 >2 | n]

-- Supongamos que existen existen m, n € N tales que m y n son coprimos y
-- m? = 2n? y tenemos que demostrar una contradiccién. Puesto que 2 no
-- divide a 1, para tener la contradiccidén basta demostrar que 2 divide

--aly (puesto que m y n son coprimos), para ello es suficiente
-- demostrar que 2 divide al maximo comun divisor de m y n. En
-- definitiva, basta demostrar que 2 divide a m y a n.

-- La demostracién de que 2 divide a m es
=5 m?2 = 2n? = 2 | m?
-- — 2 | m [por el lema]

-- Para demostrar que 2 divide a n, observamos que, puesto que 2 divide

-- am existe un k € N tal que m = 2k. Sustituyendo en
-- m2 = 2n2

-- se tiene

-- (2k)? = 2n?

-- Simplificando, queda

-- 2k = n?

-- Por tanto, 2 divide a n? y, por el lema, 2 divide a n.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Tactic

import Mathlib.Data.Nat.Prime
import Std.Data.Nat.Gcd

open Nat

variable {m n : N}

lemma par_si cuadrado par
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(h =2 | n~*2)
: 2| n:=
by
rw [pow two] at h
--h:2 | n*n
have h2 : 2 | nv 2 | n := (Prime.dvd mul prime two).mp h
tauto

example : =3 mn, coprimemn A m”~ 2 =2%*npn" 2 :=

by
rintro (m, n, (hl, h2))
--mn : N
-- hl : coprime m n
--h2:m”~2=2%*n"2
--  False
have h3 : =(2 | 1) := by norm num

have h4 : 2 | 1 := by
have h5 : Nat.gcd m n =1 := hl
rw [« h5]
-- -2 | Nat.gcd m n
have h6 : 2 | m := by
apply par_si cuadrado par
- k2 | m”n2
rw [h2]
-- k2| 2%*n"2
exact Nat.dvd mul right 2 (n ~ 2)
have h7 : 2 | n := by
have h8 : 3 k, m =2 * k := h6
rcases h8 with (k, h9)
-- k : N
--h9 :m=2*k
have hl0 : 2 * k * 2 =n "~ 2 := by

have hlfa : 2 * (2 * k ~ 2) =2 * n ~ 2 := calc
2 (2 *k”2)=1(2*k) "~ 2 :=Dby nlinarith
=m " 2 = by rw [« h9]

=2%*n"2 = h2

show 2 * Kk~ 2 =n " 2
exact (mul right inj’ (by norm num : 2 = 0)).mp hl@a
have hll : 2 | n ~ 2 := by
rw [« h10]
- k2| 2*k"™2
exact Nat.dvd mul right 2 (k ~ 2)
show 2 | n
exact par_si cuadrado par hll
show 2 | Nat.gcd m n
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exact Nat.dvd gcd h6 h7
show False
exact h3 h4

-- Lemas usados

-- variable (p k : N)

-- #check (pow two n : n”~ 2 =n * n)

-- #check (Prime.dvd mul : Nat.Prime p - (p | m * nep | mv p | n))
-- #check (prime two : Nat.Prime 2)

-- #check (Nat.dvd gcd : kK | m - k | n - kK | Nat.gcd m n)

-- #check (Nat.dvd mul right mn : m | m * n)

-- #check (mul right inj’ : k # 0 - (k *m =k *n e m=n))

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web
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Capitulo 8

Reticulos

8.1. Enlos reticulos, xnNy=ynx

-- Demostrar que en los reticulos se verifica que
-- xXny=ynx

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Es consecuencia del siguiente lema auxiliar

-- (Va, b)f[anb=b>bna]l (1)
-- En efecto, sustituyendo en (1) a por x y b por y, se tiene

- - XnNys=synx (2)
-- y sustituyendo en (1) a por y y b por x, se tiene

- - ynxs=sxny (3)

-- Finalmente, aplicando la propiedad antisimétrica de la divisibilidad
--a (2) y (3), se tiene
-- XxXnNy=ynx

-- Para demostrar (1), por la definicién del infimo, basta demostrar
-- las siguientes relaciones

-- ynxs=sx

- - ynxsy

-- y ambas se tienen por la definicidén del infimo.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Order.Lattice

187
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variable {a : Type } [Lattice a]
variable (x y z : )

-- 12 demostracién del lema auxiliar
lemma aux : XMy =y Tnx :=

by

have hl : x Ny sy :=
inf _le right
have h2 : x Ny = x :=

inf _le left
show x My =y nx
exact le inf hl h2

-- 22 demostracién del lema auxiliar
example : X My <=y MNx :=
by

apply le inf

{ apply inf le right }

{ apply inf le left }

-- 32 demostracion del lema auxiliar
example : XMy =ynnx :=
le inf inf le right inf le left

-- 12 demostracion
example : x Ny =y nx :=
by
have hl : x Ny =y nx :=
aux Xy
have h2 : ynx sxny :=
aux y X
show x My =y nx
exact le antisymm hl h2

-- 22 demostracién
example : x Ny =y nx:
by

apply le antisymm

{ apply aux }

{ apply aux }

-- 32 demostracién
example : x My =y nx:
le_antisymm (aux x y) (aux y Xx)
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-- 42 demostracién

example : X Ny =y N Xx :=

by apply le antisymm; simp ; simp

-- 52 demostracién

example : XMy =y nx :=

-- by apply?

inf comm

-- Lemas usados

-- #check (inf comm : x My =y N x)

-- #check (inf le left : x Ny = x)

-- #check (inf le right : x Ny = vy)

-- #check (le antisymm : X =y -y = X »> X =Y)

-- #check (le inf : zsX->2zZ=sy->2zZ=sx0Y)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

8.2. Enlos reticulos, x Uy =y L X

-- Demostrar que en los reticulos se verifica que

-- XUy=yux

-- para todo x e y en el reticulo.

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Es consecuencia del siguiente lema auxiliar

-- (V a, b)[aub=bUaj (1)
-- En efecto, sustituyendo en (1) a por x y b por y, se tiene

-- XUys=syux (2)
-- y sustituyendo en (1) a por y y b por x, se tiene

-- yuxs=sxuy (3)

-- Finalmente, aplicando la propiedad antisimétrica de la divisibilidad
--a (2) y (3), se tiene

xXuy=yuUux

-- Para demostrar (1), por la definicién del supremo, basta demostrar
-- las siguientes relaciones
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y u x
y U x

=
=

-- y ambas se tienen por la definicidn del supremo.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Order.Lattice
variable {a : Type } [Lattice a]
variable (x y z : «)

-- 12 demostraciéon del lema auxiliar
lemma aux : X Uy =y U X :=
by
have hl : x =y U x :
le sup right
have h2 : y =y Ll x :
le sup left
show x Uy =y U X
exact sup le hl h2

-- 22 demostracién del lema auxiliar
example : X Uy =y U X :=
by

apply sup le

{ apply le sup right }

{ apply le sup left }

-- 32 demostracién del lema auxiliar
example : X Uy =y U X :=
sup_le le sup right le sup left

-- 12 demostracidn
example : x Uy =y U X :=
by
have hl : x Uy =y U x :=
aux X y
have h2 : y U x = x Uy :=
aux y X
show x Uy =y U X
exact le antisymm hl h2

-- 22 demostracion
example : X Uy =y U X :=
by
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apply le antisymm
{ apply aux }
{ apply aux }

-- 32 demostracién
example : X Uy =y U X :=
le antisymm (aux x y) (aux y Xx)

-- 42 demostracién
example : X Uy =y U X :=
by apply le antisymm; simp ; simp

-- 52 demostracidn

example : X Uy =y U X :=
-- by apply?

sup_comm

-- Lemas usados

-- #check (le antisymm : X =y -y = X »> X =Y)
-- #check (le sup left : x = x U y)
-- #check (le sup right : y = x U y)
-- #check (sup comm : x Uy =y U x)

-- #check (sup le : x =z->y=2z-xUy=s2z)

<

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

8.3. Enlos reticulos, (xny)nz=xn(ynz)

-- Demostrar que en los reticulos se verifica que
-- (xny)nz=xn(ynz)

-- Demostracién en lenguaje natural

-- En la demostracién se usaran los siguientes lemas
-- le antisymm : X sy >y = X > X =Y

-- leinf : zsXx->z<y->z=xNny

-- inf le left : x Ny = x

-- inf le right : x Ny < y)
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-- Por le antisym, es suficiente demostrar las siguientes relaciones:
-- (xny)nzs=sxn(ynz) (1)
-- xN(ynz)s=s(xny)nz (2)

-- Para demostrar (1), por le inf, basta probar que
-- (xNy)nzsx (la)
-- (xNy)nNzs=synz (1b)

-- La (la) se demuestra por la siguiente cadena de desigualdades
-- (xny)nz xny [por inf le left]
X [por inf le left]

1
1
N IA

-- Para demostrar (1b), por le inf, basta probar que
== (xnNy)nzsy (1b1)
-- (xnNy)nzsz (1b2)

AN IA

-- La (1bl) se demuestra por la siguiente cadena de desigualdades
-- (xnNy)nzs=sxny [por inf le left]
y [por inf le right]

N IA

-- La (1b2) se tiene por inf le right.

-- Para demostrar (2), por le inf, basta probar que
-- XxXN(ynz)s=sxny (2a)
-- xnN(ynz sz (2b)

-- Para demostrar (2a), por le inf, basta probar que
- - XN (ynz =x (2al)
-- XxXnN(ynz)sy (2a2)

N IA

-- La (2al) se tiene por inf le left.

-- La (2a2) se demuestra por la siguiente cadena de desigualdades
== xn(ynz)=synz [por inf le right]
y [por inf le left]

1
1
N |

-- La (2b) se demuestra por la siguiente cadena de desigualdades
-- xN(ynz)=synz [por inf le right]
=< =z [por inf le right]

A

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Order.Lattice
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variable {a : Type } [Lattice a]
variable (x y z : )

-- 12 demostracion

example : (xny)nz=xn(ynaz) :=
by
have hl : (x my) Mz <=xn (ynz) :=hy
{ have hla : (x ny) Nz = x := calc
(xmy) nz=xny :=by exact inf _le left
=X = by exact inf le left
have hlb : (x my) Mz <y nz :=hy
{ have hlbl : (x my) Mz =y := calc
(x my)nz Mmy := by exact inf le left

A IA

X
y := by exact inf le right

have hlb2 : zx ny)nzsz:=

inf le right

show (x My) Mmz=<synz
exact le inf hlbl hlb2 }
show (x my) mz=xn(ynz)
exact le inf hla hlb }
have h2 : x N (ynz) = (xny)nz:=bhy
= X

{ have h2a : x n (y n z)

ny := by

{ have h2al : xn (ynz) = x :=

have h2a2 : x

inf le left
ni((ynz) =y := calc

XM (ynz) =ynz:=by exact inf le right
sy by exact inf le left

show x M (y n zZ) = x N

y
exact le inf h2al h2a2 }
have h2b : x n (y n z) z

X

:= by calc
n(ynz) =synz by exact inf le right
=z := by exact inf le right

A

show x M (y H z) = (xny)nz

exact le inf h2a h2b }
(

show (x My) Mmz=xn(ynz)
exact le antisymm hl h2

-- 22 demostracién

example : xNnynz=xn(ynz) :=hy
apply le antisymm

- apply le inf
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- apply le trans
apply inf le left
apply inf le left
. apply le inf
- apply le trans
apply inf le left
apply inf le right
. apply inf le right
. apply le inf
- apply le inf
- apply inf le left
. apply le trans
apply inf le right
apply inf le left
. apply le trans
apply inf le right
apply inf le right

-- 32 demostracion

example : (xmy)nz=xnNn((ynz :=
by
apply le antisymm
. apply le inf
. apply inf le of left le inf le left
. apply le inf (inf le of left le inf le right) inf le right
. apply le inf
. apply le inf inf le left (inf le of right le inf le left)
. apply inf le of right le inf le right

-- 42 demostracion

example : (xnmy)nz=xnNn(ynaz :=
le antisymm
(le_inf
(inf le of left le inf le left)
(le_inf (inf _le of left le inf le right) inf le right))
(le inf
(Le_inf inf _le left (inf le of right le inf le left))
(inf le of right le inf le right))

-- 52 demostracion
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example : (xnNy)nz=xn(ynaz) :=

-- by apply?
inf _assoc

-- Lemas usados

-- #check (inf assoc : (x My) nNz=xnN (ynz))
-- #check (inf le left : x Ny = x)

-- #check (inf le of left le : x

-- #check (inf le of right le : y
-- #check (inf le right : x Ny =
-- #check (le antisymm : X =y -y =X - X =Y)
-- #check (le inf : z = =xny)
-- #check (le trans : x X = z)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

8.4. Enlos reticulos, (xuUuy)uz=xU(yuz)

-- Demostrar que en los reticulos se verifica que
-- (xUy)uz=xU (yuz)

-- Demostracién en lenguaje natural

-- En la demostracién se usardn los siguientes lemas

- - le antisymm XSy-ysx-x=y

-- le sup left X sxUy

- - le sup right : y = x Uy

-- sup le X<sZ->y=sz-XxUy=sz

-- Por le antisymm, basta demostrar las siguientes relaciones:
-- (xUy)Uuzs=sxU(yuz)
-- XU (yuz)s=s(xuy)uz

-- Para demostrar (1), por sup le, basta probar
-- XUy=s=xU(yuz)
-- Z=sxU(yuz)

(1)
(2)

(1a)
(1b)
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-- Para demostrar (la), por sup le, basta probar
-- X =s=xU(yuz) (lal)
- ysxu((yuz (1a2)

-- La (lal) se tiene por le sup left.

-- La (la2) se tiene por la siguiente cadena de desigualdades:
-- y=s=yuz [por le sup left]
-- =x U (yuz) [por le sup right]

-- La (1b) se tiene por la siguiente cadena de desigualdades
-- ZsyuUuz [por le sup right]
-- =x U (yuz [por le sup right]

-- Para demostrar (2), por sup le, basta probar
-- X< (xUy)uz (2a)
-- yuzs=s(xuy)uz (2b)

-- La (2a) se demuestra por la siguiente cadena de desigualdades:
-- X =sxUy [por le sup left]
-- s (xUuUy)uz [por le sup left]

-- Para demostrar (2b), por sup le, basta probar

- - y<s(xuy)uz (2b1)
-- Z=s(xUy)uz (2b2)
-- La (2bl) se demuestra por la siguiente cadena de desigualdades:

- - y=sxUy [por le sup right]

-- s (xuy)uz [por le sup left]

-- La (2b2) se tiene por le sup right.

-- Demostraciones con Lean 4

import Mathlib.Order.Lattice

variable {a : Type } [Lattice a]
variable (x y z : «)

-- 12 demostracion

example : (x Uy) Uz=xU(yuz :=
by
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have hl : (x U y) Uz =xU(yuz) :=bhy
{ have hla : x Uy =x U (y u z) := by
{ have hlal : x = x U (y U z) := by exact le sup left
have hla2 : y = x U (y U z) := calc
y =syuz := by exact le sup left
=X U (yuz) := by exact le sup right
show x Uy = x U (y u z)
exact sup _le hlal hla2 }
have hlb : z = x U (y U z) := calc
z := by exact le sup right
x U (yu z) by exact le sup right
show (x Uy) Uz =xU (yuz)
exact sup le hla hlb }

=
=

<
C
N
1

=
=

have h2 : x u (y U z) = (xuUy)uz:=bhby
{ have h2a : x = (x y) := calc
X =Xx Uy = by exact le sup left
= (xuUuy)uz by exact le sup left

have h2b : y U z = ( Uy)uz:=hy
{ have h2bl : y = (x U y) Uz := calc
y = x Uy by exact le sup right
= (xUy)uz :=hby exact le sup left
have h2b2 : z = (x UL y) U z := by
exact le sup right
show y Uz = (xUy)Uuz
exact sup le h2bl h2b2 }
show x U (y U z) = (xUy)Uuz
exact sup le h2a h2b }
show (x Uy) Uz =x1U(yuz
exact le antisymm hl h2

-- 22 demostracion

example : x Uy U z=xU(yuz :=
by
apply le antisymm
- (xUy)uzs=sxU(yuz)
apply sup le
-- xUy=sxU(yuz
apply sup_le
-- X =xU(yuz)
apply le sup left
--y=sxU(yuz)
apply le trans
--y=syluz
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apply @le sup left vy z
--yuUz=sxU(yuz)
apply le sup right
-- Z=xU (yuz)
apply le trans
. --zZ=xU(yuz
apply @le sup right vy z
--yuUz=sxU(yuz
apply le sup right
--xU(yuz)s=s(xUy)uz
apply sup le
-- X = (xUy)uz
apply le trans
.- X sXxUy
apply @le sup left  x vy
-- XUy s=s(xUy)Uuz
apply le sup left
--yuUzs=s(xUy)Uuz
apply sup le
--y=s(xUy)Uuz
apply le trans
.-y sxUy
apply @le sup right  x vy
-- XUy =s(xUy)Uuz
apply le sup left
--zZ=(xUy)uz
apply le sup right

-- 32 demostracion

example : x Uy U z=xU(yuz :=
by
apply le antisymm
- apply sup_ le
- apply sup_le
. apply le sup left
- apply le trans
. apply @le sup left vy z
. apply le sup right
. apply le trans
. apply @le sup right vy z
. apply le sup right
. apply sup le
- apply le trans
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. apply @le sup left  x vy
. apply le sup left
. apply sup_le
- apply le trans
. apply @le sup right  x vy
. apply le sup left
. apply le sup right

-- 42 demostracion

example : (x U y) Uz=xU(yuz :=
by
apply le antisymm
-- (xuUy)uzs=sxuU(yuz)
apply sup le
-- xUys=sxU(yuz

apply sup_le le sup left (le sup of le right le sup left)

. --zZ=xU(yuz
apply le sup of le right le sup right
--xU(yuz)s(xuUy)uz
apply sup le
.- X s (xUy)uz
apply le sup of le left le sup left
--yuUzs=s(xUy)uz

apply sup le (le sup of le left le sup right) le sup right

-- 52 demostracion

example : (x Uy) Uz =xU(yuz :=
by

apply le antisymm

. apply sup_le

. apply sup le le sup left (le sup of le right le sup left)

. apply le sup of le right le sup right
. apply sup le
. apply le sup of le left le sup left

. apply sup le (le sup of le left le sup right) le sup right

-- 62 demostracion

example : (x Uy) Uz =xU(yuz :=
le antisymm
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(sup_le
(sup_le le sup left (le sup of le right le sup left))
(le_sup_of le right le sup right))
(sup_le
(le_sup of le left le sup left)
(sup_le (le sup of le left le sup right) le sup right))

-- 72 demostracion

example : (x Uy) Uz =xU(yuz :=

-- by apply?
Sup_assoc

-- Lemas usados

-- #check (le antisymm : x =y -y
-- #check (le sup left : x = x U y)
-- #check (le sup of le left : z=x -z = Xx Uy)
-- #check (le sup of le right : z =y - z = x U y)
-- #check (le sup right : y = x U y)

-- #check (le trans : X =y -y <=2z - X = Z)

-- #check (sup assoc : (x Uy) Uz =xU (yuz))
-- #check (sup le : x =z->y=2z-xUy=s2z)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

8.5. En los reticulos, x N (x Uy) = x

-- Demostrar que en los reticulos se verifica que
-- xXn(xuy)=x

-- Demostracién en lenguaje natural

-- En la demostracién se usaran los siguientes lemas

-- le antisymm XsyYy-ysx-Xx=Yy

- - inf le left : xNys=sx

-- le inf ZsX->2zZ=sy->z=sxNy
- - le rfl X = X
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-- le sup left :: x=s=xUYy

-- Por le antisymm, basta demostrar las siguientes relaciones:

-- XxXn(xuy)s=sx (1)
-- X=xnN(xuy) (2)
-- La (1) se tiene por inf le left.

-- Para demostrar la (2), por le inf, basta probar las relaciones:

- - X < X (2a)
-- XsxUy (2b)
-- La (2a) se tiene por le rfl.

-- La (2b) se tiene por le sup left

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Order.Lattice
variable {a : Type } [Lattice a]
variable (x y : a)

-- 12 demostracion

example : x N (x Uy) =X :=

by
have hl : x M (x U y) = x := inf le left
have h2 : x = x N (x U y)
{ have h2a : x = x := le_rfl
have h2b : x = x Uy := le sup left

show x = x M (x U y)

exact le inf h2a h2b }
show x M (x U y) = X
exact le antisymm hl h2

-- 22 demostracion

example : x N (x Uy) =X :=

by
have hl : x N (x U y) = x := by simp
have h2 : x = x N (x Uy) := by simp
show x M (x U y) = X
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exact le antisymm hl h2

-- 32 demostracion

example : x N (x Uy) =X :=
by
apply le antisymm
--x N (xUy)s=sx
apply inf le left
-- X =xN (xUy)
apply le inf
. -- X =X
apply le rfl
- X sxUy
apply le sup left

-- 42 demostracion

example : x M (x Uy) = x :=
le antisymm inf le left (le_inf le rfl le sup left)

-- 52 demostracion

example : x N (x Uy) =X :=
-- by apply?

inf sup self

-- 62 demostracién

example : x M (x U y) = x :=

by simp

-- Lemas usados

-- variable (z : «a)

-- #check (inf le left : x Ny = x)

-- #check (inf sup self : x N (x U y) = x)

-- #check (le antisymm : X =y -y = X »> X =Y)
-- #check (le inf : z = y->z=sxnNny)
-- #check (le rfl : x =

b3
{
N
I\



8.6. En los reticulos, x U (x My) = x 203

-- #check (le sup left : x = x U y)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

8.6. En los reticulos, x U (xNy) = x

-- Demostrar que en los reticulos se verifica que
-- XU (xny)=x

-- Demostracién en lenguaje natural

-- En la demostracién se usaran los siguientes lemas

-- le antisymm : X sy >y sX->X =Y

- - inf le left XNy s=sx

-- le rfl DX =X

-- le sup left : x=xUy

-- sup le X=Z->y=s2zZ-XxUys=szZ

-- Por le antisymm, basta demostrar las siguientes relaciones:
-- XU (xny)s=sx (1)
-- X =xU (xny) [que se tiene por le sup left]

-- Para demostrar (1), por sup le, basta probar las relaciones:
-- X = X [que se tiene por le rfl]

- - XnNys=sx [que se tiene por inf le left]

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Order.Lattice
variable {a : Type } [Lattice a]--
variable (x y : a)

-- 12 demostracion

example : X U (x Ny) =X :=
by

have hl : x U (x Ny) = X

{ have hla : x = x := le rfl
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have hlb : x Ny = x := inf le left
show x U (x My) = x
exact sup le hla hlb }
have h2 : x = x U (x ny) := le sup left
show x U (x My) = X
exact le antisymm hl h2

-- 22 demostracion

example : X U (x Ny) =X :=
by
have hl : x U (x Ny) = x :
have h2 : x = x U (x M y)
show x U (x My) = X
exact le antisymm hl h2

by simp
by simp

-- 32 demostracion

example : X U (x My) = X :=
by
apply le antisymm
-- XU (xny)s=sx
apply sup le
-- X =X
apply le rfl
.- XNy s=sx
apply inf le left
.- X =xU(xnNny)
apply le sup left

-- 42 demostracion

example : X U (x My) = X :=
-- by apply?

sup_inf self

-- 52 demostracién

example : X U (x My) = X :=

by simp
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-- Lemas usados

-- variable (z : «)

-- #check (le rfl : x = Xx)

-- #check (inf le left : x Ny = x)

-- #check (sup le : X =z->y=2z->xUy=s2z)

-- #check (le sup left : x = x U y)
-- #check (le antisymm : X =y -y = X »> X =Y)
-- #check (sup_inf self : x U (x N y) = x)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

8.7. En los reticulos, una distributiva del infi-
mo implica la otra

-- Demostrar que si a es un reticulo tal que

- - Vxyz:a xnN(yuz)=(xny)u(xnz))
-- entonces

- - (aUub)mc=(anc)u(bnc)

-- para todos los elementos de a.

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Se demuestra por la siguiente cadena de igualdades

-- (aub)nc=cn (aub) [por conmutatividad de n]J
-- =(cna)u(cnb) [por la hipdétesis]

-- = (anNc)u(cnhb) [por conmutatividad de n]j
- - =(anc)u (bnc) [por conmutatividad de n]

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Order.Lattice
variable {a : Type } [Lattice a]
variable (a b c : «)

-- 12 demostracion
example
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(h : Vxyz:a xn(yuz)=(xny)ui ((xnz))
(aub)nc=(anc)u((bnc) :=
calc
(aub)mc=cn (aub) := by rw [inf comm]
= (cnma)u(cnb) :=by rw [h]
_=(anc)u(cnb) :=by rw [@inf comm  c al
= (anc)u(bnc) :=by rw [@inf comm  c b]

-- 22 demostracidn
example
(h : Vxyz:a, xnN(yuUz)=(xny)u- (xnz))
(aub)mc=(anc)u((bnc) :=
by simp [h, inf comm]

-- Lemas usados

-- #check (inf comm : anb =bn a)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

8.8. En los reticulos, una distributiva del su-
premos implica la otra

-- Demostrar que si a es un reticulo tal que

- - Vxyz:a xU(ynz)=(xuUuy)n (xuz)
-- entonces

-- (anb)uc=(aulc)n(buc)

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Se demuestra por la siguiente cadena de igualdades

- - (anb)uc=cuU(anb) [por la conmutatividad de U]
-- = (cUa)n (cub) [por la hipdtesis]

-- = (alUc)n (cuUb) [por la conmutatividad de U]
-- = (alUc)n (buc) [por la conmutatividad de U]

-- Demostraciones con Lean4
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import Mathlib.Order.Lattice
variable {a : Type } [Lattice al
variable (a b c : a)

-- 12 demostracion

example
(h : Vxyz:a xU(ynz =(xuy)ni ((xuz))
(anmb)uc=¢(auc)ni((buc):=
calc
(anb)uc=cu (anhb) := by rw [sup_comm]
_ = (cua)n (cub) :=by rw [h]
_=(auc)n(cub) :=by rw [@Gsup comm  c al
~=(auc)n(buc) :=by rw [@Gsup comm  c b]

-- 22 demostracion
example
(h : Vxyz:a, xU(ynz) = (xuy)n(xuz))
(anmb)uc=(auc)ni(buc):=
by simp [h, sup comm]

-- Lemas usados

-- #check (sup comm : a U b =b U a)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web
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Capitulo 9

Relaciones de orden

9.1. En los ordenes parciales,a<bea=Db A a
Z b

-- Demostrar que en un orden parcial
- a<beasbna=#b

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Usaremos los siguientes lemas
-- (Va, b)[a<beas<sbnbgzal (L1)
- - (VW a, b)l[la<b-Db=<a-a=0>b] (L2)

-- Por el lema L1, lo que tenemos que demostrar es
- - asbAanb¢taeasbnanazb
-- Lo haremos demostrando las dos implicaciones.

(=) Supongamos que a <= b y b £ a. Tenemos que demostrar que
--a#b. Lo haremos por reduccién al absurdo. Para ello, supongamos que
a = b. Entonces, b = a que contradice a b ¢ a.
-- (=) Supongamos que a < b y a # b. Tenemos que demostrar que
-- b ¢ a. Lo haremos por reduccién al absurdo. Para ello, supongamos que
-- b = a. Entonces, junto con a = b, se tiene que a = b que es una
-- contradiciccién con a # b.

-- Demostraciones con Lean4

209
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Capitulo 9. Relaciones de orden

import Mathlib.Tactic

variable {a : Type
variable (a b : a)

_} [PartialOrder a]

-- 12 demostracion

example : a<beoas=sbnaa
by
rw [1t iff le not le]
--FasbAnN-b=saeas
constructor
--Fa=s>bn
rintro (hl : a =
--FasbaAanazb
constructor
--Fa=sb
exact hl
--Fa=#b
rintro (h3 : a = b)
-- F False
have h4: b
have h5: b
show False
exact h2 h5
--Fasbana#zb-asbn-b=sa
rintro (h5 : a =b , he : a # b)
--FasbaA-b=sa
constructor
--Fa=sb
exact h5
-- F-b = a
rintro (h7 : b = a)
have h8 : a = b := le antisymm h5 h7
show False
exact h6 h8

(on
>
N

IA
1
o T
N >
Q

Il
Q
Il

h3.symm
le of eq h4

IA
Q
1l

-- 22 demostracion

example : a<beoeasbaAaazb:=

by
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rw [t iff le not le]
--FasbAN-b=saeocasbnana=#b
constructor
--FasbAn-b=sa-a=sbnana=#b
rintro (hl : a = b, h2 : -b
--FasbaAana=zb
constructor
--Fa=sb
exact hl
--Faz#b
rintro (h3 : a = b)
-- + False
exact h2 (le of eq h3.symm)
--Fasbanaz#zb-a=sbn-b=sa
rintro (h4 : a =b , h5 : a # b)
--+asbaA-b=sa
constructor
--Fasb
exact h4
--F-b < a
rintro (h6 : b = a)
exact h5 (le antisymm h4 h6)

I\
Q

-- 32 demostracion

example : a<beoeasbaazb:=
by
rw [t iff le not le]
--FasbA-b=saeasbnrazb
constructor
--FasbAan-b=sa-asbnrazb
rintro (hl : a b, h2 : -b
--FasbaAana=zb
constructor
--Fa=sb
exact hl
--Fa=#b
exact fun h3 » h2 (le of eq h3.symm)
--FasbAna#zb-a=sbna-bz=sa
rintro (h4 : a =b , h5 : a # b)
--Fas=sbn-b=sa
constructor
--kFa=sb
exact h4

IA
IA
Q

W
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--F-b < a

exact fun h6 » h5 (le_antisymm h4 h6)

-- 42 demostracion

example : a<beasbarazb:=
by
rw [lt iff le not le]

--FasbnAn-bs=saeseasbnrna#b

A

constructor
--FasbAN-b=sa-a=sbana#b
rintro (hl : a = b, h2 : =b < a)

--FasbaAana#b

exact (hl, fun h3 » h2 (le of eq h3.symm))

--FasbArna##b-as=sbaA-b=a
rintro (h4 : a <b , h5 : a # b)
--Fas=sbA-b=a

exact (h4, fun h6 » h5 (le antisymm h4 h6))

-- 52 demostracion

example : a<beoasbaazb:=

by
rw [Lt iff le not le]
--FasbAan-b=saeasbnrazb
constructor

--FasbAN-b=sa-asbna#b

exact fun (hl, h2) » (hl, fun h3 » h2 (le of eq h3.symm))

--Fas=sbAana#b-a=s=bA-b=a

exact fun (h4, h5) » (h4, fun h6 » h5 (le antisymm h4 h6))

-- 62 demostracion

example : a<beoasbaazb:=
by
rw [t iff le not le]

--FasbAnN-b=saeasbna#b

exact (fun (hl, h2) » (hl, fun h3 » h2 (le of eq h3.symm)),
fun (h4, h5) » (h4, fun h6 » h5 (le antisymm h4 h6)))

-- 72 demostracion
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example : a<beoasbaazb:=
by
constructor
--Fa<b-asbnArna=#b
intro h
--h:a<b
--Fasbana=zb
constructor
. --Fa=sb
exact le of 1t h
--kFa=#b
exact ne of 1t h
--FasbAna=#b-a<b
rintro (hl, h2)

--hl : a<b
--h2 : a#b
--Fa<b

exact 1t of le of ne hl h2

-- 82 demostracion

example : a<beoasbnana=zb:=
(fun h » (le of 1t h, ne of 1t h),
fun (hl, h2) » 1t of le of ne hl h2)

-- 92 demostracion

example : a<beasbaa=b:=
1t iff le and ne

-- Lemas usados

-- #check (le antisymm : a <b - b <a - a =b)

-- #check (le of eq : a =b - a = b)

-- #check (lt iff le and ne : a <b o a=bAa#b)
-- #check (lt iff le not le : a<beas<sbnA-b=a)
-- #check (lt of le of ne : a<b-a#b-a<b>b)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Caracterizacion_de_menor_en_ordenes_parciales.lean
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9.2. Si = es un preorden, entonces <es irrefle-
xiva

-- Demostrar que si = es un preorden, entonces < es irreflexiva.

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Se usara la siguiente propiedad de lo predrdenes

- - (V a, b)l[a <bea=sbnbgal

-- Con dicha propiedad, lo que tenemos que demostrar se transforma en
- - -(a=<aANa¢ga)

-- Para demostrarla, supongamos que

-- a<ahata

-- lo que es una contradiccidn.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Tactic
variable {a : Type } [Preorder a]
variable (a : a)

-- 12 demostracion

example : -a < a :=
by
rw [Lt iff le not le]
--F-(a=anA-a=sa)
rintro (hl, h2)
-- hl : a=a
-- h2 : ma = a
--  False
exact h2 hl

-- 22 demostracion

example : -a < a :=
irrefl a
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-- Lemas usados

-- variable (b : «)
-- #check (lt iff le not le : a <b e a=sb AN -b = a)
-- f#icheck (irrefl a : -a < a)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

9.3. Si = es un preorden, entonces <es transi-

tiva

-- Demostrar que si = es un preorden, entonces < es transitiva.

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Se usard la siguiente propiedad de los predrdenes

(Va, b)[a<beasbabgal

-- Con dicha propiedad, lo que tenemos que demostrar se transforma en

asbab¢ta-b=scAhctgb-oaschnCc¢ga

-- Para demostrarla, supongamos que

b
a
C
c b

o
IN A A

-- y tenemos que demostrar las siguientes relaciones

as=s_«cC
C £ a

-- La (5) se tiene aplicando la propiedad transitiva a (1) y (3).

-- Para demostrar la (6), supongamos que

C =a

-- entonces, junto a la (1), por la propieda transitiva se tiene

c=sb

-- que es una contradiccién con la (4).

-- Demostraciones con Lean4

(1)
(2)
(3)
(4)

(5)
(6)

(7)


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Preorden_es_irreflexivo.lean
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import Mathlib.Tactic
variable {a : Type } [Preorder a]
variable (a b c : a)

-- 12 demostracion

example : a<b-b<c-ax<c:=
by
simp only [lt iff le not le]
--FasbAN-b=sa-b=scAN-Cc=sb-aschAN-C=a
rintro (hl : a =b, h2 : -b=<a) (h3 : b=<c, h4d : -c = b)
--Faschn-Ccz=sa
constructor
--kFasc
exact le trans hl h3
-- F-C < a
contrapose! h4
--h4 : c =a
--FCc=sb
exact le trans h4 hl

-- 22 demostracion

example : a<b-b<c-a<c:=
by
simp only [lt iff le not le]
--FasbAn-b=sa-b=schN-Ccsb-aschN-=a
rintro (hl : a=b, h2 : -b=<a) (h3 :b=<c, h4 : =c = b)
--FaschAN-Ccz=sa
constructor
--Fasc
exact le trans hl h3
-- F-C < a
rintro (h5 : ¢ = a)
-- F False
have h6 : ¢ = b := le trans h5 hl
show False
exact h4 h6

-- 32 demostracion
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example : a<b-b<c-a<c:=
by
simp only [lt iff le not le]
--FasbAn-b=sa-b=schAhNh-Cc=sb-aschN-cz=<a
rintro (hl1 : a =b, h2 : -b=<a) (h3 : b=c, h4 : -c = b)
--FascAN-C=<a
constructor
--kFasc
exact le trans hl h3
--F-Cc = a
exact fun h5 » h4 (le trans h5 hl)

-- 42 demostracion

example : a<b-b<c-a<c:=

by
simp only [lt iff le not le]
--FasbAn-b=sa-b=schAhNh-c=sb-aschN-=a
rintro (hl : a<=b, h2 : -b=<a) (h3 :b=<c, h4 : =c = b)
--FaschAN-C=<a
exact (le trans hl h3, fun h5 » h4 (le trans h5 hl))

-- 52 demostracion

example : a<b-b<c-a<c:=
by
simp only [lt iff le not le]
--FasbAn-b=sa-b=schAhNh-csb-aschN-C=<a
exact fun (hl, h2) (h3, h4) » (le trans hl h3,
fun h5 » h4 (le trans h5 hl))

-- 62 demostracion

example : a<b-b<c-ax<c:=
1t trans

-- Lemas usados

-- #check (Ut iff le not le : a <b e as=sbA-b=sa)
-- #check (le trans : a <=b->b=c>a=c)
-- #check (lt trans : a <b -b <c-a<c)



218 Capitulo 9. Relaciones de orden

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Preorden_transitiva.lean

Capitulo 10

Anillos ordenados

IA

10.1. En los anillos ordenados, a<=b -0

-- Demostrar que en los anillos ordenados se verifica que
-- asb-0=<sb-a

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Se usaran los siguientes lemas:
-- sub self ra-a=20
-- sub le sub right : a<b -V (c : R), a-c=<sb-c

-- Supongamos que

-- ash»b (1)
-- La demostracién se tiene por la siguiente cadena de desigualdades:

- - 0=a - a [por sub _self]

-- <b - a [por (1) y sub le sub right]

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Algebra.Order.Ring.Defs
variable {R : Type } [StrictOrderedRing R]
variable (a b ¢ : R)

-- 12 demostracion

219
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example : a b-0=<sb-a:=

I\

by
intro h
calc
O =a - a := (sub self a).symm
=b - a := sub le sub right h a

-- 22 demostracion
example : a<b->0=sb - a :=
sub_nonneg.mpr

-- 32 demostracion
example : a<b -0
by simp

IA

(o
1

Q
1l

-- Lemas usados

-- #check (sub le sub right : a <=b-Y¥Y (c : R), a-c=<b - c)
-- #check (sub nonneg : 0 =a - b b = a)
-- #check (sub self a : a - a = 0)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

10.2. En los anillos ordenados, 0 = b-a—-a =

-- Demostrar que en los anillos ordenados
-- O <b-a-a=shb

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Se usaran los siguientes lemas:

- - zero add a : 0 + a = a

-- add le add right : b<c -V (a : R), b+a=sc+a

-- sub add cancel a b : a - b +b = -a

-- Supongamos que

-- 0<b - a (1)
-- La demostracién se tiene por la siguiente cadena de desigualdades:


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Ejercicio_sobre_anillos_ordenados_1.lean
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-- a=0+a [por zero_add]
-- <= (b -a) +a [por (1) y add le add right]
-- =b [por sub add cancel]

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Algebra.Order.Ring.Defs
variable {R : Type } [StrictOrderedRing R]
variable (a b ¢ : R)

-- 12 demostracion

example : 0 =b - a->a=sb :=

by
intro h
calc
a=0+a = (zero_add a).symm
= (b -a) + a := add le add right h a
=Db = sub_add cancel b a

-- 22 demostracion

example : 0 =b - a->a=sb :=
-- by apply?

sub_nonneg.mp

-- 32 demostracion

example : 0 =b - a->a=sb :=

by simp

-- Lemas usados

-- #check (zero add a : 0 + a = a)

-- #check (add le add right : b =c->VY (a : R), b+ a=c+ a)
-- #check (sub _add cancel a b : a - b + b = a)

-- #check (sub nonneg : 0 =a - b o b =< a)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Ejercicio_sobre_anillos_ordenados_2.lean
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10.3. En los anillos ordenados, {a = b, 0 = ¢}
- ac = bc

-- Demostrar que, en los anillos ordenados, si
-- as»b
- - 0 =c
-- entonces

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Se usarédn los siguientes lemas:

-- sub _nonneg ;0
- - mul _nonneg : 0
-- sub mul a b ¢ (

N IA
v Q

~ 1

O <a *b)
*c - b * )

* © T
o o
v ! A

o N2

a-»b

-- Supongamos que

-- asb (1)
-- 0 =c

-- De (1), por sub nonneg, se tiene

-- O <b - a

-- y con (2), por mul nonneg, se tiene
-- 0 =<(b-a)*c

-- que, por sub mul, da

-- O=<b*c-a*c

-- y, aplicandole sub nonneg, se tiene
-- a*cs=sb*c

IA

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Algebra.Order.Ring.Defs
variable {R : Type } [StrictOrderedRing R]
variable (a b ¢ : R)

-- 12 demostracion

example
(h1 : a = b)
(h2 : 0 = ¢)
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:a*c=b*c:=
by
have h3 : 0 = b - a :=
sub_nonneg.mpr hl

have h4 : 0 = b * c - a * ¢ := calc
0 <(b-a)*c := mul_nonneg h3 h2
=b *c-a*c:=submulbac

showa * c = b * c
exact sub nonneg.mp h4

-- 22 demostracion

example
(hl1 : a = b)
(h2 : 0 = c)
a*cs=sb*c:=
by
have h3 : 0 = b - a := sub nonneg.mpr hl
have h4 : 0 = (b - a) * ¢ := mul _nonneg h3 h2
--h4 : O=<b*c-a*c

rw [sub mul] at h4
--a*cs=sb*c
exact sub nonneg.mp h4

-- 32 demostracion

example
(h1 : a =b)
(h2 : 0 = ¢)
ca*c=sb*c:=
by

--0=b*c-a*c
apply sub_nonneg.mp
-- 0= (b-a)*c
rw [« sub mul]

apply mul nonneg

--0=<b - a

exact sub nonneg.mpr hl
--0=sc

exact h2

-- 42 demostracion
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example
(hl : a = b)
(h2 : 0 = ¢)
ca*cs=sb*c:=
by

apply sub nonneg.mp
rw [« sub mul]
apply mul nonneg (sub nonneg.mpr hl) h2

-- 52 demostracién

example
(h1 : a
(h2 : 0
ra*c

-- by apply?

mul le mul of nonneg right hl h2

b)
c)
b * c :=

N IA

IA

-- Lemas usados

-- #check (mul le mul of nonneg right : a =b -0=<c-a*c=sb*c)
-- #check (mul nonneg : 0 =a -0 <b -0 =<a *b)
-- #check (sub mul a bc : (a-b) *c=a*c-b*c)

-- #check (sub nonneg : 0 =a - b o b = a)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Ejercicio_sobre_anillos_ordenados_3.lean

Capitulo 11

Espacios métricos

11.1. En los espacios métricos, dist(x,y) = 0

-- Ejercicio. Demostrar que en los espacios métricos
-- 0 = dist x y

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Se usarédn los siquientes lemas:

-- dist comm x y : dist x y = dist y x

- - dist self x : dist x x =0

-- dist triangle x y z : dist x z = dist x y + dist y z
-- mul two a ra*2=a+a

-- nonneg of mul nonneg left : O =a *b ->0<b-0 =< a

-- zero 1t two 10 <2

-- Por nonneg of mul nonneg left es suficiente demostrar las siguientes

-- desigualdades:
-- 0 < dist x y * 2 (1)
-- 0 <2 (2)

-- La (1) se demuestra por las siguiente cadena de desigualdades:
-- 0 = dist x x [por dist self]

dist x y + dist y x [por dist triangle]

dist x y + dist x y [por dist comm]

dist x y * 2 [por mul two]

1
1A

-- La (2) se tiene por zero lt two.

225
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-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Topology.MetricSpace.Basic
variable {X : Type } [MetricSpace X]
variable (x y : X)

-- 12 demostracién
example : 0 =< dist x y :=
by
have hl : 0 = dist x y * 2 := calc

0 = dist x x := (dist_self x).symm
dist x y + dist y x := dist triangle x y X
dist x y + dist x y := by rw [dist comm x y]
= dist x y * 2 (mul two (dist x y)).symm
show 0 = dist x y
exact nonneg of mul nonneg left hl zero 1t two

I IA

-- 22 demostracién
example : 0 =< dist x y :=
by
apply nonneg of mul nonneg left
-- 0 =dist x y * 2

calc 0 = dist x x = by simp only [dist self]
= dist x y + dist y x := by simp only [dist triangle]
= dist x y + dist x y := by simp only [dist comm]
_ =dist xy * 2 := by simp only [mul two]

-- 0 <2

exact zero lt two

-- 32 demostracidn
example : 0 =< dist x y :=
by
have : 0 = dist x y + dist y x := by
rw [« dist self x]
apply dist triangle
linarith [dist comm X y]

-- 32 demostracién
example : 0 =< dist x y :=
-- by apply?

dist nonneg

-- Lemas usados
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-- variable (a b : R)
-- variable (z : X)

-- #check
-- #check
-- #check
-- #check
-- #check
-- #check
-- #check

(dist nonneg : 0 = dist x y)

(dist self x : dist x x o)

(dist triangle x y z : dist x z = dist x y + dist y z)
(mul two a : a * 2 =a + a)

(nonneg of mul nonneg left : @ =a *b->0<b->0 < a)
(zero lt two : 0 < 2)

(dist comm x y : dist x y = dist y Xx)
X

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Ejercicio_en_espacios_metricos.lean
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Capitulo 12

Funciones reales

12.1. La suma de una cota superior de f y una
cota superior de g es una cota superior
de f+g

-- Demostrar que la suma de una cota superior de f y una cota superior
-- de g es una cota superior de f + g.

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Se usara el siguiente lema
-- add le add : a<b->-c=d-a+c=<sb+d

-- Por la definicidén de cota superior, hay que demostrar que

-- (Vx €ER) [f(x) + g(x) = a + b] (1)
-- Para ello, sea x € R. Puesto que es a es una cota superior de f, se

-- tiene que

-- f(x) <= a (2)
-- y, puesto que b es una cota superior de g, se tiene que

- g(x) =b (3)

-- De (2) y (3), por add le add, se tiene que
- - f(x) + g(x) =a+b
-- que es lo que habia que demostrar.

-- Demostraciones con Lean4

229
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import Mathlib.Data.Real.Basic

-- (CotaSuperior f a) se verifica si a es una cota superior de f.
def CotaSuperior (f : R - R) (a : R) : Prop :=
Vx, fx=a

variable {f g : R - R}
variable {a b : R}

-- 12 demostracion

example
(hfa : CotaSuperior f a)
(hgb : CotaSuperior g b)
: CotaSuperior (f + g) (a + b) :=

by
have hl : V x, (f + g) X =a + b := by
{ intro x
have h2 : f x = a := hfa x
have h3 : g x = b := hgb x

show (f + g) x =a+b

exact add le add h2 h3 }
show CotaSuperior (f + g) (a + b)
exact hl

-- 22 demostracion

example
(hfa : CotaSuperior f a)
(hgb : CotaSuperior g b)
: CotaSuperior (f + g) (a + b) :=
by
have hl : V x, (f + g) x =a+ b := by
{ intro x
show (f + g) x =a + b
exact add le add (hfa x) (hgb x) }
show CotaSuperior (f + g) (a + b)
exact hl

-- 32 demostracion

example
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(hfa : CotaSuperior f a)

(hgb : CotaSuperior g b)

: CotaSuperior (f + g) (a + b) :=
by

intro x

dsimp

apply add le add

. apply hfa

. apply hgb

-- 42 demostracion

theorem sumaCotaSup
(hfa : CotaSuperior f a)
(hgb : CotaSuperior g b)
(a + b)
(hgb x)

: CotaSuperior (f + g)
A x » add le add (hfa x)

-- Lemas usados

-- variable (c d : R)
-- #check (add le add : a=<=b-c=s=d-a+c=<sb+d)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

12.2. La suma de una cota inferior de f y una
cota inferior de g es una cota inferior de
f+9

-- Demostrar que la suma de una cota inferior de f y una cota inferior
-- de g es una cota inferior de f + g.

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Se usara el siguiente lema
-- add le add : a<b-c=d-a+cs=<sb+d


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Suma_de_cotas_superiores.lean
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-- Por la definicidén de cota inferior, hay que demostrar que

-- (VX ER) [a+b = f(x) +g(x)] (1)
-- Para ello, sea x € R. Puesto que es a es una cota inferior de f, se

-- tiene que

- - a s f(x) (2)
-- y, puesto que b es una cota inferior de g, se tiene que

-- b = g(x) (3)

-- De (2) y (3), por add le add, se tiene que
-- a+bs=sf(x)+ g(x)
-- que es lo que habia que demostrar.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic

-- (CotaInferior f a) expresa que a es una cota inferior de f.
def CotaInferior (f : R - R) (a : R) : Prop :=
Vx, a=sfx

variable {f g : R » R}
variable {a b : R}

-- 12 demostracién
example
(hfa : CotaInferior f a)
(hgb : CotaInferior g b)
: CotaInferior (f + g) (a + b) :=

by
have hl : V x, a + b = f x + g X
{ intro x
have hla : a = f x := hfa x
have hlb : b = g x := hgb x
show a + b = f x + g x

exact add le add hla hlb }
show CotaInferior (f + g) (a + b)
exact hl

-- 22 demostracion
example

(hfa : CotaInferior f a)

(hgb : CotaInferior g b)

: CotaInferior (f + g) (a + b) :=
by

have hl : V x, a+b =f x + g x
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{ intro x

show a + b = f x + g x

exact add le add (hfa x) (hgb x) }
show CotaInferior (f + g) (a + b)
exact hl

-- 32 demostracién
example

(hfa : CotaInferior f a)

(hgb : CotalInferior g b)

: CotaInferior (f + g) (a + b) :=
by

intro x

dsimp

apply add le add

. apply hfa

. apply hgb

-- 42 demostracién
theorem sumaCotalInf

(hfa : CotalInferior f a)

(hgb : CotaInferior g b)

: CotaInferior (f + g) (a + b)
A x » add le add (hfa x) (hgb x)

-- Lemas usados

-- variable (c d : R)
-- #check (add le add : a<=b-c=sd-a+c=<sb+d)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

12.3. EIl producto de funciones no negativas es
no negativo

-- Demostrar que el producto de dos funciones no negativas es no
-- negativa.

-- Demostracién en lenguaje natural
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im

de

va

ex

by

ex

Se usard el siguiente lema
mul nonneg : 0 =a->0<b-0=a*b

Hay que demostrar que

(Y x €R) [0 = f(x) * g(x)] (1)
Para ello, sea x € R. Puesto que f es no negatica, se tiene que

0 = f(x) (2)
y, puesto que g es no negativa, se tiene que

0 =< g(x) (3)

De (2) y (3), por mul nonneg, se tiene que
0 = f(x) * g(x)
que es lo que habia que demostrar.

Demostraciones con Lean4

port Mathlib.Data.Real.Basic

(CotaInferior f a) expresa que a es una cota inferior de f.
f CotaInferior (f : R - R) (a : R) : Prop :=
Vx, asfx

riable (f g : R -» R)

12 demostracion

ample

(nnf : CotalInferior f 0)
(nng : Cotalnferior g 0)

: Cotalnferior (f * g) O :

have hl : Vx, 0 = f x * g x
{ intro x
have h2: 0 = f x := nnf x
have h3: 0 = g x := nng x

show 0 = f x * g X

exact mul nonneg h2 h3 }
show Cotalnferior (f * g) 0O
exact hl

22 demostracidn

ample

(nnf : CotalInferior f 0)
(nng : CotaInferior g 0)
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: CotaInferior (f * g) 0 :=
by
have hl : Vx, 0 = f x * g x
{ intro x
show 0 = f x * g x

exact mul nonneg (nnf x) (nng x) }

show CotaInferior (f * g) 0O
exact hl

-- 32 demostracion
example

(nnf : CotaInferior f 0)

(nng : CotaInferior g 0)

: CotaInferior (f * g) 0O
by

intro x

dsimp

apply mul nonneg

. apply nnf

. apply nng

-- 42 demostracién
example
(nnf : CotalInferior f 0)
(nng : Cotalnferior g 0)
: CotaInferior (f * g) 0 :=
A X » mul nonneg (nnf x) (nng x)

-- Lemas usados

-- variable (a b : R)

-- #check (mul nonneg : 0 =a -0 <b->0=a *b)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web
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12.4. Siaes unacotasuperior no negativade f
y b es es una cota superior de la funcidn
no negativa g, entonces ab es una cota
superior de fg

-- Demostrar que si a es una cota superior de f, b es una cota superior
-- de g, a es no negativa y g es no negativa, entonces ab es una cota
-- superior de fg.

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Se usara el siguiente lema
-- mul lemul : a<sb-c=s=d-0=sc-0=sb-a*cs=s>b*d

-- Hay que demostrar que

-- (VXx ER) [fx *gx=a*b] (1)

-- Para ello, sea x € R. Puesto que a es una cota superior de f, se tiene que
-- f(x) <= a (2)

-- puesto que b es una cota superior de g, se tiene que

-- g(x) =b (3)

-- puesto que g es no negativa, se tiene que

-- 0 = g(x) (4)

-- y, puesto que a es no negativa, se tiene que

-- 0 < a (5)

-- De (2), (3), (4) y (5), por mul le mul, se tiene que
-- fx*gx=a*b
-- que es lo que habia que demostrar.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic

-- (CotaSuperior f a) se verifica si a es una cota superior de f.
def CotaSuperior (f : R - R) (a : R) : Prop :=
Vx, fx=a
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-- (CotaInferior f a) expresa que a es una cota inferior de f.
def CotaInferior (f : R - R) (a : R) : Prop :=
Vx, asfx

variable (f g : R - R)
variable (a b : R)

-- 12 demostracion
example
(hfa : CotaSuperior f a)
(hgb : CotaSuperior g b)
(nng : CotalInferior g 0)
(nna : 0 = a)
: CotaSuperior (f * g) (a * b) :=

by
have hl : Vv x, f x *gx=a * b
{ intro x
have h2 : f x = a := hfa x
have h3 : g x = b := hgb x
have h4 : 0 = g x := nng X

show f x *gx=a *b

exact mul le mul h2 h3 h4 nna }
show CotaSuperior (f * g) (a * b)
exact hl

-- 22 demostracioén
example

(hfa : CotaSuperior f a)

(hgb : CotaSuperior g b)

(nng : CotalInferior g 0)

(nna : 0 = a)

: CotaSuperior (f * g) (a * b) :=
by

intro x

dsimp

apply mul le mul

. apply hfa

. apply hgb

. apply nng

. apply nna

-- 32 demostracién
example
(hfa : CotaSuperior f a)
(hgb : CotaSuperior g b)
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(nng : CotalInferior

(nna : 0 = a)

: CotaSuperior (f *
by

intro x

have hl:= hfa x

have h2:= hgb x

have h3:= nng x

exact mul le mul hl

-- 42 demostracion

example
(hfa : CotaSuperior
(hgb : CotaSuperior
(nng : CotaInferior
(nna : 0 = a)
: CotaSuperior (f *
by
intro x

specialize hfa x
specialize hgb x
specialize nng x

9 0)

g) (a *b) :=

h2 h3 nna

exact mul le mul hfa hgb nng nna

-- 52 demostracion

example
(hfa : CotaSuperior
(hgb : CotaSuperior
(nng : CotaInferior
(nna : 0 = a)

: CotaSuperior (f *
A x » mul le mul (hfa

-- Lemas usados

-- variable (c d : R)

-- #check (mul le mul :

f a)
gb)
g 0)

g) (a * b) :=
x) (hgb x) (nng Xx) nna

asb-c=sd-0=sc-0=<sb-a*c=s>b=*d)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web
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12.5. La suma de dos funciones acotadas su-
periormente también lo esta

-- Demostrar que la suma de dos funciones acotadas superiormente también
-- lo esta.

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Del ejercicio ”"La suma de una cota superior de f y una cota superior
-- de g es una cota superior de f+g” (que se encuentra en

-- https://bit.ly/3QauluK ) usaremos la definicidén de cota superior

-- (CotaSuperior) y el lema sumaCotaSup.

-- Puesto que f estad acotada superiormente, tiene una cota superior. Sea
-- a una de dichas cotas. Analogamentte, puesto que g estd acotada

-- superiormente, tiene una cota superior. Sea b una de dichas

-- cotas. Por el lema sumaCotaSup, a+b es una cota superior de f+g. or
-- consiguiente, f+g estd acotada superiormente.

-- Demostraciones con Lean4

import src.Suma de cotas superiores
variable {f g : R -» R}

-- (acotadaSup f) afirma que f tiene cota superior.
def acotadaSup (f : R - R) :=
1 a, CotaSuperior f a

-- 12 demostracidn
example
(hf : acotadaSup f)
(hg : acotadaSup g)
: acotadaSup (f + g) :=
by
cases’ hf with a ha
--a:R
-- ha : CotaSuperior f a
cases’ hg with b hb
--b : R
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-- hb : CotaSuperior g b

have hl : CotaSuperior (f + g) (a + b) :=

sumaCotaSup ha hb

have h2 : 3 z, CotaSuperior (f+g) z :

Exists.intro (a + b) hl
show acotadaSup (f + g)
exact h2

-- 22 demostracién
example

(hf : acotadaSup f)

(hg : acotadaSup g)

: acotadaSup (f + g) :=
by

cases’ hf with a ha

--a:R

-- ha : FnUb f a

cases’ hg with b hb

--b R

-- hb : FnUb g b

use a + b

apply sumaCotaSup ha hb

-- 42 demostracion
example
(hf : acotadaSup f)
(hg : acotadaSup g)
: acotadaSup (f + g) :=
by
rcases hf with (a, ha)
rcases hg with (b, hb)
exact (a + b, sumaCotaSup ha hb)

-- 52 demostracion
example :

acotadaSup f - acotadaSup g - acotadaSup (f + g)

by
rintro (a, ha) (b, hb)
exact (a + b, sumaCotaSup ha hb)

-- 62 demostracion
example :

acotadaSup f - acotadaSup g - acotadaSup (f + g)

fun (a, ha) (b, hb) » (a + b, sumaCotaSup ha hb)
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-- Lemas usados

-- #check (sumaCotaSup : CotaSuperior f a - CotaSuperior g b - CotaSuperior (f + g) (a +

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

12.6. La suma de dos funciones acotadas infe-
riormente también lo esta

-- Demostrar que la suma de dos funciones acotadas inferiormente también
-- lo esta.

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Del ejercicio "La suma de una cota inferior de f y una cota inferior
-- de g es una cota inferior de f+g” usaremos la definicidén de cota
-- inferior (CotaInferior) y el lema sumaCotalnf.

-- Puesto que f esta acotada inferiormente, tiene una cota inferior. Sea
-- a una de dichas cotas. Andlogamentte, puesto que g estad acotada

-- Inferiormente, tiene una cota inferior. Sea b una de dichas

-- cotas. Por el lema FnLb add, a+b es una cota inferior de f+g. Por

-- consiguiente, f+g esta acotada inferiormente.

-- Demostraciones con Lean4

import src.Suma de cotas inferiores
variable {f g : R -» R}

-- (acotadaInf f) afirma que f tiene cota inferior.
def acotadaInf (f : R - R) :=
i a, Cotalnferior f a

-- 12 demostracidn
example
(hf : acotadaInf f)
(hg : acotadaInf g)


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src//Suma_de_funciones_acotadas_superiormente.lean
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by

: acotadalInf (f + g) :=

cases’ hf with a ha
--a:R
-- ha : CotaInferior f a
cases’ hg with b hb
--b: R
-- hb : CotalInferior g b
have hl :
have h2 :
Exists.intro (a + b) hl
show acotadaInf (f + g)
exact h2

22 demostracion

example

(hf : acotadalnf f)
(hg : acotadalnf g)
: acotadaInf (f + g) :=

by

cases’ hf with a ha
--a:R

-- ha : FnLb f a
cases’ hg with b hgb
--b : R
-- hgb :
use a + b
-- F FnLb (f + g) (a + b)
apply sumaCotaInf ha hgb

FnLb g b

-- 32 demostracion
example

(hf : acotadalInf f)
(hg : acotadalnf g)
: acotadaInf (f + g) :=

by

rcases hf with (a, ha)

--a:R

-- ha : FnLb f a

rcases hg with (b, hb)

--b : R

-- hb : FnLb g b

exact (a + b, sumaCotaInf ha hb)

-- 42 demostracion

Cotalnferior (f + g) (a + b)
i z, CotalInferior (f + g) z

sumaCotaInf ha hb
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example :
acotadalnf f - acotadalInf g - acotadalInf (f + g) :=
by
rintro (a, ha) (b, hb)
--a:R
-- ha : FnLb f a
--b : R
-- hb : FnLb g b
exact (a + b, sumaCotaInf ha hb)
-- 52 demostracion
example :
acotadalnf f - acotadalInf g - acotadalInf (f + g) :=
fun (a, ha) (b, hb) » (a + b, sumaCotaInf ha hb)
-- Lemas usados
-- #check (sumaCotaInf : FnLb f a -» FnLb g b - FnLb (f + g) (a + b))
Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web
12.7. Si a es una cota superior de fyc = 0,

entonces ca es una cota superior de cf

-- Demostrar que si a es una cota superior de f y c = 0,
-- entonces ¢ * a es una cota superior de c * f.

-- Demostracién en lenguaj natural

-- Se usara el lema

== {b = c, 0 < a} + ab = ac (L1)

-- Tenemos que demostrar que

-- (Vy €R) cf(y) = ca.

-- Sea y € R. Puesto que a es una cota de f, se tiene que
-- f(y) < a

-- que, junto con ¢ = 0, por el lema L1 nos da

-- cf(y) = ca
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-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic

-- (CotaSuperior f a) se verifica si a es una cota superior de f.

def CotaSuperior (f : R - R) (a : R)
Vx, fx=a

variable {f : R - R}
variable {c : R}

-- Demostraciones con Lean4

-- 12 demostracién
example
(hfa : CotaSuperior f a)
(h : c=0)

: CotaSuperior (fun x » ¢ * f x) (c * a)

by
intro y
--y R
--F (fun x =>c * f x) y<c * a
have ha : f y =a := hfay
calc (fun x => c * f x) y
=c* fy :=by rfl

=c*a := mul le mul of nonneg left ha h

-- 22 demostracion

example
(hfa : CotaSuperior f a)
(h : c=0)
: CotaSuperior (fun x » ¢ * f x) (c * a)
by
intro y
calc (fun x => c * f x) y
=c* fy :=by rfl
=c * a =

-- 32 demostracion
example
(hfa : CotaSuperior f a)
(h : c=0)

mul le mul of nonneg left (hfa y) h
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: CotaSuperior (fun x » ¢ * f x) (c * a) :=
by

intro y

show (fun x => c * f x) y = c * a

exact mul le mul of nonneg left (hfa y) h

-- 42 demostracién
lemma CotaSuperior mul

(hfa : CotaSuperior f a)

(h : c = 0)

: CotaSuperior (fun x » ¢ * f x) (c * a) :=
fun y » mul le mul of nonneg left (hfa y) h

-- Lemas usados

-- variable (c : R)
-- #check (mul le mul of nonneg left : b<sc->0=<a-a*b=sa*c)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

12.8. Sic =0y f esta acotada superiormente,
entonces c-f también lo esta

-- Demostrar que si c = 0 y f estd acotada superiormente, entonces c * f
-- también lo estd.

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Usaremos el siguiente lema:
- - CotaSuperior mul : CotaSuperior f a - ¢ = 0 -» CotaSuperior (fun x » ¢ * f x) (c *

-- Puesto que f esta acotada superiormente, tiene una cota superior. Sea
-- a una de dichas cotas. Entonces, por el lema CotaSuperior mul, ca es una cota

-- superior de cf. Por consiguiente, cf estd acotada superiormente.

-- Demostraciones con Lean4
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import src.Cota superior de producto por escalar

variable {f : R - R}
variable {c : R}

-- (acotadaSup f) afirma que f tiene cota superior.
def acotadaSup (f : R - R) :=
1 a, CotaSuperior f a

-- 12 demostracion
example
(hf : acotadaSup f)
(hc : c = 0)
: acotadaSup (fun x » ¢ * f x) :=
by
cases’ hf with a ha
--a:R
-- ha : CotaSuperior f a
have hl : CotaSuperior (fun x » ¢ * f x) (c * a) :=
CotaSuperior mul ha hc
have h2 : 3 z, V x, (fun x » ¢ * f X) x = 2z :=
Exists.intro (c * a) hl
show acotadaSup (fun x » ¢ * f Xx)
exact h2

-- 22 demostracion
example
(hf : acotadaSup f)
(hc : ¢ = 0)
: acotadaSup (fun x » ¢ * f x)
by
cases’ hf with a ha
--a: R
-- ha : CotaSuperior f a
use ¢ * a
-- + CotaSuperior (fun x => ¢ * f x) (c * a)
apply CotaSuperior mul ha hc

-- 32 demostracion

example

(hf : acotadaSup f)

(hc : c = 0)

: acotadaSup (fun x » ¢ * f x) :=
by

rcases hf with (a, ha)
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--a: R
-- ha : CotaSuperior f a
exact (c * a, CotaSuperior mul ha hc)

-- 42 demostracion
example

(hc : c =2 0)

: acotadaSup f - acotadaSup (fun x » ¢ * f x) :=
by

rintro (a, ha)

--a: R

-- ha : CotaSuperior f a

exact (c * a, CotaSuperior mul ha hc)

-- 52 demostracion
example

(hc : ¢ = 0)

: acotadaSup f - acotadaSup (fun x » c * f x) :=
fun (a, ha) » (c * a, CotaSuperior mul ha hc)

-- Lemas usados

-- #check (CotaSuperior mul : CotaSuperior f a - ¢ = 0 - CotaSuperior (fun x » c * f Xx)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

12.9. Si para cada a existe un x tal que f(x) >a,
entonces f no tiene cota superior

-- Demostrar que si f es una funcidén de R en R tal que para cada a,
-- existe un x tal que f x > a, entonces f no tiene cota superior.

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Supongamos que f tiene cota superior. Sea b una de dichas cotas

-- superiores. Por la hipdétesis, existe un x tal que f(x) > b. Ademas,
-- como b es una cota superior de f, f(x) = b que contradice la

-- desigualdad anterior.


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Producto_por_escalar_acotado_superiormente.lean
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-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
def CotaSuperior (f : R - R) (a : R)
Vx, fx=a

def acotadaSup (f : R - R)
1 a, CotaSuperior f a
variable (f : R - R)
-- 12 demostracion
example
(h : Va, 3x, fx>a)
: - acotadaSup f :=

by
intros hf
-- hf : acotadaSup f
-- F False
cases’ hf with b hb
--b : R
-- hb : CotaSuperior f b
cases’ h b with x hx
--x R
-- hx : fx>b
have : f x = b := hb x

linarith

-- 22 demostracion
theorem sinCotaSup
(h : Va, 3x, fx>a)
: - acotadaSup f :=
by
intros hf
-- hf : acotadaSup f
-- F False
rcases hf with (b, hb :
rcases h b with (x, hx :
have : f x = b := hb x
linarith

f x > b)

: Prop :=

CotaSuperior f b)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web
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12.10. Si para cada a existe un x tal que f(x)
<a, entonces f no tiene cota inferior

-- Demostrar que si f es una funcidén de R en R tal que para cada a,
-- existe un x tal que f x < a, entonces f no tiene cota inferior.

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Supongamos que f tiene cota inferior. Sea b una de dichas cotas

-- inferiores. Por la hipdtesis, existe un x tal que f(x) < b. Ademds,
-- como b es una cota inferior de f, b = f(x) que contradice la

-- desigualdad anterior.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic

def CotaInferior (f : R - R) (a : R) : Prop :=
V x, a=sfTx

def acotadaInf (f : R - R) : Prop :=
i a, CotalInferior f a

variable (f : R - R)

-- 12 demostracidn
example
(h : Va, 3 x, fx<a)
: - acotadalInf f :=
by
intros hf
-- hf : acotadaInf f
-- F False
cases’ hf with b hb
--b R
-- hb : CotaInferior f b
cases’ h b with x hx
--x R
-- hx : fx<b
have : b = f x := hb x
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linarith

-- 22 demostracién
example
(h : Ya, 4 x, fx<a)
: - acotadalInf f :=
by
intros hf
-- hf : acotadaInf f
-- F False
rcases hf with (b, hb : CotaInferior f b)
rcases h b with (x, hx : f x < b)
have : b = f x := hb x
linarith

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

12.11. Lafuncionidentidad no esta acotada su-
periormente

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Usamos el lema de ejercicio anterior (que afirma que si para cada a,
-- existe un x tal que f x > a, entonces f no tiene cota superior) basta
-- demostrar que

- - (Va € R)(Ix € R) [x > a]

-- Sea a € R. Entonces a + 1 > a y, por tanto, (Ix € R) [x > a].

-- Demostraciones con Lean4

import src.Funcion no acotada superiormente

-- 12 demostracidn
example : — acotadaSup (fun x » X) :=
by

apply sinCotaSup


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Funcion_no_acotada_inferiormente.lean
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--FV (a:R), 3 x, x>a
intro a

--a:R

--F3d x, x > a

use a + 1

--Fa+1>a

linarith

-- 22 demostracidn
example : - acotadaSup (fun x » x) :=
by

apply sinCotaSup

--F+VY (a:R), 3 x, x>a

intro a

--a:R

--F3dx, x >a

exact (a + 1, by linarith)

-- 32 demostracion
example : — acotadaSup (fun x » x) :=

by
apply sinCotaSup
--FV (a:R), 33 x, x>a
exact fun a » (a + 1, by linarith)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

12.12. Sif no esta acotada superiormente, en-
tonces (Va)(3ax)[f(x) >a]

-- Sea f una funcién de R en R. Demostrar que si f no estd acotada
-- superiormente, entonces (Va)(3ax)[f(x) > a].

-- Demostraciones en lenguaje natural (LN)

-- 12 demostracién en LN

-- Usaremos los siguientes lemas


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/La_identidad_no_esta_acotada_superiormente.lean
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-(3Ix)P(x) - (Vx)-P(x) (L1)
-a>b-a=<b (L2)

Sea a € R. Tenemos que demostrar que
(Ix) [f(x) > a]
Lo haremos por reduccién al absurdo. Para ello, suponemos que
=(3x)[f(x) > al (1)
y tenemos que obtener una contradiccién. Aplicando L1 a (1) se tiene
(Vx)[- f(x) > al
y, aplicando L2, se tiene
(Vx)[f(x) = al
Lo que significa que a es una cota superior de f y, por tanto f esta
acotada superiormente, en cotradiccidén con la hipdtesis.

22 demostracién en LN

Por la contrareciproca, se supone que
=(Va)(3x)[f(x) > a] (1)

y tenemos que demostrar que f esta acotada superiormente.
Interiorizando la negacién en (1) y simplificando, se tiene que
(3a) (Vx)[f x = a]

que es lo que teniamos que demostrar.

Demostraciones con Lean 4

import Mathlib.Data.Real.Basic

def CotaSuperior (f : R - R) (a : R) : Prop :=

Vx, fx=a

def acotadaSup (f : R - R) :=

1 a, CotaSuperior f a

variable (f : R - R)

-- 12 demostracion

example

(h : —acotadaSup f)
: Va, 3x, fx=>a:=
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ex

by

intro a
--a: R
--+F3dx, fx>a
by contra hl
--hl1 : -3 x, fx>a
-- F False
have h2 : V x, = f x > a :=
forall not of not exists hl
have h3 : V x, f x = a := by
intro x
have h3a : = f x > a := h2 x
show f x = a
exact le of not gt h3a
have h4 : CotaSuperior f a := h3
have h5 : 3 b, CotaSuperior f b := (a, h4)
have h6 : acotadaSup f := h5
show False
exact h hoé

22 demostracion

ample
(h : —acotadaSup f)
:Va, 3x, fx>a:=

intro a

--a: R

--F3dx, fXx>a

by contra hl

--hl : -3 x, fx>a
--  False

apply h

-- + acotadaSup f

use a

-- + CotaSuperior f a
intro x

--x R

--FfXx = a

apply le of not gt
--Ff x> a

intro h2
--h2 : fx>a

--  False

apply hl
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--+F 3 x, fx>a
use x
--Ffx>a
exact h2

-- 32 demostracion

example
(h : —acotadaSup f)
:Va, 3x, fx>a:=

by
unfold acotadaSup at h
-- h : -3 a, CotaSuperior f a
unfold CotaSuperior at h
--h:-3a, V(x:R), fx=a
push neg at h
--V(a:R), 3 x, fx>a
exact h

-- 42 demostracion

example
(h : —acotadaSup f)
:Va, 3x, fx>a:=
by
simp only [acotadaSup, CotaSuperior] at h
--h:-3a, V(x:R), fx=a
push neg at h
--V(a:R), 3 x, fx>a
exact h

-- 52 demostracion

example
(h : —-acotadaSup f)
Va, dx, fx>a:=
by
contrapose h
--h: =Y (a:R), I x, fTXx>a
-- + ——acotadaSup f
push neg at *
--h:3a, V(x:R), fx=a
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-- + acotadaSup f
exact h

-- 62 demostracion

example
(h : —acotadaSup f)
Va, 3x, fx>a:=
by
contrapose! h
--h:3a, V(x:R), fx=a
--  acotadaSup f
exact h

-- Lemas usados

-- variable {a : Type }
-- variable (P : a - Prop)
-- #check (forall not of not exists : (-4 x, P x) - V x, —-P Xx)

-- variable (a b : R)
-- #check (le of not gt : ma >b - a = b)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

12.13. Si —(Va)(Ix)[f(x) >al, entonces f esta
acotada superiormente

-- Demostrar que si —(Va)(3x)[f(x) > a], entonces f esta acotada
-- superiormente.

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Tenemos que demostrar que f es acotada superiormente; es decir, que
-- (da) (Vx)[f(x) = a]

-- que es exactamente la férmula obtenida interiorizando la negacidén en
-- la hipdtesis.


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/CN_no_acotada_superiormente.lean
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-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic

def CotaSuperior (f : R - R) (a : R)
Vx, fx=a

def acotadaSup (f : R - R) :=
1 a, CotaSuperior f a

variable (f : R - R)

-- 12 demostracion

example
(h : =¥ a, 3 x, fx>a)
: acotadaSup f :=

by
unfold acotadaSup
-- + 3 a, CotaSuperior f a
unfold CotaSuperior
--kF3da, V(x:R), fx
push neg at h
--h:3a, V(x:R), fx
exact h

I\
Q

IA
Q

-- 22 demostracion

example
(h : =¥ a, 4 x, f x> a)
: acotadaSup f :=

by
unfold acotadaSup CotaSuperior
--F3da, V(x:R), fx=a
push neg at h
--h:3a, V(x:R), fx=a
exact h

-- 32 demostracion

: Prop :=
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example
(h : =¥ a, 3 x, f x > a)
: acotadaSup f :=
by
push neg at h
--h:3a, V(x:R), fx=<a
exact h

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

12.14. Suma de funciones monotonas

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Se usara el siguiente lema:
-- add leadd : asb->c=d-a+c=b+d

-- Supongamos que f y g son mondétonas y teneno que demostrar que f+g
-- también lo es; que

-- Vab, asb- (f+g)la) = (f+g)b)

-- Sean a, b € R tales que

-- as»o

-- Entonces, por ser f y g mondétonas se tiene

-- f(a) = f(b)

-- g(a) = g(b)

-- Entonces,

— (f +g)(a) = f(a) + g(a)

-- < f(b) + g(b) [por add le add, (2) y (3)]
=c = (f + g)(b)

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable (f g : R - R)

-- 12 demostracion

(1)

(2)
(3)


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/CS_de_acotada_superiormente.lean
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example
(mf : Monotone f)
(mg : Monotone g)
: Monotone (f + g) :=
by
have hl : YV a b, a=<b
{ intros a b hab
have h2 : f
have h3 : ¢
calc (f + ¢

l

(f+g)a=s(f+qg)b

(o
|

= mf hab
mg hab

0 Q
IA A
Q —h
o

1l

rfl
= add _le add h2 h3
rfl }

1A
—~ —h —h

- —QQ QQ 9
+ T T O
|

exact hl

-- 22 demostracion
example
(mf : Monotone f)
(mg : Monotone g)
: Monotone (f + g) :=
by
have hl : Vab, a=sb- (f+g)a=s (f+g)b
{ intros a b hab
calc (f + g) a

=fa+ga:=rfl
~_=fb+gb :=add le add (mf hab) (mg hab)
= (f+gqg) b :=rfl}
show Monotone (f + g)
exact hl

-- 32 demostracién
example
(mf : Monotone f)
(mg : Monotone g)
: Monotone (f + g) :=
by
have hl : Vab, a=b- (f+qg)a=s (f+g)b
{ intros a b hab
show (f + g) a = (f+49g) b
exact add le add (mf hab) (mg hab) }
show Monotone (f + g)
exact hl

-- 42 demostracion
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example
(mf : Monotone f)
(mg : Monotone g)
: Monotone (f + g) :=
by
--ab:R
-- hab : a =b
intros a b hab
apply add le add
-- fasfhb
apply mf hab
-- gas=sghb
apply mg hab

-- 52 demostracioén
example
(mf : Monotone f)
(mg : Monotone g)
: Monotone (f + g) :=
A hab » add le add (mf hab) (mg hab)

-- Lemas usados

-- variable (a b c d : R)

-- #check (add le add : a<=b-c=s=d-a+c=<sb+d)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

12.15. Sic es no negativo y f es monétona, en-

tonces cf es monétona.

-- mondtona.

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Se usara el Lema

-- mul le mul of nonneg left : b=sc-0=a->a*b=sa*c

-- Demostrar que si c es no negativo y f es monétona, entonces cf es


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Suma_de_funciones_monotonas.lean
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-- Tenemos que demostrar que

-- (Va, b €R) [a=b - (cf)(a) = (cf)(b)]

-- Sean a, b € R tales que a < b. Puesto que f es mondtona, se tiene
-- f(a) = f(b).

-- y, junto con la hipdtesis de que c es no negativo, usando el lema
-- mul _le mul of nonneg left, se tiene que

-- cf(a) = cf(b)

-- que es lo que habia que demostrar.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic

variable (f : R - R)
variable {c : R}

-- 12 demostracidn
example
(mf : Monotone f)
(nnc : 0 = ¢)
: Monotone (fun x » c * f x) :=
by
have hl : Vab, a<b- (fun x» c* f x) a=< (funxw» c * f x) b
{ intros a b hab
have h2 : f a =< f b := mf hab
show (fun x » ¢ * f x) a = (fun x» c * f X) b
exact mul le mul of nonneg left h2 nnc }
show Monotone (fun x » ¢ * f x)
exact hl

-- 22 demostracion
example
(mf : Monotone f)
(nnc : 0 = ¢)
: Monotone (fun x » ¢ * f x) :=
by
--ab:R
-- hab : a =b
intros a b hab
-- (fun x => ¢ * f x) a < (fun x = c * f x) b
apply mul le mul of nonneg left
--fasfT»oh
apply mf hab
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--0=sc
apply nnc

-- 32 demostracién
example (mf : Monotone f) (nnc : 0 = c)

A

Monotone (fun x » ¢ * f x) :=
~__hab » mul _le mul of nonneg left (mf hab) nnc

-- Lemas usados

-- variable (a b : R)
-- #check (mul le mul of nonneg left : bs<sc->0=<a-a*bs=sa*c)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

12.16. La composicion de dos funciones moné-

tonas es monotona

Demostracidén en lenguaje natural

Sean f y g dos funciones mondtonas de R en R. Tenemos que demostrar
que f o g es mondétona; es decir, que
(Va b€eR) [a=sb- (fe-g)la)=(f-g)b)l]
Sean a, b € R tales que a <= b. Por ser g monétona, se tiene
g(a) = g(b)
y, por ser f monétona, se tiene
f(g(a)) = f(g(b))
Finalmente, por la definicidén de composicién,
(f o g)(a) = (f o g)(b)
que es lo que habia que demostrar.

Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
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variable (f g : R - R)

-- 12 demostracion
example
(mf : Monotone f)
(mg : Monotone g)
: Monotone (f o g) :=
by
have hl : Vab, a=b- (fog)as=s (fog)hb
{ intros a b hab
have hl : g a =g b := mg hab
show (f o g) a = (f o g) b
exact mf hl }
show Monotone (f o @)
exact hl

-- 22 demostracion
example
(mf : Monotone f)
(mg : Monotone g)
: Monotone (f o g) :=
by
have hl : Vab, a=sb- (fog)as=s (fog)hb
{ intros a b hab
show (f o g) a = (f o g) b
exact mf (mg hab) }
show Monotone (f o @)
exact hl

-- 32 demostracioén
example

(mf : Monotone f)

(mg : Monotone g)

: Monotone (f o g) :=

--ga=sghb
apply mg
--a=sb
apply hab
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-- 42 demostracién

example (mf : Monotone f) (mg : Monotone g)
Monotone (f o g) :=

A hab » mf (mg hab)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

12.17. Sif es mondtona y f(a) <f(b), entonces

a<b

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Usaremos los lemas
- - ab-a<b
- - a=b-a<b

-- Usando el lema L1, basta demostrar que a # b. Lo haremos por

-- reduccién al absurdo. Para ello, supongamos que a = b. Como f es
-- mondtona, se tiene que f(a) = f(b) y, aplicando el lema L2,

-- f(a) ¢« f(b), que contradice a la hipdtesis.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable (f : R - R)
variable (a b : R)

-- 12 demostracion

example
(hl : Monotone f)
(h2 : fa<fbh)
ca<b =

by
apply lt of not ge


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Composicion_de_funciones_monotonas.lean
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--F-az=b>b

intro h3

--h3 :a=05>

-- F False

have h4 : fa=°fb
have h5 : = f a < f
exact h5 h2

:= hl h3
b := not 1t of ge h4

-- 22 demostracion

example
(hl : Monotone f)
(h2 : fa<fhb)
ta<b =

by
apply lt of not ge
--F-az=b»b
intro h3
--h3 :a=05>
-- F False
have h5 : = f a < f b :=
exact h5 h2

not 1t of ge (hl h3)

-- 32 demostracion

example
(h1 : Monotone f)
(h2 : fa<fbh)
ca<b =

by
apply lt of not ge
--F-az=b
intro h3
-- h3 :ra=5>b
-- F False
exact (not 1t of ge (hl h3)) h2

-- 42 demostracion

example
(hl1 :
(h2 :

Monotone f)
fa<Tfb)
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pa<b:=

by
apply 1t of not ge
--F-az=b

exact fun h3 » (not 1t of ge (hl h3)) h2

-- 52 demostracion

example
(h1 : Monotone f)
(h2 : fa<fbhb)
:a<b:=
1t of not ge (fun h3 » (not 1t of ge (hl h3)) h2)

-- Lemas usados

-- #check (lt _of not ge : - a
-- #check (not 1t of ge : a =

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

12.18. Sia, b € R tales que a = b y f(b) <f(a),

entonces f ho es monotona

-- Demostrar que si a, b € R tales que (a = b) y (f b < f a), entonces f

-- no es mondtona.

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Usaremos el lema
- - a=b-a<«b

(L1)

-- Lo demostraremos por reduccién al absurdo. Para ello, supongamos que
-- f es monétona. Entonces, como a = b, se tiene f(a) = f(b) y, por el

-- lema L1, f b ¢« f a, en contradiccién con la hipdtesis.

-- Demostraciones con Lean4
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import Mathlib.Data.Real.Basic
variable (f : R - R)
variable (a b : R)

-- 12 demostracion

example
(hl1 : a = b)
(h2 : fb<f a)
: = Monotone f :=
by
intro h3
-- h3 : Monotone f
-- + False
have h4 : f a =< f
have h5 : —-(f b <
exact h5 h2

b := h3 hl
f a) := not 1t of ge h4

-- 22 demostracion

example
(hl1 : a = b)
(h2 : fb<fa)
: = Monotone f :=
by
intro h3
-- h3 : Monotone f
-- F False
have h5 : =(f b < f a) := not 1t of ge (h3 hl)
exact h5 h2

-- 32 demostracion

example

(hl : a = b)

(h2 : fb<f a)

: = Monotone f :=
by

intro h3

-- h3 : Monotone f
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-- F False
exact (not 1t of ge (h3 hl)) h2

-- 42 demostracion

example
(hl : a = b)
(h2 : f b < f a)
: - Monotone f :=
fun h3 » (not 1t of ge (h3 hl)) h2

-- Lemas usados

-- #check (not lt of ge : a =b - —-a <b)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

12.19. No para toda f: R -» R mondtona, (Va,

b)[f(a) = f(b) » a = b]

-- Demostrar que no para toda f : R - R mondtona,
-- (V a b)[f(a) = f(b) - a = b]

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Supongamos que

-- (Vf)[f es mondétona - (VYa, b)[f(a) = f(b) - a = b]]

-- Sea f : R - R la funcién constante igual a cero (es decir,
-- (Vx € R)[f(x) = 0]

-- Entonces, f es mondétona y f(1) = f(0) (ya que

-- f(1) =0 =0 = f(0)). Luego, por (1), 1 = 0 que es una

-- contradiccién.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
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-- 12 demostracion

R}y, fa<sfb-as»b

example :

=Y {f : R -~ R}, Monotone f -V {a b}, fasfb-asb:=
by

intro hl

-- hl : VYV {f : R - R}, Monotone f - VY {a b :

-- F False

let f := fun _ : R » (0 : R)

have h2 : Monotone f := monotone const

have h3 : f 1 < f 0 := le_refl 0

have h4 : 1 <= 0 := hl h2 h3
linarith

-- Lemas usados

-- variable (a c : R)
-- #check (le refl a : a = a)

-- #check (monotone const : Monotone fun _

:Rw» )

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

12.20. Sif no es mondtona, entonces IAx3Ay[x =

vy A f(y) <f(x)]

-- Demostrar que si f no es mondtona, entonces existen x, y tales que

-- x=syy f(y) < f(x).

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Usaremos los siguientes lemas.
== =(Vx)P(x) « (3 x)-P(x)

- ~(p~>4q) epAr-q

- - (Va, b € R)[-b = a » a < b]

-- Por la definicién de funcién mondtona,
== =(Vx)(Vy)[x =y - f(x) = f(y)]

(L1)
(L2)
(L3)


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Propiedad_de_monotona.lean
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-- Aplicando L1 se tiene

-- (Ix)=(Vy)[x =y » f(x) = f(y)]

-- Sea a tal que

-- —~(Vy)la =y ~ f(a) = f(y)]
-- Aplicando L1 se tiene
-- (Iy)-la =y - f(a) = f(y)]

-- Sea b tal que

- - -[a = b - f(a) = f(b)]
-- Aplicando L2 se tiene que
e as<sba-(f(a) = f(b))
-- Aplicando L3 se tiene que
-- asban f(b) < f(a)

-- Por tanto,

-- (Ix,y)[x =y N f(y) < f(

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Tactic
variable (f : R - R)

-- 12 demostracion

example
(h : -Monotone f)
cdxy, x=synanfy<fx:
by
have hl : =V x y, x =y - f
have h2 : 3 x, =(Vy, X =y
rcases h2 with (a, ha : =V y
have h3 : 3y, -(a=y -~ f a

x)]

X

l

=
f
, a

<

IN X =

fy

rcases h3 with (b, hb : =(a = b -

have h4 : a = b A -(f a = f
have h5 : a=b A fb < fa
use a, b
--FasbaATfb<fa
exact h5

-- 22 demostracion

example
(h : =Monotone f)
cdxy, x=synanfy<fx:

b)

y :=h

= f y) := not forall.mp hl
y->fas=sfy)

) := not forall.mp ha
fasfhbh))

not imp.mp hb

:= (h4.1, 1t of not le h4.2)
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by
simp only [Monotone] at h
--h:=VY[ab:R] as=sb-fas=sfh
push neg at h
-- h ! Exists fun [Ja[] => Exists fun [Jb[] => a = b A T b < f a
exact h

-- Lemas usados

-- variable {a : Type }

-- variable (P : a - Prop)

-- variable (p q : Prop)

-- variable (a b : R)

-- #check (not forall : (=¥ x, P x) « 3 x, =P x)
-- #check (not imp : —=(p - q) ¢ p A —q)

-- #check (lt of not le : =b =a - a < b)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

12.21. f: R —» R no es mondtona syss (Ax,y)(x =
y A f(x) >f(y))

-- Demostrar que f : R -~ R no es mondtona syss existen x e y tales
--que x sy y f(x) > f(y).

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Por la siguiente cadena de equivalencias:
-- f es no monétona « ~(V x y)[x sy - f(x) = f(y)]
.- o (Ax y)[x sy A f(x) > f(y)]

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable {f : R - R}

-- 12 demostracion


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/CN_de_no_monotona.lean
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example :
=Monotone f « I xy, X =y A fx>Ffy =
calc
-Monotone f
oV xy, x=sy->Ffx=fy:

by rw [Monotone]

o3 xy, x=yAfy<fx :=by simp all only [not forall, not le, exists prop]
odxy, x=syATfx>Ffy :=byrfl
-- 22 demostracién
example :
=Monotone f « I xy, xX =y A fx>Ffy =
calc

-Monotone f
oV xy, x=sy->~Ffx=fy:

by rw [Monotone]

e dxy, x=ynanTfx>Ffy :=by aesop
-- 32 demostracién
example :

-Monotone f « 3 xy, x =y A fx>Ffy:=
by

rw [Monotone]

--F(-V[Oab:RJ asb->Ffa=sfb)eIdxy x=synANTFfx>fTFy

push neg

-- F (Exists fun [Ja[] => Exists fun [b[] =>a =b A fb < fa) eI xy, x=ynNTx>F
rfl

-- 42 demostracion

lemma not Monotone iff :
-Monotone f « I xy, x =y A fx>Ffy =
by
rw [Monotone]
--F(-V0Qab:ROQ asb->fasfb)eIxy xsyANTFfTx>fTFTy
aesop

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web
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12.22. La funcion X » -X no es monotona cre-
ciente

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Usando el lema del ejercicio anterior que afirma que una funcién f no
-- es mondtona syss existen x e y tales que x =y y f(x) > f(y), basta
-- demostrar que

== (Ixy)[x sy n-x>-y]

-- Basta elegir 2 y 3 ya que

- - 2 <3N -2> -3

-- Demostracidén con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
import src.CNS de no monotona

example : -Monotone fun x : R » -X :=
by

apply not Monotone iff.mpr

--F3d XYy, Xy AN-X>-y

use 2, 3

--F2=3nA-2>-3

norm_num

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

12.23. La suma de dos funciones pares es par

-- Demostracién en lenguaje natural
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-- Supongamos que f y g son funciones pares. Tenemos que demostrar que

-- f+g es par; es decir, que

- - (V x €R) (fF

+9g)(x) = (f + g)(-x)

-- Sea x € R. Entonces,

-- (f +g) x =

-- Demostraciones

fx+g9gx
f (-x) + g x [porque f es par]

=f (-x) + g (-x) [porque g es par]

(f +g) (-x)

con Lean4

import Mathlib.Dat

a.Real.Basic

variable (f g : R - R)

-- (esPar f) expre
def esPar (f : R -
Vx, fx=° (-x

-- 12 demostracion

example
(hl : esPar f)
(h2 : esPar g)
: esPar (f + g)
by
intro x
have hl : f x
have h2 : g x
calc (f + g) x

-- 22 demostracion

example
(hl : esPar f)
(h2 : esPar g)
: esPar (f + g)
by

sa que f es par.
R) : Prop :=
)

f (-x) := hl x
g (-x) := h2 x

= rfl
g X := congrArg (. + g x) hl
g (-x) := congrArg (f (-x) + .) h2
-X) = rfl
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intro x
calc (f + g) x
=fx+gx 1= rfl
_=f (-x) + g x := congrArg (. + g x) (hl x)
~_=Tf (-x) + g (-x) := congrArg (f (-x) + .) (h2 x)
= (f +49) (-x) = rfl

-- 32 demostracion

example
(h1l : esPar f)
(h2 : esPar g)
: esPar (f + g) :=

by
intro X
calc (f + g) x
=fx+gXx = rfl
_=TF (-x) + g (-x) := by rw [hl, h2]
= (f +9) (-x) = rfl

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

12.24. EIl producto de dos funciones impares
es par

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Supongamos que f y g son funciones impares. Tenemos que demostrar que
-- f-g es par; es decir, que

oo (Vx €R) (f-g)(x) = (f-g)(-x)

-- Sea x € R. Entonces,

== (f-g) x = f(x)g(x)

- - = (-f(-x))g(x) [porque f es impar]
- - = (-f(-x)(-9(-x)) [porque g es impar]
-- = f(-x)g(-x))

(f-g9)(-x)
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-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic

variable (f g : R - R)

-- (esPar f) expresa que T es par.

def esPar (f : R - R)
Vx, fx=°F (-x)

: Prop :=

-- (esImpar f) expresa que f es impar.

def esImpar (f :
Vx, fTx=-°F (-x)

-- 12 demostracién
example

(h1 : esImpar f)

(h2 : esImpar g)

: esPar (f * g) :=
by

intro x

have hl : f x = -f (-x) hl

have h2 : g x = -g (-x) := h2
calc (f * g) x
=fx *gx
_=(-f (-x)) * g x
_=(-f (-x)) * (-g (-x))
_=f (-x) * g (-x)
= (f * g) (-x)

-- 22 demostracion
example
(hl : esImpar f)
(h2 : esImpar g)
: esPar (f * g)
by
intro x
calc (f * g

R - R) : Prop :

rfl

= congrArg (. * g x) hl
= congrArg ((-f (-x)) * .) h2
= neg mul neg (f (-x)) (g (-x))

rfl

= rfl

:= congrArg (. * g x) (hl x)

:= congrArg ((-f (-x)) * .) (h2 x)
:= neg_mul neg (f (-x)) (g (-x))
= rfl
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-- 32 demostracioén
example

(h1 : esImpar f)

(h2 : esImpar g)

: esPar (f * g) :=
by

intro x

calc (f * g) x
fx*gx
-f (-x) * -g (-x) by rw [h1l, h2]
=f (-x) * g (-x) by rw [neg mul neg]
(f * @) (-x) := rfl

rfl

-- 42 demostracioén
example
(h1 : esImpar f)
(h2 : esImpar g)

: esPar (f * g) :=
by
intro x
calc (f * g) x
=f x * g x = rfl
. f (-x) * g (-x) := by rw [hl, h2, neg mul neg]
(f * g) (-x) = rfl

-- variable (a b : R)
-- #check (neg mul neg a b : -a * -b =a * b)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

12.25. EIl producto de una funcion par por una
impar es impar

-- Demostracién en lenguaje natural
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-- Supongamos que f es una funcidn par y g lo es impar. Tenemos que
-- demostrar que f-g es imppar; es decir, que

- - (Vx €R) (f-g)(x) = -(f-g)(-x)
-- Sea x € R. Entonces,
-- (f-g9) x = f(x)g(x)

-- = f(-x)g(x) [porque f es par]
- = f(-x)(-9(-x)) [porque g es impar]
- = -f(-x)g(-x))

=< = -(f-g)(-x)

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable (f g : R - R)
-- (esPar f) expresa que f es par.

def esPar (f : R - R) : Prop :=
Vx, fTx=°F (-x)

-- (esImpar f) expresa que f es impar.

def esImpar (f : R - R) : Prop :=
Vx, fx=-°F(-x)

-- 12 demostracidn
example
(hl : esPar f)
(h2 : esImpar g)
: esImpar (f * g) :=
by
intro x
have hl : f x = f (-x) := hl x
have h2 : g x = -g (-x) := h2 Xx
calc (f * g) x

=fx*gx i= rfl
= (f (-x)) * g x := congrArg (. * g x) hl
_ = (f (-x)) * (-g (-x)) := congrArg (f (-x) * .) h2
_=-(f (-x) * g (-x)) i=mul_neg (f (-x)) (g (-x))
= -(f * g) (-x) = rfl

-- 22 demostracion
example
(hl : esPar f)
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(h2 : esImpar g)
: esImpar (f * g) :=
by
intro x
calc (f * g) x
fx*gx
f (-x) * -9 (-x)
-(F (-x) * g (-x))

rfl
by rw [hl, h2]
by rw [mul neg]

_ = -(f *g) (-x) = rfl
-- 32 demostracién
example
(hl : esPar f)
(h2 : esImpar g)
: esImpar (f * g) :=
by
intro x
calc (f * g) x
=f x *gx = rfl
= -(f (-x) * g (-x)) := by rw [hl, h2, mul neg]
= -((f *g) (-x)) = rfl

-- variable (a b : R)
-- #check (mul neg a b : a* -b=-(a*b))

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

12.26. Sif es pary g es impar, entonces (f - g)

es par

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Supongamos que f es una funcidn par y g lo es impar. Tenemos que

-- demostrar que (f o g) es par, es decir, que
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o (Vx €ER) (f o g)(x) = (f o g)(-x)

-- Sea x € R. Entonces,

oL (f o g)(x) = f(g(x))

-- = f(-9(-x)) [porque g es impar]
-- = f(g(-x)) [porque f es par]

= (f o g)(-x)

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable (f g : R - R)

-- (esPar f) expresa que T es par.
def esPar (f : R - R) : Prop :=
Vx, fTx=°F (-x)

-- (esImpar f) expresa que f es impar.
def esImpar (f : R - R) : Prop :=
Vx, fx=-°F (-x)

-- 12 demostracion
example

(hl : esPar f)

(h2 : esImpar g)

: esPar (f o g) :=

by
intro x
calc (f o g) x
= f (g x) = rfl
~ =f (-g (-x)) := congr_arg f (h2 x)
_ =1 (g (-x)) = (hl (g (-x))).symm
_ = (f o g) (-x) :=rfl
-- 22 demostracion
example
(h1l : esPar f)
(h2 : esImpar g)
: esPar (f o g) :=
by
intro x
calc (f o g) x
=T (g x) = rfl
_ =T (-g (-x)) := by rw [h2]
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_ =1 (g (-x)) = by rw [« hl]
_=(f o g) (-x) :=rfl
-- 32 demostracioén
example
(hl : esPar f)
(h2 : esImpar g)
: esPar (f o g) :=
by
intro x
calc (f o g) x
= f (g x) = rfl
=f (g (-x)) = by rw [h2, < hl]

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

12.27. Para cualquier conjuntos,s c s

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Tenemos que demostrar que

-- (V x) [x €5 > x € 5]

-- Sea x tal que

-- X € s (1)
-- Entonces, por (1), se tiene que

- - X € s

-- que es lo que teniamos que demostrar.

-- Demostraciones con Lean 4

import Mathlib.Tactic

variable {a : Type }
variable (s : Set «a)

-- 12 demostracion
example : s € s :=


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Composicion_de_par_e_impar.lean
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by
intro x xs
exact xs

-- 22 demostracion
example : s ¢ s :=
fun (x : a) (xs : X € s) » XS

-- 32 demostracién
example : s € s :=
fun _ xs » Xxs

-- 42 demostracion

example : s € s :=
-- by exact?
rfl.subset

-- 52 demostracidn
example : s € s :=
by rfl

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

12.28. Las funciones f(x,y) = (x + y)?2 y g(x,y)
= X2 + 2xy + y? son iguales

-- Demostrar que
-- (fun x y : Rw» (x + y)72) = (fun x y : R » X"2 + 2%x*y + y"2)

import Mathlib.Data.Real.Basic

-- 12 demostracion

example : (fun xy : R» (X + y)?2) = (fun x y : R » X*2 + 2*x*y + y*2) :=
by

--F(u+tv) "2=u""2+2*u*v+v"r2
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-- Comentario: La tédctica ext transforma las conclusiones de la forma
-- (fun x » f x) = (fun x » g X) en f x = g X.

-- 22 demostracion

example : (fun x y : Rw» (X + y)"2) = (fun x y : R » X2 + 2¥x*y + y"2) :=
by { ext ; ring }

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Demostracion_por_extensionalidad.lean

Capitulo 13

Teoria de conjuntos

13.1. Sircsysct entoncesrct

-- Demostrar que si r € s y s ¢ t, entonces r ¢ t.

-- Demostracién en lenguaje natural (LN)

-- 12 demostracion en LN

-- Tenemos que demostrar que
-- (V x) [x €Er - x € t]
-- Sea x tal que

- - X € r.

-- Puesto que r ¢ s, se tiene que

- - X € s

-- y, puesto que s ¢ t, se tiene que
- - X €t

-- que es lo que teniamos que demostrar.

-- 22 demostracion en LN

-- Tenemos que demostrar que
-- (V x) [x €Er - x € t]
-- Sea x tal que

- - X €r

-- Tenemos que demostrar que

283
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- - X €t

-- que, puesto que s ¢ t, se reduce a

- - X € s

-- que, puesto que r € s, se redece a

- - X € r

-- que es lo que hemos supuesto.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Tactic
open Set

variable {a : Type }
variable (r s t : Set a)

-- 12 demostracion
example
(rs

intros x xr

-- Xr : x €r

have xs : x € s := rs xr
show x € t

exact st xs

-- 22 demostracion

example
(rs : r ¢ s)
(st : s ct)
T rct o=
by
intros x xr
-- X I a
-- Xr : X €r
apply st
-- X €Es
apply rs
--F X €Er
exact xr

-- 32 demostracion
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example
(rs : r ¢ s)
(st : s ¢ t)
rct =

fun  xr » st (rs xr)

-- 42 demostracidn
example
(rs @ r
(st : s
rct:=
-- by exact?
Subset.trans rs st

s)
t)

N IN

-- 52 demostracion

example
(rs : r cs)
(st : s ct)
rct:=
by tauto

-- Lemas usados

-- #check (Subset.trans : rc€ s ->s ct->rct)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

13.2. Si a es una cota superior de sy a = b,
entonces b es una cota superior de s

-- Demostrar que si a es una cota superior de s y a = b, entonces b es
-- una cota superior de s.

import Mathlib.Tactic

variable {a : Type } [PartialOrder a]
variable (s : Set «)
variable (a b : a)
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-- (CotaSupConj s a) afirma que a es una cota superior del conjunto s.
def CotaSupConj (s : Set a) (a : a) :=
V {x}, X €Es - X = a

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Tenemos que demostrar que

=c (V x) [x € s > Xx = b]

-- Sea x tal que x € s. Entonces,

-- X = a [porque a es una cota superior de s]
=b

-- Por tanto, x = b.

-- 12 demostracidn
example
(hl : CotaSupConj s a)
(h2 : a = b)
: CotaSupConj s b :=
by
intro x (xs : x € s)
have h3 : x = a := hl xs
show x = b
exact le trans h3 h2

-- 22 demostracion

example
(hl : CotaSupConj s a)
(h2 : a = b)
: CotaSupConj s b :=
by
intro x (xs : x € s)
calc x = a := hl xs
=b :=h2

-- Lemas usados

-- variable (c : «a)
-- #check (le trans : a=b->b=c - a = c)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web
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13.3. Sisct,entoncessnuctnu

-- Demostrar que si
- - sct
-- entonces
- - snuctnu

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Sea x € s n u. Entonces, se tiene que

- - X € s

-- X €Eu

-- De (1) y s ¢ t, se tiene que
- - X €t

-- De (3) y (2) se tiene que

- - X Etnu

-- que es lo que teniamos que demostrar.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Set.Basic
import Mathlib.Tactic

open Set

variable {a : Type}
variable (s t u : Set a)

-- 12 demostracion

example
(h : s ct)
by
rw [subset def]

--FVY (xX:a), xXEsnu->x€Etnu

intros x hl
-- X a
--hl : xX€ snu

(1)
(2)

(3)
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--FXEtnu
rcases hl with (xs, xu)
-- XS ! X € s
-- XU : X €Eu
constructor
--FXx €t
rw [subset def] at h
--h:VY (x:a), xXEs->x€Et
apply h
--Fx €s
exact xs
-- FXx Eu
exact xu

-- 22 demostracion

example
(h : s ct

by
rw [subset def]
--FVY (xX:!:a), xXEsnu->x€Etnu
rintro x (xs, xu)
-- X I«
-- XS ! X €Es
-- XU : X €Eu
rw [subset def] at h
--h :VY (x:a), xE€Es->x€ETt
exact (h x xs, xu)

-- 32 demostraciodn

example
(h : s ct)

by
simp only [subset def]
--FVY (x:a), xXEsnu-x€Etnu
rintro x (xs, xu)

-- XU : X €Eu
rw [subset def] at h
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--h :VY (x:a), xEs->x€ETt

exact (h _ xs, xu)

-- 42 demostracion

example
(h : s ct)

by
intros x xsu
-- X I Q
-- XSU : X €Esnu
--FXETtnNnu
exact (h xsu.l, xsu.2)

-- 52 demostracion

example
(h : s ct)
snuctnu:=
by
rintro x (xs, xu)
-- XS ! X €s
-- XU : X €Eu
--FXEtnu
exact (h xs, xu)

-- 62 demostracion

example
(h : s ct)
:snNnuctnu:=
fun (xs, xu) » (h xs, xu)

-- 72 demostracion

example
(h : s ct)
snuctnu:=
inter subset inter left u h
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-- Lema usado

-- #check (inter subset inter left u : sc t->snuc<ctnu)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

13.4. sn(tuu)cs(snt)u(snu

-- Demostrar que
-- sn(tuvuu) € (snt)u(snu)

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Sea x € s n (tuu). Entonces se tiene que

- - X € s (1)
-- X Etuu (2)
-- La relacién (2) da lugar a dos casos.

-- Caso 1: Supongamos que x € t. Entonces, por (1), x € s nt y, por
-- tanto, x € (s nt)u (s nu).

-- Caso 2: Supongamos que x € u. Entonces, por (1), x € s nu y, por
-- tanto, x € (s nt) u (s nu).

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Set.Basic
import Mathlib.Tactic

open Set

variable {a : Type}
variable (s t u : Set a)

-- 12 demostracion

example :
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sn(tuu) € (snt)u (snu):=
by
intros x hx
-- X I aQ
-- hx : x € sn (tuu)
--FXEsntusnu
rcases hx with (hxs, hxtu)
-- hxs : x € s
-- hxtu : x € t U u
rcases hxtu with (hxt | hxu)
-- hxt : x € t
left
--FXx €E€snt
constructor
-- X €Es
exact hxs
-- hxt : x €t
exact hxt
-- hxu : x € u
right
--FXESsnu
constructor
-- FXx €Es
exact hxs
-- F X EuU
exact hxu

-- 22 demostracion

example :

sn(tuu) € (snt)u (snu):=
by

rintro x (hxs, hxt | hxu)

-- X I a

-- hxs : x € s
--FXEsntusnu

-- hxt : x €t

left

--FXx €E€Esnt

exact (hxs, hxt)

-- hxu : x € u

right

--FXESsnu

exact (hxs, hxu)
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-- 32 demostracion

example :

sn(tuu) € (snt)u (snu):=
by

rintro x (hxs, hxt | hxu)

-- X I a

-- hxs : x € s
--FXEsntusnu
-- hxt : x €t
exact Or.inl (hxs, hxt)
-- hxu : x € u
exact Or.inr (hxs, hxu)

-- 42 demostracion

example :

sn(tuu) € (snt)ui(snu):=
by

intro x hx

-- X I a

-- hx : xX € sn (tuu)
--FXEsnNntusnu
aesop

-- 52 demostracion

example :
sn(tuu) € (snt)u(snu):=
by rw [inter union distrib left]

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

13.5. (s\t)\ucs) (tuu)

-- Demostrar que
-- (s\ t)\ucs | (tuu)
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-- Demostracién en lenguaje natural

-- Sea x € (s | t) | u. Entonces, se tiene que

- - X € s (1)
== X ¢t (2)
== X ¢ u (3)

-- Tenemos que demostrar que

- X €s | (tuu)

-- pero, por (1), se reduce a

-- xX¢&tuu

-- que se verifica por (2) y (3).

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Set.Basic
open Set

variable {a : Type}
variable (s t u : Set «)

-- 12 demostracion

example : (s \ t) \ucs \ (tuu) :=
by
intros x hx
-- X I a
-- hx : x € (s | t) \ u
--FXx €s | (tuu)
rcases hx with (hxst, hxnu)
-- hxst : x €s | t
-- hxnu : -x € u
rcases hxst with (hxs, hxnt)
-- hxs : x € s
-- hxnt : -x €t
constructor
-- X €Es
exact hxs
--Fx€Etuu
by contra hxtu
-- hxtu : x €t uu
-- F False
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rcases hxtu with (hxt | hxu)

-- hxt : x €t

apply hxnt

--F X ET

exact hxt

-- hxu : x €Eu

apply hxnu

-- X EuU

exact hxu

-- 22 demostracion

example : (s \ t) \ucs \ (tuu) :=
by
rintro x ((hxs, hxnt), hxnu)
-- X I aQ
-- hxnu : -x € u
-- hxs : x € s
-- hxnt : -x € t
--FXx €s | (tuu)
constructor
-- X €s
exact hxs
--FXEtuUuUu
by contra hxtu
-- hxtu : x € tuu

-- F False
rcases hxtu with (hxt | hxu)
-- hxt : x €t

exact hxnt hxt
-- hxu : x € u
exact hxnu hxu

-- 32 demostracion

example : (s \ t) \ucs\ (tuu) :=
by

rintro x ((xs, xnt), xnu)

-- X I a

-- Xxnu @ -x €U

-- XS ! X € s

--xnt : x €t

--FXx €s | (tuu)
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use Xs

--FXEtUuU

rintro (xt | xu)
--xt : x €t
-- F False
contradiction
-- XU @ X Eu
-- F False
contradiction

-- 42 demostracion

example : (s \ t) \ugc s\ (tuu) :=
by

rintro x ((xs, xnt), xnu)

-- X I«

-- Xxnu @ X € u

-- XS ! X €s

-- xnt : x €t

--FXx €s | (tuu)

use xs

--FxXEtuUuUu

rintro (xt | xu) <;> contradiction

-- 52 demostracion

example : (s \ t) \ucs \ (tuu) :=
by

intro x xstu

-- X I a

-- xstu : x € (s |\ t) \u

--FXx €s | (tuu)

simp at *

--FXESsAN-(xETtVXEU)

aesop

-- 62 demostracion

example : (s \ t) \ucs \ (tuu) :=
by

intro x xstu

-- X I«
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-- xstu : xX € (s |\ t) \u
--FXx E€s | (tuu)
aesop

-- 72 demostracion

example : (s \ t) \ucs\ (tuu) :=
by rw [diff diff]

-- Lema usado

-- #check (diff diff : (s \ t) \ u=s 1\ (tuu))

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

13.6. (snt)u(snu)cssn(tuu)

-- Demostrar que
-- (snt)u (snu) csn (tuu

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Sea x € (snt)u (s nu). Entonces son posibles dos casos.

-- 19 caso: Supongamos que x € s n t. Entonces, x € s y x € t (y, por
-- tanto, x € t U u). Luego, x € s n (t U u).

-- 29 caso: Supongamos que x € s n u. Entonces, x € s y x € u (y, por
-- tanto, x € t U u). Luego, x € s n (t uu).

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Set.Basic
open Set

variable {a : Type}
variable (s t u : Set a)
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-- 12 demostracion

example : (s nt) u(snu) €sn (tuu):=
by
intros x hx
-- X I Q
--hx : x€sntusnu
--FX €sn (tuu)
rcases hx with (xst | xsu)
-- xst: x€snt
constructor
-- FXx €Es
exact xst.1l
--FXx Etuu
left
--FXx €T
exact xst.2
-- XSu : x €Esnu
constructor
-- F X €5
exact xsu.l
--FX ETtUU
right
-- X EuUu
exact xsu.2

-- 22 demostracion

example : (s nt) U (snu) csn (tuu):=

by
rintro x ({(xs, xt) | (xs, xu))

-- Xt :
--FX€sn (tuu)
use Xxs

--FXxX Etuu

left

-- F X ET

exact xt

-- X I a

-- XS ! X € s
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-- XU : X Eu

--F X Esn (tvuu)
use Xxs

--FXxX EtuUuu

right

-- FXx Eu

exact xu

-- 32 demostracion

example : (s nt) u(snu) csn (tuu):
by rw [inter distrib left s

+
c

-- 42 demostracion

example : (s nt) U (snu) €sn (tuu):

by
intros x hx
-- X I a
--hx : xX€sntusnu
--F X €sn (tuu)
aesop

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

13.7. s\(tvuu)cs(s\t)\u

-- Demostrar que
-- s\ (tuvu) c (s t)\u

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Sea x € s\ (t uu). Entonces,

- - X € s (1)
-- X ¢ tuu (2)
-- Tenemos que demostrar que x € (s \ t) | u; es decir, que se verifican
-- las relaciones

- - X €Es |t (3)
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-- x ¢ u (4)
-- Para demostrar (3) tenemos que demostrar las relaciones

- - X € s (5)
- x ¢t (6)

-- La (5) se tiene por la (1). Para demostrar la (6), supongamos que

-- X € t; entonces, x € t U u, en contraccién con (2). Para demostrar la
-- (4), supongamos que x € u; entonces, x € t U u, en contraccién con

-- (2).

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Set.Basic
open Set

variable {a : Type}
variable (s t u : Set a)

-- 12 demostracion

example : s \ (tuvwu) € (s \ t) \u:=
by
intros x hx
-- X I a
-- hx : x €s | (tuu)
--FXE (s | t)\u
constructor
--Fx€Es |t
constructor
-- FXx €5
exact hx.1
-- FXx ETt
intro xt
--xt : x €t
-- F False
apply hx.2
--FXxX EtuUuu
left
-- FXx €t
exact xt
-- F X €EuU
intro xu
-- XU : X €Eu
--  False
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apply hx.2
--FXxX Etuu
right

-- F X EuU
exact xu

22 demostracion

example : s \ (t vu) € (s \ t) \u:=

by

example :
fun _ (xs, xntu) » ((xs,
fun xu » xntu (Or.inr xu))

rintro x (xs, xntu)

-- X I«
-- XS ! X € s

-- xntu : ~=x €t Uuu

--F X € (s | t)
constructor
--Fx €Es |t
constructor
-- FXx €Es
exact xs
-- X €t
intro xt
-- xt : x €t
-- F False

|\ u

exact xntu (Or.inl xt)

--Fx EuU
intro xu

-- XU : X Eu
-- F False

exact xntu (Or.inr xu)

22 demostracion

42 demostracion

s\ (tuu) € (s\ t)\u:=

fun xt » xntu (Or.inl xt)),

example : s \ (t vu) € (s \ t) \u:=
by

rintro x (xs, xntu)
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-- X I«
-- XS ! X €s

-- xntu : -x € t Uuu
--FXxX € (s | t) |\ u
aesop

-- 52 demostracion

N

(s \ t) \u:

example : s \ (t u u)
by intro ; aesop

-- 62 demostracion

N

example : s \ (t vuu) € (s \ t) \u:
by rw [diff diff]

-- Lema usado

-- #check (diff diff : (s \ t) \ u=s 1\ (t uu))

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

13.8. snt=tns

-- Demostrar que
- - snt=tns

-- Demostracidn en lenguaje natural

-- Tenemos que demostrar que
- - (V x)[x Esntex€tns]
-- Demostratemos la equivalencia por la doble implicacidn.

-- Sea x € s n t. Entonces, se tiene

s (1)
t (2)
-- Luego x € t ns (por (2) y (1)).

- - X €
X €
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-- La segunda implicacidén se demuestra analogamente.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Set.Basic

open Set

variable {a : Type}

variable (s t : Set a)

-- 12 demostracion

example : s nt=t

by
ext x
-- X I«

--FXxE€Esntex€Etns
simp only [mem inter iff]
tex€taAXxEs

--FX €S ANXE
constructor
--FX ESANX
intro h
--h: x€s
-- F X ETA
constructor
--F X €T
exact h.2
-- X €Es
exact h.1
--FXxX ETAX
intro h
--h:x€t
--FX ESANX
constructor
-- F X €5
exact h.2
--F X E€ET
exact h.1

>
x

x

>
m X

-- 22 demostracion

€

m

t-XxXx€EtANXESs

S > X€ESANXET
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example : snt=tns :=

by
ext
-- X I a
--FXxXEsntex€Etns
simp only [mem inter iff]
--FXESNANXEToeXxETANXES
exact (fun h » (h.2, h.1),

fun h » (h.2, h.1))

-- 32 demostracion

example : snt=tns :=
by
ext
-- X I a
--FXEsntex€Etns
exact (fun h » (h.2, h.1),
fun h » (h.2, h.1))

-- 42 demostracion

example : snt=tns :=
by

ext x

-- X I a

--FXEsntex€Etns

simp only [mem inter iff]

--FXESANXEToeXxETANXES

constructor
--FXESANXET->XETANXES
rintro (xs, xt)
-- XS ! X € s
--xt : x €t
--FXETANXES
exact (xt, xs)
--FXEtAXES->XESANXET
rintro (xt, xs)
--xt : x €t
-- XS : X €5
--FXESsANXET
exact (xs, xt)
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-- 52 demostracion

example : snt=tns :=

by
ext x
-- X I a
--FXx€Esntexetns
simp only [mem inter iff]
--FXESANXETLTeXETANXES
simp only [And.comm]

-- 62 demostracion

snt=tns
_ +~ And.comm)

example :
ext (fun

-- 72 demostracion

example : snt=tns :=
by ext ; simp [And.comm]

-- 82 demostracion

example : snt=tns :=
inter comm s t

-- Lemas usados

-- variable (x : a)
-- variable (a b : Prop)
-- #check (And.comm : a A b o b A a)
-- #check (inter comm s t : snt=1tns)
-- #check (mem inter iff x s t :

XEsnNntex €S ANXETt)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web
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13.9. sn(sut)=s

-- Demostrar que
-- sni((sut)=s

-- Demostacién en lenguaje natural

-- Tenemos que demostrar que
- - (V x)[x Esn (suUt) ex €5s]
-- y lo haremos demostrando las dos implicaciones.

-- (=) Sea x €E s n (s ut). Entonces, x € s.

-- (O0) Sea x € s. Entonces, x € s U t y, por tanto,
-- X €Esn(sut).

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Set.Basic
import Mathlib.Tactic
open Set

variable {a : Type}
variable (s t : Set a)

-- 12 demostracion

example : s n (sut)=-s
by
ext x
-- X I«
--FX€Esn(sut)ex€Es
constructor
--FXxXE€Esn(sut)->xE€Es
intros h
--h:!:Xx€sn(sut)
-- X €Es
exact h.1
--FXESs->Xx€Esn(sut)



306

Capitulo 13.

Teoria de conjuntos

intro xs
-- XS ! X € s
--FX€sn (suUt)
constructor

--FXx €Es

exact xs

--FX Es Ut

left

-- X €Es

exact xs

-- 22 demostracion

example : s n (sut) =s
by
ext x
-- X I a
--FX€Esn (suUut)exE€Es
constructor
--FXE€Esn(suUut)-x
intro h
--h:x€sn(sut)
-- F X €5
exact h.1
--+FXESs->XEsn(sut)
intro xs
-- XS : X €s
--FX€E€sn (sut)
constructor
-- F X €Es
exact xs
--FX Es Ut
exact (Or.inl xs)

-- 32 demostracion

example : s n (sut) =5 :=
by
ext
-- X a
--FXEsnNn(sut) ex€s
exact (fun h » h.1,

fun xs » (xs, Or.inl xs))
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-- 42 demostracion

example : s n (sut) =5 :=
by
ext
-- X I«
--FXE€Esn(sut) ex €s
exact (And.left,
fun xs » (xs, Or.inl xs))

-- 52 demostracion

example : s n (sut)=-s
by
ext x
-- X I Q
--FXE€Esn(sut) ex €s
constructor
--FX€sn(sut)->xE€Es
rintro (xs, -)
-- XS ! X € s
--FXx €s
exact xs
--FXESs->x€Esn(sut)
intro xs
-- XS : X €5
--FX€sn (suUt)
use Xxs
--FXx E€Esut
left
--FXx €s
exact xs

-- 62 demostracion

example : s n (sut) =5 :=
by
apply subset antisymm
--kFsn(sut)cs
rintro x (hxs, -)
-- X a
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-- hxs : x € s

-- FXx €5

exact hxs
--Fsc<csn(sut)
intros x hxs

-- X I aQ

-- hxs : x € s
--FX€sn (suUt)
exact (hxs, Or.inl hxs)

-- 72 demostracion

example : s n (sut) =5 :=
inf _sup self

-- 82 demostracioén

example : s n (sut) =5 :=

by aesop

Lemas usados

variable (a b : Prop)
#check (And.left : a A b - a)
#check (Or.inl : a - a v b)

#check (inf sup self : s n (su t) =5s)

#check (subset antisymm : s €t -t s - s = t)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

13.10.

sU(snt)=s

-- Demostrar que

su(snt)=s

-- Demostracién en lenguaje natural



https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Interseccion_con_su_union.lean

13.10. su(snt)=s 309

-- Tenemos que demostrar que
-- (V x)[x Es U (snt)ex€5s]
-- y lo haremos demostrando las dos implicaciones.

-- (=) Sea x € suU (s nt). Entonces, c € s o x € s nt. En ambos casos,
-- X € s,

-- () Sea x € s. Entonces, x € s nty, por tanto, x € s U (s n t).

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Set.Basic
open Set

variable {a : Type}
variable (s t : Set a)

-- 12 demostracion

example : s U (s nt) =5 :=

by

ext x

-- X! a

--FXEsSsU(sNnNt) ex €E€s

constructor
--FXE€EsSsU(snt)->xE€Es
intro hx
-- hx : X €Es U (snt)
-- F X €5

rcases hx with (xs | xst)

-- XS ! X €s

exact xs

-- Xst : x €snt

exact xst.1l
--+FXES->XEsuU(snt)
intro xs
-- XS : X € s
--FXE€Es U (snt)

left
-- X € s
exact xs

-- 22 demostracion
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example : s U (s n t) =5 :=
by
ext x
-- X I«
--FXEsUSsSsNteoxE€Es
exact (fun hx » Or.elim hx id And.left,
fun xs » Or.inl xs)

-- 32 demostracion

example : s U (s n t) =5 :=
by
ext x
-- X I«
--FXEsSsU(snNt) ex€Es
constructor
--FXEsU(snt)->xE€Es
rintro (xs | (xs, -)) <;>
-- XS ! X €s
-- X €s
exact xs
--+FXES->XEsU(snt)
intro xs
-- XS ! X € s
--FXE€Esusnt

left
-- X € s
exact xs

-- 42 demostracion

example : s U (s n t) =5 :=
sup_inf self

-- Lemas usados

-- variable (a b ¢ : Prop)

-- f#ficheck (And.left : a A b - a)

-- #check (Or.elim : a v b- (a->c)- (b-c)-c)
-- #check (sup _inf self : su (s nt)=s5)
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Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

13.11. (s\t)ut=sut

im
op

va
va

ex
by

Demostrar que
(s\ t)ut=sut

Demostracidén en lenguaje natural

Tenemos que demostrar que
(VXx)[x € (s | t) ut ex€sut]
y lo demostraremos por la siguiente cadena de equivalencias:
X€E (s | t)utexe€ (s t)v (x€t)
o (X€EsANXEt)vxeTt
o (XESVXETL)AN(XELtVXETL)
e XEsvVXxET
e XEsuUut

Demostraciones con Lean4

port Mathlib.Data.Set.Basic
en Set
riable {a : Type}

riable (s t : Set a)

12 demostracion

ample : (s \ t) ut=sut :=
ext x
-- X
-- F X (s |\ t) utex €E€Esut
(s \ t) ut
X Es\tvxe = mem union x (s \ t

(x € tvxEert)
True

and or right

a

€

calc x €
X

(

(

( by simp only [em’

t
SAXE&t)vxEt

A

A

) t

by simp only [mem diff x]

(x € 1)]
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o X EsvVvXxETt
o X Es Ut

and true iff (x € s v x € t)
(mem _union x s t).symm

-- 22 demostracion

example : (s \ t) ut=sut:=

by
ext x
-- X I«
--FXxXE (s | t)utex€Esut
constructor
--FXxX€E(s|\ t)ut-x€Esut
intro hx

-- hx : xX€ (s |\ t)ut

--FXx €Esut

rcases hx with (xst | xt)
-- xst : x€s |t
--FXxXEsuUut

left

-- X €Es
exact xst.1

-- xt : xX €t
--FX Es Ut
right

--F X ET
exact xt

--+FXEsuUut-x€(s\| t)ut
by cases h : x € t

--h: x €t

intro xst

-- xst: x€sut

right

--F X ET

exact h

--FXEsUt-x€ (s t)ut
intro hx

-- hx : x €sut
--kFXxXE (s t)ut
rcases hx with (xs | xt)

-- XS : X €s

left

--FXEs |t

constructor

--FXx Es
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exact xs
--F X ET
exact h
-- xt : xX €t
right
--F X ET
exact xt

-- 32 demostracion

example : (s \ t) ut=sut :=
by
ext x
-- X I«
--FXE(s| t)utexe€esut
constructor
--FXxX€E(s|\t)ut-x€Esut
rintro ((xs, -) | xt)
-- XS : X €s
--FXxX€Esut

left

-- F X €Es
exact xs

-- xt : xX €t
--FX EsuUut
right

--FXx €t
exact xt

--FXEsUt-x€ (s t)ut
by cases h : x € t
--h:x€t
intro xst
-- Xst: x€esut
--FXE (s | t)ut
right
--FXx €t
exact h
--FXEsUt-x€E (s t)ut
rintro (xs | xt)
-- XS : X € s
--FXE€E(s| t)ut
left
--kFx€Es |t
exact (xs, h)
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-- xt : X €t
--FXE€E (s t)ut
right

--F X ET

exact xt

-- 42 demostracion

example : (s \ t) ut=sut :=
diff union self

-- 52 demostracion

example : (s \ t) ut=sut :=
by
ext
-- X I a
--FXEs | tutexe€eEsut
simp

-- 62 demostracion

example : (s \ t) ut=sut:=
by simp

-- Lemas usados

-- variable (a b ¢ : Prop)

-- variable (x : «a)

-- #check (and or right : (a A b) Vvce (avec)hn(bvc))
-- #check (and true iff a : a A True o a)

-- #check (diff union self : (s | t) ut =sut)

-- #check (em’ a : —~a v a)

-- #check (mem diff x : x € s | t e x €s Ax ¢ t)

-- #check (mem union x s t : X € suUtex €EsVxETLt)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Union_con_su_diferencia.lean
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13.12. (s\t)u(t\s)=(sut)\(snt)

-- Demostrar que
-- (s \ t)u(tls)=(sut)l (snt)

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Tenemos que demostrar que, para todo x,
-- XE(s | t)u(tls)exe€(sut)l (snt)
-- Se demuestra mediante la siguiente cadena de equivalencias:

- X € (s | t)u (t\ s)

- o X € (s | t)vxe () s)

- o (X €EsAXxEEt)vxe(t)\ s)

- o (X EsVvxXxEeE(t)ls))n(x¢étvxe( () s))

- o (XEsV (XEtAXES))N(XELtvV (XETLtANXES))

- o ((XEsSsVXETL) N(xEsVXES))N((xEtvXxETL) N (XELtvVvxXxEs))
-- o ((x Es vxE€Et) nTrue) A (True n (x ¢ t vx ¢&s))

- o (XEsvVvxEL)AN(xEtvxéEs)

- o (XEsut)n(xgtvxegs)

- o (XEsUt)nNn(xE&EsvVvxEt)

- o (X €EsuUut)AN-(x E€sANXET)

- o (XEsuUut)AN-(xEsnt)

- o X € (sut)l (snt)

Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Set.Basic
open Set

variable {a : Type}
variable (s t : Set a)

-- 12 demostracion

example : (s \ t) u (t \' s) = (sut) \ (snt):=
by

ext x

-- X a

--FXE (s t)u(t)ls)exe€e(sut)l (snt)



316 Capitulo 13. Teoria de conjuntos

calc x € (s \ t) u (t \ s)
€ (s \ t) vxe (t\s):=
by exact mem union x (s \ t) (t \ s)
o (XESAXETL) vXxE(t\s) :=
by simp only [mem diff]
o (X €EsVvVXE(t\s)A(xE&tvxe(t\s)) :=
by exact and or right
o (XEsV(XEtAXES)AN(XEtV (XELtAXES)) :=
by simp only [mem diff]
o ((XEsVXETL)AN(XESVXES)) A
((x ¢t vxet)hn (xgtvxés)) :=
by simp all only [or and left]
o ((x €Es vxe€Et) A True) A
(True n (x € t vx¢&s)) :=
by simp only [em (x € s), em’ (x € t)]
o (XEsVXEL AN(XEtvVvXxEs):=
by simp only [and true iff (x € s v x € t),
true and iff (-x € t v -x € s)]
o (XEsuUut) A (xXEtvxegs):=
by simp only [mem union]
o (XEsUt)AN(xE&svxéEt) :=
by simp only [or comm]
o (XEsuUut) A—-(xEsAXETL) :=
by simp only [not and or]
o (X€EsuUut) A-(XxEsnt) :=
by simp only [mem inter iff]
o X € (sut)\ (snt) 1=
by simp only [mem diff]

-- 22 demostracion

example : (s \ t) u (t \'s) = (sut)\ (snt):=
by
ext x
-- X I a
--FXE (sl t)u(t)ls)exe€(sut)l (snt)
constructor
--FXE (sl t)u(tls)-x€(sut)l (snt)
rintro ((xs, xnt) | (xt, xns))
-- XS ! X € s
-- xnt @ =x €t
--FX € (sut)l (snt)
constructor
--FXxX €Esut
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left
-- X € s
exact xs

--FXEsnt
rintro (-, xt)
-- Xt : X €t
-- F False
exact xnt xt
--xt : x €t
-- Xns : -x €5
--FXE (sut)l (snt)
constructor
--FXx€sut
right
--F X ET
exact xt
--F X E€Esnt
rintro (xs, -)
-- XS ! X € s
-- F False
exact xns xs
--FX€E(sut))l (snt)->x€ (s t)u (t)\ s)
rintro (xs | xt, nxst)
-- XS : X €s
--FXxXE (s | t)u(t)\ s)
left
--kFx€Es |t
use Xs
--Fx €t
intro xt
--xt : x €t
--  False
apply nxst
--FXEsnt
constructor
-- X €Es
exact xs
--FXxX Et
exact xt
-- nxst : x € snt
-- Xt : x €t
--FXE (s t)u (t\ s)
right
--FXxEt )\ s
use xt
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-- Fx €5
intro xs
-- XS : X €s
-- F False
apply nxst
--FXxX E€Esnt
constructor
-- X €5
exact xs
--FXx Et
exact xt

-- 32 demostracion

example : (s \ t) u (t \' s) = (sut) \ (snt):=
by
ext x
-- X I a
--FXE (s t)u(t)ls)exe(sut)l (snt)
constructor
--FXE (s t)u(tls)-x€(sut)l (snt)
rintro ((xs, xnt) | (xt, xns))
-- xt : x €t
-- Xns @ -x €s
--FXx € (sut)l (snt)
aesop
-- xt : x €t
-- Xns @ -x €5
--FXE(sut)l (snt)
aesop
rintro (xs | xt, nxst)
-- XS : X €s
--FXE (s | t)u(t)\ s)

aesop

-- nxst : -~ x € snt

-- xt : xX €t

--FXE (s t)u (t\ s)
aesop

-- 42 demostracion

example : (s \ t) u (t \ s) = (su t) \ (snt):=
by
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ext x

-- X I«

--FXx € (s | t)u (t)ls)exe€e (sut)l (snt)

constructor

. --Fx€ (s |\ t)u(t)|ls)-x€(sut)l (snt)
rintro ((xs, xnt) | (xt, xns)) <;> aesop

. --Fx€(sut)l (snt)->x€(s| t)u (t)\ s)
rintro (xs | xt, nxst) <;> aesop

-- 52 demostracion

example : (s \ t) U (t \' s) = (sut)\ (snt):=
by

ext

constructor

. aesop

. aesop

-- 62 demostracion

example : (s \ t) u (t \ s) = (s u t)\ (snt)
by

ext

constructor <;> aesop

-- 72 demostracion

example : (s \ t) u (t \ s) = (sut)\ (snt):=

by
rw [ext iff]
--FV (x:a), xXE (sl t)u(tls)exe€ (sut)!l (snt)
intro
-- X I a
--FXE€E (s t)u(t)ls)exe€e(sut)l (snt)
rw [iff def]
--F(x€ (s t)u(tls)-x€(sut)l (snt))A
-- (x €E(sut)l (snt) -x€ (s t)u (t)\ s))
aesop

-- Lemas usados



320 Capitulo 13. Teoria de conjuntos

-- variable (x : «)

-- variable (a b c : Prop)

-- #check (mem union x st : X € sUtex E€EsVvxETt)

-- #check (mem diff x : X € s | t e x €Es A ~x € t)

-- #check (and or right : (a A b) Vvce (avec)n(bvc))
-- #check (or _and left : av (b Anc) o (avb)n(avc))
-- #check (ema : a v - a)

-- #check (em’ a : =~ a v a)

-- #check (and true iff a : a A True o a)

-- #check (true and iff a : True A @  a)

-- #check (or comm : a vbebyva)

-- #check (not and or : —(a A b) o —a v —-b)

-- #check (mem inter iff x st : xX € s ntex€s AxETL)
-- #check (ext iff : s =t eV (x : a), X €Es o x € t)

-- #check (iff def : (a o b) o (a - b) A (b - a))

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

13.13. Pares U Impares = Naturales

-- Los conjuntos de los numeros naturales, de los pares y de los impares
-- se definen por

- - def Naturales : Set N := {n | True}

-- def Pares : Set N := {n | Even n}

-- def Impares : Set N := {n | —-Even n}

-- Demostrar que
- - Pares u Impares = Naturales

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Tenemos que demostrar que

- - {n | Even n} u {n | —-Even n} = {n | True}

-- es decir,

- - n € {n | Even n} u {n | —=Even n} o n € {n | True}
-- que se reduce a

- -  Even n v —=Even n

-- que es una tautologia.

-- Demostraciones con Lean4


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Diferencia_de_union_e_interseccion.lean
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import Mathlib.Data.Nat.Parity
open Set

def Naturales : Set N := {n | True}
def Pares := {n | Even n}
def Impares : Set N := {n | —-Even n}

wn
D
~+
2
Il

-- 12 demostracion

example : Pares u Impares = Naturales :=
by
unfold Pares Impares Naturales
-- +{n | Even n} u {n | —Even n} = {n | True}
ext n
--Fn € {n | Even n} u {n | —-Even n} o n € {n | True}
simp
-- + Even n v =Even n
exact em (Even n)

-- 22 demostracion

example : Pares u Impares = Naturales :=
by
unfold Pares Impares Naturales
-- F{n | Even n} u {n | -Even n} = {n | True}
ext n
--Fn € {n | Even n} u {n | —=Even n} o n € {n | True}
tauto

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

13.14. Los primos mayores que 2 son impares

-- Los numeros primos, los mayores que 2 y los impares se definen por
- - def Primos : Set N := {n | Nat.Prime n}

-- def MayoresQue2 : Set N := {n | n > 2}

-- def Impares : Set N := {n | —-Even n}


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Union_de_pares_e_impares.lean
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-- Demostrar que
-- Primos n MayoresQue2 < Impares

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Nat.Parity
import Mathlib.Data.Nat.Prime
import Mathlib.Tactic

open Nat

def Primos : Set N := {n | Nat.Prime n}
def MayoresQue2 : Set N := {n | n > 2}

def Impares : Set N := {n | —-Even n}

-- 12 demostracion

example : Primos n MayoresQue2 < Impares :=

by
unfold Primos MayoresQue2 Impares
-- + {n | Nat.Prime n} n {n | n > 2} < {n | —-Even n}
intro n

--n : N

--Fn € {n | Nat.Prime n} n {n | n > 2} > n € {n | —~Even n}
simp

-- + Nat.Prime n - 2 < n - -Even n

intro hn

-- hn : Nat.Prime n
-- 2 <n - —-Even n
rcases Prime.eq two or odd hn with (h | h)
--h:n=2
rw [h]
-- 2 <2 - —Even 2
intro hl
--hl1 : 2<2
-- + -Even 2
exfalso
exact absurd hl (1t irrefl 2)
--h:n%2-=1
rw [even iff]
--F2<n--n%S2=0
rw [h]
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--kF2<n--1=20
intro

--a:2<n

--F -1 =0

exact one ne zero

-- 22 demostracion

example : Primos n MayoresQue2 < Impares :=
by
unfold Primos MayoresQue2 Impares
-- + {n | Nat.Prime n} n {n | n > 2} ¢ {n | —-Even n}
rintro n (hl, h2)
--n: N
-- hl : n € {n | Nat.Prime n}
--h2 :né€d{n| n>2}
-- Fn € {n | -Even n}

simp at *
-- hl : Nat.Prime n
--h2 : 2<n
-- + =Even n
rcases Prime.eq two or odd hl with (h3 | h4)
--h3 : n=2
rw [h3] at h2
--h2 : 2<2
exfalso
-- F False

exact absurd h2 (lt irrefl 2)
--h4 : n%2=1

rw [even iff]

--F-n%2=0

rw [h4]

-- k-1 =20

exact one ne zero

-- 32 demostracion

example : Primos n MayoresQue2 < Impares :=
by
unfold Primos MayoresQue2 Impares
-- + {n | Nat.Prime n} n {n | n > 2} < {n | —-Even n}
rintro n (hl, h2)
--n : N
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-- hl : n € {n | Nat.Prime n}

--h2 :né€A{n | n>2}

-- Fn € {n | -Even n}

simp at *

-- hl : Nat.Prime n

--h2 : 2<n

-- + =Even n

rcases Prime.eq two or odd hl with (h3 | h4)
--h3 : n=2
rw [h3] at h2
--h2 : 2<2
linarith
--h4 : n%2 =1
rw [even iff]
- F-n % 2 =
linarith

-- Lemas usados

-- variable (p n : N)

-- variable (a b : Prop)

-- #check (Prime.eq two or odd : Nat.Prime p - p =2 VvV p %2 =1)
-- #check (absurd : a - —a - b)

-- #check (even iff : Even n e n % 2 = 0)

-- #check (1t irrefl n : -n < n)

-- #check (one ne zero : 1 # 0)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

13.15. sn(Ui,Ai)=Ui (Ains)

-- Demostrar que
- - sn (Ui, Ai)=1i, (Ains)

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Tenemos que demostrar que para cada x, se verifica que
-- X€snl(i:N),Aiex€| (i:N),Ains
-- Lo demostramos mediante la siguiente cadena de equivalencias


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Interseccion_de_los_primos_y_los_mayores_que_dos.lean
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-- xX€snl|(i:N), Aiex€snaxe€e| (i:N),AI1
€EsA(31:N x€AI)
i1:N, XxX€EsnAx€EAI
i1:N xXxX€EAIANXES

1 N, x €EAIins

€

U (i :N), Ains

0]
X W oW oW oXx X

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Set.Basic
import Mathlib.Data.Set.Lattice
import Mathlib.Tactic

open Set
variable {a : Type}
variable (s : Set «a)

variable (A : N - Set a)

-- 12 demostracion

example : s n (Ui, Ai) =i, (Ains) :=
by

-- X I a
--Fx€sn|(i:N), Aiex€]| (i:N), Ains
calc x €Esn | (i : N), Ai
oXESAXEY(L:N), Al :=

by simp only [mem inter iff]
X €sA(31:N, xeEAi :=

by simp only [mem iUnion]
31 :N, xX€EsAx€EAI:=

by simp only [exists and left]
31 :N, xXEAILANXES:=

by simp only [and comm]
31 :N, x€Ains:=

by simp only [mem inter iff]
ox € (1 :N), Ains :=

by simp only [mem iUnion]

-- 22 demostracion
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example : s n (Ui, Ai) =i, (Ains) :=
by
ext x
-- X I a
--Fx€snl|(i:N),Aiex€]| (i:N), Ains
constructor
--Fx€snl|(i:N),Ai->x€| (i:N), Ains
intro h
--h:x€sn| (i:N),AI1
--Fx €Y (1:N), Ains

rw [mem_iUnion]
-- 31, xXEAIns
rcases h with (xs, xUAi)
-- XS ! X € s
-- xUAL : xe | (i:N), A1
rw [mem iUnion] at xUAi
-- xUA1 : 31, xX € EA 1
rcases xUAi with (i, xAi)
-- 1 : N
-- XAl :
use i
--FXEAInNSs
constructor
--FXEAI
exact xAi
-- X €Es
exact xs
--Fx E| (1I:
intro h
--h:x€el (i:N), Ains
--FXx€sn| (i:N), Al
rw [mem iUnion] at h
--h:31i, x€Ains
rcases h with (i, hi)
-- 1 : N
--hi : x€Ains
rcases hi with (xAi, xs)
-- XAl : X EA 1
-- XS : X € s
constructor
-- X €Es
exact xs
--Fx €| (i:N), Ai
rw [mem iUnion]
-- 31, xX€EAI

X EA 1

N), Ains-x€snl| (i:

N), A1
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use i
-- F X EAI
exact xAi

-- 32 demostracion

example : s n (Ui, Ai) =i, (Ains) :=

by
ext x
-- X a
--Fx€sn|(i:N),Aiex€]| (i:N), Ains
simp
--F (x€snAn3Ti, xXEAI)eo (1, xXEAI)NXES
constructor

--F (x€snAn3T1i, xX€EAI)-> (I, xXEAI)NXES
rintro (xs, (i, xAi))

-- XS : X €s

-- 1 : N

-- XAl : x €A1

-- (31, xX€A i) AN X €Es

exact ((i, xAi), xs)

.-+ (3i, xX€EAI) AN XEs->x€EsANTI, XxXEAI
rintro ((i, xAi), xs)

-- XS ! X € s

-- 1 : N

-- XAl : X EA 1

--FXx€EsA3Ti, xXEAI

exact (xs, (i, xAi))

-- 32 demostracion

example : s n (Ui, Ai) =i, (Ains) :=

by
ext x
-- X a
--Fx€snl|(i:N),Aiex€]| (i:N), Ains
aesop

-- 42 demostracion

example : s n (Ui, Ai) =1, (Ains):=
by ext; aesop
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-- Lemas usados

-- variable (x : «a)

-- variable (t : Set a)

-- variable (a b : Prop)

-- variable (p : a - Prop)

-- #check (mem iUnion : x € | 1, A1 o 31 1, x €A 1)

-- #check (mem _inter iff x st : xX € sntex€sAXxETL)

-- #check (exists and left : (3 (x : a), b Ap x) eb A 3T (x: a), px)
-- #check (and comm : a A b « b A a)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

13.16. (Ni,AinBi)=(Ni, Ai)n(Ni, Bi)

-- Demostrar que
-- (N i, AinB1i)=(N1i, A1) n ([ i, B i)

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Tenemos que demostrar que para x se verifica

-- X€E€ENIi, (AinBi)ex€ (i, Ai)n (i, B i)

-- Lo demostramos mediante la siguiente cadena de equivalencias
-- X€E€ENIi, (AinBi)e (Vi)[x€AIinBi]

(Vi)[x €EA i ANX €EB i]

(V i)[x € A i] A (V i)[x € B i]

X € (11, Ai) A x € (| i, B 1)

X € (i, Ai) n (N i, B i)

1
T

1
I

1
T

1
)

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Set.Basic
import Mathlib.Tactic

open Set

variable {a : Type}


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Distributiva_de_la_interseccion_respecto_de_la_union_general.lean
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variable (A B : N - Set )

-- 12 demostracion

example : (i, AinB1i) =(11i, Ai)n (| i, B1i) :=

by
ext x
-- X I a
--FXxXEN(:N), AinBiex€ ((i:N),Ai)n( (i:N), Bi
calc x € 1i, AinBi
Vi, xX€EAinBi:=

by exact mem iInter
Vi, XEA1ANXEBI1I:=
by simp only [mem inter iff]
(v i, x € Ai) A (V i, x €EB 1)
by exact forall and
X € (i, Ai) A xX € () 1, B 1)
by simp only [mem iInter]
X € (i, Ai) ni, B1i:=
by simp only [mem inter iff]

$

?

?

-- 22 demostracion

example : (i, AinBi) =(1i, Ai) n (| i, B1i) :=
by
ext x
-- X I«
--FXxX€EN(LI:N), AinBiex€(](i:N),Ai)n[ (i:N), Bi
simp only [mem inter iff, mem iInter]
--F(V (i:N), x€EAIANXEBIi)e (V (i:N),x€AI1i)aAY (i:N), x€EBI1I
constructor
--F(V (i:N), xeAiAnx€EB1i)-(V (i:N), x€A1i)aV (i:N), x€EBIi
intro h
--h :V (i:N), xX€EAIANXEBI
--F(V (i :N), x€AIi)AVY (i:N), xX€BI
constructor
--FV (i:N), xX€EAI
intro i
--1:N
--FXEAI
exact (h i).1
--FV (i :N), xX€EBI1
intro i
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-- 1 : N
--FX€EB1I
exact (h 1).2
-~ ((V (i :N), x€Ai) AV (i:N), x€Bi)-V (i:N), xe€EAinx€EBI
intros h i
--h: (VW (i:N), x€Ai)AVY (i:N), x€BIi
-- 1 : N
--FXEAINXEBI
rcases h with (hl, h2)
--hl :V (i :N), xX€AI1
--h2 :V (i :N), xX€BI1
constructor
--FXEAI
exact hl i
--FX €EB1
exact h2 i

-- 32 demostracion

example : (] i, AinBi) = (i, Ai)n (i, B1i) :=
by
ext x
-- X I a
--FXEN(L:N), AinBiex€()(i:N),Ai)n(](i:N), Bi
simp only [mem inter iff, mem iInter]
-- (VY (i :N), xX€EAIANXEBI)eo (VY (i:N),x€AIi)AY (i:N), x€EBI
exact (fun h » (fun i » (h i).1, fun i » (h 1).2),
fun (hl, h2) i » (hl i, h2 1i))

-- 42 demostracion

example : (i, AinBi)= (11, Ai) n (N i, B1i) :=
by
ext
-- X I aQ
--FXxX€EN(i:N), AinBiex©€(]((i:N),Ai)n( (i:N), Bi
simp only [mem inter iff, mem iInter]
--F(V (i :N), x€EAIiANXx€EBIi)e (VW (i:N), x€e€Ai)anVY (i:N), x€BI
aesop

-- Lemas usados
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-- variable (x : a)

-- variable (a b : Set a)

-- variable (1 : Sort v)

-- variable (s : 1 -» Set a)

-- variable (p g : a -» Prop)

-- #check (forall and : (VY (x : a), px A g x) o (V (x :a), px)AY (x: a), qx)
-- #check (mem iInter : x €[ (1 : 1), s i1 e V¥ (i : 1), x€ s 1)

-- #check (mem inter iff x a b : X €Eanb e Xx €a AN Xx €Db)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

13.17. suvu(Ni,Ai)=N1i,(Aius)

-- Demostrar que
-- Ssu (i, Ai) =1, (A i us)

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Tenemos que demostrar que para todo x,
-- X€ESsUNi, Ailex€(i, Aius
-- Lo haremos mediante la siguiente cadena de equivalencias

- - XEsUNi, Alex€EsvVvXxENI A1
- - X EsvVvVYi xX€EAI
-- Vi, XEsvxeEAI
-- Vi X€EAIVXES
-- Vi x€A1iuUs
-- oX €N1i, A1Us

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Set.Basic
import Mathlib.Tactic

open Set
variable {a : Type}

variable (s : Set a)
variable (A : N - Set o)
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-- 12 demostracion

ex
by

ample : su (i, Ai) =01,

-- X I a

(A ius)

--FX€s U (i:N), AiexE©€E((i:N),Aius
calc x € su (i, A i
oXESsVXENIL Ai:=

by simp only
X EsvVvVYi, x
by simp only
Vi, X€s v x
by simp only
Vi, xXEA1LvV
by simp only
Vi, xXEAiLU
by simp only
e x €ENi, Adivu
by simp only

-- 22 demostracion

ex
by

ample : s u (1 i, A

ext x
-- X I«

[mem_union]
EAL =

[mem _iInter]
€A1l :=
[forall or left]
X €Es =

[or _comm]

s =

[mem union]
s =

[mem_iInter]

i) =11, (Aivus)

--FX€s U (i:N), AilexE©€E(I((i:N),Aius
simp only [mem union, mem iInter]
N), x €EA i) oV (i :

--F (X €EsvyV¥Y (1i:

constructor

--F (x €Es vVY (1i:

intros h i

--h:x€svy¥ (i:N), x€eEAI1

-- 1 N

--FXEAIVXES
rcases h with (xs | xAi)

-- XS :

right

-- F Xx €

exact xs
. -- XAl :

left

X € s

S

YV (i :

N), x €A 1

N), x € Ai) -V (i:

N), xX EAIVXESs

N), x EAIVXES
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ex
by

-- F X EAI
exact xAi i

.-+ (V (1 :N), xX€EAIVXES)->x€eEsvY (i1:N), x€eEAI1

intro h
--h :V (i:N), xX€EAIVXES
--+FXx€svyV¥ (i:N), x€EAI
by cases cxs : x € s
-- CXS ! X € s
left
-- X €Es
exact cxs
-- ¢cns @ -x €s
right
--FV (i :N), x€AIi
intro i
-- 1 : N
--FXEAI
rcases h i with (xAi | xs)
--FXEAI
exact xAi
-- XS ! X € s
exact absurd xs cxs

32 demostracion

ample : su (i, Ai) =N1i, (Aius) :=

ext x
-- X I«

--FX€s U (i:N), AilexE©€E(I((i1:N),Aius

simp only [mem union, mem ilInter]
--+F (x€svy¥ (i:N), xX€EAI)eV (i:
constructor

-k (x€svyV¥ (i:N), x€AI)->VY(i:

rintro (xs | xI) i
-- XS ! X €s

-- 1 :N
--FXEAIVXES

right

-- X €Es

exact xs

--xI :V (i :N), xX€EAI1I
-- 1 : N

--FXEAIVXES

N), x EAIivVXxEs

N), x EAIVXxEs
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left
--FXEAI
exact xI i
--F(V (1 :N), xX€EAIVXES)->x€eEsvY (i:N), x€EAI1
intro h
--h:VY (i:N), xX€EAIVXES-s
--FXx€E€Esvy¥Y (iI:N), x€eAI1l
by cases cxs : x € s
-- CXS ! X € s
left
--FXx €s
exact cxs
-- CXSs ! °X € s
right
--FV (i:N), xX€EAI
intro i
-- 1 : N
--FXEAI
cases h i
--h:x€eAi
assumption
--h: x€s
contradiction

-- Lemas usados

-- variable (x : «)

-- variable (s t : Set a)

-- variable (a b q : Prop)

-- variable (p : N - Prop)

-- #check (absurd : a » -a - b)

-- #check (forall or left : (Vx, gV px)eoeqvVvVx, px)
-- #check (mem iInter : x €| 1, A1 oV i, x € A 1)

-- #check (mem union x a b : X € s Ut ex €s Vv xETt)

-- #check (or comm : a v b e b v a)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

13.18. f[u n v] =fu] n f1[v]
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-- En Lean, la imagen inversa de un conjunto s (de elementos de tipo B)
-- por la funcién f (de tipo a - B) es el conjunto ‘f -1’ s’ de
-- elementos x (de tipo a) tales que ‘f x € s”.

-- Demostrar que
- - f-1" (unv) =°f - untf-1"v

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Tenemos que demostrar que, para todo x,

- - X € f-1[unv] e x € f~2[u] n f-1[v]

-- Lo haremos mediante la siguiente cadena de equivalencias
-- X €EfIflunv] e fxX€Eunyv

-- o fXEuUNTXEV

- - o X € f-1[u] A x € T-1[v]

- - o X € f-1[u] n f~-1[v]

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Set.Function
variable {a B : Type }

variable (f : a - B)

variable (u v : Set B)

open Set

-- 12 demostracion

example : f - (unv) =Ff " unf - v :=

by
ext x
-- X I
--FXx€TFf Y (unv) ex€f -untf 1" v
calc x € f -1' (un v)
«f X EuUunv :=

by simp only [mem preimage]
o« fX€EunTfXEV =

by simp only [mem inter iff]
oex€f Y unanxef -1 v:=
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by simp only [mem preimage]
e x€Ef Y unf v =
by simp only [mem inter iff]

-- 22 demostracion

example : f - (unv) =T " unf - v :=

by
ext x
-- X I«
--Fx€f - (unv) ex€Ff - untf-1"v
constructor
--+x€f - (unv) -x€f -"untf-1"v
intro h

--h:x€f -2 (unv)
--Fx€Ff - unf -1 v
constructor

--FXxXETF -1 u

apply mem preimage.mpr

-- FfXxEu

rw [mem preimage] at h

--h: fx€unv

exact mem of mem inter left h

--FXx€ETFf -1 v

apply mem preimage.mpr

-- X Ev

rw [mem preimage] at h

--h: fx€unv

exact mem of mem inter right h
--Fx€f -1 unf-v-x€f -1 (unv)
intro h
--h:x€f -unf-1"v
--Fx €f -1 (unv)
apply mem preimage.mpr
--FfXEunv
constructor

-- X €Eu

apply mem preimage.mp

--FXETFf -1 u

exact mem _of mem inter left h

-- X Ev

apply mem preimage.mp

--FXx€EFf -1 v

exact mem of mem inter right h
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-- 32 demostracion

example : f -’ (unv) =f - unf -’ v:

by
ext x
-- X I«

--Fx €f -1 (Uunv) e x

constructor
--Fx € f -1’
intro h

- h:x€f -1

--kFx €f -1
constructor

(un v)

- X € f -1’

(unv)

unt -1 v

--kFx€ef -1 u

simp at *
--h: fxE€
--Ff X €Eu
exact h.1

umnTtxEewv

--FXx EFf -1 vy

simp at *

--h: fxEe

--FfXxE€EvV

exact h.2
--+Fx € f -1’
intro h

- h:x€f -1

--kFx €f -1
simp at *

umnftxEev

untft -1’

(un v)

untf -1’

--h: fx€uANTfXxEv

--+FfXEUuNTXEV

exact h

-- 42 demostracion

example : f -’ (u
by aesop

-- 52 demostracion

example : f -1’ (u
preimage inter

T =2’

T =’

v

€f -1

unf

un f

unt -1’

-1

1

v

v

untf -1’

%4

v-x€f -2 (unv)
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-- 62 demostracion

example : f - (unv) =Ff " unf - v :=
rfl

-- Lemas usados

-- variable (x : «)

-- variable (s t : Set «a)

-- #check (mem of mem inter left : x € s nt- x € s)
-- #check (mem of mem inter right : x € s nt - x € t)

-- #check (mem preimage : x € f “1" u o f x € u)

-- #check (preimage inter : f -1’ (unv) =f -2 unf -1’ v)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

13.19. fl[s v t] = f[s] v f[t]

-- En Lean, la imagen de un conjunto s por una funcién f se representa
{

-- por ‘f '’ s’; es decir,
- - f’'"s={y | 3x, xX€snATx=y}

-- Demostrar que
-- f’' " (sut)=Ff""suf’'’"t

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Tenemos que demostrar, para todo y, que

-- y € f[su t] ey € f[s] u f[t]

-- Lo haremos mediante la siguiente cadena de equivalencias

- - y € f[sut] e (IX)(x EsUtANTXx=y)

-- o (Ix)((x EsvxETL) NTXx=y)

(IX)((x €E s AN fx=y) Vv (XxXELtANTXx=y))
(IxX)(x €E s A FTx=y) Vv (IxX)(x Et AT Xx=y)
y € f[s] vy € f[t]

y € f[s] u f[t]

1
)

1
I

1
T

1
I
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-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Set.Function
variable {a B : Type }

variable (f : a - B)

variable (s t : Set a)

open Set

-- 12 demostracion

example : f ' (sut)=f'""suf ' t:=

by
ext y
-~y B
--Fy€f '’ (sut)eyef’"suf’'’t
calcy € f '’ (s ut)
odXx, XEsutanfx=y:=

by simp only [mem image]
e dx, (xEsvxeEL) Afx=y:
by simp only [mem union]
oe3dXx, (XxXEsATfTx=y)Vv(XeEtnanfx=y):=
by simp only [or_and right]
(Ix, x€EsnAnfx=y)v (Ix, xeEtnrfx-=y)
by simp only [exists or]
oy€ef’'"svyef 't =
by simp only [mem image]
oy€ef '""suf 't :=
by simp only [mem union]

o

-- 22 demostracion

example : f ' (sut)=Ff'""suf ' t:=

by
ext y
-~y B
--Fy€f '’ (sut)eyef’"suf’'’t
constructor
--+ry€f '’ (sut)-yef’suf’'’t
intro h

--h:y€f’ (sut)
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--Fy€f’"suf’’t
rw [mem image] at h
--h:3dx, xX€Esutanfx=y
rcases h with (x, hx)
-- X a
--hx : xX€sutanfx=y
rcases hx with (xst, fxy)
-- xst : xe€esvut
-- fxy : fx=y
rw [«fxyl
--+fx€ef ' suf’’t
rw [mem union] at xst
-- Xxst : X €EsvxEt
rcases xst with (xs | xt)
-- XS : X €5
apply mem union left
--+Ffx€f '’ s
apply mem image of mem

-- X €E s
exact xs
-- Xt : x et

apply mem union right

--Ffx€ETf '’ t

apply mem_image of mem

--kFx €t

exact xt
--Fy€f’""suf’"t-y€ef’ (sut)
intro h
--h:y€ef’""suf’’t
--kFy€ef’ (sut)
rw [mem union] at h
--h:y€ef’'""svyef’'t
rcases h with (yfs | yft)

--yfs : yef '’ s

rw [mem image]

--F3dXx, xXEsSsUTtANTFXx=y
rw [mem image] at yfs
--yfs : A x, xX€ s ANTFfx=y

rcases yfs with (x, hx)
-- X I«

-- hx : xX€s ANfx=y
rcases hx with (xs, fxy)
-- XS : X €Es
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--FXESsUtANTXx=y
constructor
--Fx€Esut
apply mem union left
--F X €Es
exact xs
--F T Xx=y
exact fxy
--yft r yef '’ ¢t
rw [mem image]

--F3dXx, xXEsuUtANTFfx=y
rw [mem image] at yft
-~ yft A Xx, xXEtANTFXx=y

rcases yft with (x, hx)
-- X«

--hx : x €t ANfx=y
rcases hx with (xt, fxy)

--xt : x €t

-- fxy : fx=y

use x
--FXEsSsUtANTfXx=y
constructor

--Fx€Esut

apply mem union right
--F X ET

exact xt

--FfXx=y

exact fxy

-- 32 demostracion

example : f ' (suvut)=Ff'"" suf ' t:=
by
ext y
--y B
--Fy€f '’ (sut)eyef’suf’'’t
constructor
--+y€f '’ (sut)-yef’' suf’'’t
rintro (x, xst, rfl)
-- X I a
-- Xst : x €Es Ut
--+fx€ef’ suf’’t
rcases xst with (xs | xt)
-- XS ! X €5
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left

--+Ffx€f ' s

exact mem _image of mem f Xxs

-- xt : x €t

right

--Ffxef '’ t

exact mem image of mem f xt
--Fy€f '’ suf’"t-oyef’ (sut)
rintro (yfs | yft)

--yfs : yef '’ s

rcases yfs with (x, xs, rfl)

-- X a

-- XS ! X €Es

--Ffx€f '’ (sut)

apply mem image of mem

--FXx€Esut

left
-- F X € s
exact xs

--yft r yef 't

rcases yft with (x, xt, rfl)
-- X I a

-- XS : X €Es

--Ffx€Ff '’ (sut)
apply mem_image of mem
--FX EsuUut

right
-- X €t
exact xt

-- 42 demostracion

example : f ' (sut)=Ff """ suf ' t:=
by
ext y
-~y : B
--Fy€ef '’ (sut)ey€f ' suf’'’t
constructor
--Fry€ef’ (sut)-y€ef’'"suf’'’t
rintro (x, xst, rfl)
-- X I«
-- xst : x€Esut
--+Ffx€ef '’ suf’’t
rcases xst with (xs | xt)
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--kFfx€ef 't
use x, xt

rintro (yfs | yft)
--yfs : yef '’ s

rcases yfs with (x, xs, rfl)

-- X I Q
-- XS : X €S
--+FfXx€Tf '’ (su
use x, Or.inl xs
--yft :yef '’ t

rcases yft with (x, xt, rfl)

-- X I a
-- Xt : xX €t
--FfXx€ef '’ (su
use x, Or.inr xt

-- 52 demostracion

example : f '’ (sut)=Ff """ suf ' t.:

by
ext y
-y B

- FyETf’  (sUt)ey€EF’ sUFf’'’ t

constructor

- FyEFf’ (sut)-y€EFf’ suf’'’t

t)

t)

rintro (x, xs | xt, rfl)

-- X I a
-- XS : X €s
--Ffxef '’ su
left

--FfXx€ef '’ s
use X, XS

-- X Ia

-- Xt : xX €t
--FfXx€ef '’ su
right

f’’t

'’ t
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--+y€f’"suf’"t-yef’ (sut)
rintro ((x, xs, rfl) | (x, xt, rfl))

-- X a

-- XS ! X € s

--Ffx€f '’ (sut)

use x, Or.inl xs

-- X I aQ

-- Xt : x €t

--+Ffx€Tf '’ (sut)

use x, Or.inr xt

-- 62 demostracion

example : f ' (sut)=f'""suf ' t:=

by

ext y

-y B

--Fy€f '’ (sut)eyef’"suf’'’t

constructor
--+Fy€ef '’ (sut)-yef’'suf’'’"t
aesop
--Fy€ef’'"suf’"t-yef’ (sut)
aesop

-- 72 demostracion

example : f '’ (sut)=Ff """ suf ' t.:
by

ext y

constructor <;> aesop

-- 82 demostracion

example : f '’ (sut)=Ff """ suf ' t.:
by

ext y

-y B

--Fy€f '’ (sut)eyef’”suf’’t

rw [iff def]

--+(y€f '’ (sut)-yef’'"suf’'"t)n(yef’' suf’'t-y€ef’ (sut

aesop
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-- 92 demostracion

example : f ' (sut)=Ff """ suf ' t:=
image union f s t

-- Lemas usados

-- variable (x : «a)

-- variable (y : B)

-- variable (a b c : Prop)

-- variable (p q : a - Prop)

-- #check (Or.inl : a - a v b)

-- #check (Or.inr : b - a v b)

-- #check (exists or : (3 x, px Vvqgx)e (3Ix, px)viIx, gx)
-- #check (iff def : (a o b) o (a - b) A (b - a))

-- #check (image union f st : f '’ (sut) =f"'""suf’'’t)
-- #check (mem image f sy : (y €Ef ' s e 3 (x:a), x€s ANTx=y))
-- #check (mem_image of mem f : x € s > fx €f '’ s)

-- #check (mem union x s t : X €E s Ut ex €Es vV XxETL)

-- #check (mem union left t : x € s - x € s U t)

-- #check (mem union right s : x €t - x € s u t)

-- #check (or _and right : (a v b) ANceancCcVDbAC)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

13.20. s c f1[f[s]]

-- Demostrar que si s es un subconjunto del dominio de la funcién f,

-- entonces s estd contenido en la imagen inversa de la imagen de s por
-- f; es decir,

-- s ¢ f-1[f[s]]

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Se demuestra mediante la siguiente cadena de implicaciones
- - X € s — f(x) € f[s]
-- = x € - 1[f[s]]
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-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Set.Function
open Set

variable {a B : Type }

variable (f : a - B)

variable (s : Set «a)

-- 12 demostracion

example : s ¢ f -1 (f "' s) :=
by

intros x xs

-- X I a

-- XS : X €Es

--Fx €f -1 (f ' 5s)

have hl : f x € f '’ s := mem image of mem f Xxs
show x € f -1' (f '’ s)

exact mem preimage.mp hl

-- 22 demostracion

example : s ¢ f -1 (f "' s) :=
by

intros x Xxs

-- X I«

-- XS ! X €s
--kFx€f -1 (f ' 5s)
apply mem preimage.mpr
--+fx€ef ' s
apply mem _image of mem
--FXx €Es

exact xs

-- 32 demostracion

example : s c f -’ (f '’ s5) :=

by
intros x xs
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-- X I a
-- XS ! X €s
--kFx€f -1 (f ' s)
apply mem _image of mem
--F X €S

exact xs

-- 42 demostracion

example : s ¢ f -2 (f '’ s)
fun _ ~ mem image of mem f

-- 52 demostracion

example : s ¢ f -1 (f '" s) :=
by
intros x xs
-- X I aQ
-- XS ! X €s
-- X € Ff -1 (f 7’ s)
show f x € f '’ s
use X, XS
-- 62 demostracion
example : s ¢ f -1 (f "' s) :=
by
intros x xs
-- X I a
-- XS ! X € s
--Fx €f -1 (f ' 5s)
use X, XS
-- 72 demostracion
example : s ¢ f -1 (f "' s) :=

subset preimage image f s

-- Lemas usados
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-- variable (x : a)

-- variable (t : Set B)

-- #check (mem preimage : x € f ~1’" t o f x € t)

-- #check (mem _image of mem f : x € s - f x € f '’ s)

-- #check (subset preimage image f s : s ¢ f -1’ (f '’ s))

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

13.21. f[s] S u e s c f1u]

-- Demostrar que
-- f[s] S ue s c f1[u]

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Los demostraremos probando las dos implicaciones.

-- (=) Supongamos que

-- fl[s] € u (1)
-- y tenemos que demostrar que

-- s ¢ f~1[u]

-- Se prueba mediante las siguientes implicaciones

-- X € s = f(x) € f[s]

-- — f(x) € u [por (1)]

-- = x € f~1[u]

-- (O) Supongamos que

-- s ¢ f~1[u] (2)
-- y tenemos que demostrar que

- - fl[s] € u

-- Para ello, sea y € f[s]. Entonces, existe un

-~ XE€Es (3)
-- tal que

-y = f(x) (4)
-- Entonces,

-- x € f-1[u] [por (2) y (3)]

- - — f(x) € u

-- = y €u [por (4)]

-- Demostraciones con Lean4
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import Mathlib.Data.Set.Function
open Set

variable {a B : Type }
variable (f : a - B)
variable (s : Set a)
variable (u : Set B)

-- 12 demostracion

N

example : f '’ s uescf -2 u:=
calc f '’ s cu
oVy, yef ' sosy€u:=
by simp only [subset def]
e Vy, (Ix, xEsAfx=y)->yEuUu:=
by simp only [mem image]
e VX, XxXEs->fx€Eu :=hy
constructor
--(Vy, (3 x, xX€EsANTFfx=y)->y€u)->(Vx, x€E€Es->TxEu)
intro h x xs
--h :¥Y(y:B), (Ix, xEsANTFfx=y)->y€EuU

-- X I A
-- XS ! X € s
--F f Xx Eu

exact h (f x) (by use x, xs)
-- (Vx, x€s->Ffx€u) - (Vy, (I3 x, xX€EsANTFTXx=y)-yE€u)

intro h y hy

--h:V (x:a), x€s->7TFTx€Eu
--y: B

--hy : 3x, xX€sANTfx=y
--Fy €Eu

obtain (x, hx) := hy

-- X a

--hx : x€sAfx=y

have hl : y = f x := hx.2.symm
have h2 : f x € u := h x hx.1
show y € u

exact mem of eq of mem hl h2
e VX, XxXEs-x€TF - u:=
by simp only [mem preimage]
_escf -1 u:=
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by simp only [subset def]

-- 22 demostracion

example : f ' scuescf -1 u:=
calc f '' s cu
oVy, yef ' s->y€u:=
by simp only [subset def]
e Vy, (Ix, x€EsnAfx=y)->y€Eu:=
by simp only [mem image]
e V¥ Xx, XxX€s->fx€u :=hy
constructor
--(Vy, (3x, xX€EsANTFfx=y)->y€u)->(Vx, xX€Es->TxEu)
intro h x xs
--h :¥Y (y:B), (Ix, xX€sANTFfx=y)->yE€Eu

-- X I o
-- XS . X € s
--FfXx Eu

apply h (f x)
--F3d3x1, x1 €snAfx1=Tfx

use X, Xs

-- (VXx, xX€s->FTx€u)->(Vy, (Ix, xXE€EsSsANTFx=y)->yE€u
intro h y hy

--h:VY (x:a), xXE€s->Ffx€Eu
-~y B

--hy : 3x, xX€sANTFfx=y
--Fy E€Eu

obtain (x, hx) := hy

-- X a

--hx : X €Es ANTfx=y

rw [<hx.2]

--FfXx €Eu

apply h x

--F X Es

exact hx.1

e VX, XxXEso->x€eTf -1 u:=
by simp only [mem preimage]
_escf "1 u:=
by simp only [subset def]

-- 32 demostracion

example : f '’ s uescf " u:=

N
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by
constructor
--Ff '’ scu-scf-1"u
intros h x xs
--h: f’ scu
-- X a
-- XS ! X €s
--FXx €T 1" u
apply mem preimage.mpr
--FfXx€Eu
apply h
--Ffx€Ef '’ s
apply mem_image of mem
--Fx €Es
exact xs
--Fscf -1 u-*Ff"’""scu
intros h y hy
[

--h:s f-1"u

-y B

--hy : yef '’ s

-- Yy €Eu

rcases hy with (x, xs, fxy)
-- X a

exact h xs

-- 42 demostracion

example : f ' scuescf -1 u:=
by
constructor
--Ff’'""scu-scf-1u
intros h x xs
--h: f '’ scu

apply h

--Ffx€Ef ' s
apply mem_image of mem
--FXx €Es



352 Capitulo 13. Teoria de conjuntos

exact xs

--kFscf " u-7fFf'""scu
rintro h y (x, xs, rfl)
--h:scf-1"u

-- X I aQ

-- XS ! X €s

--FfXxE€Eu

exact h xs

-- 52 demostracion

example : f ' scuescf 1" u:=
image subset iff

-- 42 demostracidn

example : f ' scuescf 1" u:=
by simp

-- Lemas usados

-- variable (x y : a)

-- #check (image subset iff : f '/ s cu e s c f -7 u)
-- #check (mem_image of mem f : x € s - f x € f '’ s)
-- #check (mem of eq of mem : X =y -y €5 »> X € 5)

-- #check (mem preimage : x € f “1" u o f x € u)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web.

13.22. La funcidn (x » x + c) es inyectiva

-- Demostrar que, para todo c la funcidén
-- f(x) =x + ¢
-- es inyectiva

-- Demostracién en lenguaje natural
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-- Se usarag el lema

-- (Va, b, c) [a+b=c+b-a-=c]

-- Hay que demostrar que

- - (VY x1 x2) [f(x1) = f(x2z2) X1 = Xx2]

-- Sean xi1, x2 tales que f(x:1) = f(xz2). Entonces,
= o X1 + C = X2 + C

--y, por L1, x1 = X2.

(5

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
open Function

variable {c : R}

-- 12 demostracidn

example : Injective ((. + c)) :=

by
intro (x1 : R) (x2 : R) (hl : x1 + ¢ = x2 + C)
show x1 = x2
exact add right cancel hl

-- 22 demostracién
example : Injective ((. + c)) :=
by

intro x1 x2 hl

show x1 = x2

exact add right cancel hl

-- 32 demostracioén
example : Injective ((. + c))
fun _ h » add right cancel

>

-- Lemas usados

-- variable {a b : R}
-- #check (add right cancel : a + b=c¢c+ b - a = c)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

(L1)
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13.23. Sic # 0, entonces la funcion (x » cx) es

inyectiva

-- Ejercicio 3. Demostrar que para todo c distinto de cero la funcidn

-- f(x) = c * x
-- es inyectiva

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Se usara el lema

-- (Va, b, c) [a#0-> (a*b=a*ceb-=c))]
-- Hay que demostrar que

-- (V x1, x2) [f(x:1) = f(x2) » X1 = X2]

-- Sean x1, x2 tales que f(xi1) = f(xz). Entonces,

oo CX1 = CX2
--y, por L1 y puesto que ¢ # 0, se tiene que
oo X1 = X2.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
open Function
variable {c : R}

-- 12 demostracion
example
(h : c=0)
: Injective ((c * .)) :=
by
intro (x1 : R) (x2 : R) (hl : ¢ * x1 = ¢c * x2)
show x1 = x2
exact (mul right inj’ h).mp hl

-- 22 demostracion

example
(h : c=0)
: Injective ((c * .)) :=
fun _ hl » mul left cancele h hl

-- Lemas usados

(L1)
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-- variable (a b : R)
-- #check (mul right inj’ : a # 0 - (a *b=a * c e b =2c))
-- #check (mul left cancelo : a # 0 -a *b=a *c->b=c)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

13.24. La composicion de funciones inyectivas

es inyectiva

-- Demostraciones en lenguaje natural (LN)

-- 12 demostracion en LN

-- Tenemos que demostrar que

s (V x, y) [(g e~ f)(x) =(g - f)y) »x=y]
-- Sean x, y tales que

-- (g o f)(x) = (g o f)(y)

-- Entonces, por la definicidén de la composicién,
-- g(f(x)) = g(f(y))

-- y, ser g inyectiva,

== f(x) = f(y)

-- y, ser f inyectiva,

- X =y

-- 22 demostracion en LN

-- Tenemos que demostrar que

o (V x, y) [(g e f)(x) =1(g - f)y) »x=y]
-- Sean x, y tales que

-- (g o f)(x) = (g o f)(y)

-- y tenemos que demostrar que

- X:y
-- El objetivo (2), usando que f es inyectiva, se reduce a
sc f(x) = f(y)

-- que, usando que g es inyectiva, se reduce a

-- g(f(x)) = g(f(y))
-- que, por la definicién de la composicién, coincide con (1).
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-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Tactic
open Function

variable {a : Type } {B : Type } {y : Type }
variable {f : a - B} {g : B ~ Yy}

-- 12 demostracién (basada en la 12 en LN)
example
(hg : Injective g)
(hf : Injective f)
Injective (g o f) :=
by
intro (x : o) (y : a) (hl: (g o f) x = (g o f) y)
have h2: g (f x) =g (f y) :=hl
have h3: f x = f y := hg h2
show x = y
exact hf h3

-- 22 demostracioén
example
(hg : Injective g)
(hf : Injective f)
Injective (g o f) :=
by
intro (x @ a) (y : a) (hl: (g o f) x = (g o f) vy)
have h2: f x = f y := hg hl
show x =y
exact hf h2

-- 32 demostracién
example
(hg : Injective g)
(hf : Injective f)
Injective (g o f) :=
by
intro x y h
exact hf (hg h)

-- 42 demostracion
example
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(hg : Injective g)

(hf : Injective f)

Injective (g o f) :=
fun _ h » hf (hg h)

-- 52 demostracion (basada en la 22 en LN)
example
(hg : Injective g)
(hf : Injective f)
Injective (g o f) :=
by
intros x y h
-- Xy a
--h:(gef)x=(g-ef)y
apply hf
--kFfx=f*Ffy
apply hg
--Fg (fx)=g (fy)
apply h

-- 62 demostracion
example
(hg : Injective g)
(hf : Injective f)
Injective (g o f)
-- by exact?
Injective.comp hg hf

-- 72 demostracién
example
(hg : Injective g)
(hf : Injective f)
Injective (g o f)
by tauto

-- Lemas usados

-- #check (Injective.comp : Injective g - Injective f - Injective (g o f))

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Composicion_de_funciones_inyectivas.lean

358 Capitulo 13. Teoria de conjuntos

13.25. La funcidon (x » x + c) es suprayectiva

-- Demostrar que para todo numero real c, la funcidn
-- f(x) =x + ¢
-- es suprayectiva.

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Tenemos que demostrar que

-- (Vx ER)(T y €ER)[y+c = x]

-- Sea x € R. Entonces, y = x-c ER y
-- y + C (x - ¢c) +c

X

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable {c : R}
open Function

-- 12 demostracion
example : Surjective (fun x » X + ¢) :=

by
intro x
--x R
--+3a, (fun x => x + ¢c) a = x
use x - C
-- F (fun x => x + ¢c) (x - c) = X
dsimp

--F (x -¢c) +c=x
exact sub add cancel x c

-- 22 demostracion
example : Surjective (fun x » X + C) :=
by

intro x

-- xR

--+F3a, (fun x => x + ¢c) a = x
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use x - ¢

-- F (fun x => x + ¢c) (x - c) =X
change (x - ¢) + ¢ = x
--kF (x -c) +c=x
exact sub add cancel x c

-- 32 demostracion

example : Surjective (fun x » X + C)

by
intro x
--x R
--+3a, (fun x => x +C) a = x
use x - C
-~ F (fun x => x + ¢c) (x - c) = x
exact sub _add cancel x c

-- 42 demostracion
example : Surjective (fun x » X + C)
fun x » (x - ¢, sub_add cancel x c)

-- 52 demostracién
example : Surjective (fun x » x + C)
fun x » (x - ¢, by ring)

-- 62 demostracién
example : Surjective (fun x » x + C)
add right surjective c

-- Lemas usados

-- variable (a b : R)

-- #check (sub _add cancel a b : (a - b) + b = a)
: Surjective (fun x » X + C))

-- #check (add right surjective c

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

13.26. Si c # 0, entonces la funcion (x » cx) es

suprayectiva

-- Demostrar que si c es un numero real no nulo, entonces la funcidén
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im
va
op

ex

by

ex

by

f(x) =c¢c * x
es suprayectiva.

Demostracién en lenguaje natural

Hay que demostrar que

(Vx ER)(T y € R)[cy = x]

Sea x € R. Entonces, y = x/c €ER Yy

c(x/c)
=Yy

&y

Demostraciones con Lean4

port Mathlib.Data.Real.Basic
riable {c : R}
en Function

12 demostracidn

ample

(h : c # 0)

: Surjective (fun x » c * Xx)

intro x

--x R

--+ 3 a, (fun x => c * x) a
use (x / c)

-- F (fun x => ¢c * x) (x / ¢c) = x

dsimp

--kFcCc* (x/c)=x
rw [mul comm]

--kF (x/c) ¥*c=x

exact div_mul cancel x h

22 demostracion

ample

(h : c=0)

: Surjective (fun x » c * Xx)

intro x

--x R

--+F3a, (fun x =>c * x) a
use (x / c)

X

X
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-- F (fun x => ¢ * x) (x / c)
exact mul div cancel’ x h

]
X

-- 32 demostracioén
example

(h : c #0)

: Surjective (fun x » c * X)
fun x » (x / ¢, mul div_cancel’ x h)

-- 42 demostracién
example

(h : c #0)

: Surjective (fun x » c * Xx)
mul left surjectivee h

-- Lemas usados

-- variable (a b : R)

-- #check (div mul cancel a : b #0 - (a / b) * b = a)

-- #check (mul comm a b : a * b =0b * a)

-- #check (mul div cancel’ a : b #0 - b * (a / b) = a)

-- #check (mul left surjectiveo : ¢ # 0 - Surjective (fun x » ¢ * X))

W

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

13.27. Si c # 0, entonces la funcion (x » cx +
d) es suprayectiva

-- Demostrar que si c¢ es un numero real no nulo, entonces la funcidn
-- f(x) =c*x+d
-- es suprayectiva.

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Hay que demostrar que

-- (Vx € R)(Jy € R) [cy+d = Xx]

-- Sea x € R. Entonces, y = (x-d)/c ER y
=c cy = c((x-d)/c)+d
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-- = (x-d)+d
-- = X

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable {c d : R}
open Function

-- 12 demostracion

example
(h : c#0)
: Surjective (fun x » ¢ * x + d) :=
by
intro x
-- xR
--F3da, (fun x =>c¢c * x +d) a = x
use ((x - d) / ¢
--F (fun x =>c¢c * x +d) ((x - d) / c) =x
dsimp
--Fc* ((x-4d)/c)+d
show ¢ * ((x - d) /¢c) +d
calc ¢ * ((x -d) /c) +d

X
X

X := sub_add cancel x d

-- 22 demostracion

example
(h : c=0)
: Surjective (fun x » ¢ * x + d) :=
by
intro x
--x R
--F3a, (fun x =>c¢c * x +d) a =x
use ((x - d) / c)
--F (fun x => ¢ * x +d) ((x - d) / c) =x
dsimp
--kFcCc* ((x-d) /c)+d=x
simp [mul div cancel’, h]

(x - d) +d :=congrArg (. + d) (mul div cancel’ (x - d) h)
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-- 32 demostracion

example
(h : c=0)
: Surjective (fun x » ¢ * x +d) :=
by
intro x
-- xR
--F3da, (fun x =>c¢c * x +d) a = x
use ((x - d) / c)
-- F (fun x => ¢ * x +d) ((x - d) / c) =x
simp [mul div cancel’, h]

-- 42 demostracion

example
(h : c#0)
: Surjective (fun x » ¢ * x + d) :=
fun x » ((x - d) / c, by simp [mul div cancel’, h])

-- Lemas usados

-- variable (a b : R)
-- #check (mul div cancel’ a : b #0 - b * (a / b) = a)
-- #check (sub add cancel a b : a - b + b = a)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

13.28. Sif: R - R es suprayectiva, entonces 3Ix

€ R tal que f(x)2 =9

-- Demostrar que si f es una funcién suprayectiva de R en R,
-- entonces existe un x tal que (f x)"2 = 9.

-- Demostracién en lenguaje natural
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-- Al ser f suprayectiva, existe un y tal que f(y) = 3. Por tanto,
-- f(y)? = 9.

-- Demostracién con Lean9

import Mathlib.Data.Real.Basic
open Function

example
{f : R - R}
(h : Surjective f)
: 3 x, (f x)?2 =9 :=
by
cases’ h 3 with y hy
--y R
--hy : fy=3
use y
--kFfy”~2=9
rw [hy]
--F372=9
norm_num

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

13.29. La composicion de funciones suprayec-
tivas es suprayectiva

-- Demostrar que la composicién de funciones suprayectivas es
-- Suprayectiva.

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Supongamos que f : A - B y g : B - C son suprayectivas. Tenemos que
-- demostrar que

== (Vz € C)(3x € A)[g(f(x)) = z]

-- Sea z € C. Por ser g suprayectiva, existe un y € B tal que

- gly) = z (1)
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-- Por ser f suprayectiva, existe un x € A tal que

- f(x) =y
-- Por tanto,
-- g(f(x))

g(y) [por (2)]
z [por (1)]

-- Demostraciones con lean4

import Mathlib.Tactic
open Function

variable {a : Type } {B : Type } {y :

variable {f : a - B} {g : B - v}

-- 12 demostracidn
example

(hg : Surjective g)

(hf : Surjective f)

: Surjective (g o f) :=
by

intro z

--z !y

--kF3a, (geof)a=z

cases’ hg z with y hy

-~y B

--hy : gy =2z

cases’ hf y with x hx

-- X a

-- hx : fx=y

use x

--F (g o f) x =2z

dsimp

-- kg (fx) =2z

rw [hx]

--kFgy=2z

exact hy

-- 22 demostracién
example

(hg : Surjective g)

(hf : Surjective f)

: Surjective (g o f) :=
by

intro z

-~z Yy

Type

_}

(2)
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ex

by

ex

--+F3a, (ge°f)a=z
cases’ hg z with y hy
-~y B

--hy : gy =2z

cases’ hf y with x hx
- X I«

-- hx : fx=y
use X

--F (g o f) x =12z
dsimp

--Fg (f x) =2z
rw [hx, hy]

32 demostracién

ample

(hg : Surjective g)

(hf : Surjective f)

: Surjective (g o f) :=

intro z

--z:y

--F3a, (geof)a-=z
cases’ hg z with y hy
-y B

--hy : gy =2z
cases’ hf y with x hx
-- X I a

-- hx : fx=y

exact (x, by dsimp ; rw

42 demostracion

ample

(hg : Surjective g)

(hf : Surjective f)

: Surjective (g o f) :=

by

intro z
-~z vy
--F3a, (geof)a-=z

rcases hg z with (y, hy :
rcases hf y with (x, hx :

exact (x, by dsimp ; rw

52 demostracioén

example

[hx, hy]

-+ Q
X <
]

—< N

[hx, hy]

)
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(hg : Surjective g)

(hf : Surjective f)

: Surjective (g o f) :=
Surjective.comp hg hf

-- Lemas usados

-- #check (Surjective.comp : Surjective g - Surjective f - Surjective (g o f))

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web
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Capitulo 14
Logica

14.1. Si —(IxX)P(x), entonces (Vx)-P(x)

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Sea y un elemento cualquiera. Tenemos que demostrar -P(y). Para ello,
-- supongamos que P(y). Entonces, (3x)P(x) que es una contradiccién con
-- la hipétesis,

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Tactic
variable {a : Type }
variable (P : o - Prop)

-- 12 demostracion

example
(h : =3 x
:Vx, =P x:
by
intros y hl

369
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-- F False
apply h
--F3dx, Px
existsi y

-- FE Py
exact hl

-- 22 demostracion

example
(h : =3 x, P x)
:Vx, =P x :=
by
intros y hl
--y I a
-- hl : P x
-- F False
apply h
-- 3 x, Px
use y
== Py
exact hl

-- 32 demostracion

example
(h : =3 x, P x)

by
intros y hl
-y I a
-- hl : P x
-- F False
apply h
--+F 3 Xx, Px
exact (y, hl)

-- 42 demostracion

example
(h : =3 x, Px)
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by
intros y hl
-y a
-- hl : P x
-- + False
exact h (y, hl)

-- 52 demostracion

example
(h : =3 x, P x)
:Vx, - P x :=
fun y hl » h (y, hl)

-- 62 demostracion

example
(h : =3 x, Px)
: ¥V x, - P x :=
by
push neg at h
exact h

-- 72 demostracion

example
(h : =3 x, P x)
1 Vx, - Px:=
not exists.mp h

-- 82 demostracion

example
(h : =3 x, Px)
¥V x, - P x :=
by aesop

-- Lemas usados

-- #check (not exists :

(-3 x, P x) «V (x :
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Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

14.2. Si (Vx)-P(x), entonces - (Ix)P(x)

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Supongamos que (3Ix)P(x). Sea y tal que P(y). Puesto que (Vx)-P(x), se
-- tiene que -P(y) que es una contradiccidén con P(y).

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Tactic
variable {a : Type }
variable (P : a - Prop)

-- 12 demostracion

example
(h : V¥ x, =P x)
=34 x, Px :=
by
intro hl
-- hl : 3 x, P x
-- F False

rcases hl with (y, hy : P y)
have h2 : =Py := hy
exact h2 hy

-- 22 demostracion

example
(h : ¥V x, =P x)
=31 x, Px :=
by
intro hl
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-- hl : 3 x, P x

-- F False

rcases hl with (y, hy : P y)
exact (h y) hy

-- 32 demostracion

example
(h : ¥ x, =P x)
: =3 x, Px :=
by
rintro (y, hy : P y)
exact (h y) hy

-- 42 demostracion

example
(h : V¥V x, =P x)
=31 x, Px :=

fun (y, hy) » (h y) hy

-- 52 demostracion

example
(h : V¥V x, =P x)
=34 x, Px :=
not exists of forall not h

-- 62 demostracion

example
(h : ¥V x, = P x)
: -3 x, Px:=
by aesop

-- Lemas usados

-- variable (q : Prop)
-- #check (not exists of forall not : (VY x, Px ->q) » (3 x, P x) - q)
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Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

14.3. Si - (Vx)P(x), entonces (Ix)—-P(x)

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Por reduccién al absurdo, supongamos que —(3x)-P(x). Para obtener una
-- contradiccién, demostraremos la negacidén de la hipdtesis; es decir,
-- que (Vx)P(x). Para ello, sea y un elemento cualquiera y tenemos que
-- demostrar P(y). De nuevo, lo haremos por reduccién al absurdo: Para
-- ello, supongamos que -P(y). Entonces, se tiene que (3x)-P(x) en

-- contradiccién con nuestro primer supuesto de —(3x)-P(x).

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Tactic
variable {a : Type }
variable (P : a - Prop)

-- 12 demostracion

example
(h : =V x, P x)
1 x, =P x :=
by
by contra hl
-- hl : -3 x, =P x
-- F False
apply h
--FVY (x: a), Px
intro y
-y a
--FPy
show P y
by contra h2
-- h2 : =Py
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-- + False
exact hl (y, h2)

-- 22 demostracion

example
(h : =V x, Px)
34 x, =P x :=
not forall.mp h

-- 32 demostracion

example
(h : =V x, P x)
4 x, =P x :=
by aesop

-- Lemas usados

-- #check (not forall : (=¥ x, P x) « 3 x, =P x)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

14.4. Si (Ix)-P(x), entonces - (Vx)P(x)

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Supongamos que (Vx)P(x) y tenemos que demostrar una

-- contradiccidén. Por hipdétesis, (3x)-P(x). Sea y tal que

-- =P(y). Entonces, como (Vx)P(x), se tiene que P(y) que es una
-- contradiccién con —-P(y).

-- Demostraciones con Lean4
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import Mathlib.Tactic
variable {a : Type }
variable (P : o - Prop)

-- 12 demostracion

example
(h : 3 x, = P x)
: -V x, Px:=
by
intro hl
--hl1 :V (x:a), Px
-- F False
cases’ h with y hy
-y«
-- hy : =Py
apply hy
--FPy
exact (hl vy)

-- 22 demostracion

example
(h : 3 x, = P x)
=2V x, Px :=
by
intro hl
--hl :V (x: a), Px
-- + False
rcases h with (y, hy : =P y)
apply hy
--FPy
exact (hl vy)

-- 32 demostracion

example
(h : 3 x, =P x)
=V x, Px :=
by
intro hl
--hl :V (x: a), Px
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-- + False
rcases h with (y, hy : =P y)
exact hy (hl vy)

-- 42 demostracion

example
(h : 3 x, =P x)
: 2V x, Px :=
not forall.mpr h

-- 52 demostracion

example
(h : 3 x, =P x)
=2V x, Px :=
not forall of exists not h

-- 62 demostracion

example
(h : 94 x, = P x)
-V x, Px :=
by aesop

-- Lemas usados

-- #check (not forall : (=¥ x, P x) « 3 x, —-P x)
-- #check (not forall of exists not : (3 x, =P x) » =¥ x, P Xx)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

14.5. --P-P

-- Demostracién en lenguaje natural
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-- Por reduccién al absurdo. Supongamos —-P.

-- contradiccién con la hipdétesis (——P).

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Tactic
variable (P : Prop)

-- 12 demostracion

example
(h : ==P)
: P =

by
by contra hl
-- hl : =P
-- F False
exact (h hl)

-- 22 demostracion

example
(h : ==P)
: P o=
by contra (fun hl » h hl)

-- 32 demostracion

example

(h : —==P)

: P =
-- not not.mp h
of not not h

-- 42 demostracion

example
(h : ==P)

Entonces,

tenemos una



14.6. P> —=—=P 379

P o=
by tauto

-- Lemas usados

-- #check (of not not : —-—P - P)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

14.6. P » ——P

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Supongamos -P. Entonces, tenemos una contradiccién con la hipdtesis
—o (P

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Tactic
variable (P : Prop)

-- 12 demostracion

example
(h : P)
: P =

by
intro hl
-- h1 : =P
-- F False
exact (hl h)

-- 22 demostracion
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example

(h : P)

: P =
fun hl » hl h

-- 32 demostracion

example
(h : P)
: =P =
not not intro h

-- 42 demostracion

example
(h : P)
: - - P =
by tauto

-- Lemas usados

-- #check (not not intro :

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

14.7. (P-Q)e-PVvQ

-- Demostrar que

- (P-Q)e-PVQ

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Demostraremos cada una de las implicaciones.

-- (==>) Supongamos que P - Q. Distinguimos dos subcasos segin el valor de

-~ P.
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-- Primer subcaso: suponemos P. Entonces. tenemos Q (por P - Q) y. por
-- tanto, -P v Q.

-- Segundo subcaso: suponemos —-P. Entonces. tenemos -P v Q.

-- (<==) Supongamos que -P v Q y P y tenemos que demostrar
-- Q. Distinguimos dos subcasos segun —-P v Q.

-- Primer subcaso: Suponemos —-P. Entonces tenemos una contradiccién con
-- P.

-- Segundo subcaso: Suponemos Q, que es lo que tenemos que demostrar.

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Tactic
variable (P Q : Prop)

-- 12 demostracion

example
(P-0Q) «=PvQ :=
by
constructor
- F(P->0) »-PVQ
intro hl
--hl1 : P-Q
--F-P v Q
by cases h2 : P
-- h2 : P

-- h2 : =P

-- F =P

exact h2
--F=-PVvQ-P-2Q
intros h3 h4
-- h3 : =P v Q
--h4 : P
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-- FQ
rcases h3 with h3a | h3b
. -- h: =P
exact absurd h4 h3a
. --h :Q
exact h3b

done

-- 22 demostracion

example
(P~Q) o-PvQ:=
by
constructor
--F (P-Q) --PvaQ
intro hl
--hl : P-Q
-- k=P Vv Q
by cases h2: P
-- h2 : P
right
-- +Q
exact hl h2
-- h2 : =P

. --F=PVvQ->P->Q
intros h3 h4
-- h3 : =P v Q
--h4 : P
__|_0
cases h3
--h: =P
contradiction
--h:Q
assumption
done

-- 32 demostracion

example
(P Q : Prop)
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: (P-Q) « PvaQ:
imp iff not or

-- 42 demostracion

example

(P Q : Prop)

: (P-Q) « =P v aQ:
by tauto

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web
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Capitulo 15

Limites de sucesiones

15.1. La sucesion constante s» = ¢ converge a

-- Demostrar que, para todo a € R, la sucesién constante
-- s(n) = a
-- converge a a.

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Tenemos que demostrar que para cada € € R tal que € > 0, existe un
-- N€eN, tal que (VYn € N)[n = N - |s(n) - a| < €]. Basta tomar N como
-- 0, ya que para todo n = N se tiene

-- |s(n) - a] la - a

- = |0]

0

oo < €

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic

def limite (s : N> R) (a : R) :=
Ve>0, 3N, Vn=N, [sn-a|l] <c¢

-- 12 demostracion

385
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example : limite (fun _: Nw» c) c :=
by

intros € he

-- g R

-- he : € >0
--F3AN, VY (n:N), n=N-> |[(fun =><c) n - c| <¢€

use 0
--FY (n:N), n=0-> |(fun =>¢c)n-c| <z¢
intros n _hn
--n: N
--hn : n=0
-- F |(fun _=><c¢c) n - c| <¢€
show |(fun =>c) n - c| < €
calc [(fun _=>c) n - c| = |c - ¢| := by dsimp
_ = 0] = by {congr ; exact sub _self c}
=0 = abs_zero
< € := he
-- 22 demostracién
example : limite (fun _ : N » c) c :=
by
intros € he
-- g : R
-- he : € >0
-- 3N, Y (n:N), n=N-> |[(fun =>¢c) n-c| <¢
use 0
-- kY (n:N), n=0-> |(fun _=>¢c¢c) n - c| <¢
intros n hn
--n: N
--hn : n=20
--I—|(fun_=>c)n-c|<g
show |(fun _=>c) n - c| < ¢
calc [(fun _=>c) n - c| =0 = by simp
< € = he

-- 32 demostracion

example : limite (fun : N» c) c :=

by
intros € he
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-- g R

-- he : € >0

-- 3N, YV (n:N), n=N-> |[(fun =><c) n-c| <¢€
aesop

-- 42 demostracion

example : limite (fun : Nw» c) c :=
by
intros € he
-- g R
-- he : € >0
-- 3N, VY (n:N), n=N-> |[(fun =><c) n-c| <z¢
aesop

-- 52 demostracion

example : limite (fun _: Nw» c) c :=
fun € he » by aesop

-- Lemas usados

-- #check (sub self a : a - a = 0)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

15.2. Si la sucesion s convergea bylatac,
entonces s+t converge a b+c

-- Demostrar que si la sucesién u converge a a y la v a b, entonces u+v
-- converge a a+b

-- Demostracién en lenguaje natural

-- En la demostracién usaremos los siguientes lemas
-- (Va€eR)[a>0-a/2>0] (L1)
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-- (V. a, b, c € R)[max(a, b) =c » a = c] (L2)
-- (V a, b, c € R)[max(a, b) =c - b = c] (L3)
-- (Va, b €eER)[|la+ b| = |a| + |b|] (L4)
= (Va€R)[a/2+a/2=a] (L5)

-- Tenemos que probar que para todo € € R, si

-- >0 (1)
-- entonces
-- (N € N)(Vn € N)[n =N - |(u + v)(n) - (a + b)| < €] (2)

-- Por (1) y el lema L1, se tiene que

-- £/2 > 0 (3)
-- Por (3) y porque el limite de u es a, se tiene que

-- (AN € N)(Vn € N)[n = N - |u(n) - a| < &/2]

-- Sea N: € N tal que

-- (Vn € N)[n = N1 - |u(n) - a| < &/2] (4)
-- Por (3) y porque el limite de v es b, se tiene que

-- (3N € N)(Vn € N)[n = N - |v(n) - b| < &/2]

-- Sea N2 € N tal que

-- (Vn € N)[n = N2 - |v(n) - b| < &/2] (5)
-- Sea N = max(Nz, Nz2). Veamos que verifica la condicién (1). Para ello,
-- sea n €N tal que n = N. Entonces, n = N1 (por L2) y n = N2 (por

-- L3). Por tanto, por las propiedades (4) y (5) se tiene que

- lu(n) - al < &/2 (6)
-~ |v(n) - b| < &/2 (7)
-- Finalmente,

-- | (u + v)(n) - (a + b)| | (u(n) + v(n)) - (a + b) |

|(u(n) - a) + (v(n) - b)|

-- < |u(n) - a| + |v(n) - b] [por L4]
=c <eg/2+¢€/2 [por (6) y (7)
. = ¢ [por L5]

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
variable {s t : N - R} {a b c : R}

def limite (s : N - : R) :=
Ve>0, 3N, Vn=N, [sn-a|] <¢g

-- 12 demostracion

example
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(hu : limite u a)
(hv : limite v b)
- limite (u + v) (a + b) :=
by
intros € he
-- g R
-- he : € >0
--F3AN, YV (n:N), n=N-> |(u+vVv)n-(a+b) <c¢
have he2 : 0 < € / 2 := half_pos he
cases’ hu (g / 2) he2 with Nu hNu
-- Nu : N
--hNu : Y (n:N), n=zNu- |un-a| <€/ 2
cases’ hv (g / 2) he2 with Nv hNv
-- Nv : N
-- hNv : Y (n :N), n=Nv - |vn-b| <eg/2
clear hu hv heg2 he
let N := max Nu Nv
use N
--FY (n:N), n=N> |(s+t)n- (a+b) <c¢
intros n hn

--n: N
--hn : n=z=N
have nNu : n = Nu := le of max le left hn

specialize hNu n nNu
-- hNu : |lun - a| <€/ 2
have nNv : n = Nv := le of max le right hn
specialize hNv n nNv
-- hNv : |vn-b|l <€/ 2
clear hn nNu nNv
calc |[(u+vVv) n - (a + b)]

= |(un+vn) - (a+b)|
[(un-a) + (vn-b)|
[un-al + |vn- b
€/ 2+¢/?2
€

rfl

by { congr; ring }

by apply abs add

by linarith [hNu, hNv]
by apply add halves

AN
LI | (||

-- 22 demostracion

example

(hu : limite u a)

(hv : limite v b)

- limite (u + v) (a + b) :=
by

intros € he
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cases’ hu (&/2) (by linarith) with Nu hNu
cases’ hv (&/2) (by linarith) with Nv hNv
use max Nu Nv

intros n hn

have hni1 : n = Nu := le of max le left hn
specialize hNu n hn:
have hnz : n = Nv := le of max le right hn

specialize hNv n hn:
calc |[(u+vVv) n - (a + b)|
= |(un+vn) - (a+b)]

by rfl

= |(un-a)+ (vn- b)| := by {congr; ring}
= Jun-al +|vn - b = by apply abs_ add
<€/ 2+¢€/2 = by linarith

= € = by apply add halves

-- 32 demostracion

lemma max_ge iff

{a : Type }
[LinearOrder a]
{pagr: o}
r=max pgqg er=pAr=gq :=

max_ le iff

example

(hu : limite u a)
(hv : limite v b)
: limite (u + v) (a + b) :=

by

intros € he
cases’ hu (g€/2) (by linarith) with Nu hNu
cases’ hv (&/2) (by linarith) with Nv hNv
use max Nu Nv
intros n hn
cases’ max _ge iff.mp hn with hni hn:
have cota: : |un - al < &/2 := hNu n hn:
have cotaz : |[v n - b|] < &€/2 := hNv n hn:
calc |[(u+vVv) n - (a + b)]

= |(un+vn) - (a+b)|
[(un-a) + (vn-b)|
[un-al + |vn- Db
€

by rfl

by apply abs add
by linarith

A A

-- 42 demostracion

by { congr; ring }
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example
(hu : limite u a)
(hv : limite v b)
: limite (u + v)
by
intros € he
cases’ hu (g/2)

(a + b) :=

(by linarith) with Nu hNu

cases’ hv (g€/2) (by linarith) with Nv hNv

use max Nu Nv
intros n hn

cases’ max _ge iff.mp hn with hni hn:

calc |[(u+vVv) n - (a + b)]
[lun+vn- (a+b)]
[(un-a) + (vn-b)|
[un-al + |vn- Db
€/2 + €/2

€

A A

-- 52 demostracion

example
(hu : limite u a)
(hv : limite v b)
: limite (u + v)
by
intros € he
cases’ hu (g/2)
cases’ hv (g/2)
use max Nu Nv
intros n hn
rw [max ge iff] at hn
calc [(u+v) n - (a+ b)|
= |lun+vn- (a+b)|
[(un-a) + (vn-nb)
lun-al] + |vn- b
€

(a +b) :=

A A

-- 62 demostracion

example

(hu : limite u a)

= add 1t add (hNu n hni)

by rfl

by { congr; ring }

by apply abs add

(hNv n hn2)
by simp

(by linarith) with Nu hNu
(by linarith) with Nv hNv

by rfl

by { congr; ring }

by apply abs add

by linarith [hNu n (by linarith), hNv n (by linarith
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(hv : limite v b)
: limite (u + v) (a + b) :=

by

intros & He

cases’ hu (€/2) (by linarith) with L HL
cases’ hv (g/2) (by linarith) with M HM
set N := max L M with hN
use N
have HLN : N = L := le max left
have HMN : N = M := le max_right
intros n Hn
have H3 : |un - a|] < &€/2 := HL n (by linarith)
have H4 : |v n - b| < €/2 := HM n (by linarith)
calc |[(u+vVv) n - (a + b)]
= [(un+vn) - (a+b)| = by rfl
= ](un-a) + (vn - b)] = by {congr; ring }
= |(un-a)|] + |(vn-Db)| :=by apply abs add
< &g/2 + €/2 = by linarith
=€ = by ring
-- Lemas usados
-- variable (d : R)
-- #check (abs add a b : |a + b| = |a|] + |b])
-- #check (add halves a : a / 2 +a / 2 = a)
-- #check (add It add : a <b->c<d-a+c<b+d)
-- #check (half pos : a >0 ->a/ 2 > 0)
-- #check (le max left a b : a = max a b)
-- #check (le max right a b : b = max a b)
-- #check (le of max le left : max a b = ¢ - a = c)
-- #check (le of max le right : max a b = c - b = c)
-- #check (max le iff : max a b =ceas=<scAb=c)
Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web
15.3. Unicidad del limite de las sucesiones con-
vergentes
-- En Lean, una sucesidén ue, U1, U2, ... Se puede representar mediante
-- una funcién (u : N - R) de forma que u(n) es un.
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-- Se define que a es el limite de la sucesién u, por
-- def limite :
- - Aua, Ye>0, 3N, Yn=N,
-- donde se usa la notacidén |x| para el valor absoluto de x

(N-R) - R - Prop :=

-- notation ‘| ‘x‘|‘ := abs x

-- Demostrar que cada sucesién tiene como maximo un limite.

import data.real.basic

variables {u :

N

variables {a b :

notation ‘|‘x‘|

]

- R}
R}

:= abs x

def limite : (N> R) - R - Prop :=

Auc, Ye>0, 3N, Y n=N,

-- 12 demostracion

lemma aux

(ha : limite u
(hb : limite u

b<=a:=
begin
by contra h,
set € := b -

a

cases ha (g/2)
cases hb (g/2)

set N := max
have hAN : A
have hBN : B

A

<

=

b)

with he,

(by linarith) with A hA,
(by linarith) with B hB,
B with hN,

N := le max_left A B,

N := le max right A B,

specialize hA N hAN,
specialize hB N hBN,
rw abs 1t at hA hB,

linarith,
end

example

(ha : limite u a)
(hb : limite u b)

a=>b:=

lu n - al <¢

[un-c| <€
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le antisymm (aux hb ha) (aux ha hb)

-- 22 demostracion

example
(ha : limite u a)
(hb : limite u b)

ta=>b :=
begin
by contra h,
wlog hab : a < b,
{ have : a<bva=bvb<a:=1t trichotomy a b,
tauto },
set € := b - a with hg,

specialize ha (&g/2),
have he2 : €/2 > 0 := by linarith,
specialize ha he2,
cases ha with A hA,
cases hb (&/2) (by linarith) with B hB,
set N := max A B with hN,
have hAN : A = N := le max left A B,
have hBN : B = N := le max right A B,
specialize hA N hAN,
specialize hB N hBN,
rw abs 1t at hA hB,
linarith,

end

-- 32 demostracion

example
(ha : limite u a)
(hb : limite u b)

ca=b :=
begin
by contra h,
wlog hab : a < b,
{ have : a<bva=bvb<a:=1t trichotomy a b,
tauto },
set € := b - a with hg,

cases ha (€/2) (by linarith) with A hA,
cases hb (&/2) (by linarith) with B hB,
set N := max A B with hN,
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have hAN : A = N := le max _left A B,
have hBN : B = N := le max right A B,

specialize hA N hAN,
specialize hB N hBN,
rw abs 1t at hA hB,
linarith,

end

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

15.4. Si el limite de la sucesidnunesayc € R,
entonces el limite de un+c es a+c

-- En Lean, una sucesién ue, U1, U2, ... Se puede representar mediante
-- una funcién (u : N - R) de forma que u(n) es un.

-- Se define que a es el limite de la sucesidn u, por

-- def limite : (N> R) - R - Prop :=

- - funucw»Ve>0, 3N, Yn=N, |un-c| <¢

-- Demostrar que si el limite de la sucesién un es a y ¢ € R, entonces

-- el limite de un+c es a+c.

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Sea € € R tal que € > 0. Tenemos que demostrar que

-- (3 N)(Nn=N)[|(u(n) +c) - (a+c)| < ¢g] (1)
-- Puesto que el limite de la sucesidn u(i) es a, existe un k tal que
-- (Vn=k)[|u(n) - a|] < €] (2)

-- Veamos que con k se verifica (1); es decir, que

-- (Vn=k)[|(u(n) +c) - (a +c)| <¢&]

-- Sea n = k. Entonces, por (2),

- - lu(n) - a|] < ¢ (3)
-- y, por consiguiente,

-- | (u(n) + c) - (a +c)| = |u(n) - a

= <& [por (3)]

-- Demostraciones con Lean4
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import Mathlib.Data.Real.Basic
import Mathlib.Tactic

variable {u : N - R}

variable {a c : R}

def limite : (N> R) - R - Prop :

c| < ¢

ui+c)n-(a+c)| <ze

(a +c)| <e¢

funucwerVe>0, 3N, ¥YVn=N, |un -
-- 12 demostracion
example

(h : limite u a)

: limite (fun i » u i + ¢c) (a + c) :=
by

intros € he

-- ¢ R

-- he : € >0

--F3AN, Y (n:N), n=N-> |(fun 1 =>

dsimp

--+3AN, Y (n:N), n=N-> |un+cC -

cases’ h € he with k hk

-- kN

--hk : VY (n :N), n=zk-> |un- a| <g¢

use k

--FY (n:N), n=k->|un+c - (a+
intros n hn
--n: N
-- hn : n
calc |u n
= |u
_<£

by norm _num
hk n hn

-- 22 demostracion

example

(h : limite u a)

: limite (fun i » u i + C)
by

intros € he

-- e R

-- he : € >0

-- 3N, V (n:N), n=N-> |(fun 1 =>

(a + c)

c)| < €

ui+c)n-(a+c)| <ce
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dsimp
--F3AN, YV (n:N), n=N-> |un+c- (a+c)| <c¢€
cases’ h € he with k hk

--hk : VY (n :N), n=zk-> |un- a| <g¢

--FY (n:N), nzk->|un+c- (a+c)| <¢€
intros n hn

--n: N

--hn : n =k

--FJun+c- (a+c)| <¢

convert hk n hn using 2
--kFUun+c-(a+c)=un-a

ring

-- 32 demostracion

example
(h : limite u a)
: limite (fun i » u i + c) (a + c) :=

by
intros € he
dsimp
convert h € he using 6
ring

-- 42 demostracion

example
(h : limite u a)
: limite (fun i » u i + ¢c) (a + c) :=
fun € he » (by convert h € he using 6; ring)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

15.5. Si el limite de la sucesidnunesayc € R,
entonces el limite de cun es ca
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-- En Lean, una sucesién ue, U1, U2, ... Se puede representar mediante
-- una funcién (u : N - R) de forma que u(n) es un.

-- Se define que a es el limite de la sucesién u, por
-- def limite : (N> R) - R - Prop :=
- - funucw»VYe>0 3N YVn=z=N, |[un-c| <g¢

-- Demostrar que que si el limite de un es a, entonces el de
-- Cun es ca.

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Sea € € R tal que € > 0. Tenemos que demostrar que
-- (3 N€EN)(Yn=N)[|cun - ca| < €] (1)
-- Distinguiremos dos casos segun sea ¢ = 0 o no.

-- Primer caso: Supongamos que ¢ = 0. Entonces, (1) se reduce a
- - (3 NEN)(YNn=N)[|O-un - O-a] < €]

-- es decir,

-- (I NEN)(YNn=N)[O < €]

-- que se verifica para cualquier numero N, ya que € > 0.

-- Segundo caso: Supongamos que ¢ # 0. Entonces, &/|c| > 0 y, puesto que
-- el limite de un es a, existe un k € N tal que

-- (V. n=k)[|lun - a| < &/|c|] (2)
-- Veamos que con k se cumple (1). En efecto, sea n = k. Entonces,

- - |cun - cal = |c(un - a)|

- = |cllun - a|

-- < |cl(e/]c|) [por (2)]

-- =€

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
import Mathlib.Tactic

variable (u v : N - R)
variable (a c : R)

def limite : (N> R) - R - Prop :=
funucwerVe>0, 3N, ¥n=N, |[un-c| <c¢
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-- 12 demostracion

example

(h : limite u a)

: limite (fun n » ¢ * (u n))

(c * a) :=

by
by cases hc : ¢ =0

--hc : c=0
subst hc
-- + limite (fun n => 0 * u n) (0 * a)
intros € he
-- g R
-- he : € >0
-- 3N, ¥V (n:N), n=N-> |(funn=>0*un)n-20%*al <eg¢
aesop
--hc : =c =0
intros € he
-- g R
-- he : € >0
-- 3N, ¥V (n:N), n=N-> |(funn=>c*un)n-c*al <eg¢
have hc’ : 0 < |c| := abs_pos.mpr hc
have hec : 0 < € / |c| := div_pos he hc’
specialize h (g/|c|) hec
--h:3N, ¥V(n:N), n=N->|un-a|l <e/ |c|
cases’ h with N hN
-- N : N
--hN : Y (n :N), n=N-> |un - a| <€/ |c]|
use N
-- kY (n:N), n=N> |(funn=>c*un)n-c*a|l <z¢e
intros n hn
--n : N
--hn : n=N

--F |(funn=>c *un)n-c*al <eg¢
specialize hN n hn
lun-al <eg/ |c|
dsimp only

calc |[c *un - c * a

-- hN :

A

[c * (un - a)]
lc| * fun - a
[c| * (g / |c])
€

-- 22 demostracion

congr _arg abs (mul sub ¢ (u n) a).symm
abs mul ¢ (un - a)

(mul 1t mul left hc').mpr hN

mul div cancel’ € (ne of gt hc')
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example
(h : limite u a)
: limite (fun n» ¢ * (un)) (c * a) :=

by

by cases hc : ¢ =0
--hc : c=0
subst hc
-- F limite (fun n => 0 * un) (0 * a)
intros € he
-- g R
-- he : € >0
-- 3N, ¥V (n:N), n=N-> |(funn=>0*un)n-20*al <eg¢
aesop
-- hc : =c =0
intros € he
-- g R
-- he : € >0
-- 3N, ¥V (n:N), n=N-> |(funn=>c*un)n-c*al <e
have hc’ 0 < |c| := abs pos.mpr hc
have hec : 0 < € / |c| := div_pos he hc’
specialize h (g/|c|) hec
--h:3N, YV (n:N), n=N->|un-a|] <eg/ |c|
cases’ h with N hN
-- N : N
--hN : Y (n :N), n=N-> |un - a|] <€/ |c]|
use N
-- kY (n:N), n=N-> |(funn=>c*un)n-c*a|l<z¢e
intros n hn
--n: N
--hn : n=N
--F |(funn=>c*un)n-c*al|l<ze¢
specialize hN n hn
-- hN : |lun - a| <€/ |c]
dsimp only

--F|c*un-c*a|l <ce
rw [« mul sub]

--F |c* (un - a)| < ¢
rw [abs mul]

--F |c| * lun - a|] <¢
rw [« 1t div iff’ hc']
--F lun-a|l <¢g/ |c|
exact hN
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-- 32 demostracion

example

(h : limite u a)

: limite (fun n » c * (u n))

by

by cases hc : ¢ =0
. subst hc
intros € he

aesop

. intros € he
have hc’ : 0 < |c| := by aesop
have hec : 0 < € / |c]|
cases’ h (€/|c|) hec with N hN

use N

intros n hn
specialize hN n hn
dsimp only
rw [« mul sub, abs mul, < 1t div iff’ hc’']
exact hN

-- Lemas usados

-- variable (b c : R)

-- #check
-- #check
-- #check
-- #check
-- #check
-- #check
-- #check

(abs mul a b : |
(abs pos.mpr : a
(div pos : 0 < a
(Ut div iff’ : 0
(mul div_cancel’
(mul 1t mul left
(mul sub a b c :

(c * a) :=

:= div_pos he hc’

lal * |b])

< |al)

b-0<a/b)

(a <b/cec*ax<hb))

S |l

<
:b#0->b* (a/ b)=a)
<

a-(a*b<a*ceb<x<c))
(b -c)=a*b-a*c)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

15.6. El limite de u es a syss el de u-aes O

-- En Lean, una sucesién ue, Ui, U2, ... Se puede representar mediante

-- una funcion (u :

N - R) de forma que u(n) es un.

-- Se define que a es el limite de la sucesién u, por
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- - def limite : (N> R) > R - Prop :=
-- funucw»Ve>0, AN, Yn=N, |lun-c| <z¢e

-- Demostrar que el limite de un es a si y solo si el de un-a es 0.

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Se prueba por la siguiente cadena de equivalencias

-- limite u a o (Ve>0) (3aN) (VYn=N)[|u(n) - a| < €]

-- o (Ye>0) (3N) (Yn=N)[|(u(n) - a) - 0| < €]
-- o limite (fun n » u(n) - a) 0O

-- Demostraciones con Lean4

import Mathlib.Data.Real.Basic
import Mathlib.Tactic

variable {u : N - R}
variable {a c x : R}

def limite : (N> R) - R - Prop :=
funuce»Ve>0, 3N, Yn=N, |[un-c| <c¢

-- 12 demostracion

example

: limite u a o limite (fun i » u i - a) 0 :=
by

rw [iff eq eq]

calc limite u a

=Y e€>0, 3N, ¥Vn=N, |[un-a|l <c¢ = rfl
=Y €>0,dN,VYn=N, |[(un-a) - 0] <g :=by simp
= limite (fun i » u i - a) O = rfl

-- 22 demostracion

example

: limite u a « limite (fun i » u i - a) 0 :=
by

constructor
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-- F limite u a » limite (fun i =>u 1 - a) 0

intros h € he

-- h : limite u a

-- g R

-- he : € >0

-- 3N, VYV (n:N), n=N-> |[(fun i=>ui-a)n-0|<zce

convert h € he using 2

-- x N

--F (N (n:N), n=x>|(funi=>uli-a)n-0|<¢€)eoeV¥V (n:N),n=x->1|un-
norm_num

-- + limite (fun i => u i - a) 0 - limite u a

intros h € he

-- h : limite (fun i => u 1 - a) 0O

-- g R

-- he : € >0

-- k3N, YV (n:N), n=N-> |un - a|] <¢g¢

convert h € he using 2

-- x : N

--F (VY (n:N), n=x>|un-a|l] <¢€)eoV¥V (n:N), n=x>|(funi=>ui-a)n-
norm_num

-- 32 demostracion

example
limite u a « limite (fun i » u i - a) 0 :=
by
constructor <;>
{ intros h € he
convert h € he using 2
norm_num }

-- 42 demostracion

lemma limite con suma
(c : R)
(h : limite u a)
limite (fun i » u i + ¢c) (a + c) :=
fun € he » (by convert h € he using 2; norm_num)

lemma CNS limite con_ suma
(c : R)
limite u a « limite (fun i » u i + ¢c) (a + c) :=
by
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constructor
-- + limite u a » limite (fun i => u 1 + ¢c) (a + c)
apply limite con suma
-- + limite (fun 1 => u 1 + ¢c) (a + c) - limite u a
intro h
-- h : limite (fun 1 => u 1 + c) (a + c)
-- + limite u a
convert limite con suma (-c) h using 2
--FUX=UX+C+ -C

simp
--Fa=a+c+ -cC
simp
example
(u: N-R)
(a : R)
: limite u a o limite (fun i » u i - a) 0 :=

by
convert CNS limite con suma (-a) using 2
--+F0=a+ -a
simp

-- Lemas usados

-- variable (p g : Prop)
-- #check (iff eq eq : (p » q) = (p =q))

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

15.7. Si un y vn convergen a 0, entonces unvn
converge a 0

-- En Lean, una sucesién ue, Ui, U2, ... Se puede representar mediante
-- una funcién (u : N - R) de forma que u(n) es un.

-- Se define que a es el limite de la sucesién u, por

- - def limite : (N> R) > R -» Prop :=

-- funucw»Ve>0, AN, YNn=N, |lun-c| <¢

-- Demostrar que si las sucesiones u(n) y v(n) convergen a cero,
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im
im

va

de

ex

by

entonces u(n)-v(n) también converge a cero.

Demostracién en lenguaje natural

Sea € € R tal que € > 0. Tenemos ue demostrar que

(IN € N)(Vn = N)[|(uv)(n) - 0| < €] (1)
Puesto que el limite de un es 0, existe un U € N tal que

(YVn = U)[|u(n) - 0| < €] (2)
y, puesto que el limite de vn es 0, existe un V € N tal que

(Vn = V)[|v(n) - 0| < 1] (3)

Entonces, N = max(U, V) cumple (1). En efecto, sea n = N. Entonces,
n=Uynz=Vy, aplicando (2) y (3), se tiene

lu(n) - 0] < € (4)
[v(n) - 0] <1 (5)
Por tanto,
| (u-v)(n) - 0| = |u(n)-v(n)]|
= lu(n)|-|v n|
< e-1 [por (4) y (5)]
= g

Demostraciones con Lean4

port Mathlib.Data.Real.Basic
port Mathlib.Tactic

riable {u v : N - R}

f limite : (N> R) - R - Prop :=
funuce»Ve>0, 3N, ¥YVn=N, |[un-c| <c¢

12 demostracion

ample

(hu : limite u 0)

(hv : limite v 0)

: limite (u * v) 0 :=

intros € he
-- ¢ R
-- he : € >0

--F3AN, YV (n:N), n=N-> |(u*v)n-0| <¢
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ex

by

cases’ hu € he with U hU
-- U : N
--hU : Y (n:N), n=zU-> |un - 0] <¢
cases’ hv 1 zero 1t one with V hV
--V:N
--hvV : Y (n:N), n=V->|vn-0| <1
let N :=max U V
use N
-- Y (n:N), n=N-> |(u*v)n-0| <g
intros n hn
--n: N
--hn : n=N
--F |(u*v)n-0|] <¢
specialize hU n (le of max le left hn)
--hU : |lun - 0| <¢
specialize hV n (le_of max le right hn)
--hV : |Jvn-0| <1
rw [sub zero] at *
--hU : |lun - 0| <¢
--hV : |lvn-0| <1
--F |(u*v)n-0| <c¢
calc |[(u * v) n|

= lun*vn|
lun| * |vn|

rfl
abs mul (u n) (v n)

A

€ := mul_one €

22 demostracion

ample

(hu : limite u 0)

(hv : limite v 0)

: limite (u * v) 0 :=

intros € he

-- g R

-- he : € >0

--F3AN, YV (n:N), n=N-> |[(u*v)n-0| <¢
cases’ hu € he with U hU

-- U : N

--hU : VYV (n:N), n=U->|un-0| <¢€

cases’ hv 1 (by linarith) with V hV

-- VN

--hvV : Y (n:N), n=zV->|vn-0| <1

€ *1 := mul_ 1t mul’’ hU hV (abs nonneg (u n))

(abs_nonneg (v n))
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let N :=max U V

use N

--FY (n:N), n=N-> |(u*v)n-0| <g
intros n hn

--n: N

--hn : n=N

--F |(u*v)n-0|] <¢

specialize hU n (le of max le left hn)
--hU : |lun-0| <¢

specialize hV n (le of max le right hn)
--hV : |Jvn-0| <1

rw [sub zero] at *

-- hU : |un| < ¢

-- hvV : |vn|l <1

--F |(u *Vv) n| <¢

calc |(u * v) n|

= |lun*vn| = rfl

= Jun| * |vn| :=abs mul (un) (vn)

o <gx*1 = by { apply mul 1t mul’’ hU hV <;> simp [abs nonneg] }
= € = mul one €

-- 32 demostracion

example
(hu : limite u 0)
(hv : limite v 0)
: limite (u * v) 0 :=
by
intros € he
-- ¢ R
-- he : € >0
--F3AN, YV (n:N), n=N-> |[(u*v)n-0| <¢
cases’ hu € he with U hU
-- U N
--hU : VYV (n:N), n=U->|un-0| <¢
cases’ hv 1 (by linarith) with V hV
-- VN
--hvV : Y (n:N), n=V->|vn-0| <1
let N := max U V
use N
--FY (n:N), n=N> |(u*v)n-20| <c¢g¢
intros n hn
--n : N
--hn : n=N
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--F |(u*v)n-0|] <¢
have hUN : U = N := le max _left U V
have hVN : V = N := le max_right U V
specialize hU n (by linarith)
--hU : |lun- 0| <¢
specialize hV n (by linarith)
--hV : |lvn-0| <1
rw [sub zero] at *
-- hU : |u n| < ¢
-- hV : |Jvn| <1

--F |(u *v) n| <¢
rw [Pi.mul apply]

--kF |lun*vn| <c¢
rw [abs mul]

--F |lun| * |vn|l <¢g
convert mul 1t mul’’ hU hV _ using 2 <;> simp

-- Lemas usados

-- variable (a b c d : R)
-- variable (I : Type )
-- variable (f : I - Type )

-- #check
-- #check
-- #check
-- #check
-- #check
-- #check
-- #check
-- #check

(zero 1t one : 0 <

(le of max le left :
(le of max le right :

(sub zero a : a - 0
(abs mul a b : |a *
(mul Ut mul’’ : a <
(abs nonneg a : 0 <
(mul one a : a * 1

1)

max a b =c-a=sc)

max a b =c - b = c)

= a)

bl = la|l * |b])
c>b<d-0=a-0=sb-a*b<c*d)
lal)

=a)

Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web

15.8. Teorema del emparedado

-- En Lean, una sucesion uo,
-- una funcién (u : N - R) de

Ui, uz, ... se puede representar mediante
forma que u(n) es un.

-- Se define que a es el limite de la sucesién u, por
-- def limite : (N - R) -
- - funucw»VYe>0, 3N, Yn=N, |[un-c| =€

R - Prop :=
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-- Demostrar que si para todo n, u(n) = v(n) = w(n) y u(n) tiene el

-- mismo limite que w(n), entonces v(n) también tiene dicho limite.

-- Demostracién en lenguaje natural

-- Tenemos que demostrar que para cada € > 0, existe un N € N tal que

-- (VY n=N)[|v(n) - a| = €] (1)
-- Puesto que el limite de u es a, existe un U € N tal que

-- (V. n=U)[|u(n) - a| = €] (2)
-- y, puesto que el limite de w es a, existe un W € N tal que

- - (Vnz=W)I[|w(n) - a|] = €] (3)
-- Sea N = max(U, W). Veamos que se verifica (1). Para ello, sea
--n=N. Entonces, n=Uy n=W. Por (2) y (3), se tiene que

-- lu(n) - a| = € (4)
-- |w(n) - a| = ¢ (5)
-- Para demostrar que

-- |v(n) - a| = €

-- basta demostrar las siguientes desigualdades

-- -€ =v(n) - a (6)
- - vin) - a < ¢ (7)

La demostracién de (6) es
-€ =u(n) - a
= v(n) - a
demostracién de (7) es
v(n) - a =w(n) - a

£

La

1
1
N |

Demostraciones con Lean4

[por (4)]
[por hipdétesis]

[por hipdétesis]
[por (5)]

import Mathlib.Data.Real.Basic

variable (uv w : N - R)

variable (a : R)

def limite :

(N> R) >R > Prop :=
funuce VYe>0, 3N, Y n=N,

[un-c| = ¢

-- Nota. En la demostracién se usara el siguiente lema:

lemma max _ge iff
fpagr N}
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r=max pqer=pAr=4q :=
max_le_iff

-- 12 demostracion

example
(hu : limite u a)
(hw : limite w a)
(hl : Y n, un=yv
(h2 : Y n, vns=w
limite v a :=

by
intros € he
-- e R
-- he : € >0
--+F3AN, V(n:N), n=N->|vn-a|l =¢
rcases hu € he with (U, huU)
-- U : N
--hU : Y (n:N), n=zU- |un - a| ¢
clear hu
rcases hw € he with (W, hW)
-- W : N
--hWw : Y (n :N), n=zW-> |[wn - a| =¢

clear hw he
use max U W
intros n hn
--n: N
--hn : n=max U W
--F |vn-a|l =sc¢
rw [max ge iff] at hn
--hn : nzUnANnz=»W
specialize hU n hn.1
--hU : |lun - a| =¢
specialize hW n hn.2
-- hW : |wn - a| = ¢
specialize hl
--hl : un s
specialize h2
-- h2 : vns
clear hn
rw [abs le] at *
--kF-esvn-aAnvn-ase
constructor

--F-e=svn-a

£ 5 < S
S =
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calc -¢
=u a := hu.1
_=von - a:=by linarith
--+vn-a=se
calc vn - a
=wn - a := by linarith
= € = hW.2
-- 22 demostracidn
example
(hu : limite u a)
(hw : limite w a)
(h1 : Y n, un=vn)

(h2 : Y n, vns=wn)
limite v a :=
by
intros € he
-- g R
-- he : € >0

--F3AN, VYV (n:N), n=N-> |vn-a|l ¢
rcases hu € he with (U, huU)

-- U N

--hU : Y (n:N), n=zU-> |un - a|] =¢
clear hu

rcases hw € he with (W, hW)

-- W : N

-- hW : VY (n :N), n=zW-> |wn - a| = ¢

clear hw he

use max U W

intros n hn

--n: N

--hn : n=max U W

rw [max ge iff] at hn

--hn : n=zUANnz=»W
specialize hU n (by linarith)

-- hU : |lun - a| =¢
specialize hW n (by linarith)
-- hW : |wn - a| = ¢

specialize hl n

--hl : un=svn

specialize h2 n

--h2 : vnswn

rw [abs le] at *
--F-esvn-aAnvn-ase
constructor
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-- F -€ =
linarith
--FvVvon-a
linarith

vV n

- a

= &

-- 32 demostracion

ex

by

ample
(hu :
(hw :

limite u
limite w
(h1 : ¥ n, un
(h2 : Y n, vn
limite v a :=

intros € he
-- g 'R

-- he : € >0

-- 3N, VY (n:

rcases hu € he
-- U : N
-- hU :
clear hu
rcases hw € he
-- W : N

-- hW : VY (n :
clear hw he
use max U W
intros n hn
--n : N
-- hn :
-- F |vn - al

Y (n :

N), n=N-> |vn- a
with (U, huU)

N), n=U-> |un - a

IA

with (W, hw)

N), n=W-> |wn - a

IA

n=max U W

= &

IA
™

rw [max ge iff] at hn
--hn : nzUnANnz=W
specialize hU n (by linarith)
--hU : |lun - a| =¢
specialize hW n (by linarith)

-- hW : |wn - a| = ¢

specialize hl n

--hl : un=svn

specialize h2 n

--h2 : vnswn

rw [abs le] at *

--hU : -e=sun-anun-a=sc¢e
--hW : -e =swn-anAnwn-as=g¢e
--F-esvn-aAvn-ase

constructor <;> linarith
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Se puede interactuar con las pruebas anteriores en Lean 4 Web


https://lean.math.hhu.de/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Calculemus2/main/src/Teorema_del_emparedado.lean
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Lemas usados

import Mathlib.Algebra.Group.Basic

import Mathlib.Algebra.Order.Ring.Defs

import Mathlib.Algebra.Ring.Defs

import Mathlib.Analysis.SpecialFunctions.Log.Basic
import Mathlib.Data.Real.Basic

import Mathlib.Order.Lattice

import Mathlib.Topology.MetricSpace.Basic

-- Numeros naturales

section naturales
variable (x y z kmn : N)
open Nat

#check
#check

Nat.dvd one : n | 1 e« n = 1)
Nat.lt add of pos left : 6 <k - n < k + n)

#check (_root .dvd antisymm : m | n-n | m - m = n)

#check (dvd add : x | y > x | z > X | y + 2)

#check (dvd factorial : 0 <k -k =n-k | n!)

#check (dvd gcd : K | m-> Kk | n > k | gcd m n)

#check (dvd mul left xy : x | y * x)

#check (dvd mul of dvd left : x | y -V (c : N), x | y * c)

#check (dvd mul of dvd right : x | y -V (c : N), x | ¢ *vy)

#check (dvd mul right xy : x | x * y)

#check (dvd trans : x | y -y | z > x | z)

#check (Dvd.intro k : m * kK =n ->m | n)

#check (factorial pos n: n ! > 0)

#check (gcd comm m n : gcd m n = gcd n m)

#check (gcd dvd left mn: gcd mn | m)

#check (gcd dvd right mn : gcd m n | n)

#check (minFac dvd n : minFac n | n)

#check (minFac pos n : 0 < minFac n)

#check (minFac prime : n # 1 - Nat.Prime (minFac n))

#check (Nat.dvd add iff right : k [ m > (k | ne k | m + n))
(
(
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#check
#check

(Nat.ne of gt : Kk <n - n # k)

(Nat.Prime.not dvd one : Nat.Prime n - -n | 1)
end naturales

-- Numeros reales

section reales

open Real

variable (a bcdxy : R)
(Left.self le neg : x = 0 - x = -X)

#check
#check
#check
#check
#check
#check
#check
#check
#check
#check
#check
#check
#check
#check
#check
#check
#check
#check
#check
#check
#check
#check
#check
#check
#check
#check
#check
#check
#check
#check
#check
#check
#check
#check
#check

abs add a b : |a + b| = |a|] + |[b])

abs le’ : |al| =sbesa=Dba -a=b)
abs 1t: |a] <b e -b<anrac<hb)

abs mul a b : |a * b| = |a|] * |b])

abs nonneg a : 0 = |a|)

abs of neg : x <0 - |x| = -x)

abs of nonneg : 0 = x - |X| X)

abs sub abs le abs sub a b : |a|] - |b]
add le add : a=sb-c=d-a+c=sb
add le add left : b=c -V (a : R), a
add le add right : b=c -V (a : R),
add 1t add of le of 1t : a =b->c<d
add 1t add of 1t of le : a<b-c=d
add 1t add right : b <c - VY (a : R),

< |a - b])

+ d)
+b=a+c)
b+a=sc+a)

- a+c<b+d)
- a+c<b+d)

b+a<c+ a)

add neg le iff le add : a - b=c e a=c + b)
add pos : O <a-0<b-0<a+Db)

div_mul cancel a : b# 0 - (a / b) * b = a)
t
eq zero or eq zero of mul eq zero : x
exp le exp : exp a=exp b a=b)
exp lt exp : expa<expbea<hb)

eq neg of add eq zero_ lef

exp pos a : 0 < exp a)

X+y=20

half 1t self : 0 <a->a / 2 < a)

half pos : 0 <a - 0 <a / 2)

le abs self x : x = |x])
le add of nonneg right
le antisymm : a = b - b =<
le div iff : 0 < c - (a =
le max left a b : a = max
le max right a b : b

le min : c=sa-c=sb-
le neg self iff : x = -x
le of eq : a=b-a=b

ma

)

X

a-a=>b)
b/ cea*c=<sb))
ab)

X N Q

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(add sub cancel a b : a+b - b =a)
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

b)
min a b)
< 0)

—)X:-y)

*y=0-x=0vVvy

: 0 =<b-a=a+b)
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#check (le of 1t : x <y - x =Yy)
#check (le of not ge : -x =y » X =Yy)
#check (le of not gt : —-a > b - a = b)
#check (le or gt xy : X =y Vv X >Yy)
#check (le refl a : a = a)
#check (log le log’ : 0 <a - a=b - log a = log b)
#check (1t abs : x < |y| e X <y V X < -y)
#check (1t _asymm : a < b - -b < a)
#check (1t _iff le and ne : a <b - a=b A a #b)
#check (1t _iff le not le : a <b < a=bna-b=a)
#check (1t _irrefl a : -a < a)
#check (1t neg : a < -b « b < -a)
#check (1t of le of ne : a=<=b->a=#b-a<b)
#check (1t of 1t of le : a<b->b=c-a<c)
#check (1t of le of 1t : a=b->b<c-a<c)
#check (1t of le of ne : a<=b-a#b-a<b)
#check (1t of not ge : —a=b - a < b)
#check (1t of not le : -b = a - a < b)
#check (1t trans : a<b->b<c->a<c)
#check (1t _trichotomy a b : a<bva=bvb<a)
#check (max comm a b : max a b = max b a)
#check (max le : a=c->b=c->max ab = c)
#check (min_add add right a b ¢ : min (a + ¢c) (b + ¢c) = min a b + ¢)
#check (min _assoc a b ¢ : min (min a b) ¢ = min a (min b c))
#check (min_comm a b : min a b = min b a)
#check (min eq left : a = b - min a b = a)
#check (min _eq right : b = a - min a b = b)
#check (min le left a b : min a b = a)
#check (min_le right a b : min a b = b)
#check (mul comm a b : a * b =Db * a)
#check (mul div cancel’ a : b#0 - b * (a / b) = a)
#check (mul le mul : a<b->c=d-0=c-0=b->a*cs=sb*d)
#check (mul le mul right : © <a-> (b *a=c*aebs=c))
#check (mul left cancele : a 20 > a *b=a *c-Db=rc)
#check (mul 1t mul left : 0 <a - (a*b<a*ceb<c))
#check (mul 1t mul right : © <a - (b *a<c*aeb<c))
#check (mul negab : a* -b=-(a * b))
#check (mul right inj' : a=#0 - (a *b=a *ceb-=c))
#check (mul subabc:a * (b-c)=a*b-a*c)
#check (mul two a : a * 2 = a + a)
#check (ne_comm : a # b o b # a)
#check (neg add xy : -(x +y) = -x + -y)
#check (neg add self a : -a + a = 0)
#check (neg _le abs self x : -x = |x]|)
(

#check (neg mul neg ab : -a * -b =a * b)
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#check (nonneg of mul nonneg left : 0 <=a *b-0<b->0 < a)
#check (not 1t of ge : a=b > - a < b)

#check (pow eq zero : V {n : N}, a “ n=0-a=0)

#check (pow _two a : ~ 2 =a* a)

#check (pow two nonneg a : 0 = a ~ 2)

#check (sq eq one iff : "2=1ex=1vVvx-=-1)

#check (sq eq sq iff eq or eq neg : Xx " 2=y " 2ex=yVX=-Y)
#check (sq nonneg a : 0 = a ~ 2)

#check (sub_add cancel a b :a-b+b=a)

#check (sub eq zero : x - y =0 o x =Yy)

#check (sub le sub left : a<=b -V (c : R), c -b=c- a)
#check (sub le sub right : a = b - V (c :R), a-c=b - )
#check (sub sqab : (a-b) "2=a”2-2*a*b+b"2)
#check (two mul a : 2 * a = a + a)

#check (two mul le add sq a b 12 *f¥a*b<sa”~2+b”2)
#check (zero 1t one : 0 < 1)

#check (zero 1t two : 0 < 2)
end reales

-- Anillos

section anillos

variable {R : Type } [Ring R]

variable (a b c : R)

#check (add assoc a b c : (a+b) +c=a+ (b+c))

#check (add comm a b : a + b = b + a)

#check (add eq zero iff eqneg : a + b =0 < a = -b)
#check (add left cancel : a + b=a+ c-> b = c)

#check (add left neg a : -a + a = 0)

#check (add mul a bc : (a+b) *c=a*c+b*c)
#check (add neg cancel right a b : (a + b) + -b = a)
#check (add neg self a : a + -a = 0)

#check (add right cancel : a + b=c+ b - a=c)

#check (add right neg a : a + -a = 0)

#check (add zero a : a + 0 = a)

#check (mul add a bc : a * (b+c)=a*b+a*c)
#check (mul zero a : a * 0 = 0)

#check (neg _add cancel left a b : -a + (a + b) = b)
#check (neg eq iff add eq zero : -a =b < a + b = 0)
#check (neg _eq of add eq zero left : a + b =0 - -b = a)
#check (neg eq of add eq zero right : a + b = 0 - -a = b)
#check (neg neg a : -(-a) = a)

#check (neg zero : -0 = 0)

#check (one_add one eq two : (1 : R) + 1 = 2)
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#check (sub add cancel a b : a - b + b = a)

#check (sub eq add neg a b : a - b=a+ -b)

#check (sub mul abc: (a -b) *c=a*c-Db*c)
#check (sub self a : a - a = 0)

#check (two mul a : 2 * a = a
#check (zero add a : 0 +
#check (zero mul a : 0 *
end anillos

+ a)
=] a)
= 0)

-- Grupos

section grupos

variable {G : Type } [Group G]

variable (a b ¢ : G)

#check (inv_eq of mul eq one right : a * b =1 - a ! = b)

#check (mul assoc abc : (a *b) *c=a* (b*c))
#check (mul inv self a : a * a-! = 1)

#check (mul inv rev a b : (a * b)-* =b-* * a-1)
#check (mul left inva : a-* * a=1)

#check (mul one a : a * 1 = a)

#check (mul right inv a : a * a-' = 1)
#check (one mul a : 1 * a = a)

end grupos

-- Reticulos

section reticulos

variable {a : Type } [Lattice a]

variable (x y z : «a)

#check (inf assoc : (x nMy) Nz =xnN(ynz))
#check (inf comm : x My =y M x)

#check (inf le left : x Ny = x)
#check (inf le of left le : x =
#check (inf le of right le : y =
#check (inf le right : x Ny =vy)
#check (inf sup self : x M (x U y) = x)

#check (le antisymm : X =y -y = X > X =Y)
#check (le inf : z=Xx->2z2=sy->2z=<sx0NYy)
#check (le rfl : x = x)

#check (le sup left : x = x U vy)

#check (le sup of le left : z = x>z =x UYy)
#check (le_sup of le right : z =y - z = x U Yy)
#check (le sup right : y = x U vy)

Z->XMNy=s2z)
zZ-> XNy = 2z)
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#check (le trans : x =
#check (sup _assoc : (X

y >y =2z-X<2)
U
#check (sup comm : x Uy
X

) Uz=xU(yuz))

#check (sup _inf self :
#check (sup le : x = z
end reticulos

)=x
zZ - XUy =s2)

-- AnillosOrdenados

section AnillosOrdenados

variable {R : Type } [StrictOrderedRing R]

variable (a b c : R)

#check (add le add right : b=c -V (a : R), b+ a=c + a)
#check (mul le mul of nonneg left : b=c-0=a-a *b=a* )

#check (mul le mul of nonneg right : a<=b-0=c-a *c=sb*c)
#check (mul nonneg : 0 =a->0=b->0=<a *b)

#check (sub le sub right : a<=b -V (c : R), a-c=b - ¢c)
#check (sub nonneg : 0 =a - b« b =< a)

end AnillosOrdenados

-- Espacios métricos

section EspacioMetrico

variable {X : Type } [MetricSpace X]

variable (x y z : X)

#check (dist comm x y : dist x y = dist y x)

#check (dist nonneg : 0 = dist x y)

#check (dist self x : dist x x = 0)

#check (dist triangle x y z : dist x z = dist x y + dist y z)
end EspacioMetrico

-- Conjuntos

section Conjuntos

open Set

variable {a : Type }

variable (r s t : Set a)

#check (Subset.trans : rc s ->s ct->rct)
end Conjuntos

-- Ordenes parciales
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section OrdenParcial

variable {a : Type } [PartialOrder a]

variable (a b c : a)

#check (irrefl a : —a < a)

#check (le trans : a=b->b=c->a=c)
#check (1t trans : a<b->b<c->a<c)
#check (monotone const : Monotone fun : R » c)
end OrdenParcial

-- Funciones

section Funciones

open Function

variable {a : Type } {B : Type } {y : Type }

variable {f : a - B} {g : B - Yy}

variable (c : R)

#check (Injective.comp : Injective g - Injective f - Injective (g o f))
#check (Surjective.comp : Surjective g - Surjective f - Surjective (g o f))
#check (add right surjective c : Surjective (fun x » x + C))

#check (mul left surjectivee : c # 0 - Surjective (fun x » ¢ * X))

end Funciones

-- Légica

section Logica

variable (p q : Prop)

variable {a : Type }

variable (P : a - Prop)

#check (absurd : p - —-p - q)

#check (forall not of not exists : (-3 x, P x) - ¥V x, =P x)
#check (not exists : (-3 x, P x) « V (x : a), =P x)

#check (not exists of forall not : (V x, P x - q) - (3 x, P x) - q)
#check (not imp : —=(p - gq) « p A —q)

#check (not forall : (=¥ x, P x) « 3 x, =P x)

#check (not forall of exists not : (3 x, =P x) - =¥V x, P x)
#check (not not intro : p - —-—p)

#check (of not not : —-—p - p)

#check (Or.inl : p - p v q)

#check (Or.inr : g - p v q)

end Logica



